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Abstract. This article addresses the issue of university students’ images of
the concept of continuity. The aim of the reported study was learn how the
students understand continuity of a function and what kind of difficulties
they experience when dealing with this concept. The author hopes that this
report will help academic teachers to better understand students and their
mistakes, and hence will facilitate academic teaching.

1. Wprowadzenie

Pojecie ciagloéci funkcji to jedno z podstawowych poje¢ analizy matema-
tycznej. Jest ono nauczane w pierwszych latach studiéw, na ktérych wykladana
jest matematyka oraz w szkotach ponadpodstawowych, na lekcjach matematyki
w klasach o profilu rozszerzonym. Analiza matematyczna ma swoje zastosowa-
nia w wielu dzialach matematyki. Wiasciwe rozumienie elementéw analizy mate-
matycznej jest niezbedne do efektywnego przyswajania bardziej zaawansowanych
poje¢ matematycznych.

Niniejszy artykul prezentuje wyniki badania dotyczacego rozumienia przez stu-
dentéw pojecia ciaglosci. Przeprowadzona analiza wskazuje na szereg trudnosci
jakie napotykaja studenci w zwiazku z tym pojeciem. Sa to miedzy innymi: trud-
nosci z korzystaniem z formalnych definicji, traktowanie niepoprawnych intuicji
i przekonan jako podstawe rozumowania, dolaczanie nowych elementéw do obrazu
pojecia, ale niezestawianie ich z wczeéniejszymi doswiadczeniami, itd. Niepokoié
moze fakt, ze pomimo wielu doniesienr badaczy (m.in. Bugajska-Jaszczolt, 2003;
Gunéaga, Powazka, 2006; Powazka, 2013; Przenioslo, 2001 i wiele innych) o wys-
tepowaniu tych trudnosci u studentéw problem zdaje si¢ wciaz nierozwiazany.
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Guncéaga i Powazka (Gunéaga, Powazka, 2006) podkreslali w swoich bada-
niach:

(... ) przy opracowywaniu nowego pojecia nauczyciel powinien zdawad
sobie sprawe z tego, jakie wiadomo$ci z przerobionego juz materia-
tu bedg potrzebne w ciggu dalszym. Pomoze mu to w odpowiedni
sposob przygotowaé swych uczniow do przyswojenia nowych wiado-
mosci. W ten sposob mozina uksztaltowaé niezbedne elementy bazy
intuicyjno-skojarzeniowej opracowywanych pojec.

7 kolei nauczyciel akademicki powinien mie¢ Swiadomo$é tego jaka wiedza
i umiejetno$ciami moga dysponowaé absolwenci szkél $rednich rozpoczynajacy
ksztalcenie w murach uczelni. Poziom wiedzy i zakres umiejetnosci studentow
wyniesione z liceum badz technikum moga by¢ zréznicowane. Studia matematyczne
podejmujg bowiem osoby, ktére opanowaly juz elementy analizy matematycznej,
jak i takie, ktére realizujac matematyke szkolng na poziomie podstawowym nie
poznaty podstawowych pojeé analizy matematycznej, takich jak granica, ciaglosé
i pochodna funkcji. Badania na ten temat byly prowadzone juz w latach 2002-2011
w okresie reform w edukacji. Pisze o tym Powazka (Powazka, 2013):

Sukces w studiowaniu analizy matematycznej moze w istotny sposcb
zalezeé od matematycznego przygotowania ze szkoly ponadgimnazjalne;.
Wprowadzane od roku 2002 w mnaszym kraju reformy edukacji
w szkolach ponadgimnazjalnych i towarzyszgce im zmiany w egzami-
nie maturalnym z matematyki spowodowaly, Ze kandydaci na studia
dysponujqg mniejszym zakresem poje¢ matematycznych potrzebnych do
studiowania analizy matematycznej. Stwarza to okreslone trudno$ci
dydaktyczne wykladowcom tego przedmiotu z uwagi na konieczno$é
korelacji tresci z roznych przedmiotow matematycznych oraz vwzgledni-
ante zmniejszajgcego sie z roku na rok matematycznego przygotowania
mlodziezy podejmujgcej studia.

Zagadnienia analizy matematycznej zostaly wylaczone z programéw nauczania
w szkotach ponadgimnazjalnych, a programy studiéw nie ulegly zadnym wigkszym
zmianom. W 2017 zostaly zlikwidowane gimnazja, program nauczania w szkotach
ponownie zostat okrojony. Badania te, przeprowadzone w latach 2018-2019
powinny by¢ kontynuowane, aby da¢ pelen obraz sytuacji w naszym kraju.

2. Przeglad literatury

2.1. Obraz pojecia

»,Concept image” (Tall, 2003; Tall, Vinner, 1981) to struktura poznawcza
zawierajaca wszelkie skojarzenia i wyobrazenia myslowe, ktére wiaza si¢ z danym
pojeciem. Sa to intuicje, elementy formalnego rozumienia, schematy myg$lowe,
reguly postepowania oraz strategie dziatania na pojeciu i operowaniu nim. Obraz
ten powstaje w umy$le nad podstawie wiedzy oraz doswiadczen, z ktérymi
jednostka miala styczno$é. Wedlug Bugajskiej-Jaszczolt (Bugajska-Jaszczolt,
2003) na obraz pojecia skladaja sie:
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1. Baza intuicyjno-skojarzeniowa, ktorg tworzq wyobrazenia myslowe, skoja-
rzenia oraz tntuicje zwigzane z pojeciem.

2. Fakty, przyjete jako efekt logicznej analizy definicji, bgdZ zaakceptowane na
innej drodze, cho¢ niekoniecznie zgodne z intuicjami pojecia.

3. Narzedzia wykonawcze: algorytmy, procedury postepowania, strategie
heurystyczne, ktore wuczqcy sie wykorzystuje lub ktore umozliwiaje mu
rozwigzywanie zadan dotyczgcych pojecia.

4. FElementy systemowe: zalezno$ci pomiedzy elementami struktur poznaw-
czych, odnoszone do pojecia oraz jego zwigzkow z innymi pojeciami.

5. Aparat komunikowania, stownik zwigzany z pojeciem, tworzq go elementy
jezykow naturalnego, matematycznego i symbolicznego.

6. Konteksty sytuacyjne, konkretne sytuacje, zadania lub modele teoretyczne,
wyznaczajgee obszary funkcjonowania pojecia.

Nie da si¢ nauczy¢ tworzenia poprawnych obrazéw pojeé¢, proces ten mozna
jedynie korygowaé, prowadzi¢ na wlasciwe tory i modelowaé spojrzenie szersze niz
sama definicja czy wykres, wskazywac¢ polaczenia i sytuacje rzutujace na zwigzki
z innymi pojeciami, zwracaé uwage na jezyk i reprezentacje. Dzigki temu studenci
beda mogli wszystkie zdobyte wiadomosci i wlasne doéwiadczenia oraz intuicje
taczy¢é w obraz pojecia.

2.2. ,Met-befores”

Tall (Tall, 2003) podkresla, ze obiekty poznane w przeszlosci moga wywieraé
znaczny wplyw na to jak jednostka postrzega i interpretuje nowe pojecia. Autor
wprowadza pojecie ,,met-befores” i okresla je w nastepujacy sposob:

A working definition of a ‘met-before’ is ‘a structure we have in our
brains now as a result of experiences we have met before’ A met-before
can be supportive in a new situation, or it can be problematic. (...)
The manner in which individuals deal with these aspects and the re-
sulting emotional effects plays a major role in individual development
of mathematical thinking (Tall, 2003, s. 23).

Podstawowa zasada nauczania matematyki jest stopniowanie trudnosci
poznawanych poje¢. Rozpoczynamy od zaznajomienia sie z prostymi pojeciami
poprzez ktére budujemy coraz bardziej zlozone struktury. Przykladowo, uczen
szkoly podstawowej poznaje najpierw liczby naturalne i wykonuje na nich dziata-
nia arytmetyczne. Niemal wszystkie jego do$wiadczenia zwigzane z mnozeniem
dwdch liczb ksztaltuja w nim przekonanie, ze dzialanie to ,,zwieksza”, tzn. wynik
mnozenia jest liczba wigksza niz czynniki. Przyklady mnozenia przez zero sa
sporadyczne i nie wywoluja u ucznia konfliktu poznawczego. Natomiast mnozenie
w zbiorze liczb catkowitych czy wymiernych dostarcza przykladéw, w ktérych
uzyskiwane wyniki przecza wczesniejszym doswiadczeniom. Z kolei uczniowie
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szkoly éredniej rozwiazujacy réwnania kwadratowe wiedza, ze kiedy wyrdznik
jest ujemny, to réwnanie kwadratowe ,nie posiada rozwiazan”. Dopiero jednak na
studiach dowiaduja sie, ze kiedy wyrdznik tréjmianu kwadratowego jest ujemny,
to réwnanie to nie posiada rozwiazan w zbiorze liczb rzeczywistych, natomiast
posiada w ciele liczb zespolonych.

W toku edukacji jednostka ksztaltuje obraz zwiazany z danym pojeciem.
Napotkane sytuacje i konflikty poznawcze powinno sie wykorzystaé¢ do rozwijania
i poszerzania tego obrazu.

2.3. Rozumowanie, wnioskowanie

Zofia Krygowska (Krygowska, 1969) wyréznita miedzy innymi trzy typy rozu-
mowania: intuicyjne, formalne i wnioskowanie empiryczne.

O wnioskowaniu empirycznym méwimy wtedy, gdy wnioski wyciggane sg na
podstawie doswiadczen i dostrzezonych konkretnych zaleznoSciach na modelach,
w otaczajacym Swiecie czy na rysunkach, wykresach, diagramach. Uczen moze
rowniez sformutowa¢ hipoteze na podstawie kilku préb i dostrzezenia w nich
pewnej zalezno$ci.

7 rozumowaniem intuicyjnym mamy do czynienia wtedy, gdy uczen formuluje
hipoteze matematyczna na podstawie analogii, zaleznosci czy analizy innych pojec.
Uczen wysnuwa wnioski na podstawie skojarzen, postuguje sie przede wszystkim
obrazami pojeé, niezaleznie od formalnych definicji. Zdarza si¢ réwniez, ze
uczniowie wypowiadaja tezy z poczuciem oczywistosci. Przy stwierdzeniu ,tak
musi by¢” mamy do czynienia z rozumowaniem intuicyjnym opartym na faktach,
jednak uczen nie potrafi ich sprecyzowac.

Rozumowanie formalne opiera si¢ natomiast na prawidlowym korzystaniu
z definicji i twierdzen oraz rozumienia zaleznoéci miedzy poznanymi pojeciami
i umiejetnosci przeprowadzenia poprawnych wnioskowan. Uczen musi wiedzieé, ze
formutowaé hipotezy moze tylko na podstawie znanych i wyjasnionych wczesniej
definicji, za pomoca terminéw, ktére zostaly juz wprowadzone.

Dobrze przeprowadzone rozumowanie intuicyjne moze wprowadzi¢ ucznia
w dalsze i glebsze intuicje, a dzigki poprawnemu korzystaniu z definicji
i dowodzenia hipotez moze wprowadzi¢ ucznia w $wiat formalny. Mozliwo$é
okreélenia tego, jak jednostka rozumuje, pozwala lepiej zrozumieé¢ proces
tworzenia obrazu oraz tego, jaki wplyw maja na jego rozwdj doswiadczenia,
,met-befores” i intuicje. Na przyktad rozumowanie tylko na podstawie intuicji
i brak odniesienia do formalnych definicji moze $wiadczy¢ o nieprzepracowanych
konfliktach poznawczych. Student nie tworzy pelnego obrazu, tylko traktuje
formalne definicje i do$wiadczenia jako odrebne lub sprzeczne.

2.4. Korzystanie z formalnej definicji

Przy korzystaniu z definicji studenci musza uwazaé, aby nie ostabic jej $cistosci.
,Odformalizowanie” moze sie okazaé¢ przydatne w interpretacji definicji. Student
moze jednak uznacé, ze zna i rozumie tekst formalny, ale t¢ wiedze¢ mozna zweryfiko-
waé dopiero w trakcie stosowania definicji w rozwiazywaniu zadan. Przeniosto
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(Przeniosto, 2001) opisala w swoich badaniach problemy zwiazane z rozumieniem
formalnej definicji:

Definicja podana ,z zewngtrz” w postaci sformalizowanej moze zostaé
dolgczona do obrazu i istniec jako jego element obok tworzgcych go
rowniez rozmaitych skojarzen, wyobrazen i intuicji. Nie dochodzi
przy tym do konfrontacji tych elementéw. Zgodnie bowiem z zasadg
asymilacji uczgcy sie nie przyswaja informacji zbyt réznigcych sie od
posiadanych; moze je mechanicznie zapamietal, ale w zasadzie nie
spowoduje to zmiany jego struktur poznawczych. Trudnosci z odwoly-
waniem sie do okresleri pojeé abstrakcyjnych (szczegdlnie granicy czy
cigglosci funkcji) wynikaly zapewne réwniez z samej ich struktury.
Bez wzgledu na rozwazZane teorie mamy bowiem do czynienia ze
skomplikowanymi definicjami nominalnymi. Ich zrozumienie wymaga
znajomodci elementow pewnego ,stownika”, za pomocq ktorego zostaly
okreslone, a do ich wykorzystywania konieczna jest umiejetno$é
stosowania tych elementow. ,Stownik” ten jest za$ skomplikowany,
jest bowiem nie tylko zbiorem pewnych poje¢ matematycznych, ale
zawiera takze zaleznosci miedzy nimi. (Przeniosto, 2001, s. 100)

Niektore pojecia matematyczne nosza nazwy wystepujace takze w jezyku po-
tocznym. Moze to prowadzi¢ do nieporozumien. Krygowska (Krygowska, 1969)
pisze o takich pojeciach:

Sens potoczny jest tak bardzo zakotwiczony w mysli ucznia, Ze nie
dociera don przy czytaniu sens umowny nadany temu samemu ter-
minowi przez matematyczng definicje, ktorego bardzo odleglq genezg
moze byé znaczenie potoczne, ale ktore ostatecznie z tym znaczeniem
nie pokrywa sie i nie moze sie pokrywac chocby ze wzgledu na abstrak-
cyjno$é dziedziny, w ktdrej go interpretujemy. (Krygowska, 1969)

Stownik Jezyka Polskiego (Slownik Jezyka Polskiego, Wydawnictwo Naukowe
PWN, n.d.) podaje nastepujaca definicje stowa ciagly:
ciggly

1. ,trwajgcy bez przerwy”
2., powtarzajgcy sie stale”

3., ciggnqcy sie nieprzerwanie w przestrzeni”

Ciagtos¢ funkcji przedstawiana jest natomiast jako wlasciwo$é, polegajgca na
tym, Ze dostatecznie malo réznigecym sie wartoSciom argumentu sq przyporzadko-
wane dowolnie malo réznigce sie wlasnosci funkcji. Juz na pierwszy rzut oka widaé,
ze potoczna definicja cigglodci rézni sie od tej matematycznej. Moze to powodowaé
zaburzenia obrazu pojecia ciggloéci w matematyce i zmniejszaé szanse na jego
prawidlowy rozwdj.
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2.5. Intuicje

Moze zdarzy¢ sie, ze studenci na zadane pytania nie beda odpowiadaé¢ odwotu-
jac sie do definicji, ale zasugeruja si¢ potocznym znaczeniem terminu cigglosé. Im
wiecej jest blednych intuicji zwiazanych z pojeciem, tym trudniejsze jest korzys-
tanie z formalnych definicji. Przeniosto (Przeniosto 2001) pisala o trudnosciach
zwiazanych z procesem poznawania podstawowych pojeé analizy matematycznej
i o sile intuicji w nastepujacy sposob:

Wyjatkowg role w strukturach poznawczych wielu badanych studen-
tow odgrywaly odczucia intuicyjne, szczegélnie te niepoprawnie uksztal-
towane. Skojarzenia, ktore mnabraly takiego charakteru, mogly bowiem
blokowac rozwdj obrazu pojecia, a nawet zburzyc juz istniejgcg struk-
ture, rowniez poprawnie uksztaltowang, a podejmowane proby ich ko-
rygowania nastreczaly wielu trudnosci. Przyczyng tak wielkiej sily tego
typu przekonan byla zapewne sama istota wszystkich intuicyjnych od-
czué — postrzeganie ich jako oczywiste. (Przeniosto, 2001, s. 101)

3. Metodologia badan

Opisane tutaj badanie zostalo przeprowadzone w semestrze zimowym roku
akademickiego 2018/2019. W artykule przedstawiam wyniki badania 120 studen-
tow Wydzialu Matematyki i Informatyki Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza
w Poznaniu. Grupa ta obejmowata:

1. 24 studentéw I roku studiéw I stopnia na kierunku Matematyka (Matl),
2. 37 studentéw II roku studiéw I stopnia na kierunku Matematyka (Mat2)

3. 28 studentéw I roku studiow I stopnia na kierunku Nauczanie matematyki
i informatyki (NMI1),

4. 10 studentow II roku studiéow II stopnia na kierunku Nauczanie matematyki
i informatyki (NMI5)

5. 4 studentéw II roku studiéw I stopnia na kierunku Informatyka (INF),

6. 17 studentéw IT roku studiéw II stopnia na kierunku Analiza i przetwarzanie
danych (APD).

Liczba 0s6b bioracych udzial w badaniu byla wieksza od przedstawionych
powyzej, jednak po ukoniczeniu wypelniania kart pracy czes¢ studentéw odmowita
oddania swoich prac, twierdzac, ze nie znali odpowiedzi i ich karty sg puste. Taka
sytuacja dotyczyta okoto 40 0séb na kierunku Informatyka oraz 7 oséb na kierunku
Analiza i przetwarzanie danych.

Dobér studentéw byl celowy. W badaniu wzieli udziat studenci reprezentujacy
rozne kierunki studiow oraz rézne roczniki. Stwarza to mozliwosé poroéwnywa-
nia wynikow uzyskiwanych przez osoby bedace na réznych poziomach doswiad-
czenia matematycznego, a takze spogladajace na treéci matematyczne z réznych
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perspektyw. Studenci kierunku Informatyka zasygnalizowali podczas badania, ze
nie czuja sie pewnie, méwiac, ze ,to nie jest ich dziedzina”, ,oni si¢ do takich
zadan nie nadaja”, ,,juz nic nie pamietaja” itp.

Studenci I roku studiéw I stopnia z kierunkéw Matematyka oraz Nauczanie
matematyki © informatyki ukonczyli przed badaniem kurs Analiza matema-
tyczna 1 (ich plan studiéw obejmuje jeszcze kursy: Analiza matematyczna
2 i 3, Analiza funkcjonalna, Analiza zespolona, Funkcje analityczne, Topologia,
Réwnania rézniczkowe oraz kilka innych przedmiotéw, na ktérych poruszany jest
temat ciaglosci). Studenci Matematyki z IT roku studiéw I stopnia ukonczyli juz
Analize matematyczna 1 i 2, a biorac udzial w badaniu byli bliscy ukonczenia
kursu Analiza matematyczna 3. Studenci Informatyki ukoriczyli jeden (i je-
dyny ujety w planie studiéw) kurs Analizy matematycznej. Cze$é studentéw
Analizy 1 przetwarzania danych ukonczyla studia licencjackie a w niektérych
przypadkach réwniez magisterskie na kierunku Matematyka. Z kolei kilkoro z tej
grupy ukonczylo jedynie kurs Podstawy matematyki. Ta rozbieznosé doswiadczen
matematycznych badanych moze tlumaczyé¢ réznorodnosé udzielanych przez
nich odpowiedzi i komentarzy. Studenci Nauczania matematyki i informatyki
IT roku studiéow II stopnia ukoriczyli wiekszo$é matematycznych przedmiotéw
dedykowanych na tym kierunku. Biorac pod uwage jedynie rodzaj kursow ujetych
w planie studiéw mozna spodziewaé sie, ze studenci Matematyki i Nauczania
matematyki i informatyki juz na pierwszym roku moga okazaé sie lepiej przy-
gotowania do rozwiazywania zadan dotyczacych ciaglosci funkcji niz studenci
Informatyki oraz (cze$é studentéw) Analizy i przetwarzania danych. Na etapie
planowania badania spodziewatam sie takze tego, ze na odpowiedzi udzielane
przez studentéw I roku studiéw I stopnia wiekszy wplyw moze mieé¢ wiedza
zdobyta w szkole niz uzyskana i jeszcze nie ugruntowana na studiach.

Badanie ma na celu sprawdzenie czy i jaki wplyw na tworzenie obrazu pojecia
ciaglosci funkcji maja:

1. perspektywa badanej jednostki oraz poziom doswiadczenia matematycznego
— do badania zostali zaproszeni studenci réznych kierunkéw, bedacych na
réznych etapach poznania matematycznego,

2. réznorodnosé zadan — zestawienie réznych elementéw: wykresu, stownego
opisu, przedstawienia za pomocag symboli matematycznych, procedur
postepowania, zalezno$ci ma na celu konfrontacje wszystkich sktadnikow,
ktora ostatecznie miataby doprowadzi¢ do rozwoju obrazu pojecia ciaglosci
funkcji,

3. intuicje zwiazane z potocznym znaczeniem omawianego pojecia — slowo
»clagly” wystepuje w jezyku codziennym, nalezy sprawdzi¢ czy ten fakt
ma wplyw na poprawne rozwijanie i rozumienie formalnej definicji pojecia
ciaglosci funkcji.

4. Opis narzedzia badawczego

Badanie wiedzy i umiejetnosci studentow z zakresu ciaglosci funkcji
przeprowadzono za pomoca zestawu zadan, ktére zostaly dobrane w sposéb
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umozliwiajacy identyfikacje réznych elementéw obrazu pojecia cigglodci jaki
posiadali badani studenci.

Zadania 1 i 2 sprawdzaja przede wszystkim intuicje i wiadomo$ci wyniesione
ze szkoty. Na kartach pracy zadania te byly umieszczone obok siebie, aby ulatwic¢
studentom potaczenie teorii z konkretnymi przyktadami.

4.1. Zadanie 1

Zadanie 1 zostalo sformulowane w opisowy sposob, bez uzycia symboli i for-
malnych definicji.

Zaznacz kolkiem czy poniisze zdanie jest prawdziwe, czy falszywe. Wyjasnij
dlaczego wybrales takg odpowiedz.

1. Funkcja jest ciggla, kiedy mozemy jej wykres ’PRAWDA/FALSZ‘
narysowac nie odrywajgc otéwka od kartksi.

2. Funkcja jest ciggla, gdy w jej wykresie nie ma Zad- ’ PRAWDA /FALSZ ‘
nych luk ani przerywan.

Te dwa zadania nawiazuja do nieprecyzyjnych komunikatow czesto poja-
wiajacych sie w praktyce szkolnej. Stanowia one pewne uproszczenia, ktére
dobrze odpowiadaja wielu, ale nie wszystkim, przypadkom z jakimi spotykaja sie
uczniowie. Od studentéw oczekuje sie jednak korzystania z formalnych definicji
poje¢ i przyjmowania ich za punkt odniesienia przy ocenianiu prawdziwosci
podanych stwierdzen. Wiadomo, ze obraz pojecia matematycznego w umysle
osoby uczacej sie matematyki moze by¢ niespéjny i zawiera¢ elementy stojace ze
soba w sprzecznosci. W szczegdlnoéci mozliwe jest, ze student uzna, ze funkcja
ciagla to ta, ktérej wykres mozna narysowaé bez odrywania otéwka od kartki,
a jednoczesénie stwierdzi, ze wszystkie funkcje elementarne (w tym na przyklad
funkcja tangens) sa ciagte.

3. Wszystkie funkcje elementarne (czyli funkcje ’PRAWDA/FALSZ‘
wielomianowe, trygonometryczne, cyklometryczne,
hiperboliczne, logarytmiczne, wykladnicze, pierwia-
stkowe itp. oraz ich kombinacje) sq ciggle.

Zestawienie zadan 1 i 2 z zadaniem 3 jest zabiegiem $wiadomym i ma na celu
wywolanie u badanych konfliktu poznawczego i niepokoju, ktéry doprowadzi¢ ich
moze do odkrycia niespdjnosci ich wiedzy. Slowne, formalne opisy zagadnienia
zestawione z potocznymi skojarzeniami sa kolejna préba prowokowania kwest-
ionowania posiadanej wiedzy przez studentdw.



Obraz pojecia ciggtosci funkcji — wyniki badania przeprowadzonego... [97]

4. Jesli funkcja f jest ciggla w punkcie xy, to ma w tym ’ PRAWDA /FALSZ ‘
punkcie granice réwng f(xp).
5. Funkcja jest ciggla, kiedy mala zmiana argumentu ’PRAWDA/FALSZ‘
powoduje duzqg zmiane wartosci funkciji.
6. Funkcja jest ciggla w przedziale, jesli jest ciggla ’PRAWDA/FALSZ‘
w kazdym punkcie tego przedziatu.

Dydaktycy zajmujacy sie obrazem pojecia podkreslaja, ze zadania réznego
typu moga aktywowaé u uczacych sie matematyki rézne elementy obrazu danego
pojecia. Blad w zadaniu 5 jest dodatkowo proba sprawdzenia, czy badani czytaja
ze zrozumieniem i nie udzielaja odpowiedzi automatycznie, bez zastanowienia.

7. Jesli funkcja jest zdefiniowana w punkcie, to ’PRAWDA/FALSZ‘
funkcja jest ciggla w tym punkcie.

Zadanie to zestawione z wykresem z Zadania 2e) ponownie powinno wywotaé
watpliwosci. Studenci moga blednie uwazad, ze funkcja niezdefiniowana w punkcie,
jest w tym punkcie réwniez nieciagla.

Zadanie to zestawia ze soba formalny opis definicji i wlasnosci z potocznymi
przekonaniami. Jest to préba wywotania refleksji u badanych, co mogloby stac sie
bodzcem do rozwijania obrazu pojecia u badanych.

4.2. Zadanie 2

Zaznacz kolkiem, ktore z ponizszych funkcji sq funkcjami cigglymi w swojej
dziedzinie. W kazdym z przypadkéw uzasadnij swojg odpowied?.

a. W zadaniu 1 podpunkt 3. stu-
denci rozwazali cigglo$¢ funkcji try-
gonometrycznych. Wykres ten ma
na celu wywolanie refleksji u stu-
dentéw, ktérzy wciaz wiaza ciaglosé
z przyktadowo ,nieodrywaniem otéwka
od kartki”. Ponadto niepewno$é¢ moze
wzbudzi¢ punkt 3 w zadaniu 1, ktéry
mowi o tym, ze wszystkie funkcje ele-
mentarne (w tym funkcja tangens) sa
ciggte.
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b. W zadaniu tym niezdefiniowany
punkt moze przywodzi¢ na myél brak
ciaglosci. Byloby pozadane, aby badani

7 zastanowili sie nad sytuacja, w ktorej
punkt znajduje si¢ poza rysunkiem, lub
brakiem zdefiniowania go.

c. Watpliwosci mozliwe w tym zada-
niu to jak na ciggto$¢ wplywa monoto-
niczno$¢ funkcji.

d. Wykres funkeji f(z) = 2 moze
prowadzi¢ do niepoprawnego przeko-
nania, ze funkcja ta jest nieciagla,
poniewaz jej wykres sktada si¢ z dwdch
tukéw hiperboli.
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e.  Okreslenie  przedstawionego
wykresu jako wykresu funkcji ciaglej
$wiadczy o braku powiazan miedzy
ciaglodcia funkcji a granicami jedno-
stronnymi w punkcie.

f. Mozliwe jest, ze badani okresla
ten wykres jako wykres funkcji ciaglej,
poniewaz funkcja ta zdefiniowana
jest na calym zbiorze liczb rzeczy-
wistych. 7Z blednego przekonania:
Jezeli  funkcja jest niezdefiniowana
w punkcie, to jest w tym punkcie
réowniez nieciggla moze zosta¢ wyciag-
niety bledny wniosek, ze funkcja jest
ciagla, poniewaz jest zdefiniowana.

Ktéore ze zdati jest prawdziwe, jesli dla funkcji f zachodzi: f(3) =77

1. iﬁ% flx)y="7

2. funkcja f jest ciggla w punkcie 3

3. funkcja f jest nieciggla w punkcie 3

4. Zadne z powyzszych nie jest prawdziwe

Dlaczego tak vwazasz?

Zadanie to wykorzystala (Amatangelo 2013) w swoich badaniach. Poprzez
argumentacje mozna podjaé¢ probe analizy drogi rozumowania badanych oraz
umiejetnoéci uzasadniania. Jezeli badani uwazaja, ze zdefiniowanie funkcji

w punkcie jest réwnoznaczne z:
1. istnieniem granicy w tym punkcie,
2. ciagtoscia funkcji w tym punkcie,

3. nieciagloscia w tym punkcie,

to na jakiej podstawie wyciagneli takie wnioski.
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4.4, Zadanie 4

Korzystajgc z definicji granicy funkcji Heine’go wykaz, zZe gramicg funkcji
f(x) =222 + 1 w punkcie 2 jest liczba 9.

W zadaniu tym nalezy skorzystac¢ z definicji, aby wykazaé¢ prawdziwo$¢ zdania.

Liczbe g nazywamy granicg funkcji w xq, jesli: /\ lim f(xn)=g9g

Xn—$X0 n—oo

Zadanie ma na celu uzyskanie informacji na temat radzenia sobie z korzys-
taniem z formalnej definicji. Wspomniane w pracy badania pokazuja, ze przejécie
w $wiat formalny jest jedna z najwiekszych trudnoéci na drodze ksztaltowania
matematycznych poje¢. Zadanie moze okazaé sie problematyczne szczegdlnie dla
studentéw 1 roku studiéow, poniewaz ich umysty sa jeszcze pelne nieformalnych
skojarzen nieskonfrontowanych ze swiatem formalnym.

4.5. Zadanie 5

Sprawdz czy podana funkcja jest ciggla w swojej dziedzinie. Jakie kroki nalezy
wykonad, aby wykonac zadanie? Opisz je.

22 —4 dla x <0

f(x):{f—él dla x>0

Zadanie to ma na celu sprawdzenie podstawowych umiejetnosci rachunkowych
studentéw oraz wiedzy dotyczacej znajomosci etapéw badania ciggloéci funkcji.
Na wezesniejszych etapach nauczania zadania rachunkowe sa najczesciej rozwiazy-
wanym typem zadan. Mozna zatem wnioskowaé, ze badani, ktérzy znaja schemat
rozwigzania, nie powinni mie¢ probleméw z odpowiedzia. Komentarze pozwola
okresli¢ czy studenci wiedza dlaczego wykonuja dane kroki.

5. Woyniki badania

5.1. Zadanie 1
Numer | Popraw- | Liczba studentéow, ktérzy udzielili Procent
pytania| na poprawnej odpowiedzi popraw-
odpo- Matl| Mat2| NMI1| NMI5| Inf | APD| nych
wiedz 24 37 28 10 4 17 odpo-
0s. 0s. 0s. 0s. 0s. 0s. wiedzi
1 Falsz 12 20 8 3 3 5 45 %
2 Falsz 8 24 8 3 1 2 38 %
3 Prawda | 16 25 16 4 2 13 63 %
4 Prawda | 19 31 21 8 2 14 79 %
5 Falsz 24 33 24 10 3 15 91 %
6 Prawda | 23 35 25 10 4 15 93 %
7 Falsz 15 24 15 6 1 11 60 %
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Na pytania 1 i 2 badani udzielili mniej niz polowe poprawnych odpowiedzi.
Pojawity sie komentarze: ,,zgodnie z definicja” — co moze by¢ powodowane niezna-
jomoscig definicji lub tym, ze intuicje i ,,met-befores” zwigzane z ,,brakiem luk” sa
tak silnie zakorzenione w obrazie pojecia, ze formalne definicje wydaja sie z nimi
sprzeczne. Zdarzaly sie rowniez uzasadnienia typu: ,tak uczono w szkole”, zatem
,met-befores” wyniesione ze szkoly nie zostaly jeszcze przezwyciezone. Co wiecej
najczedciej tego argumentu uzywali studenci kierunku Nauczanie matematyki
i informatyki — przyszli nauczyciele. Przy poprawnych odpowiedziach na to
pytanie jako uzasadnienie podawane byty kontrprzyktady.

W pytaniu 3 bledna odpowiedz byla uzasadniana tym, ze te funkcje sa ciagle
tylko na pewnych przedzialach, a nie w zbiorze liczb rzeczywistych. Studenci podali
przyklady funkcji tangens i wyktadniczej jako nieciaglych. Mozna wnioskowaé, ze
postrzegaja ciaglosé funkcji jako wykres na zbiorze liczb rzeczywistych.

Przy poprawnej odpowiedzi, w pytaniu 4, pojawialy sie jedynie komentarze
,»z definicji”, ,zgodnie z definicja”. Przy btednej odpowiedzi nie byto ich wcale.

Pytanie numer 5 bylo celowo niepoprawnie, ale z uwag studentéw moze
wynikaé, ze nie z tego powodu bylo traktowane jako falszywe. Komentarze:
, Taka zalezno$¢ nie ma znaczenia”, ,Nie ma znaczenia jak zmieniaja sie wartosci”
$wiadczy¢ moga o problemach z rozumieniem definicji. Kilkoro studentéw podato
jako kontrprzyktad funkcje stala: ,,Niekoniecznie, na przyklad funkcja stala tez
jest funkcja ciagla”. Mozna wnioskowaé, ze gdyby zdanie napisane bylo poprawnie,
to odpowiedzi do zadania bylby podobne.

W pytaniu 6 procent poprawnej odpowiedzi byl najwyzszy. Komentarze
badanych odnosily sie do definicji lub , jakiego$ twierdzenia z wyktadu”. Nikt
z badanych nie zastanowil sie¢ glebiej nad zadaniem, na przykilad czy przedziat
o ktorym mowa jest domkniety czy otwarty.

Problemy studentéw z pytaniem 7 wynikaja z niepoprawnie wytworzonej
zaleznosci zdefiniowania funkcji w punkcie z ciagloscia w tym punkcie. Jako
uzasadnienie poprawnej odpowiedzi pojawialy sie komentarze: ,nie, bo taki
punkt moze by¢ luka lub skokiem”, ,ten punkt moze byé¢ punktem niecigglosci”.
Kilkoro studentéw polaczylo to pytanie z rysunkiem E w nastepnym zadaniu.
Tylko siedmioro studentéw prébowato formalnie uzasadni¢ odpowiedz piszac, ze
,granica w tym punkcie nie musi by¢ rowna wartosci w tym punkcie”, , granice
jednostronne muszg by¢ réwne” lub ,nalezy zbada¢ otoczenie tego punktu”. Pie¢
o0s6b narysowalo rysunek stuzacy jako kontrprzyklad. Byl to fragment wykresu
funkcji ukazujacy sytuacje podobna do rysunku 1 w nastepnym zadaniu.

i | JEgl lunkcia jest zdetinia - - —
ekl clggla w tym punkeie. niowana w punkcie, to
" purikele, 10 '"""'”:;.r" | wdmienie: | ——
r| ’[/; Il B T ! ; L
il Ll L4
o, A | E 1

S TIE L hlat == |

Rysunek 1. Kontrprzyklady podane przez studentéw w zadaniu 1 podpunkt 7.
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Zadanie 1 pokazalo podzial utworzony w obrazie pojecia miedzy definicja for-
malng a intuicjami i potocznymi skojarzeniami. Komentarze przy zadaniu moga
sugerowad, ze konflikty poznawcze nie zostaly przezwyciezone. Mozna natomiast
stwierdzié¢, ze studenci 1 i 2 roku kierunku Matematyka staraja sie odpowiadaé
w bardziej formalny sposob niz na przyklad przyszli nauczyciele, ktérzy w wielu
przypadkach korzystaja z intuicji i szkolnych uproszczonych definicji. W zadaniu
1 okoto 65% badanych uzasadnialo swoje odpowiedzi.

5.2. Zadanie 2

Popra- | Liczba studentéw, ktorzy podali Procent

Wykres o
wna, poprawna odpowiedz popraw-
odpo- | Matl| Mat2| NMI1 NMI5| Inf APD | nych
wiedz | 24 37 28 10 4o0s. | 17 odpowie-

0s. 0s. 0s. 0s. 08S. dzi

a Tak 13 21 17 4 2 11 57 %

b Tak 7 17 6 3 2 5 33 %

¢ Tak 23 34 25 8 4 13 89 %

d Tak 12 20 12 6 3 11 53 %

e Nie 5 1 4 1 1 1 89 %

f Nie 5 4 8 1 2 2 82 %

Przy tworzeniu zestawu zadan pojawily sie watpliwosci czy podane przyktady nie
sg nazbyt proste. Okazalo sie jednak, Zze studenci majg trudnosci z okredleniem
ciaglosci dla wielu elementarnych przykladéw funkcji. Komentarze najczes$-
ciej dotyczyly analizy luk i przerywan w wykresie funkcji. W przykladach
z Zadania 2 a) i d) studenci rysowali asymptoty, a mimo to nie zaznaczali tych
odpowiedzi jako poprawnych. Pojawity sie komentarze typu ,,Funkcja tangens nie
jest okreslona w pewnych punktach, wiec jej dziedzina nie jest rowna zbiorowi
liczb rzeczywistych.” lub ,Odpowiedzi c, e i f sa poprawne, poniewaz dla kazdego
argumentu przyporzadkowana jest warto$¢.”, ktére wskazywaly na problemy
z rozumieniem ciggloéci funkcji i blednym kojarzeniem jej z definicja funkcji.
Ostatni przyklad czesto opatrzony byl komentarzem , Argumenty sie uzupelni-
aja.” Pojawily sie rowniez uwagi pokazujace jak silne sa intuicje i doswiadczenia
zwiazane z wezesniejszym etapem edukacji: ,,Funkcje a, d i f sa nieciagle, poniewaz
nie da si¢ narysowaé¢ wykresu nie odrywajac oléwka od kartki” Przy wykresie
¢ pojawiala sie¢ uwaga, ze mozna go narysowaé¢ bez odrywania reki, wiec jest
to odpowiedZ poprawna. Badani pisali réwniez, ze wykresy a czy d sa ,ciagle
tylko na przedziatach”, wiec nie traktowali ich jako funkcji ciaglych. Mozna
zatem wyciagnac¢ wniosek, ze nie laczyli pojecia ciaglosci funkcji z jej dziedzina.
W Zadaniu 2 b), ze wzgledu na ,dziure” w wykresie studenci uznali funkcje za
nieciagta. Nie pojawily si¢ uwagi czy przemyslenia dotyczace dziedziny tej funkcji,
mimo celowego zdania w poleceniu: Zaznacz kdtkiem, ktore z poniiszych funkcji
sq funkcjami cigglymi w swojej dziedzinie.

Zadanie: 1 i 2 byly w badaniu zestawione obok siebie, aby naprowadzi¢ na
polaczenie elementu wizualnego z opisem slownym. Mozliwe jest, ze ulatwito to
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niektérym pozbycie sie watpliwosci i rozwdj obrazu pojecia. Mozliwe jest réwniez,
ze przysporzylo to zbyt duzo niepewnosci i pogtebilo przepasé miedzy intuicyjnymi
skojarzeniami a formalna definicja. Swiadczyé o tym, moga sytuacje, w ktérych
studenci przeczyli swoim odpowiedziom. W zadaniu 1 okreélali zdanie 1 i 2 jako
prawdziwe i jednoczesnie w zadaniu 2 zaznaczali wykresy a i d jako wykresy funkcji
ciaglej. Zaznaczano réwniez, ze stwierdzenie w pytaniu 3 jest prawdziwe, ale wykres
funkcji tangens nie byl wykresem funkcji ciagltej i odwrotnie. Wnioskowaé mozna,
ze obraz pojecia funkcji cigglej jest nadal pelen sprzecznosci i niepewnosci. Za-
pisane stowami zdanie wydaje sie badanym rozbiezne z przedstawionym wykresem,
a funkcja, zeby mogla by¢ okreslona jako ciagta, musi by¢ ciagta na zbiorze liczb
rzeczywistych, a nie dla argumentéw, dla ktérych jest okreslona.

5.3. Zadanie 3

Odpo-| Popraw¢ Liczba studentéw, ktérzy zaznaczyli Procent
wiedZ | na poprawng odpowiedz popraw-
odpo- | Matl| Mat2| NMI1] NMI5| Inf APD | nych
wiedz | 24 37 28 10 4o0s. | 17 odpo-
0s. 0s. 0s. Os. 0s. wiedzi

a Nie 10 21 10 2 1 3 39 %
b Nie 4 ) 4 ) 3 3 20 %
c Nie 0 0 0 0 0 0 0%

d Tak 11 16 15 2 0 10 45 %

Mniej niz potowa badanych zaznaczylta poprawng odpowiedz. Studenci, ktorzy
uzupelnili uzasadnienie swojej odpowiedzi, starali si¢ okresli¢ jakie wnioski
moga wyciagnaé¢ z podanej informacji i dlaczego. Mozna zauwazy¢, ze najwiecej
wyjasnien zapisali studenci kierunku Matematyka i czuja sie oni najpewniej
w uzasadnianiu swoich wnioskéw. Najczesciej pojawiajaca sie uwaga bylo: ,mam
za malo informacji, aby odpowiedzie¢ na to pytanie”. Wiele razy pojawial sie
rowniez komentarz, ze brak wzoru funkcji powoduje, ze nie mozna odpowiedzie¢
na to pytanie. Tylko kilka oséb wspomnialo o tym, ze aby sprawdzié¢ ciggloéé lub
niecigglos¢ tej funkcji nalezaloby rowniez znaé granice funkcji w tym punkcie.
Kilka os6b podato kontrprzyktady:

Rysunek 2. Kontrprzyktady podane przez studentéw w zadaniu 3.
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Tylko przy poprawnej odpowiedzi badani zostawiali komentarz. Ani
jedna z blednych odpowiedzi nie zawierala uwag. Ponadto nikt nie zaznaczyl
odpowiedzi c.

45% badanych zaznaczylo poprawng odpowiedz, jednak tylko okolo potowa
z nich potrafila uzasadnié¢ dlaczego pozostale odpowiedzi byty bledne.

5.4. Zadanie 4

Sposéb Liczba studentéw, ktorzy rozwiazali Procent
rozwigzania zadanie danym sposobem danego
Matl | Mat2 | NMI1| NMI5| Inf | APD| roz-
24 37 28 10 4 17 wigzania
0S. 0S. 08. 08. 0s. | os.
Puste miejsce 5 5 7 2 1 7 22,5 %
Obliczenie granicy 15 25 18 7 1 8 62 %
Pokazanie, ze dla | 2 2 0 1 0 0 4%
pewnego ciagu gra-
nica jest réwna 9
Poprawne skorzys- | 0 2 0 0 1 0 2,5 %
tanie z definicji
i dowdd
Inne  rozwiazanie | 2 3 3 0 1 2 9 %
(niewykorzystujace
definicji  Heine’go
lub niepoprawne)

Odpowiedzi w tym zadaniu mozna podzieli¢ na cztery typy:
1. brak jakiejkolwiek odpowiedzi — puste miejsce,

2. obliczenie granicy i przyréwnanie wyniku z granica, ktoéra nalezato wykazaé —
tutaj studenci wyznaczali granice lim2 f(zx) = 1iH12(2:L‘2 +1)=2-224+1=9,

3. pokazanie, ze dla pewnego ciagu granica jest réwna 9 — w tym przypadku
studenci szukali ciggu i za jego pomoca pokazywali prawdziwosé zdania,

4. inne rozwiazanie, ktére nie jest poprawne — studenci obliczali wartos¢
funkeji f w punkcie 2 (f (2) =9 zatem lin12f (x) =9), korzystali z definicji
T—r
Cauchy’ego, blednie obliczali granice, badali otoczenie punktu 2 lub granice
jednostronne.

Poprawnej odpowiedzi w tym zadaniu udzielito 5 oséb. Najczesciej pojawia-
jacym sie btedem byto obliczanie granicy, nie korzystano takze z przedstawionej
definicji. Schemat dzialania wygladal nastepujaco: obliczenie granicy, sprawdzenie,
ze granica jest rowna dokladnie tyle, ile nalezalo wykazaé¢ zatem mozna zakonczy¢
dowdd. Mozliwe jest, ze korzystanie z formalnej definicji sprawia wigksze problemy
osobom z mniejszym do$wiadczeniem matematycznym (studenci 1 roku studiéw).
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Jednak tylko 2 z 37 studentéw matematyki na drugim roku oraz 0 z 10 studentow
na piatym roku studiéw rozwiazalto to zadanie poprawnie. Zadanie to potwierdzito
problemy studentéw z korzystaniem z formalnej definicji.

5.5. Zadanie 5

Sposob Liczba studentéw, ktérzy rozwiazali | Procent
rozwiazania zadanie danym sposobem podanej
odpo-
wiedzi
Matl| Mat2| NMI1| NMI5| Inf | APD
24 37 28 10 4 17
0s. 0s. os. Os. 0s. | os.
Puste miejsce 5 2 6 3 1 6 19 %
Obliczenie granicy | 13 26 12 6 1 4 52 %
jednostronnych
w punkcie
Rozwigzanie 5 4 7 1 1 5 19 %
niepelne lub btedne
Opisanie  krokéw | 1 5 3 0 1 2 10 %
stownie bez rozwia-
zania

Badani, ktérzy rozwiazywali zadanie poprawnie zauwazali punkt osobliwy,
obliczali granice prawo- i lewostronna, warto$¢ funkcji w tym punkcie i na tej
podstawie stwierdzali ciagltos¢ funkcji. Do poprawnych odpowiedzi wliczane
bylo réwniez rozwiazanie bez komentarzy. Czasami studenci liczyli tylko granice
jednostronne bez zaznaczenia, ze warto$¢ funkcji w tym punkcie jest réwna
granicom. Rozwiazania te byly zazwyczaj bardzo krétkie i nieopisane, zatem
trudno stwierdzi¢ czy wynikalo to z niewiedzy czy zostalo uznane za oczywiste.
Interesujacym wydaje si¢ pytanie: czy gdyby granice lewo- i prawostronna byty
rowne natomiast warto$¢ funkcji w punkcie bylaby inna czy studenci okreslaliby
ciaglos¢ tej funkcji na podstawie wartoséci funkcji w punkcie czy wartosci granic
jednostronnych i ich réwnosci?

Btedne lub niepelne odpowiedzi to na przyklad slowny opis metody rozwigza-
nia, ale bez rozwiazania podanego zadania. W zadaniu podane jest jednak: Sprawdz
czy podana funkcja jest ciggla. Kilkoro studentéw rozwiazywato nieréwnoéci z2 —
4 <0 oraz v/xr —4 > 01 na tej podstawie ocenialo cigglo$é funkeji.

Studenci, ktorzy prébowali intuicyjnie badaé¢ wykres funkcji lub rozwiazywaé
nieréwnosci wyciagali btedne wnioski.

Podsumowujac, okolo polowa studentéw potrafila sprawdzié¢ czy podana
funkcja jest ciggla. Wida¢ zatem, ze badani lepiej poradzili sobie z zadaniem
rachunkowym niz z zadaniem wymagajacym korzystania z wlasnosci lub formal-
nych definicji.
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6. Whnioski koncowe

Przeprowadzona analiza pokazuje szereg trudnoéci zwiazanych z ksztal-
towaniem pojecia ciagltoséci u studentow.

Perspektywa badanej jednostki oraz poziom doswiadczenia matematycznego
maja wplyw na rozwijanie obrazu pojecia u badanych. Wielu badanych miato
problemy z argumentowaniem swoich odpowiedzi i opisywaniem wykonywanych
krokéw. Niewielka liczba komentarzy do zadan moze by¢ spowodowana niepewnos-
cia i kwestionowaniem powiazan miedzy posiadanymi informacjami i dodwiadczeni-
ami dotyczacymi pojecia ciaglosci.

Zauwazy¢ mozna, ze gteboko zakorzenione intuicje i wiedza na temat pojecia,
pozornie bardzo prostego, przeszkadzaja w formalizowaniu i tworzeniu ostatecz-
nego obrazu danego pojecia. Pozorna prostota wynika przede wszystkim z tego,
ze stowo ,ciaglodé” wystepuje rowniez w jezyku codziennym. Formalna definicja
podana w zadaniu mogla zosta¢ dotaczona do obrazu, ale istniala jedynie jako
element obok tworzacych go rowniez skojarzen, wyobrazen i intuicji. Nie doszlo
przy tym do konfrontacji tych elementéw.

Wykorzystana réznorodnosé zadan wywolata u badanych niemato watpliwosci
i doprowadzila do udzielenia wielu sprzecznych ze soba odpowiedzi. Studenci
uznawali zdanie Wszystkie funkcje trygonometryczne sq¢ ciggle. za prawdziwe,
po czym nie zaznaczali wykresu funkcji tangens jako ciaglej. Waznym aspektem
przeprowadzonych badan bylo sklonienie studentéw do refleksji.
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