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Geometria k6t Otta Reichela jako przyktad pracy
z uczniem zdolnym na lekcjach matematyki w |l
potowie XIX wieku*

Abstract. The paper is devoted to the discussion of the tasks related to
finding the geometric locus of points. These tasks were included in the ar-
ticle Beitrdage faar den Unterricht in der Geometrie (“Contribution to the
teaching of geometry”) by Otto Reichel (Thorn, 1866), a teacher of Torun
gymnasium in the 1860s. The solution of most of these tasks went beyond
the curricula determined by the then educational authorities. It is an exam-
ple of self-extension of the mathematics curriculum by a teacher in a school
for gifted students in order to better prepare young people for matriculation
examinations, university studies, and later professional careers.

Metody rozpoznawania uczniéw zdolnych oraz sposoby ksztalcenia i rozwijania
ich umiejetnosci poczawszy od XIX wieku byly przedmiotem badan wielu psy-
chologéw. Badania te nasililty sie w XXI wieku. Padaja opinie, iz ,wiek XXI
ma szanse byé¢ era ‘Ruchu na rzecz Ksztalcenia Uczniéw Zdolnych’ oraz ,pe-
dagogika zdolnosci i tworczosci powinna by¢ stalym, waznym i znaczacym mo-
dutem w ksztalceniu zawodowym nauczycieli”?. Ksztalcenie uczniéw zdolnych jest
waznym problemem nie tylko dla polskiej oswiaty, ale tez dla edukacji w panstwach
nalezacych do Unii Europejskiej. W 2007 roku, podczas ,,COST Strategic Work-
shop” przedstawiciele panstw cztonkowskich ustalili rezolucje zwiazana z ksztatce-
niem uczniéw zdolnych. Zwrdcono w niej uwage na to, ze aby zwiekszy¢ konkuren-
cyjnoé¢ europejskiej nauki, ekonomii i gospodarki w poréwnaniu ze Swiatowym
poziomem, nalezy zadbaé¢ o rozwdj potencjalu drzemiacego w wybitnie uzdol-
nionych i utalentowanych mlodych Europejczykach. W zwiazku z tym, zaczeto
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1 J. Lukasiewicz-Wieleba, A. Baum, Kompleksowe wspieranie uczniéw uzdolnionych. Program
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2 W. Limont, ,,Stan na ramionach gigantéw”, czyli uczen zdolny jako problem wychowawczy,
Psychologia wychowawcza 3(2013), s. 126.
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prowadzi¢ badania dotyczace opracowania m.in. skutecznych strategii ksztalcenia
0s6b zdolnych. Wprowadzano pierwsze zmiany w edukacji uczniéw zdolnych oraz
zmiany w ksztalceniu nauczycieli. Prowadzono tez badania nad praca z uczniem uz-
dolnionym matematycznie, m.in. w ramach projektu ,,Jak rozwija¢ zainteresowania
matematyczne uczniéw gimnazjum?” wspétfinansowanego przez Unie Europejska
(autor projektu: Karolina Rojowska).

»Jesli stoje dalej (niz ty i Descartes) to dzigki temu, ze stoje na ramionach
gigantéw” — to stynne zdanie Izaaka Newtona (z listu do Roberta Hooke’a) mozna
rozumie¢ nastepujaco: bazujac na wiedzy i doswiadczeniu, ktore zgromadzily
wczesniejsze pokolenia mozna odkrywaé nowe horyzonty, idee i koncepcje w nauce
i nauczaniu. W my$l tej metafory, warto zbadaé srodki, dzigki ktérym uzyskiwano
wysokie efekty ksztalcenia w zakresie matematyki w minionych wiekach, warto
zbada¢ dawne sposoby pracy z uczniem uzdolnionym matematycznie i wyciagnaé
z nich wnioski dla wspdlczesnej praktyki edukacyjnej. Szczegdlnie wartos-
ciowe jest opracowanie dotyczace dwoch rodzajéw szkot Srednich: gimnazjow
(ukierunkowanych na ksztalcenie przedmiotéw humanistycznych) i szk6l typu
realnego (o profilu matematyczno-przyrodniczym). Pierwsze europejskie gimnazja
powstaly juz w XVI wieku, szkoty realne dopiero w wieku XIX, jako skutek
rewolucji przemystowej. Do tych instytucji przeprowadzano egzaminy wstepne,
ktore w zakresie matematyki obejmowaly zazwyczaj cztery podstawowe dzialania
arytmetyczne w liczbach catkowitych w zakresie od 1 do 100.

1. Szkoty dla uczniéw zdoinych

Rok 1788 przyniést wprowadzenie pierwszego na $wiecie dekretu ustanawia-
jacego egzaminy maturalne. Miato to miejsce w Prusach. W mysl tego zarzadzenia
matury mialy byé¢ przeprowadzane na zakoriczenie nauki w wybranych typach
szkél srednich i jedynie osoby posiadajace $wiadectwo maturalne mogly rozpoczaé
studia uniwersyteckie®. Celem tych egzaminéw bylo wyréwnanie poziomu wiedzy
os6b rozpoczynajacych studia, a konsekwencja wprowadzenia — ujednolicenie pro-
gramow nauczania we wszystkich szkotach $rednich w danym kraju. Zarzadzenia
z 1788 roku nie wymienialy matematyki wsréd przedmiotéw maturalnych, uzu-
pelniono to dopiero blisko ¢wieré wieku pozniej. Pierwsze zarzadzenie ustanawia-
jace matematyke obowigzkowym przedmiotem maturalnym wydano 17 lutego 1812
roku w Ksiestwie Warszawskim, drugie — 25 czerwca 1812 roku w Prusach, w in-
nych krajach uczyniono to nawet kilkadziesiat lat pézZniej, np. w Austrii mialo
to miejsce dopiero w 1849 roku. Poczawszy od drugiej dekady XIX wieku regu-

3 Por. K. Karpifiska, S. Domoradzki, O egzaminie maturalnym z matematyki na obszarze
zaboru pruskiego od XVIII do poczatku XX wieku, Antiquitates Mathematicae 11(2017),
s. 157-201.
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larnie wprowadzano zarzadzenia, w ktorych omawiano programy nauczania zale-
cane do realizacji w poszczegdlnych klasach szkét elementarnych i szkét srednich.
Poczatkowo zarzadzenia te nie zawsze byly respektowane przez szkoty, co byto kon-
sekwencja np. niestabilnej sytuacji politycznej. Dokonujac pewnego uogdlnienia
mozna powiedzieé¢, ze proces ujednolicania programéw nauczania trwal niemalze
do potowy XIX wieku. Podobnie byto na ziemiach polskich.

W latach 60. XIX wieku prawo do przeprowadzania matur na ziemiach polskich
mialy gimnazja i szkoly realne pierwszego stopnia i to one realizowaly najszer-
sze programy nauczania. Byly to szkoty dla uczniéw zdolnych, majacych tatwosé
w przyswajaniu materiatu, ale tez wykazujacych logiczne i twércze my$lenie, bo
jedynie te osoby mogly podotaé tak rozbudowanym programom nauczania. Do
klas najwyzszych docierali jedynie wybrani uczniowie i nie wszyscy z nich decy-
dowali sie przystapi¢ do matury. Matury byly egzaminami prestizowymi — charak-
teryzowaly sie wysokim poziomem trudnosci, a uzyskanie Swiadectwa dojrzatosci
otwieralo drzwi do stanowisk urzedniczych na szczeblu panistwowym (nie trzeba
byto mie¢ do tego ukoniczonych studiéw uniwersyteckich). Gimnazja i szkoly realne
mialy wiec dwa zadania: 1. przygotowaé¢ mlodziez do sprawnego funkcjonowania
w spoleczenstwie, oraz 2. przygotowaé do studiow uniwersyteckich.

Realizacja tych dwoch zadan byta mozliwa dzieki odpowiednio wyksztalconej
kadrze nauczycielskiej*. Nauczyciele szkél przygotowujacych do egzaminéw
maturalnych musieli mie¢ ukonczone studia uniwersyteckie, a od drugiej dekady
XIX wieku mieli réwniez obowiazek prowadzenia dziatalnosci naukowej — zostato
to uregulowane ministerialnie poprzez nalozenie na szkoly obowiazku wydawania
corocznych sprawozdan ze swojej dzialalnoéci, w ktorych oprécz programdw
nauczania, spiséw nauczycieli, informacji o maturach i maturzystach, nalezato
drukowaé¢ prace naukowe wybranych nauczycieli danej szkoly. Te prace byty
réznej jakosci — mniej lub bardziej tworcze, dotyczyly matematyki wyzszej, ale
rowniez matematyki szkolnej i dydaktyki. W XIX wieku w szkotach bardzo czesto
pracowali nauczyciele, ktérzy byli w trakcie przygotowywania doktoratu, byli tez
tacy, ktérzy posiadali stopien doktora ale mieli aspiracje akademickie — wszyscy
oni w sprawozdaniach szkolnych publikowali wyniki swoich najnowszych badan.

2. Gimnazjum i szkota realna pierwszego stopnia w Toruniu

Jedna z najwiekszych placéwek edukacyjnych na ziemiach polskich w latach
60 XIX wieku byta instytucja w Toruniu, w ktérej sktad wchodzito gimnazjum
i szkola realna pierwszego stopnia. Instytucja ta miala bogate tradycje siega-
jace XVI wieku — zostala zalozona w 1568 roku jako szkota protestancka, w cza-
sach swojej dzialalnosci przezywala wzloty i upadki, uwarunkowane gtéwnie przez
zmieniajaca sie sytuacje polityczna Torunia, jednakze, z cala pewnosciag mozna
powiedzieé, ze byla to jedna z najlepszych placéwek edukacyjnych najpierw pol-

4 Por. K. Karpifiska, Mathematics teaching in gymnasia and real schools in Poland in the
years 1795-1918: Schools with Polish and German as the language of instruction — comparison,
w: E. Barbin, U. T. Jankvist, T. H. Kjeldsen, B. Smestad, C. Tzanakis (red.), Proceedings of the
Eighth European Summer University on History and Epistemology in mathematics Education
(ESU-8) (Skriftserie 2019, nr 11), Oslo Metropolitan University, Oslo 2019, s. 727-758.
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skich Prus Krélewskich, pézniej zaboru pruskiego, a od 1920 roku — IT Reczypospo-
litej?, uczniowie cheac uczeszczaé do tej szkoly pokonywali pieszo nawet 1000 km
(szli np. z Siedmiogrodu)®.

Po II rozbiorze Polski Torun trafit do zaboru pruskiego, a instytucja torunska
stala sie czescia pruskiego systemu edukacji. Jezykiem wyktadowym byt tam jezyk
niemiecki. Wsréd uczniéw znajdowali si¢ Polacy, rdzenni i naplywowi Niemcy
oraz Zydzi’. Kadre pedagogiczna stanowili nauczyciele o mozliwie najwyzszych
kwalifikacjach. Przykladowo, w roku szkolnym 1862/1863 na 22 nauczycieli
13 posiadato stopien naukowy doktora®. Nauczyciele czesto byli wybitnymi
dydaktykami i znawcami przedmiotéw, ktére wyktadali, np. w latach 1863-1894
nauczycielem matematyki w placéwce torunskiej byt Maksymilian Curtze —
uznany pruski historyk matematyki®. Nauczyciele publikowali tez podreczniki,
np.: Anfangsgrinde der beschreibenden Geometrie, der analytischen Geometrie,
der Kegelschnitte und der einfachen Reihen (,Podstawy geometrii wykreslnej,
geometrii analitycznej, teorii stozkowych i prostych szeregéw”) (Essen, 1860) Edu-
arda Fassbendera — nauczyciela w szkole realnej w Toruniu w latach 1856-1883.
W sprawozdaniach szkolnych publikowali tez artykuly dotyczace nauczania, np.
w Die Kopernikanischen Sehnen- und Dreieckberechnungen (,,Obliczanie cieciw
i rozwigzywanie tréjkatéw wedlug Kopernika”) Eduarda Fassbendera (Thorn,
1872)19 zostalo zaznaczone, ze uczniowie instytucji torurniskiej byli zaznajamiani
z ,systemem $wiata” Kopernika, a szczegdlna wage przykladano tam do trygo-
nometrii plaskiej i sferycznej, poniewaz u astronoma stanowily one podstawe
wszelkich rozwazan dotyczacych struktury wszech$wiata.

W dziewietnastowiecznych gimnazjach i szkolach typu realnego nauczanie
matematyki bylo skoncentrowane wokét zagadnien geometrycznych. Samuel Dick-
stein w Gieometryi elementarnej uzasadnit, dlaczego wlasnie geometrie uznawano
wowezas za niezbedng czesé ,systemu wychowania szkolnego i domowego™!!. Jako
pierwszy powdd podat jej niezwykle wazne zastosowania: ,,bez znajomosci podsta-
wowych form geometrycznych i ich najprostszych wlasnosci nie moga sie obejéé
nauki fizyczne, rzemiosto i sztuki”'2. Dalej, upatrywal w geometrii nauke, ktéra

5 K. Podlaszewska, S. Salmonowicz, Z. Zdréjkowski, Krétka historia Gimnazjum Toruriskiego
1568-1968, Torun 1986, s. 134.

6 Konigliches evangelisches Gymnasium und Realschule erster Ordnung zu Thorn, Thorn,
1867, s. 8.

7 Gymnasium mit Realschule I Ordnung zu Thorn, Thorn 1869-1875, 1881; Kinigliches evan-
gelisches Gymnasium und Realschule erster Ordnung zu Thorn, Thorn 1861-1868; Kdénigliches
evangelisches Gymnasium zu Thorn, Thorn 1859, 1860; Kdnigliches Gymnasium mit Realgymna-
sium zu Thorn, Thorn 1885; Nachricht von dem Gymmnasium zu Thorn, Thorn 1825, 1830-1833,
1836—1842, 1845-1852; Nachricht von dem Gymnasium zu Thorn, Thorn 1853; Nachricht von
dem Koéniglichen Gymnasium zu Thorn, Thorn 1855; Nachricht von dem Koéniglichen Gymna-
stum zu Thorn, Thorn 1856-1858.

8 K. Karpinska, Troska o naukowy wymiar nauczania matematyki w Szkole Realnej w Toruniu
w II polowie XIX wieku, Antiquitates Mathematicae, t. 8 (1), 2014, s. 88.

9 K. Karpifiska, B. Klemp-Dyczek, Matura z matematyki w Gimnazjum w Toruniu
w II polowie XIX w., w: Nauka-Etyka- Wiara 2013, Nauka — moZzliwosci i ograniczenia, Konfe-
rencja CHFPN 30 maja — 2 czerwca 2013, Warszawa 2013, s. 184—185.

10 E. Fassbender, Die Kopernikanischen Sehnen- und Dreieckberechnungen, w: Kénigliches
evangelisches Gymnasium und Realschule erster Ordnung zu Thorn, Thorn 1872.

11 S. Dickstein, Gieometryja elementarna, Warszawa 1889, s. 66.

12 Ibidem, s. 66-67.
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rozwija umyst mlodego czlowieka, zmusza go do szukania zwigzkéw pomiedzy
réoznymi formami geometrycznymi, a ,abstrakcyjne, na pozor suche i nie zajmujace
twierdzenia, przy umiejetnym wykladzie, staja sie zywemi, rozbudzaja ciekawosé
i usposabiaja umyst do samodzielnego uzytku sit wlasnych”!3. W zaleznosci od
preferencji nauczycieli, w jednych szkotach wieksza wage przykladano np. do
geometrii analitycznej (tak bylo w Gimnazjum w Inowroclawiu), a w innych
do konstrukecji geometrycznych. W Toruniu szczegdlne wartoéci dydaktyczne
przypisywano wlasnie zadaniom konstrukcyjnym — byty to zadania wieloetapowe,
przez co uczyly wiazania ze soba réznych twierdzen matematycznych, laczenia
nowej wiedzy z wiedza juz zdobyta, ¢wiczyly logiczne myslenie.

W 1II polowie XIX wieku w gimnazjum i szkole realnej w Toruniu wyko-
rzystywano nastepujace podreczniki: Die Elementar Mathematik (,Matematyka
elementarna”) L. Kambly’ego'*, Anfangsgrinde der reinen Mathematik fiir
den Schul- und Selbst-Unterricht (,Podstawy matematyki czystej dla studiéw
szkolnych i wlasnych”) K. Koppego'®, Anfangsgriinde der beschreibenden Geo-
metrie, der analytischen Geometrie, der Kegelschnitte und der einfachen Reihen
(,Podstawy geometrii wykreslnej, geometrii analitycznej, teorii stozkowych
i prostych szeregéw”) E. Fassbendera 16, Hauptsdtze der Elementar-Mathematik
zum  Gebrauche an Gymnasien und Realschulen (,Twierdzenia matematyki
elementarnej do wykorzystania w gimnazjach i szkotach realnych”) F. G. Mehlera
17 oraz Methodisch geordnete Aufgabensammlung (,Metodycznie uporzadkowany
zbiér zadan”) F. Bardeya'®. Zadania konstrukcyjne pojawiaty sie we wszystkich
wymienionych podrecznikach, dodatkowo Kambly i Koppe wprowadzili definicje
miejsca geometrycznego punktoéw, rozwigzali kilka zadan z tym zwiazanych
i podali liste zadan do samodzielnego rozwigzania przez uczniéw. Okazuje sie
jednak, Zze material tam zawarty nie spelnial oczekiwan — w zakresie konstrukcji
geometrycznych nie przygotowywal mlodziezy nalezycie do studiéw uniwer-
syteckich, o czym informowali sami absolwenci. Taka informacja pojawila sig
w artykule Beitrége fiir den Unterricht in der Geometrie Otta Reichela'® (Thorn,

13 Ibidem, s. 67.

4 1. Kambly, Die Elementar Mathematik, cz. 1: Arithmetik und Algebra (wyd. 21), cz. 2:
Planimetrie (wyd. 44), cz. 3: Ebene und Sphdirische Trigonometrie (wyd. 13), cz. 4: Stereometrie
(wyd. 10), Breslau, od 1876 do 1878.

15 K. Koppe, Anfangsgrinde der reinen Mathematik fiir den Schul- und Selbst-Unterricht,
cz. 1: Arithmetik und Algebra (wyd. 4), cz. 2: Planimetrie (wyd. 4), cz. 3: Stereometrie (wyd. 7),
cz. 4: Ebene Trigonometrie (wyd. 5), Essen, od 1852 do 1871.

16 E. Fassbender, Anfangsgrinde der beschreibenden Geometrie, der analytischen Geometrie,
der Kegelschnitte und der einfachen Rethen, Essen 1860.

17 F. G. Mehler, Hauptsdtze der Elementar-Mathematik zum Gebrauche an Gymnasien und
Realschulen (wyd. 4), Berlin 1869.

18 F. Bardey, Methodisch geordnete Aufgabensammlung, Leipzig 1888.

19 Otto Johann Emil Reichel urodzil sig¢ 25 lutego 1836 roku w Eisenspalterei koto Neustadt-
Eberswalde, jako syn inspektora hutniczego. W 1854 roku ukonczyl Gimnazjum zum grauen
Kloster w Berlinie i rozpoczal studia na tamtejszym uniwersytecie. Dwa lata péZniej przenidst
si¢ do Kroélewca, aby studiowa¢ matematyke i fizyke. W listopadzie 1861 roku przed komisja
egzaminacyjng w Krélewcu zdal egzaminy nauczycielskie pro facultate docendi z matematyki,
fizyki i mineralogii (Konigliches Gymnasium zu Charlottenburg, Jahresbericht womit zu der
am Sonnabend den 2 April stattfinden offentlichen Prifung kinlandet Dr. F. Schultz, Berlin
1870, s. 2). Swdj roczny staz odbyl w Szkole Realnej w Krélewcu. W 1863 roku otrzymat
stanowisko naukowego nauczyciela pomocniczego w Gimnazjum (Kneiphoéfische Gymnasium)
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1866), nauczyciela w gimnazjum toruniskim w latach 1864-1869. W rezultacie,
aby poprawi¢ poziom nauczania w Toruniu Reichel postanowil wykroczyé¢ poza
ramy programowe wyznaczone przez pruskie wladze o$wiatowe i przygotowal liste
zadan dotyczacych znajdowania miejsca geometrycznego punktéw, ktoérych nie
bylo w zadnym z éwczesnych podrecznikéw szkolnych. Zadania te wdrozyt do
nauczania szkolnego, a w 1866 roku opublikowal je w artykule Beitrége fiir den
Unterricht in der Geometrie. Jest to przyklad samodzielnego rozszerzenia pro-
gramu nauczania matematyki przez nauczyciela, w celu lepszego przygotowania
mlodziezy do egzaminéw maturalnych, studiéw uniwersyteckich oraz podzniejszej
pracy zawodowej. Material zawarty w artykule Beitrdge fiir den Unterricht in
der Geometrie pozwala oméwi¢ pewne typy zadan konstrukcyjnych realizowanych
w pracy z uczniem zdolnym w instytucji torunskiej w XIX wieku.

3. Geometria kot Otta Reichela

W dalszej czesci niniejszego artykulu zostanie zaprezentowana lista dwudzie-
stu o$miu zadan i polecen, ktéra zostala umieszczona w artykule Otta Reichela.
Wybrane z tych zadan zostana wzbogacone rozwiazaniami — sam Reichel nie
przeprowadzit rozwigzan tych zadan.

W XIX wieku notacja i terminologia matematyczna czesto byta nieco inna niz
ta wspélczesna. Przyktadowo:

o w XIX wieku uzywano poje¢ ,linii prostej” oraz ,ograniczonej linii prostej”,
kryty sie pod nimi odpowiednio wspélczesne: proste oraz odcinki,

e w XIX wieku uzywano terminu ,stycznej do okregu”, pod ktérym kryly sie
zaréwno dzisiejsze odcinki styczne, jak i styczne,

o w XIX wieku czesto pojawialo sie sformulowanie typu ,linia AB jest réwna
a”, co symbolicznie zapisywano: ,AB = a”; w XXI wieku to samo zdanie
wypowiada sie z uzyciem pojecia miary odcinka, czyli jego dtugosci: ,,odcinek

AB ma dlugo$é réwna a” i zapisuje sie to: ,|AB| = a”,

o w XIX wieku pisano: ,kat ABC jest réwny «” (symbolicznie: ,<<ABC = «”
albo ,ZABC = ", albo ,AABC = «”, albo ,ABC = «”); w XXI wieku to
samo zdanie zapisuje sie z uzyciem pojecia miary: ,miara kata ABC wynosi
«” (symbolicznie: ,,|<ABC| = a” albo ,|{ABC| = «a”).

w Krélewcu, a nastepnie takie samo stanowisko objal w Szkole §w. Piotra (St. Petri-Schule)
w Gdansku. Wielkanocg 1864 roku trafil do Gimnazjum Toruiiskiego (W. Hollenberg, R. Ja-
cobs, P. Rihle, Zeitschrift fir das Gymnasialwesen, begrindet im Auftrage des Berlinischen
Gymnasiallehrer-Vereins (wyd. 18), Berlin 1864, s. 416). Prowadzil tam lekcje matematyki
i fizyki. W okresie Wielkanocnym 1869 roku przenidst sie do Gimnazjum w Charlottenburgu
i zostal tam trzecim nauczycielem wyzszym. W programach szkolnych Gimnazjum w Charlot-
tenburgu opublikowal prace: Zur theoretischen Herleitung der Gesetze der Doppelbrechung in
zweiachsigen Kristallen (,,Dla teoretycznego wyprowadzenia zasad podwdjnego tamania w krysz-
talach dwuosiowych”) (1871) oraz Darstellung der Grundbegriffe der Arithmetik (,,Przedstaw-
ienie podstawowych poje¢ arytmetyki”) (1882) (F. Kossler, Personenlexikon von Lehrern des
19. Jahrhunderts Berufsbiographien aus Schul-Jahresberichten und Schulprogrammen 1825-1918
mit Veroffentlichungsverzeichnissen, t. Raab-Rzepecki, Universitdatsbibliothek Gieflen, Giessener
Elektronische Bibliothek 2008).
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Przytaczajac zadania uzyjemy notacji dziewigtnastowiecznej. Tresci niekto-
rych zadan i polecen moga okazaé¢ si¢ nieco klopotliwe dla wspdlczesnych
odbiorcow, dlatego w wybranych przypadkach zostana umieszczone réwniez
wspélczesne sformutowania.

Artykul Beitrage fiir den Unterricht in der Geometrie Otta Reichela mozna
podzielié¢ na trzy gtéwne czesci: 1. wskazdéwki dydaktyczne dotyczace wprowadzenia
rodzajow katéw (kat wypukly, wklesty, kat prosty, ostry, rozwarty, katy wierz-
chotkowe, przylegle i uzupelniajace) do nauczania szkolnego, 2. lista zadan doty-
czacych miejsca geometrycznego punktow, 3. lista twierdzen ulatwiajacych zrozu-
mienie zasad stosowania proporcji w zadaniach geometrycznych — wsréd nich po-
jawito si¢ nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie. Jezeli QP||qp, QP||qr, PR||pr; Pap, Qaqg sa liniami prostymi,

punkty « ¢ R oraz « i r sg ze sobag potaczone, to Rar jest linig prosta.
-

H

Zagadnienia umieszczone w drugiej czesci zostana w niniejszym artykule
poddane szczegbtowej analizie. One, jako jedyne sposréd wszystkich zagadnien
oméwionych przez Reichela, nie widnieja w programach nauczania szkél srednich
w XXI wieku, co wiecej dzisiejsi uczniowie czesto nie posiadaja nawet zaplecza
teoretycznego pozwalajacego rozwigzaé te zadania.

W czesci poswieconej znajdowaniu miejsca geometrycznego punktéw Reichel
najpierw wprowadzil definicje miejsca geometrycznego punktéow i byla ona
analogiczna do definicji wspétczesnej?®, nastepnie podkreslil, ze obowiazkiem
nauczyciela jest przeéwiczenie tej definicji na prostych przykladach (np.: okrag
jest miejscem geometrycznym punktow, ktére maja taka samag odleglo$é od
ustalonego punktu, lub inaczej: jest miejscem geometrycznym wierzchotkdéw
wszystkich tréjkatéw o ustalonej podstawie i jednakowych katach przy wierz-
chotku), po czym polecil, aby czternasto- i pigtnastoletni uczniowie na lekcjach

geometrii w szkolach $rednich rozwiazywali nastepujace zadania®!:

1. Dana jest linia prosta AB i krzywa CD. Na krzywej CD znajdz punkt
P, ktéry od linii AB ma dana odlegtoéé¢ p.2?

20 Definicja. Miejsce geometryczne, jest to zbiér punktéw speiniajacych pewna wlasnosé
(O. Reichel, Beitrige, s. 13).

21Reichel, O Beitrige fir den Unterricht in der Geometrie, Konigliches evangelisches Gym-
nasium und Realschule erster Ordnung zu Thorn, Thorn 1866, s. 1-18.

22(Wspéltczesénie) Dane sa: prosta AB, krzywa CD oraz odcinek EF. Na krzywej CD znajdz
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Dana jest ograniczona linia prosta AB i krzywa C'D. Na krzywej C'D znajdz
punkt P taki, ze ZAPB jest rowny pewnemu danemu katowi a.

Poleci¢ uczniom, aby narysowali kolo, na brzegu tego kota gesto umies-
cili punkty w réwnych odlegloéciach, a nastepnie miedzy tymi punktami
poprowadzili cieciwy o ustalonej dlugoéci. Dokladny rysunek spowoduje, ze
uczniowie zauwaza, ze cieciwy ,otulaja” okrag. Wéwczas nauczyciel moze
skomentowaé, ze $rodki tych cieciw lezg na okregu.

Udowodni¢, ze miejscem geometrycznym $rodkéw wszystkich cieciw
o ustalonej dlugoéci jest okrag, ktory dotyka tych cieciw.

Dany jest okrag M i krzywa C'D. Znajdz na krzywej C'D punkt P taki, ze
jest on $rodkiem cieciwy o danej dlugosci I.

Na brzegu danego kota M zaznaczamy punkty, ktore dziela ten brzeg na
duza liczbe réwnych czesci. W kazdym z tych punktéw prowadzimy styczna
o ustalonej dtugosci i wyraznie zaznaczamy konce tych stycznych. Uczniowie
bez trudu zauwaza, ze korce stycznych lezg na brzegu kota?3.

punkt

P, ktérego odlegloéé od AB jest réwna p = |EF|.

23 Reichel piszac ,prowadzimy styczng do brzegu kota o ustalonej dlugosci” ma na mysli
poprowadzenie (wspdlczesnego) odcinka stycznego o ustalonej dlugosci o punkcie poczatkowym
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7. Udowodnié, ze miejscem geometrycznym koncéw wszystkich stycznych do
okregu o ustalonej dlugosci jest okrag.?*

8. Dany jest okrag M i krzywa C'D. Skonstruuj styczna do M o danej dtugosci
[, ktorej koniec P lezy na krzywej C'D.

v

9. Dany jest okrag M i krzywa CD. Skonstruuj sieczna ABP o danej dtugosci
a tak, aby jej zewnetrzna cze$¢ miata dana dlugo$¢ B oraz, aby jej koniec
P lezal na krzywej C'D.

10. Przez dany punkt lezacy poza dana linia poprowadzi¢ inna linie, ktéra tworzy
dany kat a z dang linig.?®

w punkcie stycznoéci. Na ponizszym rysunku, przerywana linia, zostal zaznaczony odcinek

-

<

3
1
|
k /I
styczny: o
24 (Wspétczesnie) Udowodnié, ze miejscem geometrycznym koncéw wszystkich odcinkéw stycz-
nych (do danego okregu) o ustalonej dtugosci jest okrag.
25 (Wspélczeénie) Dane sa: prosta AB, punkt P, ktéry lezy poza ta prosta oraz kat «. Przez

punkt P poprowadz prosta, ktéra tworzy z AB kat o takiej samej mierze, jak miara kata o .
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11.

12.

13.

14.

15.
16.

17.

18.

19.

Poprowad? styczna?® do danego okregu, ktéra

a) jest réwnolegla do danej linii prostej,

b) z danag linia prosta tworzy dany kat.

Brzeg kota podziel na duza liczbe réwnych czesci. Z kazdego z punktéw

podzialu poprowadz styczna, wowczas kazde dwie sasiednie styczne przetna
sie pod takim samym katem. Zaznacz punkty przeciecia stycznych.

Udowodnij, ze miejscem geometrycznym przecie¢ stycznych do okregu,
z ktérych kazde dwie przecinaja sie pod danym katem (takim samym), jest
okrag.

Dany jest okrag M i krzywa C'D. Znajdz na krzywej C'D punkt P taki, ze
styczne poprowadzone z tego punktu do okregu M, przecinaja sie pod danym
katem a.

Znajdz punkt, ktéry od danej linii i danego punktu ma dana odlegto$é?7.

Dane sa dwa okregi. Znajdz punkt taki, ze styczne poprowadzone z tego
punktu do obu okregéw maja dana (ustalona) diugosé.

Dane sa dwa okregi. Znajdz punkt taki, ze styczne poprowadzone z tego
punktu do pierwszego okregu przecinaja si¢ pod danym katem oraz styczne
poprowadzone z tego punktu do drugiego okregu réwniez przecinaja sie pod
danym katem.

Dane sa dwa okregi. Znajdz punkt znajdujacy sie¢ na zewnatrz danych
okregéw taki, ze styczne poprowadzone z tego punktu do jednego okregu
przecinaja sie pod danym katem, natomiast styczne poprowadzone z tego
punktu do drugiego okregu maja dana dlugosé.

Dane sa dwa okregi. Znajdz punkt taki, Zze jest on Srodkiem cieciwy pierw-
szego okregu, ktérej dlugosé jest dana, oraz styczne poprowadzone z tego
punktu do drugiego okregu przecinaja sie pod danym katem?2.

26 W miejscach, w ktérych Reichel rozwaza styczna i nie wspomina o jej dtugoéci styczna ta
jest prosta.

27

(Wspbtczesnie) Dane sa: prosta 1, punkt S oraz odcinek EF. ZnajdZ punkt P, ktérego

odlegtoéé od prostej 1 oraz od punktu S jest réwna a=|EF|.

28 (Wspétczesnie) Dane sa: okregi M i N, kat o oraz odcinek EF. Znajdz punkt P taki, ze jest
on $rodkiem cieciwy okregu M, ktérej dlugosé jest réwna s = |EF| oraz styczne poprowadzone
z tego punktu do okregu N przecinaja sie pod katem, ktérego miara jest réwna mierze kata o.
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

Dany jest okrag i linia prosta. Znajdz punkt spelniajacy warunki: dana jest
jego odleglo$é od danej linii prostej, dana jest dlugosé siecznej poprowa-
dzonej z tego punktu do okregu M oraz dana jest dtugosé wewnetrznej czesci
tej siecznej.

Przez dany punkt lezacy wewnatrz lub na zewnatrz danego okregu,
poprowadz sieczna, ktorej wewnetrzna cze$¢ ma dang dlugosé.

Dane sa dwa okregi M oraz N. Znajdz punkt P, ktéry lezy na zewnatrz obu
okregéw, o tej wlasnosci, ze mozna z niego poprowadzi¢ sieczng do okregu
M taka, ze jej cze$¢ zewnetrzna ma dang dlugosé a oraz cze$¢ wewnetrzna
ma dang dlugo$¢ b, mozna tez z tego punktu poprowadzi¢ sieczna do okregu
N taka, ze jej zewnetrzna cze$¢ ma dana dlugosé c, a jej czed¢ wewnetrzna
ma dang dtugosé d.

Dany jest okrag M oraz krzywa C'D, ktora przecina okrag M. Znajdz punkt
P lezacy na krzywej C'D, przez ktéry mozna przeprowadzic¢ cieciwe, ktora ten
punkt dzieli na dwie czesci: AP ma dang dtugosé 8, PB ma dang dlugosé a.

Dany jest okrag oraz linia prosta. Umies¢ w okregu cieciwe o danej dlugosci
taka, ze jej przedtuzenie tworzy z dana linia prosta dany kat.

Dany jest okrag M i krzywa CD. Skonstruuj punkt P na krzywej C'D taki,
ze przediuzenia cieciw o danych dlugoéciach: AB = I, EF = [l’, przecinaja
sie w P pod danym katem «.




[184] Karolina Karpinska, Bogumita Klemp-Dyczek

26. Dany jest okrag M, punkt P lezacy wewnatrz tego okregu oraz krzywa C'D,
ktéra ten okrag przecina. Umies¢ w okregu M cieciwe XY w taki sposob,
ze odleglosé punktu P od punktu Y (lezacego na okregu) jest taka sama jak
odlegtosdé punktu X (lezacego na okregu) od punktu Z, bedacego przecieciem
cieciwy z krzywa C'D.

27. Dany jest okrag M, krzywa CD oraz linia AB. Skonstruuj linie¢ o danej
dtugosci [, ktérej jeden koniec znajduje sie na okregu M, drugi lezy na
krzywej C'D oraz linia ta jest réwnolegla do linii AB, albo przedluzenie
tej linii, tworzy z linia AB dany kat.

28. Dana jest linia AB, linia EF oraz krzywa CD. Skonstruuj linie o danej
dtugosci [, ktérej jeden koniec lezy na linii AB, drugi na krzywej C'D oraz
jej przedtuzenie tworzy z FF dany kat «.

Zadania na liscie, zostaly utozone tak, ze ich poziom trudnoéci sukcesywnie
wzrastal. Trzy polecenia: 4), 7) i 13), to twierdzenia, ktére stanowily podstwe
rozwiazan dalszych zadan. Rozwiazania czesto wymagaly przeprowadzenia
ztozonych, wieloetapowych konstrukecji geometrycznych. Aby zobrazowaé ich
poziom trudnoéci zostana tutaj naszkicowane rozwiazania zadan 9), 17), 20), 22)
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oraz 28). Uczniowie kazde zadanie musieli opatrzy¢ analiza warunkéw umozliwia-
jacych przeprowadzenie konstrukcji oraz dowodem poprawnosci konstrukeji, ale
to w niniejszym artykule pozostawia sie czytelnikom jako samodzilne ¢wiczenie.

9) (Wspbtczesne sformutowanie)? Dany jest okrag M, krzywa CD, odcinek
EF oraz odcinek GH takie, ze |[EF| > |GH|. Skonstruuj sieczng (czyli odcinek,
ktérego jeden koniec lezy na okregu M, a drugi — na krzywej C'D, i odcinek ten
ma jeszcze jeden punkt wspdlny z okregiem M) o dlugosci o = |EF| tak, aby jej
zewnetrzna cze$é miata dlugosé 5 = |GH| oraz aby jej koniec P lezal na krzywej
CD.

Rozwigzanie

Dane:

[} Y

1 L1
Cr I l'|I

Opis konstrukeji:

1. Na okregu M zaznaczamy dowolny punkt A, a nastepnie konstruujemy cie-
ciwe AB o dlugosdci (o — 5).

2. Kredlimy symetralna odcinka AB (przechodzi ona przez punkt O), a punkt
przeciecia tej symetralnej i odcinka AB oznaczamy E. Nastepnie kreslimy
okrag @ o $rodku w punkcie O i promieniu OF.

Weszystkie cieciwy okregu M, ktore sa styczne do okregu @, maja diugosé
réwng (a — ).

3. Przedluzamy cieciwe AB o odcinek dlugosci 8. W ten sposob otrzymujemy
odcinek AF.

29 Rozwigzanie tego zadania (wraz z warunkami mozliwoéci przeprowadzenia konstrukcji)
mozna znalezé réwniez w: K. Karpinska, Mathematics teaching in gymnasia and real schools
in Poland in the years 1795-1918: Schools with Polish and German as the language of instruc-
tion — comparison, w: E. Barbin, U. T. Jankvist, T. H. Kjeldsen, B. Smestad, C. Tzanakis
(red.), Proceedings of the Eighth European Summer University on History and Epistemology in
mathematics Education (ESU-8) (Skriftserie 2019, nr 11), Oslo Metropolitan University, Oslo
2019, s. 727-758. Tutaj konstrukcja jest powtérzona, poniewaz jej znajomosé jest konieczna do
rozwigzania dalszych zadan z listy Reichela.



[186] Karolina Karpinska, Bogumita Klemp-Dyczek

4. Kredlimy okrag @' o srodku w punkcie O i promieniu |OF|. Punkty przecigcia
okregu Q' i krzywej CD oznaczamy P oraz P’.

\o

5. Wyznaczamy szukane sieczne:

a) Znajdujemy konstrukcyjnie punkt S, bedacy $rodkiem odcinka OP
i kreSlimy okrag @Q” o érodku w punkcie S i promieniu |SP|. Punkty
przeciecia okregéw Q i Q" (oznaczamy je: G oraz H) s punktami stycznosci
szukanych siecznych i okregu Q.

b) Prowadzimy pélprosta przechodzaca przez punkty P i G, a punkt
przeciecia tej pélprostej i okregu M oznaczamy G’. Odcinek G'P jest
pierwsza szukana sieczna. Nastepnie prowadzimy poéliprosta przechodzaca
przez punkty P oraz H i punkt przeciecia tej polprostej z okregiem
Q oznaczamy H', wéwczas odcinek H'P jest drugg szukang sieczna.

\o

¢) Analogicznie konstruujemy sieczne I' P’ oraz J'P’.
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Odcinki: G'P, H'P, I'P', J'P’, to szukane sieczne.

17) (Wspoélczesne sformulowanie) Dane sa: okregi M i N, kat a oraz kat
8. Znajdz punkt P taki, ze styczne poprowadzone z tego punktu do pierwszego
okregu przecinaja sie pod katem, ktoérego miara jest réwna mierze kata a oraz
styczne poprowadzone z tego punktu do drugiego okregu przecinaja sie pod katem,
ktorego miara jest rowna mierze kata .

Rozwigzanie

Dane:

o

7"\
) ©

Opis konstrukeji:
1. Wierzcholek kata a oznaczamy A. W kat a wpisujemy okrag o promieniu
réwnym promieniowi okregu M. Jego $rodek oznaczamy O”. W tym celu:
a) Prowadzimy dwusieczng kata «.

b) Kreslimy prosta réwnolegla do jednego z ramion kata «, oddalona od niej
o dlugosé promienia okregu M.

¢) Punkt przeciecia dwusiecznej, wyznaczonej w a) i prostej réwnoleglej
wyznaczonej w b) oznaczamy O” (O” jest srodkiem okregu wpisanego w kat
«, promien tego okregu jest réwny promieniowi okregu M).
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2. Wierzcholek kata  oznaczamy B. W kat g wpisujemy okrag o promieniu
réwnym promieniowi okregu N. Jego $rodek oznaczamy O,

3. Kredlimy okrag Q' o $rodku w punkcie O i promieniu réwnym |AO”|. Styczne
poprowadzone z dowolnego punktu tego okregu do okregu M, przecinaja sie
pod katem, ktérego miara jest réwna mierze kata «.

4. Kredlimy okrag Q" o $rodku w punkcie O’ i promieniu réwnym |BO"|. Stycz-
ne poprowadzone z dowolnego punktu tego okregu do okregu N, przecinaja
sie pod katem, ktorego miara jest rowna mierze kata .

5. Punkty przeciecia okregéw Q' i Q" (punkty P oraz P’) sa szukanymi punkta-
mi. Styczne poprowadzone z punktu P do okregu M przecinaja sie pod
katem, ktorego miara jest rowna mierze kata «, a styczne poprowadzone
z tego punktu do okregu N przecinaja sie pod katem, ktérego miara jest
réwna mierze kata 3. Takg samg wlasno$¢ ma réwniez punkt P’.
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20) (Wspolczesne sformutowanie) Dany jest okrag M, prosta AB oraz odcinki:
EF, GH, 1J (gdzie |GH| > |1J|). ZnajdZ punkt P, ktérego odleglo$¢ od prostej
AB jest réwna s = |EF |, dlugo$¢ siecznej poprowadzonej z tego punktu do okregu
M jest réwna m = |GH| oraz dlugo$é wewnetrznej czesci tej siecznej jest réwna
n=|1J|.

Rozwigzanie
Dane:
X
F F
nr

i I

—_'II_

I o

.7 p—

i ./’ i

Opis konstrukeji:
Konstrukcja bazuje na rozwiazaniu Zadania 9).

1. Konstruujemy proste réwnolegte do prostej AB oddalone od niej o s. Ozna-
czamy je p oraz r.

2. Kreslimy dowolng cieciwe okregu M o dlugosci n i oznaczamy ja K L.

Nastepnie, wyznaczamy $rodek R cieciwy K L oraz kreslimy okrag @) o Srodku
w punkcie O i promieniu |OR|.

Okrag @ jest miejscem geometrycznym srodkéw wszystkich cieciw okregu
M o dtugosci n.

3. Przedluzamy cieciwe K L o odcinek dtugosci (m—mn). Skonstruowany odcinek
KT ma dtugo$é m.

4. Kredlimy okrag Q' o $rodku w punkcie O i promieniu réwnym |OT).

Okrag Q' jest miejscem geometrycznym koncéw wszystkich odcinkéw stycz-
nych do okregu @', ktérych dlugosci sa réwne |RT|.

5. Punkty przecigcia okregu Q' z prostymi p oraz r, to punkty, ktérych
odleglosci od prostej AB sa réwne s oraz sieczne okregu M poprowadzone
z tych punktéw, ktore sa styczne do @), maja dlugosé m, przy czym ta czes¢
kazdej siecznej, ktéra lezy wewnatrz okregu M, ma dlugoéé n. Oznaczmy te
punkty P, P’, P" oraz P — wszystkie one spelniaja warunki zadania.
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1| &

22) (Wspdlczesne sformulowanie) Dane sa: okregi M ¢ N oraz odcinki: EF,
GH,1J, KL.Znajdz punkt P, ktéry lezy na zewnatrz obu okregéw, o tej wlasnosci,
ze mozna z niego poprowadzi¢ sieczng okregu M taka, ze jej czeS¢ zewnetrzna ma
dlugosé a = |EF| oraz cze$é¢ wewnetrzna ma dlugos$é b = |GH|, mozna tez z tego
punktu poprowadzi¢ sieczna okregu N taka, ze jej zewnetrzna czes¢ ma diugosé
¢ =|IJ], a jej czes¢ wewnetrzna ma dlugosé d = |KL|.

Rozwigzanie

A

Opis konstrukeji:
Konstrukcja bazuje na rozwiazaniu zadai 9) oraz 20).

1. Konstruujemy dowolna cieciwe okregu M, ktorej dlugosé bedzie réwna
a. Oznaczamy ja AB. Nastepnie, znajdujemy srodek cieciwy AB i oznaczamy
go E.

2. Kredlimy okrag @ o érodku w punkcie O i promieniu |FO|, na tym okregu
leza srodki wszystkich cieciw okregu M o dlugosci a.

3. Kreslimy dowolna cieciwe okregu N o dlugoséci c. Oznaczamy ja CD.
Wyznaczamy $rodek cieciwy C'D i oznaczamy go F.
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4.

Kredlimy okrag @’ o $rodku w punkcie O’ i promieniu |FO’|, ktéry jest
miejscem geometrycznym Srodkéw wszystkich cieciw okregu N o dlugosci c.

Cieciwe AB przedtuzamy o odcinek dlugosci b, tworzymy w ten sposob
odcinek AG.

Nastepnie, kredlimy okrag Q" o srodku w punkcie O i promieniu |OG].
Okrag ten jest miejscem geometrycznym koncéw wszystkich odcinkéw stycz-
nych do okregu @ o dlugosci réwnej |EG|.

Cieciwe C'D przedtuzamy o odcinek dhugosci d — przediuzeniem tym jest
odcinek CH.

Kreslimy okrag Q" o érodku w punkcie O’ i promieniu |O'H|.

Okrag Q"' jest miejscem geometrycznym koricow wszystkich odcinkéw stycz-
nych do okregu @’ o dlugosci réwnej |FH]|.

Punkty przecigcia okregéw Q" oraz Q' sa szukanymi punktami. Oznaczmy
te punkty P oraz P’.

Z kazdego z tych punktéw mozna poprowadzi¢ sieczne okregéw M ¢ N,

ktére spelniaja warunki opisane w tresci zadania. Sieczne te musza by¢ styczne
odpowiednio do okregéw: Q oraz @’.
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28) (Wspdlczesne sformulowanie) Dane sa: proste AB i EF, krzywa CD, kat
« oraz odcinek GH. Skonstruuj odcinek o dlugosci | = |GH]|, ktérego jeden koniec
lezy na prostej AB, drugi — na krzywej C'D oraz przedtuzenie tego odcinka tworzy
z E'F kat o mierze réwnej mierze kata «.

Rozwiagzanie

Dane:

| — \

\

\
1'.!/ IIIIll'.l \I'

Opis konstrukeji:

1. Kredlimy dowolne proste m oraz n (o réznych kierunkach), ktére tworza
z prosta E'F kat o mierze réwnej mierze kata «.

2. Punkt przeciecia prostej m z prosta AB oznaczamy S oraz zakre$lamy okrag
o érodku w punkcie S i promieniu réwnym [. Punkt przeciecia tego okregu
z prosta m oznaczamy 7.

3. Prowadzimy prosta p, réwnolegly do prostej AB i przechodzaca przez punkt
T.

4. Punkt przeciecia prostej p z krzywa CD oznaczamy U. Nastepnie, prowa-
dzimy prosta réwnolegta do prostej m i przechodzacg przez punkt U, ktéra
oznaczamy .

5. Punkt przeciecia prostej r z prosta AB oznaczamy V.
\E
ll'I
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Woéwezas: |UV| = I (poniewaz p jest réwnolegla do AB), r jest réwnolegla do
m oraz |ST| = l. Ponadto, przedluzenie odcinka UV przecina prosta EF pod
katem, ktérego miara jest réwna mierze kata o (poniewaz r jest réwnolegla
do m). Tym samym, odcinek UV jest szukanym odcinkiem.

6. Przeprowadzamy teraz analogiczne rozumowanie dla prostej n. Za-
kre§lamy okrag o $rodku w punkcie przecigcia prostej m i prostej AB.
Okrag ten ma promiert réwny [. Punkt przeciecia tego okregu z prosta
n oznaczamy X oraz prowadzimy prosta t, réwnolegla do prostej AB prze-
chodzaca przez punkt X. Punkt przeciecia prostej t z krzywa C'D oznaczamy
Y. Nastepnie, prowadzimy prosta u — réwnolegla do prostej n i przechodzaca
przez punkt Y, a punkt przeciecia tej prostej z prostag AB oznaczamy Z.

- -"{ .l"ll .- W \F

Wéwcezas odcinek Y Z réwniez spelnia warunki zadania.

4. Geometria Reichela jako przygotowanie do egzaminéw ma-
turalnych

Zadania z powyzszej listy, jak zaznaczyt Reichel, bez trudu rozwiazywali prze-
cietni, a nawet slabi uczniowie wyzszych klas instytucji torunskiej°. Mialy one
przygotowa¢ mlodziez do egzaminu maturalnego. Na kazdej maturze przepro-
wadzonej w Toruniu w IT potowie XIX wieku pojawialo sie zadanie konstrukcyjne.
Przyktadowy zestaw maturalny (w oryginalnej pisowni)>!:

Zestaw zadan maturalnych
Gimnazjum Klasyczne w Toruniu, 1865 rok

Zadanie 1. Rozwiaz réwnania:

7
x2+y2+3x+3y—§zy:7,

30 Q. Reichel, Beitrige, s. 16.
31 Kénigliches evangelisches Gymnasium und Realschule erster Ordnung zu Thorn, Thorn
1865, s. 43.
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1
m+y—§xy:2.

Zadanie 2. W tréjkacie ABC dana jest wysoko$é CE = h, transwersalna3?
poprowadzona z wierzchotka C: CD = t oraz kat ACB réowny C. ZnajdZ pod-
stawe AB.

Zadanie 3. Niech dany bedzie czworoscian foremny ABCD o krawedziach
= 1. Rozwazmy kule, ktéra jest styczna do trzech $cian czworoscianu, a punkty
stycznosci lezg na trzech krawedziach podstawy. Jaki jest promien kuli i jaka jest
odleglos¢ jej srodka od wierzchotka D?

Zadanie 4. W trojkacie ABC' dane sa: wysokos¢ CG = h oraz kat, pod
ktérym przecinajg sie dwusieczne AF oraz BE, = «. Skonstruuj tréjkat ABC.

Rozwigzanie Zadania 4:

Niech dana bedzie podstawa AB: |AB| = a, wysoko$¢ CG: |CG| = h oraz kat
« — kat przeciecia dwusiecznych AF oraz BE ma taka sama miare, jak kat c.

Opis konstrukcji:

1. Konstruujemy dowolny tréjkat o podstawie AB i ramionach przecinajacych
sie pod katem « — tréjkat AOB.

2. Na tréjkacie AOB opisujemy okrag O'.

Na tuku AOB okregu O’ bedzie znajdowal si¢ punkt przeciecia dwusiecznych
szukanego tréjkata ABC (katy wpisane oparte na tym samym tuku sa sobie
réwne).

3. Oznaczmy kat OAB tego trdjkata przez S i kat OBA przez . W kolej-
nym kroku odkladamy kat o mierze 23, ktérego wierzchotkiem bedzie punkt
A i ramieniem poczatkowym AB, oraz kat o mierze 27, ktérego wierz-
cholkiem bedzie B oraz ramieniem poczatkowym BA. Punkt przeciecia kon-
cowych ramion tych katéw oznaczmy C'.

4. Na trojkacie ABC’ opisujemy okrag O” oraz prowadzimy prosta
m réwnolegla do AB i odlegla od AB o h.

5. Punkt przecigcia m i okregu O”, to wierzcholek C szukanego tréjkata.

5. Konkluzje

Geometria w XIX wieku stanowila wazna cze$¢ programéw nauczania
matematyki, o czym $wiadczy ministerialny nakaz umieszczania polecen geo-
metrycznych w zestawach maturalnych??. Nauczyciele szkét dla uczniéw zdolnych
cenili zadania konstrukcyjne, jako te, ktére wymagaly i jednoczes$nie uczytly

32 W XIX wieku transwersalna definiowano, jako ,lini¢ poprowadzona z wierzchotka tréjkata
do boku przeciwlegtego” (L. Kambly, Die Elementar Mathematik, cz. 2: Planimetrie (wyd. 44),
Breslau 1877, s. 27), ale réwniez, jako ,lini¢ laczaca wierzcholek trdjkata ze $rodkiem boku
przeciwlegltego” (L. Kambly, Die Elementar Mathematik, cz. 2: Planimetrie (wyd. 44), Breslau
1877, s. 27).

33 Por. K. Karpiniska, S. Domoradzki, O egzaminie maturalnym. .. ,s. 157-201.
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logicznego i twoérczego myslenia. Zadania Reichela byli w stanie rozwiazaé¢ prze-
cietni, a nawet slabi, uczniowie dziewigtnastowiecznych gimnazjéw. Czy z tymi
zadaniami poradziliby sobie uczniowie w XXI wieku? Okazuje sie, ze uczniowie
wspolczesnych szkol srednich przygotowujacych do egzaminéw maturalnych, nie
poznaja na lekcjach matematyki trzech twierdzen, na ktérych bazowal Reichel,
nie ma ich w podrecznikach szkolnych ani w programach nauczania:

Twierdzenie 1. Miejscem geometrycznym $rodkéw wszystkich cigeiw (danego
okregu) o ustalonej dlugosci, jest okrag, ktéry dotyka tych cieciw.

Twierdzenie 2. Miejscem geometrycznym koncdéw wszystkich odcinkéw stycz-
nych (do danego okregu) o ustalonej dlugosci, jest okrag.

Twierdzenie 3. Miejscem geometrycznym przecie¢ wszystkich stycznych do
okregu, z ktérych kazde dwie przecinaja sie pod danym katem, jest okrag.
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