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Jest to wazna propozycja, wychodzaca naprzeciw zapotrzebowaniu na fachowa
literature z dydaktyki matematyki. Jak pisze autorka we wstepie, jest ona kierowa-
na do ,nauczycieli akademickich ksztalcacych nauczycieli matematyki, do badaczy
z dziedziny dydaktyki matematyki (...) oraz przyszlych i obecnych nauczycieli
tego przedmiotu”.

Po przeczytaniu tej ksiazki, zgadzam sie w pelni z tak okreslong grupa
docelowa. Nauczyciele akademiccy, prowadzacy zajecia na kierunkach matema-
tycznych, czesto nie widzg potrzeby rozrézniania miedzy sposobem pracy
z przyszlym inzynierem (ktéremu potrzebne bedzie pojecie funkceji jako narzedzie)
a przysztym nauczycielem, ktory to pojecie bedzie ksztaltowal u swoich uczniow.
7 drugiej strony — sami nauczyciele czesto nie maja pelnej Swiadomosci brakow
w swojej wiedzy przedmiotowe].

Praca sklada sie z 4 obszaréw zagadnien, ktore mozna analizowa¢ niezaleznie
od siebie. W zaproponowanym ukladzie te elementy jednak wspieraja si¢ wzajem-
nie i pozwalaja na wieloaspektowe potraktowanie problemu wiedzy przedmiotowej
nauczyciela matematyki w zakresie rozumienia pojecia funkcji.

Dotyczy to na przyktad dwdch pierwszych — zarysu historyczno-epistemolo-
gicznego pojecia funkcji, czy tez drugiego — omawiajacego wybrane koncepcje
i modele proceséw poznawczych zwigzanych z ksztaltowaniem pojecia funkcji.
Te rozdzialy nie maja aspiracji do przedstawienia poruszanego zagadnienia
w sposéb wyczerpujacy, na co zreszta wskazuja ich tytuly (,zarys” ..., ,wybrane
koncepcje”). Sa to omdéwienia ograniczone ze wzgledu na gléwny cel pracy, ktérym
jest przedstawienie koncepcji badania rozumienia pojecia funkcji u przysztych
nauczycieli. Niemniej, kazdy z nich zawiera spora dawke wiedzy na temat
poruszanych tam zagadnien. Pierwszy z wymienionych rozdzialéw (historyczny)
ukazuje dluga droge ksztaltowania sie pojecia, trudnosci w jego definiowaniu,
a przede wszystkim — trudnosci w znalezieniu wspdlnej plaszczyzny rozumienia
czym jest funkcja. Gléwny nacisk w tym (z konieczno$ci — skrétowym) opisie
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autorka polozyla na epistemologie pojecia, podkreslajac historyczne trudnosci
w zaakceptowaniu wspélczesnego poziomu rozumienia. Ale nawet ten wspolczesny
poziom jest niejednoznaczny, co wida¢ choé¢by w cytowanych réznych definicjach
funkcji i réznych sposobach korzystania z definicji w uznanych akademickich po-
drecznikach. Te uwagi sa ttem dla przedstawionych wynikéw badan dydaktycznych
dotyczacych rozpoznanych juz trudnosci uczniéw w rozumieniu pojecia. Paralela
miedzy historig a szkolna wspolczesnoécia jest widoczna. Takie przedstawienie
powinno wyczuli¢ na fakt, ze problemy z uksztaltowaniem pojecia nie biora sie
znikad, Zze sa one niejako wpisane w historie jego powstawania. A jako takie,
powinny by¢ $wiadomie wyprzedzane w pracy nauczycielskiej — i to na kazdym
poziomie, na ktérym uczen (student) uczy sie pojecia funkcji. Dlatego uwazam,
ze znajomos¢ opisanych tutaj powiazan powinna cechowaé nauczycieli.

Drugi z postulowanych ,,0sobnych” rozdzialéw dotyczy proceséw poznawczych,
ale omawianych z punktu widzenia pojecia funkcji. Ten rozdzial sktada si¢ z dos¢
luzno powiazanych ze soba zagadnien, ktére jednakowoz (zebrane razem) pokazuja
zlozonosé probleméw dotyczacych rozumienia poje¢ matematycznych. Wydaje
sie, ze gléwnym powodem, dla ktorego autorka je zestawia, to traktowanie tych
zagadnien jako zrédla autorskiej teoretycznej koncepcji badania rozumienia
pojecia. Z tego powodu czytelnik moze mieé¢ czasami poczucie niespdjnosci
(krétkie oméwienie zagadnien ogélnych takich jak: pojecia proceptu wg. Graya
i Talla, potem formy powierzchniowe i idee glebokie w ujeciu Semadeniego, szy-
bkie przejécie do rozréznienia definicja a obraz pojecia w opisie Vinnera, a potem
pojawiaja sie zagadnienia bardzo specyficzne takie jak poziomy rozumienia pojecia
funkeji wg. Vollratha). Rozumiem problem, z ktérym starala sie uporaé autorka:
wiekszos¢ tych zagadnien to obszerne problemy dydaktyczne majace status teorii
dydaktycznych, a dogtebne ich omoéwienie przekraczalo ramy teoretyczne i cele
pracy. Czytelnik, obeznany w problematyce badan dydaktycznych z tatwoscia te
problemy rozpozna. Dla innych — moze stanowi¢ skrotowe kompendium zagadnien,
ktére dydaktyk uwzglednia, prowadzac badania. Dla jasnoéci — zaproponowany
w rozdziale wybdr, to wybor $wiadomy, ukierunkowany na problemy zwiazane
z rozumieniem pojecia funkcji. Zwiazek tego rozdzialu z dalszymi czeSciami
publikacji objawia sie coraz wyrazniej w trakcie czytania.

Istota ksiazki jest bowiem przedstawienie badan dotyczacych rozumienia
pojecia funkcji u przysztych nauczycieli matematyki. Zanim autorka przedstawita
wlasne narzedzie badawcze oraz uzyskane wyniki, w trzecim rozdziale przedstawia
Wspolczesne tendencje w badaniach z zakresu merytorycznego ksztalcenia nauczy-
cieli matematyki. Kolejny raz uwazam, ze jest to zabieg celowy, i to z dwdch
powoddéw. Po pierwsze pozwala on na umieszczenie wlasnych badan na tle badan
prowadzonych w $wiecie, po drugie pozwala na uwypuklenie waznosci tego typu
badan. Nauczyciele czesto maja poczucie, ze studia dobrze ich przygotowuja
do pracy, czego niestety nie potwierdzaja badania dotyczace wiedzy (zaréwno
merytorycznej jak i metodycznej) praktykujacych nauczycieli. Z drugiej strony
— modele ksztalcenia nauczycieli, obowiazujace w réznych krajach — obrazuja,
ze wcigz trwaja poszukiwania tej optymalnej formy ksztalcenia. Pokazane
w tym rozdziale koncepcje ksztalcenia podkreslaja wazno$é¢ réznych elementow
oraz obrazuja fakt, ze skala prowadzonych badan ostatecznie doprowadzita do
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sformulowania zalozen teoretycznych bedacych podstawa badan ksztalcenia
nauczycieli. Jednym z wnioskdéw, szeroko akceptowanych w Swiecie jest ten,
ze tzw. wiedza przedmiotowa przysztych nauczycieli powinna by¢ ksztaltowana
w  $cistym zwiazku z problemami dydaktycznymi, wynikajacymi z praktyki
szkolnej (inaczej méwiac — wiedza merytoryczna i wiedza pedagogiczna nie
moga by¢ realizowane osobno). Tak wiec, pokazanie tendencji obserwowanych
w szeroko prowadzonych badaniach $wiatowych pozwala doceni¢ wlasny wktad
autorki w budowanie autorskiej koncepcji badan i umozliwia zauwazenie waznosci
podjetych dziatan.

Najwazniejsza czescia pracy sa jednak wlasne badania, ktoére sa opisane
w  trzech kolejnych rozdzialach. Rozdzial IV to krytyczna analiza czesto
cytowanej koncepcji Ruhamy Even. Argumenty krytyczne sa tutaj dobrze uza-
sadnione, wskazujace na dobre rozeznanie zaréwno w teoretycznych aspektach
prowadzenia badan, jak i w wynikach innych badan prowadzonych w obszarze
rozumienia pojecia funkcji. Ta krytyka jest jednak twércza — wnioski stuza autorce
jako baza dla skonstruowania wlasnej koncepcji (rozdzial V), przeprowadzenia
i opracowania wieloetapowych badan (rozdzial VI). Sa réwniez punktem wyjscia
do poszukiwania, testowania i udoskonalania wlasnego narzedzia badawczego —
zestawu 17 zadan, z ktérych niektoére sktadaty sie z kilku podpunktéw. Narzedzie
uwzglednialo rozumienie pojecia funkcji — definicyjnego oraz indywidualnego
obrazu, w wielu aspektach: traktowania funkcji jako gotowego obiektu mysliwego,
rozumienie symboliki funkcyjnej, doboru wtasciwej reprezentacji, postugiwania
sie jezykiem funkcyjnym. Dodatkowo narzedzie to umozliwia badanie umiejetno-
$ci bardziej ogélnych takich jak czytanie tekstu matematycznego, stosowanie
metod matematycznych. Badania sa szczegdélowo udokumentowane. Wymienione
w koncepcji i badane elementy wiedzy pojeciowej sa ilustrowane przykladami
rozwigzan podawanych przez studentéw. Autorka pokazuje rowniez w jaki sposéb
interpretuje te rozwiazania, i dlaczego przyjmuje taka a nie inna interpretacje.
Z tego wzgledu na przedstawione wyniki mozna popatrze¢ z dwoch punktow
widzenia: pokazuja, jaka jest wiedza przedmiotowa nauczyciela matematyki, ale
roéwnoczes$nie prezentuja koncepcje, moga postuzy¢ jako model dla badania wiedzy
przedmiotowej zwiazanej z innym obszarem tej wiedzy.

Cata ksigzka jawi sie wigc jako gteboko przemyslana monografia dotyczaca
wiedzy przedmiotowej nauczyciela matematyki w odniesieniu do pojecia funkcji.
Takie wieloaspektowe ujecie powoduje, ze pozycja ta moze by¢ traktowana jako
wyrdzniajaca publikacja z obszaru dydaktyki matematyki.

Podczas czytania natknetam si¢ na kilka elementéw, ktére moga podlegaé
dyskusji, i docelowo — mogg skloni¢ do wprowadzenia pewnych zmian w kolejnych
wydaniach publikacji

Uwagi szczegolowe sa réznorakiej natury.

Uwagi merytoryczne:

Str. 17 . Autorka postuguje sie opisem przeszkody epistemologicznej, parafrazu-
jac opisy podawane przez A. Sierpiniska. Moim zdaniem opis czym jest przeszkoda
epistemologiczna jest podany tak, ze nie podkredla faktu, ze jest to bariera, ktéra
utrudnia (czasami uniemozliwia) postep wiedzy. Autorka pisze bowiem:
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W skrécie mozna powiedzieé, ze przeszkody epistemologiczne to rozpowszech-
nione w kulturze danego miejsca i czasu niekwestionowane przekonania na temat
natury wiedzy naukowej i przedmiotéw jej badan oraz rutynowe sposoby rozwiazy-
wania probleméw naukowych (schematy myslowe).

Dalej jest przyklad takiego schematu, co u czytelnika moze ksztaltowaé
przekonanie, ze powyzszy opis jest pelny. Dla poréwnania, postuze sie opisem
pochodzacym z pracy Romana Dudy Przeszkody Epistemologiczne w Matematyce
(Zagadnienia Filozoficzne w Nauce) / 1995, s. 35-48.

Bachelard nie okresla przeszkody epistemologicznej blizej, jednakze z dalszych
jego wywoddw i przykladow staje sie jasne, ze nie chodzi tu o trudno$c¢ jaka stawia
otwarte pytanie w ramach jakiej$ teorii czy metodologii, ale o bariere, jaka stwarza
sama teoria czy metodologia, przyjety w niej sposéb traktowania problemu czy jego
rozumienia. Z reguly bariera ta jest nieuswiadamiana: osiaggniety poziom wiedzy,
przyswojone metody, przyjete zalozenia tak dominuja sposéb widzenia, ze nie
dostrzega sie nowych wyzwan, probleméw, horyzontéw, istniejace za$ trudnosci
probuje sie przezwycieza¢ droga nawarstwiania komplikacji. Jest to zatem takze
bariera, bez przezwycigzenia ktérej niemozliwe jest uzyskanie dobrej odpowiedzi na
istotnie nowy problem, a w konsekwencji niemozliwy jest dalszy rozwdj. Przeta-
manie i przezwyciezenie takiej przeszkody odbywa sie przez jej odrzucenie lub
wchloniecie przez inny, ogélniejszy punkt widzenia.

Str. 19. Troche zamieszania wprowadzaja rowniez rozwazania w rozdziale 1.6
,Glowne cechy pojecia funkcji”

Rozpoczyna si¢ on od podania dwéch gléwnych cech pojecia, wyréznionych
przez H. Freudenthala: arbitratiness (co autorka tlumaczy — dowolno$é) i uni-
valence (co w Jej tlumaczeniu oznacza jednowartosciowos$é) a nie jednoznacznosé.

Dodatkowo, o ile jest podane jak nalezy rozumieé¢ dowolno$é (arbitrati-
ness) i ten opis jest wartoSciowym uzupelnieniem, to nie ma takiego opisu
dla wnivalence. Ostatecznie mozna przyjaé, ze znaczenie tego sformutowanie
powinno by¢ czytelne dla kazdego, kto bedzie je odnosil do rozumienia pojecia
funkcji, choéby poprzez pryzmat definicji. Jednak juz dalej nie jest to wszystko
takie oczywiste, bo takie okreslenia jak jednowarto$ciowo$é, jednoznacznosé,
wielowartosciowo$é pojawiajg sie réwnoczeénie. Autorka w rézny sposéb odnosi
sig¢ do tych sformulowarn, na przyklad kontrastujac je z pewnymi szkolnymi
definicjami pierwiastka kwadratowego dopuszczajacymi nieujemno$é¢ wyniku
pierwiastkowania (co rozumiem jako odniesienie do jednowartosSciowosci); czy
cytujac A. Sierpinska ktéra pisze ,dla pojecia relacji jednoznaczno$¢ jest malto
istotna”. W $wietle tych dywagacji nie bardzo wiadomo jak interpretowaé kon-
kluzje (zakoniczenie calego rozdzialu) w brzmieniu: W dalszych rozwazaniach
przyjmuje za Freudenthalem, ze dowolno$é i jednowartosciowos$¢ sa gléwnymi
cechami pojecia funkcji.

Str. 39. W opisie idei glebokich . ... wolalabym pewne przestawienie akapitéw.
Autorka wyréznia czcionkami italic oraz bold sformulowania: formy powierzch-
niowe, modele formalne, idee glebokie (w takiej kolejnosci). MySle, ze lepsza
kolejnoécia jest: formy powierzchniowe, idee glebokie, modele formalne, — choéby
dlatego, ze w opisie modeli formalnych autorka powoluje sie¢ na okreslenie
idei glebokich.
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Ksiazke konczy lakoniczne Podsumowanie, odnoszace sie jedynie do ostatniego
rozdziatu. Myéle, ze warto bylo pokusi¢ sie o Zakoriczenie, pomagajace caloSciowo
spojrzeé¢ na material zawarty w monografii.

Uwagi techniczne:

Str. 37. jest poswiecona prezentacji czterech glownych kategorii definicji,
zwiazanych z obrazem pojecia, wyrdznionych przez Vinnera. Kazda z tych
kategorii jest wyrdzniona czcionka italic i odpowiednim wcigciem akapitu.
Kazda — oprocz Kategorii 111, ktéra zostata umieszczona pomiedzy przyktadami
ilustrujacymi poszczegdlne kategorie.

Zastrzezenia budzi stan techniczny wielu zeskanowanych prac, zamieszczonych
w rozdziale VI (np. rysunek 24 str.113; rysunek 26 str.114, rysunek 28 str. 123,
rysunek 30 str. 125). Przedstawiaja one nie tylko rysunki, ale reczni pisane komen-
tarze i odpowiedzi. Wprawdzie te odpowiedzi sa potem komentowane, ale czytelnik
ma prawo poznaé nie tylko komentarz sprowadzajacy sie czesto do analizy podanej
odpowiedzi; rowniez samg wypowiedz. A to jest utrudnione z dwéch wzgledow —
odpowiedzi sa pisane odrecznie (nie zawsze czytelnie), a same kopie tych prac sa
stabej jakosci.

Zauwazylam inne drobne niekonsekwencje interpunkcyjne, ktére jednak nie
wplywaja na czytelnosé tekstu.

Podkreslam jednak jeszcze raz, ze zauwazone drobne usterki nie maja wplywu
na moja wysoka ocene calej pracy. Goraco polecam zapoznanie sie z ta publikacja
wszystkim, do ktérych jest adresowana: nauczycielom akademickim, dydaktykom
matematyki, studentom i nauczycielom.
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