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Swoja ,,Algebraiczng teorig cial”! E. STEINITZ zrekonstruowal szerokie ob-
szary algebry, traktujac je w sposéb abstrakcyjny; jego przelomowemu badaniu
wspodlczesna algebra zawdziecza silny rozwdj, ktérego doznala od tego czasu. Na-
dal jednak jest w algebrze wiele galezi, ktére dotad nie poddaly sie abstrak-
cyjnym metodom, jak choéby algebra rzeczywista oraz pewne dzialy algebraicznej
teorii liczb. Wspomnijmy np. o twierdzeniu STURMA o liczbie pierwiastkéw rzeczy-
wistych réwnania, teoriach jednosci w cialach liczbowych, cialach klas oraz pra-
wach odwrotnosci.

Aby moc traktowaé algebre rzeczywista w sposéb abstrakcyjny trzeba sobie
koniecznie najpierw postawi¢ pytanie, przez jakie wlasnosci wyrdzniaja sie ciala
rzeczywiste, a w szczegdlnosci ciala wszystkich liczb rzeczywistych lub wszystkich
algebraicznych liczb rzeczywistych wsréd innych cial. Bedzie si¢ probowalo opisac
te wlasnosci poprzez proste aksjomaty. Taki system aksjomatéw musi sprostaé
réznorodnym wymaganiom. Najpierw musi on pozostawaé w zgodzie ze zwyklym
znaczeniem pojecia ,rzeczywisty”. Cialo absolutnie algebraiczne bedzie przyktad-
owo tylko wtedy moglo by¢ nazwane rzeczywistym, gdy istnieje izomorficzne z nim
algebraiczne rzeczywiste cialto liczbowe. Nastepnie, system aksjomatow musi umoz-
liwiaé przeprowadzenie czysto algebraicznego dowodu istnienia dla mozliwie naj-
szerszej klasy cial rzeczywistych, ktéry musi naturalnie obejmowaé jako szczegolne
przypadki rzeczywiste algebraiczne ciata liczbowe. O tych ciatach rzeczywistych
w sensie abstrakcyjnym trzeba potem dowies¢, ze zachodza w nich prawa algebry
rzeczywiste;j.

Takie wyznaczenie cial rzeczywistych w istocie jest mozliwe. Zalecane byloby
wyjs¢ od pojecia ciata uporzadkowanego. Z punktu widzenia algebry abstrakcyjnej,
ktora zajmuje sie takimi ciatami, faworyzowana bylaby jednak definicja, ktora
wykorzystuje jedynie operacje dodawania i mnozenia i pociaga za soba mozliwos¢

L Crelle 187 (1910), 167-309.
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uporzadkowania ciala. Mozna tez byloby oczekiwa¢ od takiej definicji, ze tatwiej
prowadzi ona do algebraicznego dowodu istnienia ciat rzeczywistych.

Poszukiwang podstawowsa wlasnoscia cial rzeczywistych jest taka oto: Powinno
by¢ dozwolone, aby ze znikania sumy kwadratéw wnioskowac zawsze o znikaniu
poszczegdlnych kwadratéw. Albo, co jest z tym réwnoznaczne: —1 nie moZe zostaé
przedstawione jako suma kwadratow. Ten warunek byt zalecany szczegdlnie w bada-
niach? jednego z nas, w ktérych cialo algebraicznych liczb rzeczywistych jest wyz-
naczone przez wlasnosci algebraiczne. To, ze odtad algebra rzeczywista moze zostac
zbudowana w pelni abstrakcyjnie, zostanie pokazane w dalszym ciagu.

W osobnej pracy® podkreélona zostanie owocnoéé tak tworzonych pojeé: za
ich pomoca mozna odpowiedzie¢ na pytania dotyczace przedstawienia elementu
ciala jako sumy kwadratéw, a wiec problem HILBERTA zwiazany z funkcjami
okreslonymi znajduje swoje rozwiazanie.

1. Definicja i gtéwne wtasnosci ciat rzeczywistych

Cialo nazywamy ,rzeczywistym”, gdy —1 nie daje sie w nim przedstawic¢ jako
suma kwadratow.

Cialo rzeczywiste ma zawsze charakterystyke zero, poniewaz w ciele charak-
terystyki p element —1 jest suma p — 1 sktadnikéw 12.

Ciato K nazywamy ,,uporzedkowanym”, gdy zdefiniowano dla jego elementéw
wlasnosé bycia dodatnim (> 0), ktéra spelnia nastepujace warunki:

1. Dla kazdego elementu a z K zachodzi dokladnie jedna z zaleznosci

a=0, a>0, —a>0.

2. Jeslia >0 orazb>0, toa+b>0 oraz ab > 0.

Jesli —a > 0, to mowimy: a jest ujemny.
Jesli zdefiniujemy w ciele uporzadkowanym K ogdlnie relacje wiekszosci po-
przez ustalenie:

a>b(lubb<a),gdy a—b>0,

to pokazuje sie bez trudnosci, ze spelnione sa aksjomaty uporzadkowania.

Dalej, jesli przez warto$¢ bezwzgledng |a| elementu rozumieé bedziemy ten
z elementéow a, —a, ktory jest nieujemny, to zachodza prawa rachowania na wartos-
ciach bezwzglednych:

|ab| = |a| - [b];  |a+b] < |a| + |b].

Podobnie, widoczna jest stusznoéé |a|> = a?. Tak wiec, kwadrat jest zawsze nie-
ujemny. W szczegdlnoéci 1 = 12 > 0i w konsekwencji —1 < 0, a stad —1 nie daje sie

2E. ArTIN, Kennzeichnung des Kérpers der reellen algebraischen Zahlen. Hamb. Abh. 3 (1924),
319-323.
3E. ArtIN, Uber die Zerlegung definiter Funktionen in Quadrate.
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przedstawi¢ w K jako suma kwadratéw. Oznacza to, ze kazde cialo uporzadkowane
jest rzeczywiste.

Cialo P nazywa sie ,rzeczywiscie domknietym™, gdy P jest rzeczywiste, lecz
Zadne algebraiczne rozszerzenie P nie jest rzeczywiste.

TWIERDZENIE 1. Kazde cialo rzeczywiscie domkniete moze zostac¢ uporzgd-
kowane w jeden i tylko jeden sposdb.

Niech P bedzie rzeczywiscie domkniete. Chcemy wtedy pokazac, ze:

Kazdy element a z P rézny od 0 jest albo sam kwadratem, albo —a jest kwa-
dratem, przy czym przypadki te nawzajem sie wykluczaja. Sumy kwadratow ele-
mentow z P same sa kwadratami.

Bezposrednio z tego bedzie wynikalo twierdzenie 1; albowiem poprzez ustale-
nie a > 0, gdy a jest kwadratem i jest rézny od zera, zostanie wtedy oczywiscie
zdefiniowany porzadek ciala P i bedzie to jedyny mozliwy porzadek, poniewaz
przeciez kwadraty muszg w kazdym porzadku by¢ > 0.

Jedli v nie jest kwadratem elementu z P, to P(,/7) jest algebraicznym rozsze-
rzeniem P, a wiec nie jest rzeczywiste. Z tego wynika rownanie:

n

-1= Z(O‘V\ﬁ‘i‘ 61/)2

v=1

albo . . .
-1= vza?j + ZBB +2\ﬁZauﬂy,
v=1 v=1 v=1

gdzie ay,, 8, naleza do P. W tym drugim réwnaniu ostatni wyraz musi znikaé,
gdyz w przeciwnym razie /7y lezalby w P, wbrew zaloZzeniu. W przeciwienstwie
do tego pierwszy wyraz nie moze znikaé, gdyz w przeciwnym przypadku P nie
byloby rzeczywiste. Z tego wnioskujemy najpierw, ze v nie daje si¢ przedstawic
w P jako suma kwadratow; albowiem w przeciwnym przypadku otrzymalibysmy
rowniez dla —1 przedstawienie w postaci sumy kwadratéow. Oznacza to, ze jesli
nie jest kwadratem, to nie jest tez sumg kwadratéw. Albo, w pozytywnym ujeciu:
kazda suma kwadratow w P jest takze kwadratem.

Otrzymujemy teraz:

1+ 3 87
v=1
—y = — )
>
v=1

Licznik i mianownik tego wyrazenia sa sumami kwadratow, a wiec same sa kwa-
dratami, a stad —y = ¢2, gdzie ¢ lezy w P. Przeto dla kazdego elementu z P
zachodzi co najmniej jedna z réwnosci v = b?, —y = ¢?; jednak v # 0, a wiec nie
moga zachodzié¢ obie, gdyz w przeciwnym przypadku byloby —1 = (%)27 co nie ma
miejsca.

Na mocy twierdzenia 1, traktujemy w dalszym ciagu ciata rzeczywiscie dom-
kniete zawsze jako uporzadkowane.

4Faworyzujemy krétki termin ,rzeczywiscie domkniete” zamiast precyzyjnego ,rzeczywiscie-
algebraicznie domkniete”.
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TWIERDZENIE 2. W ciele rzeczywiscie domknietym kazdy wielomian stopnia
nieparzystego posiada co najmniej jedno miejsce zerowe.

Dla stopnia 1 twierdzenie jest trywialne. Zakladamy, ze zostato ono udowod-
nione dla wszystkich stopni nieparzystych < n; niech f(z) bedzie wielomianem
stopnia nieparzystego n (> 1). Jesli f(z) jest rozkladalny w ciele rzeczywis-
cie domknietym P, to posiada co najmniej jeden nierozktadalny czynnik stopnia
nieparzystego < n, a wiec takze miejsce zerowe w P. Przypuszczenie, ze f(x) moze
by¢ nierozkltadalny powinno teraz prowadzi¢ do sprzecznosci. Niech mianowicie o
bedzie symbolicznie dolaczonym miejscem zerowym f(z). Wtedy P(«) nie byloby
rzeczywiste, a wigc mieliby$my réwnanie:

T

1) —1= (pl@)?

v=1

gdzie ¢, («) sa wielomianami co najwyzej (n — 1)-stopnia o wspélczynnikach z P.
Z (1) otrzymujemy identycznosé:

T

(2) 1= (pu(@)+ f(2)g(a).

v=1

Suma ¢? ma stopiefi parzysty, poniewaz najwyzsze wspétczynniki sa kwadratami,
a wiec nie moga znika¢. Dalej, stopien ten jest dodatni, gdyz w przeciwnym
razie juz (1) zawieraloby sprzeczno$é. W konsekwencji g() ma stopieni nieparzysty
< n— 2, a wiec g(z) ma w kazdym razie miejsce zerowe a w P. Jedli jednak
podstawimy a w (2), to mamy:

T

—1=3 (pu(a))?,

v=1

a wiec dostajemy sprzecznosé, gdyz owe ¢, (a) leza w P.

TWIERDZENIE 3. Clialo rzeczywiscie domkniete nie jest algebraicznie dom-
kniete. Jednak cialo powstajgce z niego poprzez dolgczenie i° jest algebraicznie
domkniete.

Pierwsza potowa jest trywialna. Réwnanie 22 + 1 = 0 jest bowiem nierozwia-
zalne w kazdym ciele rzeczywistym.

Druga potowa wynika bezposrednio z:

TWIERDZENIE 3a. Jesli w ciele uporzgdkowanym K kazdy element dodatni posi-
ada pierwiastek kwadratowy, a kaZdy wielomian stopnia nieparzystego co najmniej
jedno miejsce zerowe, to cialo powstajgce poprzez dolgczenie i jest algebraicznie
domkniete.

5Tu i dalej 7 oznacza zawsze miejsce zerowe x2 + 1.
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Zauwazmy najpierw, ze w K (i) kazdy element posiada pierwiastek kwadra-
towy, a stad rozwiazywalne jest kazde réwnanie kwadratowe. Niech mianowicie
a + bi bedzie elementem z K (i) (a oraz b w K). Wtedy réwniez va? + b2 lezy
w K, a dalej zachodzi |a® + b?| > |a|. Tak wigc,

a+|va?+ b?|

5 | oraz

01:|

. |\/—a+|\/a2+b2||
2=\ ——————
2

naleza do K i zachodzi (¢1 + icy sign b)? = a + bi.

Aby teraz dowiesé, ze kazdy nierozkladalny wielomian z K ma w K (i) miejsce
zerowe, mozna postepowaé za GAUSSEM w sposéb nastepujacy. Niech bedzie juz
dowiedzione, ze kazdy wielomian bez pierwiastkéw podwdjnych o wspotczynnikach
z K, ktérego stopiefi jest podzielny przez 2™~ !, ale nie przez 2™, posiada pier-
wiastek w K (7). (Dla m = 1 ma to miejsce na mocy zalozenia.) Niech f(x) bedzie
wielomianem bez pierwiastkéw podwédjnych n-tego stopnia, gdzie n = 2™q, a q jest
nieparzysta. Niech aq, aa, . . ., o, beda pierwiastkami f(x) w pewnym rozszerzeniu
K. Wybieramy c z K tak, ze @ wyrazen oo +c(aj+ag),dlal <j<k<n
sq wszystkie réznej wartoéci.® Poniewaz wyrazenia te w sposéb widoczny spelniaja
w K rownanie stopnia @, wiec na mocy zalozenia co najmniej jedno z nich
lezy w K (i), powiedzmy aqas 4 ¢(a1 + ag). Zgodnie z wymaganiem nalozonym na
¢ zachodzi jednak K(ajag,a; + as) = K(ajas + c(ar + as)); tak wiec, oy oraz
as znajdujemy poprzez rozwiazanie réwnania kwadratowego w K ().

Za pomoca teorii GALOIS mozna przeprowadzi¢ dowdd takze w sposdb naste-
pujacy. Poniewaz w K kazdy wielomian stopnia nieparzystego (> 1) jest rozkla-
dalny, K posiada tylko rozszerzenia algebraiczne stopnia parzystego. Niech teraz
G bedzie rozszerzeniem GALOIS stopnia n = 2™gq (g nieparzysta) ciala K, a &
grupa GALOIS wzgledem K. Niech $ bedzie podgrupa & rzedu 2™ (taka podgrupa
istnieje na mocy twierdzenia SYLOWA), a H cialem stowarzyszonym z £); wtedy
H ma stopien ¢ wzgledem K, a wiec musi by¢ ¢ = 1 1 H pokrywa si¢ z K.
Oznacza to, ze G ma stopien 2™ wzgledem K i moze zatem zosta¢ wytworzona
z K poprzez powtarzane dolaczenie pierwiastkow kwadratowych. Na mocy wyzej
powiedzianego, G lezy zatem w K. C.b.d.u.

TWIERDZENIE 4. Niech  bedzie cialem algebraicznie domknietym charak-
terystyki zero, P podciatem Q, z ktorego ) powstaje poprzez proste rozszerzenie.
Wtedy P jest rzeczywiscie domkniete.

Niech = P(§). Wtedy £ nie moze by¢ przestepny wzgledem P, gdyz w prze-
ciwnym przypadku z? — ¢ = 0 byloby przeciez nierozwigzywalne w 2, a wiec €2 nie
byloby algebraicznie domkniete. A zatem € jest skonczonym rozszerzeniem P. Od
tego miejsca dowdd przebiega dokladnie tak samo, jak w E. ARTIN, Kennzeich-
nung des Korpers der reellen algebraischen Zahlen. Hamb. Abh. 3 (1924), 319-323,
1-6.

Ciala rzeczywiscie domkniete sq zatem identyczne z tymi cialami charakterys-
tyki zero,” ktére poprzez proste rozszerzenie mogq staé sie algebraicznie domkniete.

6 Jest to mozliwe, poniewaz f(x) ma nie mieé pierwiastkéw podwéjnych.
"To zalozenie jest zbyteczne, do czego jeszcze wrécimy.
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TWIERDZENIE 5. Niech f(x) bedzie wielomianem o wspdlczynnikach z ciala
rzeczywiscie domknietego P, a, b elementami P, dla ktérych f(a) < 0, f(b) > 0.
Wtedy istnieje co najmniej jeden element ¢ miedzy a oraz b, dla ktdrego f(c) = 0.

Poniewaz P(i) jest algebraicznie domkniete, f(x) rozklada si¢ w P na czynniki
liniowe oraz nierozkladalne kwadratowe. Nierozktadalny wielomian kwadratowy
22 + px + ¢ jest w P stale dodatni, gdyz moze zostaé zapisany w takiej formie:
(z+ 123)2+(q7 %)2; tutaj pierwszy wyraz jest zawsze > 0, a drugi dodatni, na mocy
zalozonej nierozkladalnosci. Tak wiec, na zmiane znaku f(z) moze wplynaé tylko
zmiana znaku czynnika liniowego, czyli miejsca zerowego w przedziale a < z < b.

TWIERDZENIE 6. W ciele rzeczywiscie domknietym zachodzg prawa algebry
rzeczywistej. Dla przyktadu: Jednostajna zbieznosé wielomianu w kaZdym przedzia-
le a < x < b. Twierdzenie Rolle’a. Twierdzenie o warto$ci sredniej z rachunku
rozniczkowego. Twierdzenie Sturma o liczbie miejsc zerowych wielomianu w
przedziale.

Kazda funkcja wymierna, ktérej mianownik nie znika dla a < x < b, przyj-
muje w tym przedziale warto$é najwiekszq i najmniejszq i przy tym te wartosci ek-
stremalne sq wsréd wartosci x = a,b,&;, gdzie & przebiega miejsca zerowe pochod-
nej naszej funkcji w rozwazanym przedziale.

Wszystkie miejsca zerowe wielomianu x™ + a1z"~* + ...+ a, sqg co do swoich
wartodei bezwzglednych mniejsze od 1+ |ay| + |az| + ... + |an]-

Na mocy twierdzenia 5 dowody mozna przeprowadzi¢ dostownie tak, jak zwy-
kle. Poréwnaj na przyklad odpowiednie fragmenty H. Webera Lehrbuch der Algebra
I (w szczegdlnosei §§ 35, 91, 112, 114 z wydania 2).

2. Twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci

Zajmiemy sie teraz dowodami istnienia pewnych rzeczywiscie domknietych roz-
szerzen cial rzeczywistych, jak rowniez rzeczywiscie domknietych podcial ciat al-
gebraicznie domknietych.

TWIERDZENIE 7. Niech K bedzie cialem rzeczywistym, a Q cialem algebra-
icznie domknietym nad K. Istnieje wtedy (co najmniej jedno) cialo rzeczywiscie
domkniete P pomiedzy K oraz Q, dla ktérego Q = P(4).

Dla dowodu przedstawmy sobie elementy €2 jako dobrze uporzadkowane: 1 =
a0, Q1,02, . ..,0y,...1zdefiniujmy dla kazdej uzytej w tym dobrym porzadku liczby
porzadkowej v ciala K,, K w sposob nastepujacy: Ko = Kj = K. Jesli K, K
sg juz zdefiniowane dla p < v, to niech K} bedzie suma K, (¢ < v) oraz

K, = K}(ay), gdy cialo to jest rzeczywiste,

K, = K}, w przeciwnym przypadku.

To, ze K zawsze jest cialem, wynika bezposrednio twierdzenia 2, § 2 w E.
STEINITZ Crelle 187 (1910), 167-309 i ten sam sposéb rozumowania pokazuje tez,
ze wszystkie ciala K, sa rzeczywiste; podobnie, ich suma P jest cialem rzeczy-
wistym. Twierdzimy, ze P czyni zado$¢ zadaniom twierdzenia. Jesli bowiem a = a,,
jest elementem z €2, ktéry nie nalezy do P, to a, nie nalezy tez do K, tj. K} (a)
nie jest rzeczywiste i, a fortiori, P(a) nie jest rzeczywiste. P jest przeto rzeczywis-
cie domkniete. Poniewaz jednak proste przestepne rozszerzenie ciala rzeczywistego
jest oczywiscie rzeczywiste, wynika stad dalej, ze ) jest algebraiczne wzgledem P.
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A poniewaz na mocy twierdzenia 3 réwniez P(7) jest algebraicznie domknigte, wiec
ze wzgledu na jednoznaczno$é algebraicznie domknigtego algebraicznego rozsz-
erzenia P cialo © musi by¢ identyczne z P(i).

Mozna teraz sformutowaé¢ pewne szczegélne przypadki i bezpodrednie wnioski
z twierdzenia 7.

TWIERDZENIE 7a. Dla kazdego ciala rzeczywistego K istnieje (co najmniej
jedno) jego rzeczywiscie domkniete rozszerzenie algebraiczne.

Dla dowodu potrzebujemy tylko wybraé za €2 algebraicznie domkniete rozsze-
rzenie algebraiczne ciata K.

TWIERDZENIE 7b. Kazde cialo rzeczywiste mozna uporzgdkowad (na co naj-
mniej jeden sposdb).

Wynika to bez trudnoéci z twierdzenia 1 oraz 7a.

Dalej, jesli Q jest jakimkolwiek ciatem algebraicznie domknietym charakterys-
tyki zero i za K podstawimy w twierdzeniu 7 cialo liczb wymiernych, to mamy:

TWIERDZENIE 7Tc. Kazde cialo algebraicznie domkniete Q) charakterystyki zero
zawiera (co najmniej jedno) rzeczywiscie domkniete podcialo P, dla ktdrego
Q = P(i).

Dla cial uporzadkowanych mozna istotnie wzmocni¢ twierdzenie 7a.

TWIERDZENIE 8. Jesli K jest cialem uporzgdkowanym, to istnieje jedno @ —
z doktadnosciqg do réwnowaznych rozszerzen — tylko jedno algebraiczne, rzeczywiscie
domkniete rozszerzenie P ciala K, ktorego porzqdek jest rozszerzeniem porzgdku
w K. Oprécz identycznosciowego nie ma w P Zadnego automorfizmu, dla ktorego
elementy z K sq punktami statymi.

Udowodnimy najpierw:

LEMAT. Niech K bedzie cialem uporzgdkowanym, a K cialem, ktore powstaje
z K poprzez dolgczenie pierwiastkow kwadratowych wszystkich elementow K. Wite-
dy K jest rzeczywiste.

Wystarczy oczywiscie pokazac, ze nie zachodzi zadne réwnanie o postaci:

3 —1=3 e
v=1

gdzie ¢, sa dodatnimi elementami z K, lecz &, sa elementami z K. Przypuéémy, ze
zachodzi takie réwnanie. W &, moze wystapié¢ naturalnie jedynie skonczenie wiele
dotaczonych do K pierwiastkéw kwadratowych, powiedzmy /a1, /az, ..., /a,.
Wyobrazamy sobie jedno sposréd wszystkich réwnan (3), takie, dla ktérego r jest
mozliwie najmniejsza. (Z pewnoscia r > 1, poniewaz w K nie istnieje zadne réw-
nanie o postaci (3).) & mozna przedstawi¢ w postaci &, = 0, + (,\/ar, gdzie n,,
G leza w K(\/ay,/az, ..., \/a,—1). MielibySmy zatem:

(4) —1= Z CV773 + Z CVGTCE + 2\/047102 CI/T]VCI/'
v=1 v=1 v=1

Jesli w (4) znika ostatni sktadnik, to (4) byloby réwnaniem tego samego ksztaltu
co (3), lecz zawieraloby mniej niz r pierwiastkéw kwadratowych. Jesli jednak nie
znika on, to \/a, lezatby w K ( /a1, /a2, ..., \/ar-—1) i (3) znéw mogtoby zostac za-
pisane przy uzyciu mniej niz r pierwiastkow kwadratowych. Nasze przypuszczenie
prowadzi zatem do sprzecznosci.
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Po tym przygotowaniu mozemy teraz udowodni¢ twierdzenie 8. Niech P bedzie
algebraicznym rzeczywiscie domknietym rozszerzeniem K. Takie rozszerzenie ist-
nieje na mocy twierdzenia 7a, poniewaz wiadomo juz, ze K jest rzeczywiste. P jest
takze algebraiczne wzgledem K oraz porzadek w P jest rozszerzeniem porzadku
w K, bo przeciez kazdy element dodatni z K jest kwadratem w K, a wiec tym
bardziej w P.

Niech teraz P* bedzie drugim algebraicznym rzeczywiscie domknietym roz-
szerzeniem K, ktérego porzadek nie zmienia porzadku w K. Niech f(z) bedzie
wielomianem, niekoniecznie nierozktadalnym, o wspélczynnikach z K. Twierdze-
nie STURMA pozwala nam na rozstrzygniecie juz w K, ile pierwiastkow w P ma
f(x). Musimy tylko zbadaé taficuch STURMA dla f(z) = 2™ + 12"~ + ... + ap,
powiedzmy na miejscach +(1 + |a1| + |az| + ... + |ayp|) (twierdzenie 6). A zatem
f(z) ma w P tyle samo pierwiastkéw, co w P*. W szczegblnosci, kazde réwnanie
w K, ktére ma w P co najmniej jeden pierwiastek, ma tez co najmniej jeden pier-
wiastek w P* i na odwré6t. Niech teraz ag, g, ..., beda pierwiastkami f(x)
w P, a fp7,05,...,8} pierwiastkami f(x) w P*. Niech dalej ¢ bedzie wybrany
w P tak, ze K(§) = K(a1,a9,...,a,) oraz F(x) = 0 jest nierozkladalnym réw-
naniem dla & w K. F(z) ma zatem w P pierwiastek £, a wiec takze w P* co
najmniej jeden pierwiastek n*; K(§) oraz K(n*) sa rébwnowaznymi rozszerzeniami
K. Poniewaz K (&) jest wytworzone przez r miejsc zerowych oy, o, ..., a, wielo-
mianu f(z), wiec réwniez K (n*) musi by¢ wytworzone przez r pierwiastkéw f(x);
K (n*) jest podcialem P*, a wiec zachodzi K(n*) = K(B5f,05,...,85). A zatem
K(ay,ag,...,a.) oraz K(B7, 55, ..., 5F) sa réwnowaznymi rozszerzeniami K. Aby
teraz pokazaé, ze P i P* s rownowaznymi rozszerzeniami K zauwazmy, ze izomor-
ficzne odwzorowanie P na P* musi koniecznie zachowywadé porzadek, poniewaz jest
on przeciez wyznaczony przez wiasnoéé¢ bycia lub nie bycia kwadratem. Definiu-
jemy wiec nastepujace odwzorowanie ¢ z P na P*. Niech a bedzie elementem
z P, p(x) nierozkladalnym wielomianem w K, ktérego miejscem zerowym jest c,
aa) <ag <...<a wszystkimi pierwiastkami p(z) w P; w szczegdlnosei, niech
a =y Jedli of < ab < ... < o sa pierwiastkami p(x) w P*, to niech o(«o) = aj.
Oczywiscie o jest jednoznaczne i zachowuje elementy K. Trzeba udowodnié¢, ze o
jest odwzorowaniem izomorficznym. W tym celu, niech znéw f(x) bedzie jakimkol-
wiek wielomianem w K, v1,72,...,7s jego pierwiastkami w P, 7{,75,...,7s jego
pierwiastkami w P*. Dalej, niech g(x) bedzie wielomianem w K, ktérego miejscami
zerowymi sg pierwiastki kwadratowe z réznic pierwiastkéw wielomianu f(z). Niech

01,02, . ..,0; beda miejscami zerowymi g(z) w P, §7,03,...,0; miejscami zerowymi
g(z) w P*. Na mocy wyzej udowodnionego G = K(y1,72,-.-,%s,01,02,...,0t)
oraz G* = K(v{,75,...,72,07,05,...,0f) sa réwnowaznymi rozszerzeniami K.

Istnieje wigc odwzorowanie izomorficzne 7 z G na G*, ktore zachowuje elementy
K. Kazdemu 7 jest przyporzadkowany przez 7 pewien v*, a kazdemu § pewien
0*. Oznaczenia sa tak obrane, aby 7(vx) = 7}, 7(6n) = d5. Jesli teraz v, <
(w P), to v —y, = 67 dla pewnego indeksu h, a zatem réwniez v; — ;= (652,
a stad v; < v (w P*). 7 przyporzadkowuje wiec pierwiastki wielomianu f(x)
w P oraz w P* sobie nawzajem wedle wielkoSci. Poniewaz zachodzi to rowniez dla
miejsc zerowych nierozkladalnych w K czynnikéw wielomianu f(z), wiec mamy
T(vk) = o(y) (k= 1,2,...,5s). Jedli przy tym zapewnimy, iz dwa dane dowolne
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elementy «, B z P, jak réwniez o + 8 oraz « - 8 znajduja sie wsrdéd pierwiastkdw
f(x), to widzimy, ze o jest odwzorowaniem izomorficznym z P na P* i w dodatku
jedynym, ktére zachowuje elementy K. Jesdli wybierzemy P* = P, to wynika stad
stusznosé naszego twierdzenia o automorfizmach P.

Chcemy teraz zbadaé ciala uporzadkowane, ktorych porzadek spelnia aksjomat
ARCHIMEDESA lub pewne jego uogdlnienie.

Niech G bedzie cialem uporzadkowanym, K podcialem G. Element o z G
nazywa si¢ ,nieskoriczenie wielkim wzgledem K 7, gdy || > ¢ dla kazdego elementu
¢ z K, natomiast , nieskoriczenie malym wzgledem K7, gdy 0 < || < ¢ dla kazdego
dodatniego elementu c z K.

Jesli « jest nieskonczenie wielki wzgledem K, to é jest nieskonczenie maty
wzgledem K i na odwrot.

Nazwiemy teraz cialo uporzadkowane nad K , archimedesowym wzgledem K7,
gdy nie zawiera ono zadnych elementéw nieskoriczenie wielkich (lub nieskonczenie
malych) wzgledem K.

W przypadku, gdy K jest ciatem liczb wymiernych, pomijamy okreslenie ,,wzgle-
dem K.

Jesli K7 jest archimedesowe wzgledem Ko, a K> jest archimedesowe wzgledem
K3, to takze K jest archimedesowe wzgledem K.

Cialo A pomiedzy G oraz K nazywamy w szczegolnosci ,,maksymalnie archi-
medesowym wzgledem K7, gdy A jest archimedesowe wzgledem K, lecz zadne
rozszerzenie ciala A zawarte w G nie jest archimedesowe wzgledem K.

To, ze zawsze istnieje (co najmniej jedno) takie cialo A maksymalnie archime-
desowe wzgledem K, mozna bez trudnosci udowodni¢ poprzez dobre uporzad-
kowanie. (Por. dow6d twierdzenia 7.) Podobnie udowodni¢ mozna, ze A moze
zostacé tak dobrane, iz dowolne podcialo ciala G archimedesowe wzgledem K zaw-
iera si¢ w A.

Dla ciat rzeczywiscie domknietych udowodnimy idace dalej:

TWIERDZENIE 9. Niech P bedzie rzeczywiscie domkniete, a K niech bedzie pod-
ciatem P. Wtedy wszystkie podciala ciala P maksymalnie archimedesowe wzgledem
K sq rownowaznymi rozszerzeniami K i sq rzeczywiscie domkniete.

Niech A bedzie podcialem P maksymalnie archimedesowym wzgledem K.
Dowodzimy najpierw: kazdy element p z P algebraiczny wzgledem A nalezy do A.
Kazdy element z A(p) jest bowiem algebraiczny wzgledem A i jest zatem, na mocy
twierdzenia 6, co do swojej wartosci bezwzglednej mniejszy od pewnego elementu
z A. A wiec A(p) nie zawiera zadnego elementu nieskoriczenie wielkiego wzgledem
A, jest zatem archimedesowe wzgledem A, a w konsekwencji takze wzgledem K,
tj. A(p) = A.

Kazdy wielomian stopnia nieparzystego o wspoélczynnikach z A posiada teraz
w P miejsce zerowe. Na mocy tego, co wlasnie udowodniono, to miejsce zerowe
nalezy do A. Pierwiastek kwadratowy dodatniego elementu z A réwniez nalezy
do A. Na mocy twierdzenia 3a A(i) jest wiec algebraicznie domkniete, a zatem
zadne algebraiczne rozszerzenie A nie jest rzeczywiste, a wiec A jest rzeczywiscie
domkniete.

Niech teraz I' bedzie zbiorem tych elementéw z P, ktore nie sa nieskoncze-
nie wielkie wzgledem K. I' jest oczywiscie pierscieniem. Dalej, niech u bedzie
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zbiorem zlozonym z 0 oraz elementéw z P nieskonczenie malych wzgledem K.
u jest podzbiorem I', a mianowicie u jest idealem pierwszym. Albowiem réznica
dwoch elementéw nieskonczenie malych wzgledem K sama jest nieskonczenie mala,
a iloczyn dwoch elementéw jest zawsze i tylko wtedy nieskonczenie maty wzgle-
dem K, gdy taki jest co najmniej jeden z czynnikéw. Niech 2 bedzie dziedzina
klas reszt mod u. 2 jest cialem. Jesli bowiem ~ # 0(u), to v nie jest nieskoriczenie
maly, a wiec % nie jest nieskonczenie wielki wzgledem K; tj. + nalezy do I'. Klasa
reszt mod u rézna od 0 zawiera jedynie tylko dodatnie lub tylko ujemne elementy;
nazywamy wiec r6zng od 0 klase reszt dodatnia, gdy sktada si¢ ona z elementéw
dodatnich. Przez to ustalenie 2 staje sie uporzadkowana, gdyz spelnione sg wszys-
tkie warunki wymagane od wtasnosci ,dodatni”. W kazdej klasie reszt mod u lezy
najwyzej jeden element z K.® Klasy reszt reprezentowane przez K tworza zatem
podciato R ciata 2 izomorficzne z K. 2 jest archimedesowe wzgledem R, poniewaz
T" nie zawiera zadnego elementu nieskonczenie wielkiego wzgledem K, a zatem 2
nie zawiera zadnej klasy reszt nieskonczenie wielkiej wzgledem K.

Twierdzimy teraz: kazde podciato A ciata P maksymalnie archimedesowe wzgle-
dem K sklada sie z pelnego systemu reprezentantéw klas reszt mod u, daje sie
zatem w taki sposéb powigzaé izomorficznie z A, ze kazdemu elementowi z A
odpowiada reprezentowana przezen klasa reszt mod u. (Wtedy twierdzenie 9 zo-
stanie w pelni udowodnione.) Klasa reszt mod u zawiera, po pierwsze, najwyzej
jeden element z A i odwrotnie, kazdy element z A nalezy do I', a wiec do pewnej
klasy reszt mod u. Jednak kazda klasa reszt zawiera tez co najmniej jeden element
z A. Przypu$émy bowiem, ze klasa reszt R nie zawieralaby Zadnego elementu
z A! Na mocy wtasnie udowodnionego, wszystkie elementy z R bylyby przestepne
wzgledem A. Niech ¢ bedzie elementem z R. Chcemy pokazaé: A(t) jest wzgledem
A, a wiec réwniez wzgledem K, archimedesowe. (To doprowadzi do sprzecznosci.)
Poniewaz kazdy element z A(t) daje sie sprowadzi¢ do postaci %, gdzie f oraz
¢ sa wielomianami o wspélczynnikach z A, a dalej f(t) nalezy do I i stad nie jest
nieskoniczenie wielki wzgledem K, wystarczy dowie$é: g(t) nie jest nieskonczenie
maly wzgledem A. Ustalamy w tym celu dwa elementy a, b z A tak, ze a <t < b
oraz ¢(t) nie posiada w przedziale a < x < b zadnych miejsc zerowych (w P). To
zawsze jest mozliwe. Jesli mianowicie g(x) nie posiada w ogdle zadnego miejsca
zerowego (w P), ktére jest wicksze od t, to niech b bedzie jakimkolwiek elementem
z A, ktory przewyzsza t. W pozostalym przypadku niech o’ bedzie najmniejszym
miejscem zerowym g(z), ktére jest wieksze od t. b’ jest algebraiczny wzgledem A,
a wiec nalezy do A oraz zachodzi b’ # t(u). A zatem b’ — ¢ nie jest nieskoriczenie
maly wzgledem K, istnieje wigc ¢ > 0 w K taki, ze b’ —t > c. Jedli przyjmiemy
teraz b =0 — ¢, to mamy t < b < b, a g(x) nie znika dla ¢ < x < b. Analogicznie
wyznacza si¢ a. |g(z)| ma teraz dodatnie maksimum g dla @ < z < b. Jest mi-
anowicie p = |g(€)|, gdzie £, na mocy twierdzenia 6, jest albo miejscem zerowym
¢'(z) w rozwazanym przedziale, albo jednym z elementéw a, b. We wszystkich
przypadkach & nalezy zatem do A, a wiec p tez. A zatem |g(t)| jest co najmniej
tak wielki jak dodatni element u z A, a wigc |g(¢)| nie jest nieskoriczenie maly
wzgledem A.

87 a = b(u) wynika, ze a — b jest w u, tj. jest albo 0, albo nieskoriczenie maly wzgledem K,
a zatem a = b, gdy a i b naleza do K.
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3. Przyktady i zastosowania

W tym ostatnim fragmencie chcemy poczyni¢ pewne zastosowania do alge-
braicznych ciat liczbowych, jak rowniez poda¢ przyklady cial rzeczywistych, ktére
w pewnym wzgledzie rzucaja nowe $wiatlo na osiagniete wyniki.

Konstrukcje przykladéw poprzedzimy bardzo wygodnym lematem:

LEMAT. Jesli K jest cialem ulamkow pierscienia R i R jest uporzqdkowany,
to K moze zostac uporzgdkowane na jeden i tylko jeden sposdb tak, aby zachowadé
porzqdek z R.

Niech mianowicie K bedzie uporzadkowane w wymagany sposéb. Jedli teraz
a = % jest dowolnym elementem z K, gdzie b oraz c sg elementami pierscienia
ic#0,toza>0,a=0,—a>0wynikajg odpowiednio: bc > 0, bc = 0, —bc > 0.
Porzadek jest wiec wyznaczony jednoznacznie przez porzadek w R. Na odwrdt,
jest natychmiast widoczne, ze poprzez przyjecie a > 0, gdy bc > 0 rzeczywiscie
podany jest porzadek wymaganego rodzaju.

W szczegdlnosci cialo liczb wymiernych daje sie uporzadkowaé tylko na jeden
sposob, poniewaz pierscien caltkowitych liczb wymiernych oczywiscie dopuszcza
tylko naturalny porzadek. Z twierdzenia 8 otrzymujemy zatem:

TWIERDZENIE 8a. Istnieje — pomijajgc ciala izomorficzne — jedno 1 tylko jedno
rzeczywiscie domkniete cialo absolutnie algebraiczne, cialo — w zwyklym sensie —
Lrsecanroistych ™ liczb algebraicznych.'®

Dowodzimy dalej:

TWIERDZENIE 10. Rzeczywiste ciato K absolutnie algebraiczne jest zawsze
izomorficzne z vjeczyroistym cialem liczbowym. Kazdemu uporzedkowaniu K odpo-
wiada odwrotnie jednoznacznie izomorficzne odwzorowanie K na tzecznroiste cialo
liczbowe, przy ktorym uporzgdkowanie K przechodzi w naturalne uporzgdkowanie
vyecynoistego ciala liczbowego. Rozne uporzqgdkowania K prowadzqg wtedy © tylko
wtedy do tego samego tieczhroistego ciala liczbowego, gdy mogq zostaé na siebie
przeprowadzone poprzez automorfizm K.

Niech mianowicie K bedzie rzeczywiste oraz absolutnie algebraiczne. K zostaje
w jakikolwiek sposéb uporzadkowane (twierdzenie T); niech P bedzie rzeczywis-
cie domknigtym, absolutnie algebraicznym rozszerzeniem K, ktére nie narusza
wybranego porzadku K (twierdzenie 8). Wtedy P jest izomorficzne z cialem P*
wszystkich rjecgproistych liczb algebraicznych, a w konsekwencji K jest izomor-
ficzne z podcialem K* ciala P*. Poniewaz izomorficzny zwiazek pomiedzy P oraz
P* zachowuje porzadek, wiec uporzadkowaniu K odpowiada naturalny porzadek
K*. Na odwrdt, kazde izomorficzne odwzorowanie K na tjeczpiviste cialo liczbowe
K* wyznacza w K porzadek otrzymany poprzez przeniesienie przez podane odw-
zorowanie naturalnego porzadku w K* na K. Wymagana jednoznacznosé¢ wynika
teraz z obserwacji, ze tzecaptviste ciato liczbowe nie posiada zadnego automorfizmu
poza identycznos$ciowym, ktéry zachowuje naturalny porzadek oraz ze dwa rozne
vzecaniviste ciata liczbowe nigdy nie moga zostaé na siebie wzajemnie izomorficznie
odwzorowane z zachowaniem naturalnego porzadku.

9 Rzeczywiste” w zwyklym sensie jest tutaj i dalej uwydatnione poprzez uzycie czcionki go-
tyckiej.

10To twierdzenie zostalo udowodnione juz w E. ARTIN, Kennzeichnung des Korpers der reellen
algebraischen Zahlen. Hamb. Abh. 3 (1924), 319-323, chociaz nie w sposéb czysto algebraiczny.
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Jako szczegdlny przypadek mamy:

TWIERDZENIE 10a. Liczba cial tzecgproistych wsrod sprzezonych ze skonczonym
algebraicznym ciatem liczbowym K jest rowna liczbie rézinych porzgdkow, ktore
moZzliwe sq w K, a wiec w szczegdlnosci jest rowna zero, gdy K nie jest rzeczywiste.

W przeciwienstwie do twierdzenia 8a dla cial przestepnych zachodzi:

TWIERDZENIE 11. Jesli Q jest algebraicznie domknietym, ale mie absolutnie
algebraicznym cialem charakterystyki zero, to istniejg dwa'' rzeczywiscie dom-
kniete nieizomorficzne podciala Py, Py ciala Q) takie, ze Py(i) = Po(i) = Q. Jesli
stopieri rozszerzenia Q jest < ¢ (¢ = moc kontinuum), to Py i Py mogq byé oba
wybrane jako archimedesowe.

Dla dowodu niech R bedzie ciatlem liczb wymiernych, a R ciatem wszystkich
liczb rzecznroistych. Przedstawiamy sobie w R wybrana baze 9B liczb przestepnych,
a wiec zbiér o wlasnoéciach: 1. Kazda liczba z B jest przestepna wzgledem ciala
otrzymanego z R poprzez dolaczenie don pozostalych liczb z B. 2. R jest alge-
braiczne wzgledem R(8). (Istnienie takiego zbioru pokazuje sie w zwykly sposéb.)

Niech teraz (2 bedzie ciatlem algebraicznie domknietym charakterystyki zero
o stopniu rozszerzenia t (> 0) i rozwazmy najpierw przypadek t < c¢. Wtedy
wybieramy z 8 dwa nieidentyczne podzbiory B, Bs mocy t, powiedzmy, niech
liczba v nalezy do B lecz nie do Bs. Niech €25 i 5 beda, odpowiednio, ciatem liczb
algebraicznych (zespolonych) wzgledem R(B1) i R(%B2). Q jest izomorficzne z 4
i Q5. Niech P i P, beda ciatlami liczb t3eczhtistych zawartych, odpowiednio, w
iQs. Py i P sa rzeczywidcie domkniete, poniewaz oczywiscie Py (i) = Qq, Pa(i) =
s, ale z pewnodcia nie sg izomorficzne. Gdyby mianowicie istnialo izomorficzne
odwzorowanie miedzy P; i P», to musiatoby ono z jednej strony zachowywac liczby
wymierne, a z drugiej strony zachowywaé porzadek (twierdzenie 1). To jednak jest
niemozliwe, poniewaz w P, nie ma zadnej liczby, ktéra wytwarza w R taki sam
przekroj, jak nalezaca do P; liczba a. Ze wzgledu na izomorfizm 2, Q; i Q5 cialo
Q) zawiera zatem dwa podciala, ktore sa izomorficzne, odpowiednio, z P; i Ps,
i z kazdego z nich Q powstaje poprzez dotaczenie i. Tak wiec, nasze twierdzenie
jest udowodnione dla t < ¢.

Dla dowolnego t (> 0) postepujemy nastepujaco. Niech X bedzie baza elemen-
téw przestepnych w €. Niech X bedzie w jakikolwiek sposéb uporzadkowane.!?
Porzadkujemy teraz iloczyny poteg elementow X: jesli zi1,...,x, sa skohczenie
wieloma elementami X, ktérych numeracja niech dobrana bedzie wedle ich
porzadku w X, to niech iloczyn x{* ...x%" poprzedza iloczyn x?l ...axbr gdy pier-
wsza nieznikajaca réznica b; — a; jest dodatnia. Niech teraz f(z) bedzie ele-
mentem dziedziny wielomiandéw R[X]. Przyjmujemy wtedy: f(z) jest dodatni, gdy
wspOlezynnik pierwszego rzeczywiscie wystepujacego w f(x) iloczynu poteg x jest
dodatni.'® A zatem pierécien R[X] jest uporzadkowany, a na mocy naszego lematu
uporzadkowane jest tez cialo R(X). Niech teraz Py bedzie rzeczywiscie domknietym

A nawet nieskonczenie wiele.

12 Uporzadkowane” jest tu rozumiane w sensie ogélnej teorii mnogoéci, a nie w sensie uporzad-
kowania ciala.

13To uporzadkowanie znaczy: kazdy element x z X jest dodatni i nieskoniczenie maly wzgledem
wielomianéw w elementach X nastepujacych po z.
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zawartym w ) rozszerzeniem R(X), ktére zawiera zdefiniowany wyzej porzadek
w R(X). Oczywiscie zachodzi teraz € = P (i) i maksymalnie archimedesowe pod-
cialo ciala P; ma typ ciata wszystkich tzeciproistych liczb algebraicznych.

Porzadkujemy teraz R[X], a wiec takze R(X) w inny sposéb: niech y bedzie
wybranym ustalonym elementem z X, a zbiorem pozostalych elementéw niech
bedzie X’. Tloczyny poteg elementéw X’ porzadkujemy jak poprzednio. Jesli f(y, x')
znéw jest elementem dziedziny wielomianéw R[X], a g(y) wspo6lczynnikiem pier-
wszego rzeczywiscie wystepujacego w f(y, 2’) iloczynu poteg elementu 2/, to niech
f(y,2') nazywa sie przy tym nowym porzadku dodatnim, gdy g(e) to dodatnia
liczba t3eczhoista; przy tym e oznacza podstawe logarytmu naturalnego. Jesli teraz
ustalimy cialo rzeczywiscie domknigte P, pomiedzy R(X) a 2, ktére nie burzy
nowego porzadku w R(X), to znowu zachodzi P»(i) = Q. Ale P, zawiera podcialo
archimedesowe o stopniu przestepnosci 1, a mianowicie R(y). W konsekwencji, P,
nie moze by¢ izomorficzne z P; (twierdzenie 9).

W ciele rzeczywiscie domknietym miejsca zerowe wielomianu o wspélczyn-
nikach z ciala moga zawsze zostaé¢ rozdzielone. Nastepujacy prosty przyktad po-
kazuje, ze niekoniecznie zachodzi to w ciele uporzadkowanym, ale nie rzeczy-
wiscie domknietym. Niech R(x) bedzie cialem funkcji wymiernych zmiennej x
o wspolezynnikach wymiernych. Porzadkujemy R(x) instrukcja:  ma byé dodatni
i nieskoniczenie maly, tj. w wielomianie decydujaca jest najnizsza wystepujaca
potega. W stowarzyszonym rzeczywiscie domknigtym, wzglednie algebraicznym
ciele réwnanie (y?—x)?—x3 = 0 posiada dwa dodatnie miejsca zerowe \/z(1 & /).
Oba te miejsca zerowe nie moga zostaé rozdzielone w R(x). Przyklad ten czyni
widocznym, ze dowdd jednoznacznosdci w twierdzeniu 8 musi byé prowadzony bez
rozdzielenia pierwiastkéw.

Na koniec powinnidmy jeszcze pokazaé, ze cialo uporzadkowane, ktére nie
jest rzeczywidcie domkniete, moze posiadaé nieizomorficzne maksymalnie archi-
medesowe podciata. W tym celu niech A bedzie cialem wszystkich tzeczproistych
liczb algebraicznych, uporzadkowanych w naturalny sposéb; A(e) powstaje z A
poprzez dolaczenie podstawy logarytméw naturalnych; P niech bedzie (rzeczy-
wiscie domknietym) ciatem liczb tjecaytoistnch, algebraicznych wzgledem A(e).
Rozwazamy teraz cialo uporzadkowane G = P(x), ktére powstaje z P poprzez
dodanie nieskoriczenie malej zmiennej x. P oraz A(e + x) sa wtedy dwoma archi-
medesowymi podciatami G. O obu mozna pokazaé, ze sa nawet maksymalnie archi-
medesowe. Mimo to, sa one w sposOb widoczny nieizomorficzne, poniewaz P jest
rzeczywiscie domkniete, a A(e + x) nie jest.

Hamburg, Mathematisches Seminar, w czerwcu 1926 roku.
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[166] Emil Artin, Otto Schreier

Podstawa przekladu: Emil Artin, Otto Schreier. 1926. Algebraische Konstruk-
tion reeller Korper. Abhandlungen aus dem Mathematischen Seminar der Ham-
burgischen Universitdt 5, 85-99.
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