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X K ok

1. W filozofii greckiej cigglo$é charakteryzowano jako to, co jest podzielne
na czesci, ktdre sq nieskoriczenie podzielne.! Taka charakterystyke odnoszono do
obiektow geometrycznych, a takze do czasu i ruchu. W geometrii greckiej znajdu-
jemy nawet dowody nieskonczonej podzielnos¢ odcinkéw; tak na przyklad mozna
interpretowad twierdzenie 1.9 czy V1.9 Elementow Euklidesa. Z kolei jako dyskretne
rozumiano obiekty ztozone z niepodzielnych monad. Modelowym przyktadem sa
liczby (naturalne); wedlug definicji VII.2 Elementéw Liczba to wielosé monad.

Takie rozumienie ciggloéci funkcjonowalo do XIX wieku. W pracach Bernarda
Bolzana rozszczepia sie ono na trzy rézne znaczenia: (1) ciaglosé liczb rzeczy-
wistych, (2) ciaglo$é funkcji, (3) kontinuum topologiczne.

(Ad. 1) W rozprawie Rein analytischer Beweis (1817) Bolzano wielokrotnie
wykorzystywal cigglosé liczb rzeczywistych. W pracy sformutowana jest m.in. za-
sada supremum oraz zupelno$é w sensie Cauchy’ego i aksjomat Archimedesa.?
Bolzano nie mial co prawda jasnoéci co do statusu metodologicznego tych za-
sad, prébowal na przyktad dowodzié¢ zasade supremum, jednakze to jemu wtasnie
nalezy przypisa¢ pierwszenstwo w uznaniu fundamentalnej roli tych zasad.

(Ad. 2) W tej samej rozprawie Bernard Bolzano podaje definicje ciaglosei
funkcji. Pisze: ,funkcja fx zmienia si¢ zgodnie z prawem ciagtosci dla wszystkich
wartosci x wewnatrz lub na zewnatrz pewnych granic oznacza po prostu, ze jezeli x
jest jaka$ wartodcia, to réznica f(x+w)— fz moze staé sie¢ mniejsza niz kazda dana
wielko$é pod warunkiem, ze w moze by¢ dowolnie mata. Czyli f(z+w) = fo+ Q.

*Review of Lukas Benedikt Krauss Der Begriff des Kontinuums bei Bernard Bolzano

1 Wszystko ciagte jest podzielne na te, ktére sg podzielne na zawsze podzielne” — Arystoteles,
Physica, cyt. za: Blaszczyk, Mréwka, 2013.

2Wigcej o aksjomacie ciagtoéci w (Bolzano, 1817) zob. (Fila, 2017).
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Otto Stolz, powotujac si¢ na Bolzana, jako definicje ciaglosci funkcji podaje
nastepujaca formute:3

yJednoznaczna funkeji f(z) zdefiniowana dla wszystkich wartosci x z przedzia-
tu (a —d,a+ d) — d > 0_ nazywa sie dla skoniczonej wartoéci z = a ciagla], gdy
dla skoniczonych podejsé granicznych

limz=a+0 limf(z)= f(a),
tzn. do kazdej liczby € > 0 musi naleze¢ liczba § > 0 tego rodzaju, ze

| f(z) = fla) |<e
gdy tylko |z —a |< 47

Faktycznie takie rozumienie ciaglosci znajduje sie w Rein analytischer Beweis,
ale nie w samej definicji Bolzana, lecz w dowodach twierdzen, m.in. w dowodzie
twierdzenia o przyjmowaniu wartosci posredniej przez funkcje ciagta.

(Ad. 3) Ksiazka Lucasa Benedikta Krausa Der Begriff des Kontinuums bei
Bernard Bolzano jest po$wiecona wylacznie trzeciemu znaczeniu ciagtosci: definicji
kontinuum. Zdaniem autora definicja Bolzana zajmuje wazne miejsce w historii
pojecia kontinuum.

2. Monografia Krausa opublikowana zostala w serii Beitrige zur Bolzano-
Forschung. W serii tej ukazalo sie do tej pory prawie trzydziesci prac zwiazanych
z filozofia i logika Bolzana oraz jego pracami matematycznymi. W przedmowie
autor zwraca uwage na to, ze nie bylo dotad krytycznej dyskusji o interpretacji
pojecia kontinuum podanego przez Bolzana. Kraus stawia teze, ze we wszyst-
kich pracach, w ktérych Bolzano wspomina pojecie kontinuum, reprezentuje on
spbjna koncepcje tego pojecia mimo pewnych niespdjnosci terminologicznych. Pon-
adto, pisze Kraus, koncepcja Bolzana rozni sie zasadniczo zaréwno od wspdlczes-
nego pojecia zbioru gestego [in sich dichten Menge], jak i od pojecia kontinuum
Cantora.

Monografia sklada sie z szeSciu rozdzialéw oraz dodatku, ktéry jest uzupelnie-
niem rozdziatu trzeciego. Pierwszy rozdzial ksiazki poswiecony jest komentarzowi
o tekstach zrédlowych. Definicje kontinuum Bolzana odnajduje Kraus w nastepu-
jacych tekstach:

(1) Uber Haltung, Richtung, Kriimmung und Schérkelung bei Linien sowohl als
Flichen sammt einigen verwandten Begriffen (1948),

(2) Wissenschaftslehre (1837),

(3) Paradozien des Unendlichen (1851),

(4) Versuch einer Erklirung der Begriffe von Linie, Fliche und Korper (2001).

Rozdzial drugi poswiecony jest pojeciu kontinuum u Bolzana. To tam Kraus
podaje odtworzona przez siebie na podstawie tekstow zrodtowych definicje kontinu-
um Bolzana oraz definicje punktu izolowanego:

,Podzbiér A przestrzeni metrycznej nazywamy (Bolzanowskim) kontinuum,
gdy dla kazdego punktu p z A istnieje liczba rzeczywista € > 0 taka, ze dla kazdego

3(Stolz, 1885, s. 179)
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n € (0, €] zawsze znajduje sie co najmniej jeden punkt ¢ z A, ktérego odleglosé od
p wynosi doktadnie n:

Vpe AJe >0Vn e (0,] Ig € A (d(p,q) =n).”

»Punkt p podzbioru A przestrzeni metrycznej nazywamy punktem izolowanym
(w sensie Bolzana) zbioru A, gdy dla kazdej liczy rzeczywistej € > 0 istnieje
n € (0,¢) taka, ze zaden punkt zbioru A nie znajduje sie dokladnie w odlegtosci
n od p:
Ve > 03n € (0,¢) Vg € A(d(p,q) #n)."

Autor zwraca takze uwage na problem terminologiczny zwigzany z definicja
kontinuum - Bolzano w réznych pracach definiuje ten sam obiekt, lecz uzywa przy
tym réznych pojeé na jego nazwanie. Ostatecznie Kraus stwierdza:

,2Kontinuum jest (przestrzenna, czasowa lub materialna) sktadajaca sie z punk-
tow calosé, ktora nie zawiera w sobie zadnych punktéw izolowanych”.

W rozdziale trzecim Kraus dokonuje poréwnania definicji Bolzana z definicja-
mi wspélcezesnymi. Ostatecznie stwierdza, ze: (1) Pojecie kontinuum Bolzana jest
wezsze niz pojecie zbioru gestego. (2) Wspdlezesne pojecie kontinuum jest nieod-
powiednie dla poréwnania z pojeciem Bolzana. (3) Bolzana pojecie kontinuum jest
szersze niz pojecie Cantora, wzglednie Hausdorffa. (4) Kontinua Bolzana nie musza
byé ani spdjne ani zwarte. (5) Kontinua Bolzana zawieraja nieprzeliczalnie wiele
punktéw. (6) Definicja punktu izolowanego, ktéra podal Bolzano jest szersza niz
wspolczesna definicja tego pojecia.

Rozdzial trzeci opatrzony jest umieszczonym na koricu monografii dodatkiem,
w ktérym udowodnione zostaje m.in., ze: (a) kontinua Bolzana sa dokladnie tymi
podzbiorami przestrzeni metrycznej, ktére nie maja punktéw izolowanych w sen-
sie Bolzana; (b) kazdy punkt Bolzana kontinuum A jest punktem skupienia tego
zbioru; (c¢) kazde niezdegenerowane kontinuum Hausdorffa jest kontinuum w sensie
Bolzana; (d) kazdy punkt izolowany jest punktem izolowanym w sensie Bolzana.

Czwarty rozdzial ksiazki poswiecony jest pojeciu kontinuum w filozofii Bolzana
z uwagi m.in. na to, ze w Pracach Paradozien oraz Wissenschaftslehre pojecie
kontinuum zostalo umieszczone w wyraznym kontekscie metafizycznym. Kolej-
ny rozdzial poswieca Kraus na obszerne oméwienie interpretacji innych autoréw.
Wsrod komentatoréw Bolzanowskiego pojecia kontinuum wymienia m.in. Cantora,
van Rootselaara i Berga. Rozdzial szosty, ostatni, jest podsumowaniem rozdziatu
piatego. Kraus formuluje w nim szereg wnioskéw, w tym dwa wnioski ogdlne: (1)
Definicja kontinuum podana przez Bolzana dala poczatek rozwojowi tego pojecia,
dlatego interpretacja jego definicji winna odbywaé sie na tle poje¢ pdzniejszych.
Ro6znice w interpretacjach pojecia kontinuum Bolzana polegaja gléwnie na jego
poréwnaniu z pojeciami péZniejszymi. (2) Wskazdéwka do poprawnej rekonstrukeji
poje¢ wprowadzanych przez Bolzana jest jego motywacja filozoficzna.

3. Uwagi koncowe. We wspoélczesnej topologii kontinuum definiowane jest jako

zbiér zwarty i spojny. Klasyczna topologia z kolei nadbudowana jest na teorii mno-
gosci, jest wiec nauka o obiektach ztozonych z punktéow. Wydaje sie, ze Bolzano ma
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pierwszenstwo i w tej dyscyplinie W pracy Betrachtungen iber einige Gegenstinde
der Elementargeometrie z 1804 roku zdefiniowal linie prosta jako obiekt ztozony
z punktow:

»Definicja. Obiekt, ktéry zawiera wszystkie i tylko te punkty, ktore leza miedzy
dwoma punktami a i b, nazywany jest linig prosta miedzy a i b4

Wedlug Krausa kontinuum Bolzana jest podzbiorem przestrzeni metryczne;j.
Pojecie przestrzeni metrycznej explicite wprowadzit do matematyki Maurice Fre-
cjet w 1905 roku. Interpretacja Krausa oparta jest na stosowaniu przez Bolzana
pojecia ciaglosci. Nie odwazymy sie przesadzaé, czy interpretacja Krausa jest
zbyt odwazna. Niemniej jednak mozna zauwazy¢, ze u podstaw greckiego rozu-
mienia cigglodci lezy wprowadzone przez Bolzana idea obiektéow geometrycznych
jako ztozonych z punktéw.
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4(Russ, 2004, s. 76)



