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O ciagtych ciatach algebraicznych®

MOSKWA

§1.

Celem tej pracy jest podanie topologicznej charakterystyki cial liczb rzeczy-
wistych oraz zespolonych (Twierdzenie II). Gdy zrezygnujemy z warunku przemi-
ennosci, ktéry odgrywa istotna role w tej charakterystyce, to otrzymamy jeszcze
cialo kwaternionéw (Twierdzenie I).

Postawienie problemu, ktore doprowadzito do tej pracy, jak tez liczne sugestie
dotyczace przeprowadzenia dowodu oraz redakcji niniejszej rozprawy zawdzigczam
Panu A. Kolmogorowowi.

§ 2.

Definicja 1. Zbiér K elementow a, b, ¢, . .. tworzy cialo ciggle, gdy spelnione sa
nastepujace warunki:

1. K jest przestrzenia topologiczna,!

2. K jest cialem algebraicznym, w ogélnoéci nieprzemiennym,

*On topological, algebraic fields

17Zbiér R jakichkolwiek elementéw nazywa si¢ przestrzenia topologiczna (por. Alexandroff,
Mathematische Annalen 96, S. 555), gdy dla kazdego podzbioru M zbioru R zdefiniowane jest
jego domkniecie M, a to w ten sposéb, iz spelnione s nastepujace warunki:

1. Zbiér zlozony z jednego jedynego punktu jest identyczny ze swoim domknieciem.

II. A+B=A+DB

. (A)=A4

Zbiory, ktore pokrywaja sie ze swoim domknieciem, nazywaja sie domkniete, a ich dopelnienia
otwarte. Kazdy zbiér otwarty, ktéry zawiera dany punkt nazywa sie otoczeniem tego punktu.
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3. funkcje fi(a,b) = a+0b, f2(a,b) = ab, f3(a) = —a, fis(a) = a~! sa ciagle
(wszedzie, gdzie sa zdefiniowane, tj. f1, fo oraz f3 w calej przestrzeni, a f4
wszedzie z wyjatkiem punktu zerowego).

W dalszym ciagu przez cialo bedziemy zawsze rozumieli cialo ciagle.

Definicja 11. Dwa ciala ciaglte nazywamy izomorficznymi, gdy moga by¢ jed-
noznacznie odwzorowane wzajem na siebie, a mianowicie tak, ze odpowiadaja
sobie nawzajem zaréwno relacje algebraiczne, jak i topologiczne w obu ciatach
(tj. odwzorowanie to stanowi jednocze$nie izomorfizm cial oraz homeomorfizm
przestrzeni).

TWIERDZENIE 1. Kazde ciggle lokalnie dwuzwarte? spéjne ciato K jest izomor-
ficzne z cialem liczb rzeczywistych, z cialem liczb zespolonych lub z ciatem kwater-
nionow.

TwIERDZENIE II. KaZde ciggle lokalnie dwuzwarte spojne cialo przemienne
K jest izomorficzne z ciatem liczb rzeczywistych lub z cialem liczb zespolonych.

W sformulowaniach twierdzen I i II mozna zastapi¢ warunek dwuzwartosci
poprzez warunek, ze K jest lokalnie zwartg przestrzenia topologiczna Hausdorffa,
w ktorej spetniony jest pierwszy warunek przeliczalnosci:

TWIERDZENIE la. KaZde ciggle lokalnie zwarte spojne cialo K, w ktorym
spelniony jest pierwszy aksjomat przeliczalnosci oraz aksjomat oddzielania Haus-
dorffa jest izomorficzne z ciatem liczb rzeczywistych, z ciatem liczb zespolonych lub
z ciatem kwaternionow.

TWIERDZENIE Ila. Przy zalozeniach twierdzenia la wraz z dodanym warunkiem
przemiennosci K, K jest izomorficzne z cialem liczb rzeczywistych lub z cialem
liczb zespolonych.

Udowodnimy, ze warunki z twierdzenia Ia wynikaja z warunkow z twierdzenia
I, po czym musimy jeszcze tylko udowodni¢ twierdzenie la: II oraz Ila wynikaja
przeciez bezposrednio z I oraz Ia, wskutek nieprzemiennosci ciata kwaternionéw.

§ 3.

W kazdym ciele ciagltym K zachodzi nastepujace twierdzenie, ktore nie potrze-
buje dowodu:
LEMAT 1. Gdy a # 0, to odwzorowanie

2 =ar+b

z K na siebie jest odwzorowaniem topologicznym (tj jednoznacznym oraz w obie
strony ciagtym).

Lemat ten pokazuje, ze K jest topologicznie jednorodne, tj. ze poprzez topolog-
iczne odwzorowanie calego ciala na siebie samo mozna kazdy punkt przeprowadzi¢
w kazdy inny: w istocie wystarczy wykorzysta¢ odwzorowanie ' = x — a + b.

2W sprawie zwartoéci, lokalnej zwartoéci, jak réwniez dalszych uzywanych tu pojeé topo-
logicznych (jak aksjomaty oddzielania, a w szczegdlnosci regularno$é, aksjomaty przeliczalnosci,
itp.) patrz Aleksandroff Mathematische Annalen 96, S. 555, jak tez Aleksandroff i Urysohn,
Mathematische Annalen 92.
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§ 4.

W tym paragrafie zaktadamy, ze cialo K jest lokalnie dwuzwarte oraz spdjne.
LEMAT I1. Istnieje przeliczalny zbior

(1)  ay,a9,...,ap,...

elementow z K, dla ktorego O jest punktem skupienia.

Dowad. Z tego, ze K jest spdjne wynika, ze wszystkie jego punkty sg punktami
skupienia (K zawiera co najmniej dwa elementy: zero oraz jedynke). Niech G bedzie
zbiorem otwartym, ktérego domkniecie G jest zwarte. Poniewaz wszystkie elementy
z K sg punktami skupienia, wiec G zawiera nieskoriczenie wiele elementéw. Niech

(2)  bi,bay..., by,

bedzie przeliczalnie nieskoiczonym zbiorem elementéw z G, a b punktem skupienia
tego zbioru. Latwo widaé, ze punktem skupienia zbioru by —b,bo —b,...,b,.—D, ...
jest zero.

LEMAT III. Niech F bedzie zbiorem dwuzwartym,® a

(1)  a1,a2,...,6p,...

ciggiem elementow, ktorego punktem skupienia jest zero. Wiedy istnieje n taka, Ze
F,=Fa, C G*

Dowdéd. Dla kazdego punktu a istnieje zawsze otoczenie G(a) punktu a oraz
otoczenie G’(a) zera takie, ze jesli z € G(a) oraz y € G'(a), to zy lezy w G.
Gdy teraz a przebiega caly zbiér F', to obszary G(a) pokrywaja caly zbiér F; na
mocy dwuzwarto$ci F' mozna wybrac¢ z tego systemu pokry¢ skonczony czesciowy
podsystem G(a(M), G(a?),...,G(a®), ktéry takze pokrywa F; oznaczmy teraz
przez G przekréj zbioréw G'(aM), G'(a?), ..., G (a'®). Latwo widaé, ze iloczyn
dowolnego elementu z F' z dowolnym elementem z G’ lezy w G. Poniewaz jednak G’
jest otoczeniem zera, wiec miedzy elementami ciagu (1) z pewnoscia jest element
a, € G'; z tego jednak wynika, ze F,, C G, c¢.b.d.u.

LEMAT IV. K jest reqularng przestrzeniq Hausdorffa, spelniajgce pierwszy
aksjomat przeliczalnosci.

Dowdd. Niech U bedzie otoczeniem punktu zerowego o dwuzwartym domknie-
ciu U, a b, ciggiem, ktéry ma zero jako punkt skupienia. Przy dowolnym wybraniu
otoczenia V punktu zerowego dla odpowiednio wybranego n zachodzi U - b,, C V,
z czego wynika, ze zbiory otwarte U -b,, tworza przeliczalny system otoczen punktu
zerowego, spelniajacy warunek regularnodci.

Na mocy jednorodnosci K (lemat I) istnieje taki system otoczenn réwniez dla
kazdego punktu z. Z tego wynika tez, jak wiadomo, warunek oddzielania Haus-
dorffa (poniewaz, gdy x oraz y sa dwoma punktami, V(z) nie zawiera y oraz U (z)
jest zawarty w V(x), to U(z) oraz dopeienie K — U(x) tworza dwa rozlaczne
otoczenia x oraz y).

W ten sposéb widzimy, ze w K spelnione sg wszystkie zalozenia twierdzenia
Ta. Przechodzimy zatem do dowodu tego twierdzenia.

3Tj. F traktowany jako przestrzen jest dwuzwarty.
4Gdy X jest podzbiorem K, a y punktem w K, to Xy oznacza zbiér wszystkich punktéw zy,
gdzie x nalezy do X.
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§ 5.

Zakladamy, ze K jest lokalnie zwarta i spdjna oraz ze spelnia pierwszy ak-
sjomat przeliczalnosci oraz aksjomat oddzielania Hausdorffa. Jesli x jest punk-
tem skupienia zbioru E, to mozemy wybraé z E ciag, ktéry zbieiny jest do .5
To umozliwia nam przeprowadzenie calego badania za pomoca pojecia zbieznosci
ciggu.

Lemat V. Gdy cigg b, jest zbieiny do zera, to cigg b, jest rozbieiny, tj. nie
posiada zZadnego punktu skupienia.

Gdyby mianowicie ¢ byl punktem skupienia ciagu b, !, to ciag x, = b, -b;! =1
mialby punkt 0 - ¢ = 0 za punkt skupienia, co oczywiscie jest niemozliwe.

LEMAT VI. Dla kaZdego punktu a istnieje cigg roznych elementow zbieinych
do tego punktu.

Dowdd. Wynika to z tego, ze a nie jest punktem izolowanym oraz z pierwszego
aksjomatu przeliczalnosci.

LeMAT VII. K nie jest zwarta.

Na mocy lematu VI istnieje mianowicie ciag b, taki, ze b, # 0, limb, = 0.
Ciag b, ! jest wtedy rozbiezny, na mocy lematu V.

LEMAT VII. Gdy F jest zwarty,5 a V jest otoczeniem punktu zerowego oraz
limb, =0, to F - b, CV dla wystarczajgco duzej n.

Przypusémy, ze jest przeciwnie. Wtedy istniatoby nieskoriczenie wiele iloczy-
néw x, = fubr, (fn € F), ktére sa poza V. Ale te f,, maja jednak punkt skupienia
f, podczas gdy by, zbiezne sa do 0. Punkty z, maja zatem punkt skupienia f-0 =
0, co jest niemozliwe, gdyz lezg one poza V.

LEMAT IX. Niech U oraz V' bedg dwoma otoczeniami punktu zerowego o zwar-
tych domknieciach. Gdy a, jest ciggiem rozbieinym, to dla wystarczajgco duzego
n ograniczenie U’ zbioru U koniecznie ma punkty wspolne z V - a,,.

Dowdéd. Rozwazamy przekrdj D(U, Va,,). Ten zbiér jest zwarty i zawiera punkt
zerowy. Poniewaz K sama nie jest zwarta, wiec ten zbiér jest wladciwym podzbio-
rem K. Dalej, poniewaz K jest spéjna, wiec brzeg zbioru D(U,Va,), tj. zbiér
D(U', Vay,) + D(U,V'a,) z pewnoscia nie jest pusty. Gdyby pierwszy skladnik
sumy byl pusty dla nieskoriczenie wielu n, to dla tychze n zbiér D(U, V'a,,) bytby
rézny od 0. Inaczej méwiac, istniatyby ciagi up C U, vy, C V' oraz podciag an,
ciagu a,, takie, ze up = vgan,. Mozna oczywidcie ponadto zalozy¢, ze uy oraz vy
sg zbieznymi ciagami punktow i ze

limupy =u €U oraz limov, € V'.

Na mocy ostatniego zwiazku v jest przy tym z pewnoscia rézny od 0 (V' jest
przeciez granica V). W konsekwencji, lima,, = lim vk_luk = v~ lu, co przeczy
rozbieznosci ciagu a.,.
LEMAT X. Gdy ciqg a,, jest rozbieiny, to cigg a, ' jest zbiezny do 0.
Wystarczy udowodnié, ze w przypadku, gdy a, jest rozbiezny, ciag a,! ma
zero jako punkt skupienia: z tego wynika mianowicie, ze réwniez kazdy podciag

5Ciag x1,22,...,&n,... jest zbiezny do z, gdy kazde otoczenie = zawiera wszystkie oprécz
skonczenie wielu tych elementéw.
6 Zwarty” znaczy w sobie zwarty (tj. zwarty i domkniety).
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ciagu a; ' ma zero jako punkt skupienia, z czego, na mocy pierwszego aksjomatu

przeliczalnoéci, wynika, iz caly ciag a, jest zbiezny do zera.

Niech U i V beda dwoma otoczeniami punktu zerowego o zwartych domknie-
ciach (por. lemat poprzedni). Dla wszystkich wystarczajaco duzych n zbiér D(U’,
Va,) jest niepusty, a wiec mozna wybraé punkty v,, w V tak, ze wszystkie punkty
Up, = Vpay, naleza do U’. Mozna wybraé podciagi uy, , vn, tak, iz u,, sa zbiezne do
uw € U, a vy, sazbiezne dov € V, gdzie u # 0. Przy tym a, ' = u,, 'v,, musza byé
zbiezne do u~1v; poniewaz jednak a,, jest rozbiezny, wiec u~'v musi byé punktem
zerowym, c.b.d.u.

LEMAT XI. Gdy a, jest rozbiezny, F' zwarty, a V jest otoczeniem punktu
zerowego, to dla wystarczajaco duzych n, F' C Va,,.

Istotnie: a, ! jest zbiezny do zera na mocy lematu X, a stad dla wszystkich
wystarczajaco duzych n Fa, ! C V, z czego wynika twierdzenie.

LeEMAT XII. Gdy F jest zwarty, a V otwarty, p,, zbiezny do p oraz Fp zawarty
w 'V, to dla wystarczajgco duzych n zachodzi: Fp, C V.

W przeciwnym przypadku istnialby ciag fr C F taki, ze dla nieskoriczenie
wielu n, powiedzmy dla ny, punkty zr = fipn, lezalyby poza V. Poniewaz p,,
zbiezne sa do p, a f,, posiadaja punkt skupienia f € F', wigc z) musza mie¢ punkt
fp € V jako punkt skupienia, co przeczy definicji xj.

LeMAT XIII. Gdy F jest dowolny, U domkniety oraz lim p,, = p,toz Fp, C U
wynika tez Fp C U.

W przeciwnym przypadku istniatby f w F taki, ze fp ¢ U; wtedy jednak
prawie wszystkie fp,, lezalyby poza U, co jest niemozliwe.

LEMAT XIV. Niech a bedzie jakimkolwiek punktem z K. Gdy cigg

(,ciag potegowy dla a”) posiada punkt zerowy jako punkt skupienia, to cigg ten
jest zbiezny do tego punktu i to samo zachodzi takze dla ciggu potegowego kazdego
punktu b, ktory nalezy do stosownie wybranego otoczenia a.

Dowdd. Dla kazdego otoczenia G punktu zerowego, ktérego domkniecie G jest
zwarte istnieje, na mocy lematu VIII, takie m, ze

Ga™ C G.
Ze wzgledu na lemat XII analogiczna inkluzja
(1) GvrmcdaG

zachodzi dla kazdego punktu pewnego otoczenia U(a) punktu a.
Chcemy pokazaé, ze przy warunku (1) ciag b™ jest zbiezny do punktu zerowego.
Wtedy lemat XIV bedzie oczywiscie udowodniony.
Powtarzane zastosowanie formuly (1) daje najpierw dla kazdej ¢ bedacej liczba
calkowita,
(2) Gv™m cGhaYm . cGh™CQG.

Gdy c € G, ¢ # 0, to zachodzi

chi™ cGC G astad b1 cc'G.
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Wszystkie punkty o postaci b9 leza wiec z zbiorze zwartym ¢ 'G, a zatem ciag
b?™ posiada co najmniej jeden punkt skupienia.

Przypuszczamy teraz, ze ciag posiada punkt skupienia rézny od zera. Wtedy
istniatby podciag b™%% zbiezny do tego punktu, przy czym mozna oczywiscie za-
tozy¢, ze qx — qx—1 = vy staje sie nieskonczenie duze wraz ze wzrostem k. Wtedy
ciag bU™ jest oczywiscie zbiezny do punktu jednostkowego 1 zbioru K. W przeci-
wnym razie mieliby$my, na mocy (2)

Gbv*™ C Gb™ C G.

Zastosowanie lematu XIIT daje wtedy (zamieniajac wystepujacy tam U na
zbiér domkniety Gb™)
G=G-1CcGh cCQ@G,

co jest niemozliwe, poniewaz K jest przeciez spdjne.

To samo zachodzi naturalnie takze dla kazdego ciagu ksztaltu b91% ze stala
k. Poniewaz jednak caly ciag ™ sklada sie z m ciagéw powyzszego ksztaltu (ktére
otrzymuje si¢ biorgc dla k wszystkie wartosci od 0 do m — 1), wiec réwniez ten
ciag jest zbiezny do 0, c.b.d.u.

LeMAT XV. Gdy cigg a™ zawiera podcigg rozbieiny, to takze caly cigg a™
jest rozbieiny. To samo zachodzi takze dla ciggu potegowego kazdego elementu b
z pewnego otoczenia U(a).

Dowdd. Na mocy lematu X, ciag a,,! ma punkt zerowy wsréd swoich punktéw
skupienia; w konsekwencji, nie tylko a; !, ale takze kazdy ciag b™ dla b z pewnego
otoczenia a~! jest zbiezny do zera. Na mocy lematu V wynika z tego, ze a”,
odpowiednio b !, jest rozbiezny.

LEMAT XVI. Ciato K rozpada sie na trzy parami rozlgezne zbiory X\, u oraz
p, przy czym punkt nalezy do X\, odpowiednio, do u, gdy jego cigg potegowy jest
zbiezny do zera, odpowiednio, rozbiezny. Zbior p sklada sie ze wszystkich punktow,
ktorych ciggi potegowe nie zawierajg Zadnych podciggéw rozbieinych, a mimo to
nie majg punktu zerowego jako punktu skupienia.

Dowdd. Wynika z lematéw XIV oraz XV.

LEMAT XVII. XA + p jest zwarty.

Dowéd. Przypusémy, ze ciag punktéw z,, z A + p jest rozbiezny. Wtedy z;*
jest zbiezny do zera na mocy lematu X, a poniewaz A jest otoczeniem punktu
zerowego, wiec wszystkie, oprécz skoniczenie wielu, x,! zawarte sa w A. Niech
x,;1 € A\. Na mocy lematu V 2™ jest wtedy rozbiezny, a wiec x,, nalezy do u, co
przeczy naszemu zalozeniu.

LEMAT XVIIL. Gdy a € X + p jest elementem przemiennym z kazdym ele-
mentem K, to zachodzi: Aa C .

Dowéd. Gdy = € ), to ciag =,22,...,x

™ ... jest zbiezny do zera; poniewaz

jednak a,a?,...,a", ... nie zawiera zadnego podciagu rozbieznego, wiec takze ciag
ax,a’z?,...,a"z"™, ... jest zbiezny do zera. Poniewaz, ze wzgledu na ax = za,
cigg ten jest jednak tozsamy z ciagiem wa, (va)?, ..., (za)",..., wiec takze ax € \.

Wynika wigc z tego Aa C A, a gdy utworzymy domknigcia dla obu stron tej inkluzji,
to otrzymamy: Aa C .
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LEMAT XIX. Niech q bedzie dowolnym elementem K réinym od zera, a F
zwartym podzbiorem K. Istnieje wtedy skoriczony system elementow aq,as, ..., Qm
z F taki, ze dla kazdego elementu x z F' istnieje a; taki, iz x — a; € A\q.

Dowdd. W przeciwnym przypadku istniatby nieskonczony cigg

(1)  ay,a9,...,an,...

elementéw z F taki, ze dla i # j zawsze a; — a; ¢ Ag. To jednak jest niemozliwe:
ciag (1) ma mianowicie punkt skupienia a i gdy podciag a,, jest zbiezny do a, to
ciag an; — an,,, jest zbiezny do zera, a stad dla wystarczajaco duzego ¢

(n;, — Gn,,, € Aq.

LEMAT XX. Gdy F jest zwartym podzbiorem K, a p dowolnym réznym od zera
elementem K, to dla kazdej liczby catkowitej k istnieje liczba catkowita N taka, Ze

gdy

(1)  =z1,29,...,2N
sq dowolnymi N elementami z F', to istnieje wsrod nich k elementéw, powiedzmy
TnysTngy -« -y Tn, takich, ze dla dowolnych i oraz j (i,j < k) zachodzi: x,, —
Tn; € A

Dowdd. Na mocy lematu VIII, dla dowolnego ¢, Ag tworza pelny uktad oto-
czen dla punktu zerowego. Mozna stad tak ustali¢ q, ze z 1 € Ag, 2 € A\g
wynika: x1 +x2 € Ag. Dla ustalonego w ten sposob ¢ okreslamy system elementéw
ai,as2, ..., 0y, kKtory spelnia zalozenia lematu XIX oraz przyjmujemy N = km.
Wtedy kazdemu elementowi systemu (1) odpowiada element a,. taki, ze x; — a, €
Ag. Poniewaz jednak N = km, wiec istnieje taki element a,, ktéremu odpowiada
co najmniej k elementéw systemu (1), powiedzmy p,, Tny, - - -, Tn, . W ten sposéb
mamy dla (i,7) < k: 2n, —ar € A\q, ap — 2y, € Mg, astad z,, — 2, = (Tp, —ar) +
(ar —xn;) € Ap.

LEMAT XXI. Jesli oznaczmy przez A, zbior wszystkich elementéw o postaci
1+ 22+ ...+ Ty, gdzie x; € N, to:

1. A\, jest zbiorem otwartym;

2. jego domkniecie \, sklada sie ze wszystkich elementow o postaci x1 + x2 +
e+ xy, gdzie x; € N\, a stagd A, jest zwarty;

3. AN =X\, — \n nie jest pusty.

Dowdd. 1. oraz 2. uznaje si¢ bezposrednio, 3. wynika z tego, ze K jest spdjne
i nie jest zwarte.

LEMAT XXII. Jesli x € A\, orazy € A, to x+y € A\ys; jesli x € A oraz
Y EXS, tox—l—yEXTH.

LEMAT XXIII. Jesli x € A\, orazy € X, to & +y € A\pys.

Dowdd. Poniewaz y € A, wiec dla kazdego otoczenia G punktu zerowego
istnieje z € G taki, ze y = z € \;. Poniewaz jednak A, jest zbiorem otwartym,
wiec dla wystarczajaco maltego G: x + z € A, a zatem

r+y=(x+2)+y—2), z+z€N, y—z€JNs,
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a stad na mocy lematu XXII: z +y € A\ 4s.

LEMAT XXIV. Dia kazdego catkowitego k > 1 istnieje wy, € X taki, Ze kwy,
& Ne—1.

Dowdéd. Niech p # 0 bedzie tak okreslony, ze z y; € Ap, i = 1,2,...,k —1
wynika: y1 +y2+...+yr—1 € A. (Taki p istnieje, poniewaz Ap tworza pelny system
otoczen punktu zerowego.) Niech liczba catkowita N bedzie ustalona wedle lematu
XX dla p, k oraz F = X. Dalej, niech z € Ny (Na mocy lematu XXI istnieje taki
z.) Wtedy

Z2=x1+ZT2+...+2TnN, mnex.

Na podstawie lematu XX mozemy zalozy¢, dla pierwszych k elementéw tej sumy
zachodzi x; — x; € Ap (i,j < k). Otrzymujemy:

z=(r1—xk)+ (w2 — k) + ...+ (xp—1 — x) + kxp + Tho1 + Tpyo + ... + TN
Ze wzgledu na x; — x € Ap (i < k) otrzymuje sie:
¥ = (1 —xp) + (v2 — ) + ... + (TR_1 — %) € A
Z x, € X wynika dalej:
2 =xp FThao+ . 2N € AN_pe
W konsekwencji, mamy na mocy lematu XXIII:
¥+ 12" € AN_ki1-

Z tego oraz z kxj, € \,_1 otrzymuje sie, na mocy lematu XXIII: z € Ay, co przeczy
zalozeniu. Otrzymujemy zatem kxy, ¢ Ai_1 Oraz wy = T.

LEMAT XXV. Cialo K jest charakterystyki zero.

Dowdd. Przypusémy, ze cialo K jest charakterystyki p # 0. Wtedy dla dowol-
nego ¢ € K zachodzi: px = 0. To jest jednak niemozliwe, poniewaz na mocy lematu
XXIV zachodzi pw, ¢ A\p—1; dla p > 1 A,_1 zawiera jednak punkt zerowy.

LEMAT XXVI. Gdy e jest jednoscig ciala K, a m oraz n dwiema dodatnimi
liczbami catkowitymi (m = n), to A - € D A

Dowdd. Kazdy element zbioru \-ne mozemy przedstawi¢ w postaci z+z+. ..+
r+0+0+...+0 (z wziete n razy, 0 wziete m razy), gdzie z € \. W konsekwen-
cji, na mocy lematu XXI, A -ne C \,,. Mnozac te inkluzje przez = otrzymujemy:
ACAm - £

LEMAT XXVII. e lezy w A, p lub p, w zaleznodci od tego, czym <n, m =n
lub m > n.

Dowéd. Rozwazamy najpierw przypadek m > n. Gdyby bylo Ze € A + p,
to mielibyémy, na mocy lematu XVIII, X - Te C A, gdyz “te jest przemienny ze
wszystkimi elementami K. Poniewaz w,, € ), wiec Twm € A i w konsekwencji
MWy, € Ap; DA mocy lematu XXIV wiemy jednak, ze mw,, nie lezy w A1
Z tego wynikaloby jednak n > m — 1, a wigc n > m (w przeciwnym przypadku
mielibyémy bowiem mw,, € A, C Ay_1), co przeczy zalozeniu. A zatem e € .

Jesli m < n, to ;-e € p i w konsekwencji, na mocy lematu X, e € .
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Jesli wreszcie n = m, to e =e € p.

LEMAT XXVIIL. Cigg

jest rozbieiny, a cigg

YRS
Slo

jest zbiezny do zera.
Dowéd. W przeciwnym przypadku istnialby podciag zbiezny ciagu (1)

N1€, M€, ..., NEEy. ..,
gdzie liczby catkowite ny tworza ciag rosnacy. Ciag
(ng —mnq)e, (ng —na2)e, ..., (g —ng—1)e, ...

bytby wtedy zbiezny do zera, co jest niemozliwe, gdyz na mocy lematu XXVII
wszystkie elementy (ny —ng_1)e leza poza A, a A jest otoczeniem punktu zerowego.
Z rozbieznodci ciagu e, 2e, ..., ne, ... wynika, na mocy lematu X, ze ciag

jest zbiezny do zera.

LEMAT XXIX. K zawiera cialo R, ktore jest izomorficzne ze zwyklym cialem
ciggtym liczb wymiernych.

Dowdd. Na mocy lematu XXV K zawiera cialo R, ktére w czysto algebraicz-
nym sensie jest izomorficzne z cialem liczb wymiernych; przy tym kazdy element
R zapisuje sie¢ w postaci re, gdzie r jest dowolng liczba wymierna. Na mocy le-
matu XXVIII zbiory otwarte A - = tworza petny uklad otoczenn punktu zerowego
w ciele K. Z tego wynika jednak, ze przekroje A- = z R tworza pelny uktad otoczen
punktu zerowego w R. Przekroje te sktadaja sie jednak, na mocy lematu XXVII,
z tych elementéw re, dla ktérych |[r| < L. A zatem R rzeczywiécie jest izomorficzne
z cigglym ciatem liczb wymiernych.

LEMAT XXX. W ciele K spelniony jest warunek zbieznosci Cauchy’ego, tj.
dla zbieznosci ciggu

(1)  a1,a2,...,6p,...

potrzeba i wystarcza, aby dla kazdego otoczenia U punktu zerowego istniala liczba
catkowita N taka, ze zr > N, s > N wynika a, —as € U.

Dowdd. Konieczno$¢ warunku widoczna jest bezposrednio; udowodnimy, Ze jest
on wystarczajacy. Gdy ciag (1) spelnia warunek zbieznoéci Cauchy’ego, to istnieje
N takie, ze ayy, — ay € A; poniewaz X jest zwarty, wicc ciag

AN+1 — QN OGN+2 — ANy -y ANk — AN, - - -

ma co najmniej jeden punkt skupienia a oraz nie zawiera zadnego podciagu roz-
bieznego; wskutek tego ciag (1) ma punkt skupienia an + a; z drugiej strony ma
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on jednak, jak latwo widaé, takze co najwyzej jeden punkt skupienia i nie zawiera
zadnego podciagu rozbieznego. Jest on zatem zbiezny.

LEmMAT XXXI. Cialo K zawiera ciato D, ktore jest izomorficzne ze zwyklym
ciatem ciggltym liczb rzeczywistych; przy tym kazdy element D jest przemienny
z kazdym elementem K.

Dowdd. Na podstawie lematow XXIX oraz XXX latwo sie przekonaé, ze do-
mkniecie R = D jest izomorficzne z cialem ciaglym liczb rzeczywistych. Poniewaz
kazdy element R jest przemienny z kazdym elementem K, wiec to samo zachodzi
dla domknigcia D = R.

LEMAT XXXII. Niech A, bedzie zbiorem elementow K ksztaltu

T =11 + @y + ...+ apxy,

gdzie x1,%2,...,2, s¢ danymi elementami K, a zmienne wspotczynniki o leZq
w D. Gdy A, nie pokrywa sie z K, to istnieje element z € p, ktéry nie moze
zostac przedstawiony w nastepujgcej postaci:

z=x+2, x€A, €M

Dowdéd. Zbiér A, jest domkniety w K. Gdy wiec a ¢ A, to istnieje wéréd
otoczen a ksztaltu a + Aa (a € D) takie, ktére roztaczne jest z A,,. Przyjmujemy
wtedy @’ = aa™!, z czego wynika, ze a’ + X\ = (a + Aa)a~! jest rozlaczny z A, =
A,a~!. Niech teraz B,, bedzie zbiorem elementéw ksztaltu z 4+ z, z € A4, z € \.
Oczywiscie B, jest zbiorem otwartym oraz a’ nie nalezy do B,,. Poniewaz K jest
spojne, istnieje wiec co najmniej jeden punkt brzegowy dla B,. Niech b bedzie
takim punktem i niech ciag x + 2z (xx € An, 2 € \) bedzie zbiezny do b. Punkty
zr maja co najmniej jeden punkt skupienia z, a stad xx maja punkt skupienia
x =0b— 2z Ze wzgledu na x € A,, b = x + z punkt z nie moze naleze¢ do A, jako
punkt skupienia punktéw zx € A nalezy on jednak do A; w konsekwencji, z € p.
Gdyby teraz z dal si¢ przedstawi¢ w nastepujacy sposéb: z = 2’ + 2/, v € A,,
Z' € A, to dawatoby to: b = x + 2’ + 2/ = 2" + 2/, 2" € A,,. Wtedy b musialby
jednak naleze¢ do B, co jest niemozliwe. W konsekwencji, z spelnia wszystkie
zalozenia lematu.

LEMAT XXXIII. Istnieje liniowo niezaleina baza skoriczona

(1) z1,29,...,2m

ciata K wzgledem D, tj. kazdy element K moZze zostaé przedstawiony w jeden i tyl-
ko jeden sposéb w postaci

(2) ZOéil‘i (Ozi S D)

Dowdd. Niech z1 = e. Zal6zmy, ze mamy juz w K system

(3) L1,22,...,Tn
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liniowo niezaleznych wzgledem D elementéw tego rodzaju, ze z; € p oraz x; —x; ¢
A dla i # j. Albo zbiér wszystkich elementéw o postaci

(4) ZO@I,’ (ozi S D)

pokrywa sie z K, albo mozna ten system rozszerzy¢, na mocy lematu XXXII
do systemu x1,xa,...,2n, Tnt1, ktOry spelnia te same warunki. Na podstawie
zwartosci p 1 ze wzgledu na lemat XX widaé, ze to rozszerzenie systemu (3) nie
moze by¢ bez konca przedtuzane i w konsekwencji dochodzimy wreszcie do systemu
(1), ktéry tworzy liniowo niezalezna wzgledem D baze dla K.

Lemat XXXIII oznacza, ze K jest izomorficzne z algebra z dzieleniem nad
cialem liczb rzeczywistych w sensie Dicksona. W tym przypadku K musi by¢
izomorficzne z jednym z trzech cial podanych w twierdzeniu I, co pierwszy udowod-
nil Frobenius.” Dowéd tego twierdzenia, ktéry nie korzysta ze skomplikowanego
aparatu pomocniczego Frobeniusa znajduje sie w ksigzce Dicksona ,,Algebren und
ihre Zahlentheorien” (wydanie niemieckie s. 46, twierdzenie V).

Otrzymano 17 maja 1931.
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