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Abstract. The purpose of this essay is not to answer the question posed in
the title, but to specify the “preconditions” for the defense of two opposing
stances: mathematical culturalism and mathematical anticulturalism. The
names of these stances are not present in the source literature. Introducing
them to the debate on the nature of the relationship between expert math-
ematical knowledge and its folk counterpart is justified, because the dispute
concerns i.a. the cultural status of mathematical discourse - especially due to
the fact that the acceptance of one of the stances results in rejecting various
models of teaching arithmetic in school, considering them incompatible with
the stance taken in the dispute. The presented essay does not, however, fo-
cus on the strategies, methods, or transfer & teaching techniques concerning
mathematics in public education systems.

1. Kulturalizm matematyczny versus antykulturalizm
matematyczny

Kulturalizm matematyczny jest stanowiskiem gloszacym, ze teorie matema-
tyczne stanowia forme metaforycznych artefaktéw kulturowych, wytworzonych
przez ludzi w celu, opisu ich codziennego doswiadczenia, dzieki strukturom poje-
ciowym (schematom, ramom, formom, ,zlaczom” (blends), metaforom, itd.)
zakodowanym w ludzkim umysle w wyniku proceséw ewolucji kulturowej. Zwolen-
nicy kulturalizmu matematycznego uwazaja, iz kazda formacja kulturowa posiada
jakas posta¢ matematyki, ze matematyka jest wytworem ludzkiej wyobrazni, ze
jest twércza i otwarta, ze nie stanowi monolitu i Ze nie mozna przewidzie¢ jej roz-
woju. Kulturalizm matematyczny jest niekiedy wzmacniany koncepcja matematyki
uciele$nionej, wedtug ktérej pojecia matematyczne powstaja jako efekt interakcji
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naszego ciala i mézgu (systemu neuronalnego) ze srodowiskiem fizycznym, biolo-
gicznym, spolecznym i kulturowym.!

Kulturalizm matematyczny jest taczony ze stanowiskiem, wedlug ktérego nie
istnieje jakas odrebna dziedzina obiektéw poznania arytmetycznego. Swiat posiada
swoje regularnosci, ale to, ze pojecia matematyczne stosuja sie do nich, nie jest
wynikiem tego, ze $wiat jest matematyczny. Pojecia matematyczne (jako schematy,
ramy, metafory, struktury pojeciowe) sa narzucane na to, co jest do$wiadczane,
stanowiac narzedzie opisu ludzkiego do$wiadczenia.

Fundamentem stanowiska kulturalizmu matematycznego jest wiec twierdzenie
o nieistnieniu przedmiotoéw poznania matematycznego i zgoda na redukcje mate-
matyki do sposobu opisu naszego do$wiadczenia zyciowego. KulturaliSci matema-
tyczni uwazaja, iz (i) przedmioty matematyczne nie istnieja w $wiatach Platoniskich
(gdyz takich najzwyczajniej nie ma), ze (ii) przedmioty matematyczne nie istnieja
jako wlasnosci matematyczne obiektéw w Swiatach fizycznych, ze (iii) przedmioty
matematyczne nie sa konstruowane jako byty idealne lub intencjonalne przez pod-
miot poznajacy (antykonstruktywizm), ze (iv) przedmioty matematyczne nie ist-
nieja jako przedstawienia psychiczne (antyidealizm subiektywny). Przedmiotéw
poznania matematycznego po prostu nie ma. Formuly matematyczne, majace
postaé twierdzen, tworza wylacznie rozmaito$é sposobow opisu do$wiadczanego
$wiata. Niektore pojecia matematyczne nie doczekaly sie jeszcze swojej aplikacji
w praktykach opisu do$wiadczanego swiata. Czekaja jednak one na takie zastoso-
wanie.

Antykulturalizm matematyczny jest stanowiskiem gloszacym, ze pojecia ma-
tematyczne odwzorowuja przedmioty poznania matematycznego: badz jako ist-
nosci idealne (platonizm, konstruktywizm platoniski), badZ jako istnosci psychiczne
lub intencjonalne (idealizm subiektywny lub transcendentalny), albo jako wlasno-
$ci, relacje lub struktury, w jakie uwiklane sa istnosci $wiata fizycznego (realizm
matematyczny).? Choé¢ wymienione stanowiska filozoficzne pozostaja wzgledem

IStanowisko kulturalizmu matematycznego jest przyjmowane przez postmodernistéw. Jego
wspolczesng wersja jest koncepcja matematyki uciele$nionej, ktorej prezentacje mozna znalezé
w pracach: Lakoff G, Nufiez R. E (2000) oraz Nuifiez R. E (2011). W drugiej z wymienionych
prac, dopuszcza sie stanowisko minimalnego natywizmu, zgodnie z ktérym umyst dysponuje
pewnym residuum wrodzonych reprezentacji arytmetycznych, umozliwiajacych mu przeprowa-
dzanie subityzacji. Krytycznemu omoéwieniu koncepcji matematyki ucielesnionej sa po$wiecone
takie prace, jak na przyktad: Pogonowski (2011), (2017), Hohol (2011).

2Najbardziej reprezentatywnym zwolennikiem antykulturalizmu matematycznego byt Godel.
Wedlug niego, przedmioty badania matematycznego sg transcendentne wzgledem sposobéw ich
reprezentowania jezykowego w teoriach matematycznych. Istnieja one realnie. Podmiot poznajacy
niczego do nich nie dodaje w procesie ich poznawania. Przedmioty matematyczne istniejg rowniez
niezaleznie od uniwersum fizycznego. Gléwnym zZrédlem poznania matematycznego jest intuicja
rozumiana jako zdolno$¢ ujmowania przedmiotéw matematycznych i tworzenia poje¢ odwzorowu-
jacych uniwersum matematyczne. Intuicja matematyczna nie stanowi jakiego$ mistycznego zrédla
poznania; moze ona dostarcza¢ blednych rezultatéow. Dlatego intuicja jest korygowalna. Mate-
matyka rozwija si¢ kumulatywnie. Na temat pogladéw Goédla, zob. Murawski (1995, s. 138-140),
Wojtowicz, (2003, s. 256-268). Innym przedstawicielem antykullturalizmu matematycznego jest
Heller. Wedtlug tego filozofa, wszech$wiat posiada wlasno$é matematycznoéci M. Przedmiotem
matematyki jest wladnie poznanie tej wlasnosci wszechswiata poprzez tworzenie teorii matema-
tycznych przez mate ,m” — teorii ,,matematyki ludzkiej”. Hellera M stanowi odpowiednik absolut-
nego uniwersum matematycznego z koncepcji Gédla. Réznica miedzy obu filozofami sprowadza sie¢
do tego, ze Heller uwaza, ze M jest we wszech$wiecie fizycznym, zas dla Godla M stanowi uniwer-
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siebie w relacji konkurencji, to jednak mozna je zaklasyfikowac jako ,, podpadajace”
pod wspdlny hiper-paradygmat filozoficznej refleksji nad dyskursem matematycz-
nym. Wszystkie one zakladaja, ze matematyka posiada swéj przedmiot poznania
(r6znie rozumiany na gruncie wymienionych stanowisk) i dlatego matematyka nie
redukuje sie do sposobow opisu doswiadczenia zyciowego gatunku ludzkiego.

Fundamentem stanowiska antykulturalizmu matematycznego jest stwierdze-
nie, iz poznanie przedmiotéw matematycznych polega na ich odkrywaniu (lub
konstruowaniu wedle $cisle okreslonych regul) oraz odkrywaniu (konstruowaniu)
systeméw (struktur) relacji, w jakie sa one uwiklane. W $wietle antykulturalizmu
matematycznego, uprawianie matematyki sprowadza si¢ do tworzenia reprezentacji
jezykowych matematycznej rzeczywistosci (obiektywnej lub intersubiektywnej albo
konstruowanej jako obiektywna lub intersubiektywna) wedle okreslonych wzorcéw
metodologicznych (postugiwania sie rekurencyjnie obliczalnym jezykiem oraz tech-
nikami dowodzenia).

Podstawowa rdéznica pomiedzy szkicowo charakteryzowanymi stanowiskami
filozoficznymi sprowadza sie¢ do nastepujacych wyznacznikéw: (i) zgodnie z kul-
turalizmem matematycznym, uprawianie matematyki przypomina aktywnosé
w dziedzinie sztuki, a wigc tworzenia artefaktow; zgodnie z antykulturalizmem
matematycznym uprawianie matematyki polega na jezykowym tworzeniu pewnej
dziedziny przedmiotowej spelniajacym okreslone wymogi odwzorowania (reprezen-
tacji); (ii) zgodnie z kulturalizmem, sukces w uprawianiu matematyki polega na
jej skutecznosci — czyli na uzyciu formul matematycznych w opisie doswiadczenia,
podczas gdy wedlug antykulturalistéw ten sukces sprowadza si¢ do udowodnienia
prawdziwosci twierdzenn matematycznych; (iii) wedlug kulturalistéw czynnikiem
wplywajacym na rozwdj ,sztuki matematycznej” sa ludzkie zdolnosci kreowania
metafor pojeciowych, zas wedlug antykulturalistéw tym czynnikiem jest kompe-
tencja w zakresie tak zwanej matematyki eksperckiej, rozumiana jako zdolno$é¢ do
odkrywania (lub konstruowania) obiektéw matematycznych, intuicyjnego uchwy-
tywania relacji zachodzacych pomiedzy nimi oraz zdolno$¢ do przeprowadzania
dowodéw.

Akceptacja ktorego$ z dyskutowanych stanowisk rzutuje na konstruowanie
modeli dydaktycznych nauczania matematyki. Kulturaliéci beda opowiadali sie
za technikami nauczania matematyki w kontekscie innych dyscyplin wiedzy w ra-
mach tak zwanego nauczania holistycznego, podczas gdy antykulturalici beda
akcentowali potrzebe wyodrebnienia w procesie dydaktycznym modutu nauczania
matematyki z uwagi na osobliwo$¢ jej przedmiotu poznania. Ponadto, kultura-
lisci beda optowali za technikami przekazu tresci matematycznych w kontekscie
tresci do$wiadczenia codziennego w przeciwienstwie do antykulturalistéw akcen-
tujacych wage technik przekazu abstrakcyjnego — czyli Scistego, formalnego, de-
dukeyjnego, odizolowanego od jezyka intensjonalnego. Wreszcie, kulturali$ci beda
dyskurs matematyczny wartosciowali na réwni z innymi dyskursami, podczas gdy

sum platonskie, rzutowane na materi¢ fizyczna. Zob. Heller (2006, 2010). Inna wersje¢ antykultura-
lizmu proponuje Blaszczyk (2007, s. 161-178). Wedlug tego autora, przedmioty matematyczne
maja charakter intencjonalny w sensie Ingardena. Sa schematyczne, posiadaja dwuwarstwowa
budowe oraz miejsca niedookreslenia. Przedmioty matematyczne sa stwarzane, ale nie w sposéb
dowolny, lecz wedle okreslonych zasad pracy matematycznej. Stanowisko Blaszczyka jest bliskie
ideom konstruktywizmu matematycznego.
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antykulturali$ci beda czynili z niego egzemplifikacje najwyzszej wartoéci poznaw-
czej, jaka jest prawda w sensie logicznym (w rozumieniu Tarskiego teorii prawdy
lub w rozumieniu prawdy jako dowodliwosci).?

W aspekcie spoleczno-politycznym kulturalisci podkreslaja fakt, iz implemen-
towanie ich modeli dydaktycznych do systemu edukacji powszechnej blokuje spo-
teczne procesy tworzenia sie uprzywilejowanej warstwy spotecznej technokratow
oraz warstwy spotecznej os6b wykluczonych matematycznie. Z tego punktu wi-
dzenia, implementacja antykulturalistycznych modeli dydaktycznych nauczania
matematyki poteguje procesy wykluczenia spolecznego oséb nie radzacych so-
bie z matematyka, wytwarza warstwe spolecznych ,outsideréw” oraz hierarchizuje
spoteczenstwa. Modele dydaktyczne ,,matematyki ucielesnionej” minimalizuja, we-
dhug kulturalistéw, opresyjny aspekt nauczania matematyki.*

2. Kulturalizm arytmetyczny w aspekcie badan kognitywnych
nad kompetencja obliczeniowa

Kto w przedstawionym sporze, przejawiajacym si¢ w nader waznych ptaszczyz-
nach publicznych (nawet w polityce), ma racje? Czy kulturalici czy antykultur-
alidci arytmetyczni? W proponowanych argumentach na rzecz swojego stanowiska
w odniesieniu do arytmetyki, kulturalisci matematyczni powohuja si¢ na ekspery-
mentalne badania kognitywistyczne nad naszymi zdolno$ciami obliczeniowymi,
szczegdlnie na eksperymenty wywolujace efekt SNARC.® Pomijajac szczegdly ich

3W pracy Nnifiez (2000), sformutowane zostaly dezyderaty opisujace metody nauczania
matematyki zgodne z koncepcja matematyki ucielesnionej. Autor ten, miedzy innymi, stwierdza:
“«Being good at mathematics» doesn’t necessarily mean being good at doing calculations and
running algorithms. It means knowing how to keep one’s metaphors straight, when to operate
with the appropriate metaphors, when to shift from one to another one, when to combine them,
and so on. Teaching how to master this conceptual gymnastics should be a goal for mathemat-
ics education” (s. 19). Istota tego podejécia jest unikanie w nauczaniu matematyki dowodéw,
praktyk rekurencyjnych, obliczania. Nauczanie ,,uciele$nionej matematyki” powinno motywowaé
uczniéw do kreowania metafor matematycznych — matematyka winna by¢ nauczana w kontekscie
historii, filozofii, psychologii i sztuki.

4Teoretycy edukacji zwracaja uwage — z inspiracji filozofii Foucault — na tak zwane,
niewidzialne, ukryte programy nauczania (pedagogie), ktérych jednym z celéw ich funkcjonowa-
nia jest wplyw na procesy replikacji klasowych struktur spotecznych lub procesy utwierdzania
si¢ (zakorzeniania si¢) aktualnej struktury wtadzy (Bernstein (1990), na przyktad, akcentuje role
tzw. kodéw edukacji w tym procesie, profilujacych systemy transmisji wiedzy, a wiec kontekstu
przekazu wiedzy). Edukacja matematyczna jest postrzegana w tym paradygmacie uprawiania
teorii edukacji jako jeden z kluczowych czynnikéw wytwarzania klas spotecznych: uposledzo-
nych (wykluczonych) oraz wladczych. Model przekazu matematyki w edukacji szkolnej moze
wzmacniaé¢ postawy konformizmu spolecznego wsréd przedstawicieli klas uposledzonych (pod
wplywem edukacji matematycznej stajemy sie mniej buntowniczy, mniej sktonni do zachowan
rewolucyjnych). Na temat edukacji matematycznej w kontek$cie mechanizméw odtwarzania
struktur spolecznych (wladzy, klasowych, itd.), zob. Cotton, Hardy (2004)

5Efekt SNARC jest rozumiany jako zjawisko asocjacji wzglednych wielkoéci liczbowych
ze stronami w przestrzeni, wywolywane w szczegdlnego rodzaju eksperymentach. Typowym
wskaznikiem tego efektu jest réznica w czasach reakcji na bodziec liczbowy pomiedzy prawa
i lewa reka lub noga. Czas reakcji lewa reka na liczebniki wzglednie male jest krétszy niz czas
reakcji prawg reka te same liczebniki z danego przedziatu numerycznego oraz czas reakcji prawa
reka na liczebniki wzglednie duze z danego przedzialu jest krétszy niz czas reakcji na nie lewa
reka. Efekt SNARC opisuje funkcja o postaci: SNARC(n) = RTR(n) - RTL(n). Efekt SNARC
moze posiadaé¢ rézne natezenie, rézny zwrot (z prawa na lewo lub odwrotnie, z géry do dotu
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argumentéw na pochodzenie konstrukeji arytmetycznych, ich schemat argumenta-
cyjny w odniesieniu do liczb naturalnych mozna przedstawi¢ nastepujaco: (i) bada-
nia eksperymentalne pokazuja, ze niemowlaki juz odrézniaja na swojej zmystowej
scenie $wiata liczno$ci dwoch lub trzech obiektéw; podobne badania pokazuja,
ze réwniez zwierzeta moga niesymbolicznie obliczaé¢ nawet 5-6 obiektéw; (ii) fakt
ten wskazuje, iz ludzki umyst poshuguje sie jakim$ wrodzonym schematem poje-
ciowym obliczania, umozliwiajacym mu tzw. subityzacje (czyli bezposrednie uch-
wytywanie w kazdej sytuacji empirycznej trzech lub czterech obiektéw); (iii) umyst
ludzki postuguje sie schematem: zrédto — droga — cel, ktéry stuzy mu do wytwa-
rzania réznych metafor poruszania sie po drodze; (iv) badania eksperymentalne
wywolujace efekt SNARC pokazuja, ze podczas liczenia w umysle aktywuja sie
reprezentacje osiowe (mentalne osie liczbowe), ktére sa interpretowane jako wlasnie
schemat: Zrédlo — droga — cel; (v) nastepnie na schemat ten nakladamy schemat
spoczynku punktu w procesie jego poruszania sie wzdtuz drogi, tworzac w ten
sposéb pojecie liczby jako punktu na drodze (linii); (vi) aby wygenerowaé wiele
liczb naturalnych, na tak skonstruowang metafore naktadamy schemat powtérzenia
dziatania, uzyskujac porzadek liczb jako porzadek kolejnych punktéw spoczynku
w procesie poruszania si¢ po drodze. W podobny sposéb, poszukujac zrédlowych
metafor pojeciowych, kulturali$ci arytmetyczni wyjasniaja pochodzenie, na przy-
ktad, takich poje¢ arytmetycznych, jak nieskonczono$é, ciaglosé, liczby rzeczy-
wiste, itd.

W argumentacji kulturalistéw ukryte jest zalozenie, wedtug ktorego kompe-
tencja w zakresie arytmetyki eksperckiej rozwija si¢ na bazie kompetencji w za-
kresie arytmetyki ludowej (mentalnej, kognitywnej). Innymi stowy, kulturaliSci
zakltadaja, ze arytmetyka Peano powstaje w wyniku przeksztalcenia teorii mental-
nych osi liczbowych, ktéra jest zakodowana w naszym umysle (jako okreslonego
rodzaju wzorzec aktywacji okreslonych grup neuronéw) i do ktérej podmiot nie
posiada dostepu introspekcyjnego. Zalozenie to jest niefalsyfikowalne eksperymen-
talnie. Nie wiadomo bowiem, jaka mialby przyja¢ posta¢ eksperyment obalajacy
wyspecyfikowane zalozenie. Arytmetyka Peano jest bowiem teorig nieskonczonej
osi liczbowej, podczas gdy teoria(e) mentalnych osi liczbowych jest(sa) teoria(mi)
osi skoniczonych. W zaden sposob nie da si¢ eksperymentalnie wywolaé efektu
nieskonczenie diugiej osi liczbowej. W konsekwencji nie da si¢ eksperymentalnie
pokazaé tego, ze zachodzi jaki$ proces w modzgu transformowania sie¢ struktur
neuronalnych reprezentujacych skonczone, mentalne osie liczbowe na strukture
neuronalng reprezentujaca os liczbowa Peano.

Mozna jednak skonstruowaé formalny model pokazujacy, jak nosniki (schema-
ty poznawcze) reprezentacji numerycznych (liczb oraz liczebnikéw zaréwno werbal-
nych jak i cyfrowych), stojacych u podstaw ludzkiego liczenia na gruncie
arytmetyki ludowej, przeksztalcaja sie w jeden z modeli (model osiowy) aryt-

lub odwrotnie), pojawia si¢ w wyniku dziatania zaréwno liczebnikéw symbolicznych (werbalnych
oraz cyfrowych) jak i niesymbolicznych; eksponowanych wzrokowo, stuchowo, a nawet dotykowo.
Na temat tego efektu napisano setki artykuléw. Zob. na przykiad: Dehaene, Bossini, Giraux
(1993), Zebian (2005), Nuerk, Wood, Willmes (2005), Patro, Haman (2012), Patro, Krysztofiak
(2013), Krysztofiak, (2016a). Na zjawisko kojarzenia liczb naturalnych z linia zwrécil juz uwage
Galton (1880), twierdzac, iz badane osoby czegsto wyobrazaja sobie liczby jako rozmieszczone na
osi o0 zwrocie z lewa na prawo.
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metyki PA. W ramach badai w zakresie tak zwanej arytmetyki kognitywnej®,
wyréznia sie kilka modeli schematéw poznawczych generujacych reprezentacje nu-
meryczne: modele sumacyjnych osi liczbowych z zerem oraz bez zera (SOL)” mo-
dele punktowo-miejscowych osi liczbowych (PMOL) oraz modele punktowych osi
liczbowych (POL).®

Osie typu SOL maja by¢ nosnikami reprezentacji numerycznych, stojacych
u podstaw czynnoéci obliczen aproksymacyjnych (,,na oko”, w przyblizeniu), kt6-
rych jezykowymi manifestacjami sa wypowiedzi takie, na przyklad, jak: jest (bylo)
okolo n obiektéow, na oko jest (bylo) n obiektdw. Reprezentacjami numerycznymi
generowanymi z osi liczbowych typu SOL sg wéwczas ,,odcinki” tych osi zaczyna-
jace sie na punkcie poczatkowym i koniczace si¢ na odpowiednim n-tym punkcie.
Reprezentacje kolejnych liczb pozostaja wzgledem siebie w relacji bycia czescia lub
(uzywajac jezyka teorii mnogosci) w relacji zawierania si¢. Reprezentacja liczby
1 zawiera sie w reprezentacji liczby 2, a ta z kolei — w reprezentacji liczby 3,
itd. Odlegtosci pomiedzy koncowymi punktami reprezentacji kolejnych liczb pod-
padaja pod skale logarytmiczna. Nastepujacy diagram przedstawia graficznie osie
typu SOL:

6Termin ,arytmetyka kognitywna” zostal wprowadzony w pracy (Ashcraft, 1992) dla ozna-
czenia kompetencji obliczeniowej (numerycznej). Te kompetencje mozna rozumieé¢ w kategoriach
czynno$ciowych jako obejmujaca zdolnosci do wykonywania intencjonalnych aktéw referencji do:
liczb kardynalnych, liczb porzadkowych oraz wielkosci. Inni badacze, pod wplywem pracy (De-
haene, 2001), uzywaja terminu ,,zmyst liczby” (number sense), aby podkresli¢ fakt permanentnego
nastawienia ludzkiego umystu na odbiér bodzcéw numerycznych ze srodowiska. Tak, jak za po-
moca zmystu wzroku odbieramy nieustannie bodzce optyczne, tak tez za pomoca zmyshu liczby
permanentnie odbieramy bodZce numeryczne. Zob. na temat zmystu liczby czy tez kompetencji
obliczeniowych: Giaquinjto (2001), Berch (2005).

7Sumacyjne osie liczbowe maja stanowié¢ noéniki reprezentacji liczbowych, ktérych aktywacja
jest odpowiedzialna za efekty torowania reakcji na bodZce numeryczne. W eksperymencie
opisanym w pracy Roggemann, Verguts, Fias (2007), uczestnicy mieli za zadanie nazywaé liczby
z przedzialu 1-5, eksponowane na dwa sposoby: symbolicznie (cyfrowo) oraz niesymbolicznie
(jako kropki). Gléwny bodziec byt poprzedzany bodZcem torujacym, trwajacym okoto 83 ms tak,
aby badana osoba nie byla w stanie na niego zareagowa¢. W wypadku poprzedzania ekspozycji
gléwnego (niesymbolicznego) bodzca docelowego bodZcem torujacym, zauwazono przyspiesze-
nie reakcji rozpoznajacych bodziec docelowy, ktorego warto$é byla mniejsza lub réwna wartosci
bodZzca torujacego.

8Model formalny przeksztatcania sie osi SOL na osie PMOL, a te na osie POL zostal przed-
stawiony w pracy (Krysztofiak, 2016b). Mechanizmem odpowiedzialnym za przeksztalcanie sie
tych osi jest funkcja intencji obliczeniowej odpowiedzialna za procesy uwagi. Im wyzsze natezenie
uwagi, tym wyzsze wartoéci przyjmuje funkcja intencji obliczeniowej.
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Model osi liczbowych typu SOL ma wyjasniaé: (i) efekt SNARC; (ii) efekt
skali polegajacy na tym, ze w spontanicznych operacjach ,rozmieszczania liczb na
osiach”; osoby badane wykonuja takie zadanie w ten sposob, ze poczatkowe liczby
z danego przedziatu liczb rozmieszczaja w odlegtosciach wzglednie duzych, pod-
czas gdy koncowe liczby z danego przedzialu w odlegtosciach wzglednie matych
(odleglo$é pomiedzy 1 a 2 na osi jest wieksza od odleglosci pomiedzy 2 i 3,
a odleglosci, pomiedzy 8 i 9 oraz 9 i 10, sg matle i nieodréznialne percepcyjnie); (iii)
efekty bledéw (zwane zwykle efektami dystansu) oszacowywania licznosci polega-
jace na tym, iz umyst liczacy zwykle sie nie myli w szacunkowych obliczeniach
(yna oko”) licznoéci w przedziale <1, 4>, podczas gdy w miare wzrostu wartosci
licznodci prawdopodobieristwo bledu w obliczeniach szacunkowych (aproksyma-
cyjnych) wzrasta (latwiej jest pomylié¢ siec w obliczeniach na liczbach z przedziatu
np. <30, 35>, niz z przedziatu <10, 15>); (iv) efekt torowania polegajacy na tym,
ze torujacy bodziec liczbowy o wartoéci wiekszej niz pewna licznos¢ n przyspiesza
operacje zliczania liczebno$ci mniejszych lub réwnych n; (v) zdolnosé do subityza-
cji; (vi) fakt péZniejszego w rozwoju nabywania przez umyst umiejetnosci postugi-
wania sie liczba oraz liczebnikiem zerowym.

Na osiach typu SOL bez zera okres$lona jest tylko operacja ich przedluzania,
podczas gdy na osiach typu SOL z zerem dodatkowo jest okreélona operacja skra-
cania. Umyst formatuje osie typu SOL z zerem w pdzniejszej fazie rozwoju, niz
faza, w ktorej formatowane sa osie typu SOL bez zera. Wraz z rozwojem zdolno$ci
kontroli natezenia uwagi, umyst nabywa dyspozycje do transformowania osi typu
SOL z zerem na osie punktowo-miejscowe, ktore sg nosnikami reprezentacji nu-
merycznych w aktach odnoszenia si¢ do liczebnosci przy pomocy liczebnikow. Osie
punktowo-miejscowe PMOL sa tak sformatowane, ze reprezentacje numeryczne
w poczatkowym segmencie osi przyjmuja ksztalt punktéw (co ma wyjasnia¢ zdol-
nos$é umystu do subityzacji), podczas gdy reprezentacje kolejnych liczebnosci przyj-
muja ksztalt odcinkéw (miejsc) na osi punktowo-miejscowej. Wraz z odlegtoscia
od reprezentacji liczby zero (reprezentacji poczatkowej), miejsca reprezentujace
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kolejne liczebnodci sa coraz wigksze (co ma wyjasniaé¢ wzrost prawdopodobienstwa
bledu obliczeniowego przy liczebnikach o wzglednie wysokich wartosciach). Z kazda
osig typu PMOL skojarzona jest funkcja intencji obliczeniowej. Im wyzsza wartosé
ona przyjmuje, tym poczatkowy, punktowy segment osi jest dtuzszy. Idealizacja osi
typu PMOL sg osie czysto punktowe typu POL. Wéwczas wartosé funkeji intencji
obliczeniowe]j dazy do nieskonczonosci. Detektory liczebnosci, dla ktérych funkcja
intencji obliczeniowej przyjmuje wysokie wartoéci, sa w stanie subityzowaé zbiory
obiektéow o wzglednie wysokiej liczbie kardynalnej.

To, ze mozliwe jest skonstruowanie zunifikowanego modelu schematéw osio-
wych reprezentacji numerycznych, nie oznacza, ze rzeczywiscie w mozgu przebie-
gaja procesy transformowania sie implementacji neuronalnych osi typu SOL na im-
plementacje osi typu PMOL oraz POL. Co wiecej, nie wiadomo czy tego rodzaju
osie uczestnicza w procesach obliczeniowych, jakich uczniowie dokonuja, uczac
sig operacji arytmetycznych we wczesno-szkolnej fazie edukacji. Efekty SNARC
zostaly jedynie potwierdzone eksperymentalnie dla bodzcéow cyfrowych sklada-
jacych sie co najwyzej z trzech cyfr elementarnych (Tlauka, 2002). Wydaje sie
wiec, ze podczas operacji dokonywanych na wielo-cyfrowych liczebnikach umyst nie
generuje reprezentacji numerycznych ze struktur osiowych. Odczytywanie dlugich
cyfr wymaga postugiwania sie przez umys!t strukturami bedacymi pekami (wiaz-
kami) osi liczbowych (osiami jednosci, dziesiatek, setek, itd.). Badania z zakresu
antropologii kulturowej pokazuja, iz ludzkosé postugiwala sie réoznymi systemami
cyfrowymi (Ifrah, 2006, s. 257-258). Cyfry mozna zapisywaé¢ nie tylko liniowo,
ale réwniez kolumnowo. Ponadto, nie tylko uklad dziesigtny cyfr byl uzywany
w dziejach ludzkosci. Okazuje sie, ze mozna skonstruowaé teorie, ktéra pozwala
na wygenerowanie reprezentacji zaréwno cyfrowych jak i werbalnych liczebnikow,
zapisywanych liniowo, ale takze kolumnowo. Co wiecej, teoria taka rekonstruuje
mechanizmy obliczeniowe identyfikowania réznoksztaltnych liczebnikow, oszaco-
wywania ich pod wzgledem relacji wigkszo$ci (mniejszosci) oraz dodawania (Krysz-
tofiak, 2012a, 2015a). Zdolnosci rozwiazywania przez dzieci w wieku sze$ciu lub
siedmiu lat niestandardowych zadan z trescia, ktorych teoriomnogosciowe modele
wymagaja zastosowania zbioru pustego oraz wzglednie skomplikowanych operacji
teoriomnogos$ciowych, mozna wyjasni¢, odwotujac sie do hipotezy, iz dzieci w trak-
cie rozwiazywania takich zadan postuguja sie arytmetyka indeksowanych liczb na-
turalnych, ktérej modelami sa wiaénie peki (wiazki) osi liczbowych.? Jeszcze inne
badania pokazuja, ze uzytkownicy jezyka, posiadajacy niezwykla biegto$é w do-
dawaniu a nawet mnozeniu bardzo dlugich cyfr, postuguja sie reprezentacjami
abakusowymi (Frank, Barner, 2012). Mozna jednak pokazaé to, ze takie reprezen-
tacje powstaja jako modyfikacje reprezentacji przyjmujacych ksztalty pekéw (wia-
zek) osi liczbowych (Krysztofiak, 2016a, s. 10).

9Konstrukcja arytmetyki indeksowanych liczb naturalnych (INA) formalizuje ideg, iz liczby
naturalne sa rozmieszczone na nieskonczonej liczbie osi o wspdlnym, zerowym poczatku. W tej
arytmetyce mozna méwié¢ o wielu jedynkach, dwdjkach, tréjkach, itd. Teoria ta stanowi uogdlnie-
nie arytmetyki PA, ktéra powstaje z INA przez dodanie aksjomatu o istnieniu dokladnie jednej osi
liczbowej. INA jest teorig drugiego rzedu. Zob. Krysztofiak (2012b). Idea, iz liczebniki zachowuja
si¢ jak funkcje, a nie jak stale indywiduowe, pochodzi z pracy (Harman, 1974). W pracy (Rozko,
2015) zostala przedstawiona analiza poréwnujaca modele osiowe liczb z modelami liczb natural-
nych jako wiazek osi liczbowych. Wedlug autorki, model wiazki osi liczb moze by¢ potraktowany
jako rozszerzenie modelu osiowego.
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Wyszczegélnione fakty wskazuja, ze wykonujac akty numeryczne, umyst po-
shluguje sie reprezentacjami numerycznymi o réznym ksztalcie: osiami (réznych
typ6w), wiazkami osi i abakusami. To sugeruje, iz mentalne reprezentacje nu-
meryczne sg generowane przez umyst w sposob tworczy i kulturowo zaposredniczo-
ny. Z drugiej jednak strony, latwo mozna pokazad, iz ich rozmaito$¢ tworzy pewna
hierarchie. Wskazywaloby to na fakt, iz czlowiek rodzi sie z wrodzonym reper-
tuarem reprezentacji osiowych, z ktérych nastepnie — w toku swojego rozwoju
poznawczego - generuje bardziej ztozone struktury reprezentacyjne pozostajace
wzgledem siebie w relacjach transformowalnosci. Z punktu widzenia formalnych
modeli, te transformacje maja charakter niezalezny od schematéw kulturowych
— w szczegdlnoséci od matematycznych metafor pojeciowych. Niestety nie mozna
takiego wniosku potwierdzié¢ eksperymentalnie.

3. Antykulturalizm arytmetyczny w konteks$cie badan
metalogicznych

Stanowisko antykluturalizmu arytmetycznego mozna probowac broni¢ odwotu-
jac sie do faktu istnienia modeli semantycznych arytmetyki PA. Jesli przyjmie sig,
ze przedmiotem poznania PA sa jej modele semantyczne, to skoro nie wykazujg one
zadnego podobienstwa z metaforami pojeciowymi Lakoffa i Nunieza, to nie mozna
wowcezas wyprowadzi¢ wniosku, iz PA stanowi jezykowa ekspresje takich metafor.
Btad kulturalistéw arytmetycznych polega na tym, ze probuja oni pokazaé¢ w ,,izo-
lacji” to, ze aksjomaty PA opisuja metaforyczng strukture drogi. To, Ze arytme-
tyczna operacja nastepnika, moze by¢ modelowana jako wskazujaca kolejne punkty
spoczynku na drodze prowadzacej od zrédla do celu w nieskonczono$é, nie oznacza,
ze kazdy z tych spoczynkowych punktéw na drodze od zrédta do celu w nieskonczo-
nos¢ posiada wlasnosci dziedziczne. Innymi stowy, kulturaliSci powinni pokazacé, ze
lacznie aksjomaty arytmetyki PA opisuja pewien rodzaj metafory pojeciowej. Osie
liczbowe kognitywistow maja charakter skonczony i nie moga by¢ potraktowane
jako modele semantyczne arytmetyki PA. 7Z punktu widzenia antykulturalizmu
arytmetycznego, nalezaloby potraktowaé arytmetyke PA (arytmetyke ekspercka)
oraz arytmetyki kognitywne jako catkowicie odmienne teorie. Nasze codzienne ope-
racje obliczeniowe musialyby by¢ zinterpretowane jako czynnosci, ktérych zakres
aplikacji nie tworzy modeli semantycznych PA. Zdanie ,1 + 2 = 3” oznaczaloby
w modelu ktérejs z teorii arytmetyki kognitywnej co innego, niz ta sama formula
wyrazona w PA.

Przedstawiona linia argumentacyjna na rzecz antykulturalizmu arytmetycz-
nego motywuje do uznania nastepujacej konstatacji: w systemie edukacji wczes-
noszkolnej dzieci nie nabywaja kompetencji w zakresie arytmetyki eksperckiej, lecz
usprawniaja swoje dyspozycje do postugiwania sie réznymi arytmetykami kogni-
tywnymi (ludowymi). Jedli ten wniosek jest poprawny, to wylania si¢ nastepujace
pytanie: dlaczego dyspozycje do postugiwania sie arytmetykami kognitywnymi sa
warunkiem opanowania kompetencji poznawczych w zakresie arytmetyki PA?

Na postawione pytanie mozna odpowiedzie¢ nastepujaco: (i) arytmetyki kog-
nitywne sa teoriami rozmaitych systeméw cyfrowych (obliczeniowych, liczebniko-
wych), podczas gdy arytmetyka PA jest teoriag modeli liczbowych (standardowych
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lub niestandardowych); (ii) systemy cyfrowe (obliczeniowe, liczebnikowe) sa inter-
pretowalne w modelach liczbowych; (iii) poprzez uzyskanie ,bieglosci” w opera-
cjach na strukturach cyfrowych (obliczeniowych, liczebnikowych) oraz zinterpre-
towanie ich jako struktury liczbowe, umyst uzyskuje ,,bieglo$¢” w operowaniu na
strukturach liczbowych (arytmetyki PA), warunkujaca dalsze rozwijanie eksperc-
kich kompetencji arytmetycznych.

Obcowanie z systemami cyfrowymi uruchamialoby wiec wytacznie psycho-
logiczny mechanizm torowania dostepu do struktur liczbowych. Z tego punktu
widzenia, teorie systeméw cyfrowych moglyby byé potraktowane jako szczegdl-
nego rodzaju opisy réznych metafor pojeciowych. Arytmetyki kognitywne stanowi-
tyby wytacznie kulturowe narzedzia wzmacniajace kontekst przekazu w dyskursie
matematyki eksperckiej.'?

Podstawowym problemem dla obrony stanowiska antykulturalizmu arytme-
tycznego jest rozwiklanie nastepujacych kwestii: Co jest przedmiotem poznania
PA? Czy sa nim modele semantyczne PA? Czy sa nim dziedziny przedmiotowe
tychze modeli? A moze przedmiotem poznania arytmetyki PA sa fakty matema-
tyczne okre$lone na elementach dziedzin modeli PA? Skoro bowiem arytmetyka
nie jest opisem metaforycznych schematéw pojeciowych, kodowanych w ludzkim
umysle w wyniku jego interakcji ze $rodowiskiem zaréwno biologicznym jak i kul-
turowym, to nalezy rozwikla¢ kwestie tego, do czego odnosza twierdzenia teorii
arytmetycznych?

Dziedzina modeli arytmetyki PA jest okreslana jako zbiér wszystkich liczb
naturalnych. Przyjmujac stanowisko, iz sa one przedmiotem poznania arytmetyki
PA (zgodnie z dictum Quine’a, iz istnie¢ znaczy by¢ wartoscia zmiennej kwan-
tyfikowanej), nalezaloby jednoczesnie przyja¢ wniosek, iz poznanie ich w ramach
arytmetyki PA ma charakter wieloznaczny z racji niekategorycznosci arytmetyki
PA. Skoro bowiem arytmetyka PA posiada nieizomorficzne modele semantyczne, to
nalezy wnioskowad, iz w kazdym z takich nieizomorficznych modeli liczby naturalne
uwiklane sa w rézniace sie struktury formalne (teoriomnogosciowe). Twierdzenia
arytmetyczne opisywalyby w ten sam sposéb rézniace sie struktury w réznych
nieizomorficznych modelach. Ujednoznacznienie arytmetyki PA musialoby spro-
wadzac si¢ do czynnodci interpretacyjnej, relatywizujacej liczby naturalne do okre-
$lonego modelu semantycznego. Woéwczas nie mozna by méwié, iz przedmiotem
poznania arytmetyki PA sg liczby naturalne, ale sg nim liczby naturalne w modelu
M. To za$ réwnaloby sie stwierdzeniu, ze przedmiotami poznania arytmetycznego
sa uklady o postaci: < M;, N >. Kwestia identycznosci dziedziny N w uniwer-
sum wszystkich ukladéw typu: < M;, N >, pozostawalaby nadal otwarta. Czy
N w < M;, N > jest tym samym, co N w < Mk, N >, gdzie M; oraz M} sa
nieizomorficzne?

Okredlenie przedmiotu poznania arytmetyki PA jako faktéw arytmetycznych
zachodzacych w jej modelach prowadzi do wniosku, iz faktow takich nie da sie
opisa¢ w jezyku przedmiotowym PA, a co najwyzej — w metajezyku PA. Ugrun-
towanie arytmetyki PA na klasycznej logice predykatéw wzbogaconej o operator
identycznoéci miedzyzdaniowej oraz o regule lambda-konwersji umozliwia skon-

10Pojecie kontekstu przekazu matematycznego zostalo wprowadzone w pracy Pogonowski
(2016).
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struowanie dowodéw Slingshot i Hiper-Slingshot (skonstruowane w pracy Krysz-
tofiak (2011), (2015b)). Pierwsze z nich pokazuja, ze wszystkie prawdziwe zdania
arytmetyki PA denotujg ten sam fakt arytmetyczny, zas dowody Hiper-Slingshot
pokazuja, ze dwa zdania, ktore stwierdzaja dziatanie dwoch réznych funkcji na
dwa rézne argumenty, musza by¢ uznane za denotujace ten sam fakt arytmetycz-
ny. Dowody Hiper-Slingshot nie spelniaja wiec zasady Barwise’a — Perry’ego, ktora
wyraza to, ze jeSli dwa fakty ufundowane (lub zbudowane) sa z réznych sklad-
nikéw, to fakty te sa rézne.!! Choé w jezyku przedmiotowym arytmetyki PA,
istnienie faktéw arytmetycznych jest niewyrazalne, to jednak mozna by prébowaé
bronié¢ stanowiska, iz takie fakty arytmetyczne mozna opisywa¢ w metateoriach
ontologiczno-arytmetycznych. 2 Taka konsekwencja rodzi inny trudny problem:
dlaczego jest tak, ze fakty arytmetyczne mozna opisywaé¢ na gruncie metate-
orii ontologiczno-arytmetycznej, mimo, ze sa ,niewidzialne” z punktu widzenia
teorii PA?

Inna préba okreslenia przedmiotu poznania arytmetyki PA mogtaby polegaé
na stwierdzeniu, iz jest nim klasa wszystkich modeli semantycznych, w ktérych
arytmetyka PA jest prawdziwa. Klasa modeli arytmetyki PA zawiera jednak mod-
ele nieizomorficzne wzgledem siebie. Wiadomo jednak, ile jest w klasie wszystkich
modeli PA zawartych klas abstrakcji z uwagi na relacje izomorfizmu pomiedzy
modelami dla kazdej nieskoiiczonej licznoéci dziedzin tych modeli. '3 Gdyby udalo
sie pokazaé, ze kazde dwa nieizomorficzne modele sg transformowalne jeden na
drugi z uwagi na okreslone morfizmy, to wéwczas przedmiot poznania arytmetyki
PA mozna by prébowaé ujaé jako przestrzen wszystkich modeli semantycznych
wraz z klasa wszystkich takich transformacji (morfizméw) okreslonych na tych
modelach. Z takiego punktu widzenia, operacje transformowania sie modeli PA
nie bylyby podatne na opis wewnatrz samej PA. Bylyby one ,widzialne” dopiero
z punktu widzenia teorii mnogoéci. Taka strategia konceptualizowania przedmiotu
poznania arytmetyki PA przypomina podejécie G?dla (kontynuowane w Arystote-
lesowskiej modyfikacji przez Hellera), zgodnie z ktérym istnieje jedno platoniskie

1 Na gruncie arytmetyki PA wzbogaconej o regule lambda-konwersji (stanowiaca niekontro-
wersyjne narzedzie matematyczne) oraz o aksjomat logiki niefregowskiej: o e «, stwierdzajacy,
iz fakt to, ze «, jest identyczny z samym soba, mozna udowodnié, na przykltad, zdanie o postaci:
[(Az)[x + 1](2) = 3] o [(Az)[2 + z](1) = 3]. Lewa strona tego zdania wyraza to, ze funkcja
(Az)[z + 1] zastosowana do argumentu bedacego liczba 2 przyjmuje warto$é w postaci liczby 3.
Prawa strona za$ wyraza to, ze funkcja (Az)[2 + x| zastosowana do liczby 1 przyjmuje liczbe
3 jako swoja warto$é. Okazuje sig, ze (A\z)[z + 1] # (Az)[2 + z] oraz 2 # 1. Zatem zgodnie
z zasada Barwise’a — Perry’ego, prawda jest, ze ~ [(Az)[z + 1](2) = 3] o [(Az)[2 + z](1) = 3].
Podstawowa zasad konstrukcji semantyki i ontologii sytuacyjnej Barwise’a i Perry’ego zostata nie
wprost wyrazona w pracach: (Barwise, Perry, 1981, s. 387-403; Barwise, Perry, 1983, s. 24-26).

12W pracy (Krysztofiak, 2014) sklasyfikowano uniwersum ,arytmetyk faktowych” liczb natu-
ralnych ugruntowanych wylacznie na niefergowskich rachunkach zdaniowych. Mozna wyréznic¢
63 takie teorie ,arytmetyki faktowej”.

13Badania nad liczebnoéciami modeli niestandardowych teorii pierwszego rzedu zapoczatkowat
Morley i kontynuowal Shelah. Dla kazdej nieskoriczonej mocy dziedziny modelu teorii pierwszego
rzedu k, liczba nieizomorficznych klas modeli wynosi 2k. Wyniki Shelaha w ramach teorii modeli
pokazuja, ze dla arytmetyki PA tych nieizomorficznych klas modeli jest co najmniej continuum.
Wydaje sie, ze ten wynik przekresla mozliwo§¢é odkrycia jakich§ uniwersalnych transformacji
nieizomorficznych modeli na siebie. Niniejsza uwaga jest inspirowana zaleceniami anonimowego
recenzenta prezentowanego artykulu. Na temat klasyfikacji modeli semantycznych teorii pierw-
szego rzedu z dziedzinami pozaskoniczonymi, zob. Shelah (1990).
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uniwersum matematyczne, ktérym jest przestrzen wszystkich zbioréw (klas), ich
wlasnoéci oraz funkcji okreslonych na tych zbiorach, wtasnosciach i funkcjach.

Obecny etap rozwoju teorii mnogosci, a takze teorii arytmetycznych, pozwala
zasadnie przyja¢ meta-hipoteze, iz obecna matematyka znajduje sie obecnie w ja-
kims poczatkowym okresie swojego rozwoju. Do czaséw Cantora, Dedekinda i Pe-
ano, uprawiano jedynie zreby arytmetyki, czesto mylac ja z teoriami konstruuja-
cymi i rozwijajacymi hindusko-arabski system cyfrowy. Dopiero pokazanie tego,
ze arytmetyke PA mozna zinterpretowaé jako teorie szczegdlnego rodzaju struktur
teoriomnogosciowych i w konsekwencji opracowanie teoriomnogosciowych metod
konstrukeji liczb catkowitych, liczb wymiernych oraz liczb rzeczywistych z liczb
naturalnych (rozumianych jako klasy réwnolicznosci skoniczonych zbioréw lub ele-
menty okreslonego typu ciagéw konstruowanych przy pomocy zbioru pustego oraz
operatora tworzenia zbior6w) w pewien sposéb uzasadnia hipoteze, iz przedmiotem
poznania arytmetyki nie sa ani cyfry (liczebniki), ani ich systemy, ale struktury teo-
riomnogosciowe szczegdlnego $wiata platonskiego. Problem, jaki sie jednak wyla-
nia, dotyczy tego, czy taki swiat platonski wszystkich struktur teoriomnogoscio-
wych jest jeden czy jest takich swiatow wiele?

Teoria ZFC jest niezupelna. W zwiazku z tym, dodajac do niej nowe aksjomaty,
konstruuje sie nowe teorie mnogosci bedace jej rozszerzeniami, ale ktoére réwniez
posiadaja status teorii niezupeilnych, a wiec rozszerzalnych. Teorie takie, o ile sa
niesprzeczne, wyznaczajg pewne $wiaty struktur ekstensjonalnych. Na przyklad,
teoria mnogosci z aksjomatem ufundowania wyklucza to, ze w uniwersum zbioréow
moze pojawié sie teoriomnogoéciowe ,zjawisko zapetlenia si¢ zbioréw”. Kiedy odej-
miemy od takiej teorii aksjomat ufundowania, otrzymujemy teorie hiperzbioréw,
opisujaca $wiaty w ktérych zjawisko zapetlenia sie zbioréw jest dopuszczalne.

ZFC mozna rowniez potraktowaé jako teorie zbioréw w wysokim stopniu ide-
alizacyjna, czyli pomijajaca inne wazne parametry charakteryzujace zbiory. ZFC
bada wylacznie zbiory, dla ktérych istnieje binarna funkcja charakterystyczna
(w aspekcie nalezenia lub nienalezenia elementu do dowolnego zbioru). Mozna
jednak rozszerzy¢ (za Zadehem) funkcje charakterystyczna zbioréw tak, aby przyj-
mowala ona wartosci z przedziatu liczb rzeczywistych [0, 1]. W ten sposéb przy-
naleznos$é¢ elementu do zbioru mozna ujmowac jako relacje stopniowalna. Czy teorie
mnogosci zbioréw rozmytych moga stanowi¢ podstawe dla skonstruowania aryt-
metyki rozmytych liczb naturalnych? Czym wéwczas bytaby rozmyta liczba jeden
lub rozmyte liczby: dwa, trzy, itd.?'* Innym parametrem zbioréw jest krotnosé
nalezenia elementu do zbioru. Skonstruowano teorie mnogosci zbioréw z powto-
rzeniami. Zgodnie z taka teoria mozna sensownie méwié, iz dany element n-krotnie
nalezy do danego zbioru. ZFC jest teorig zbioréw, do ktorych naleza ich elementy
tylko jednokrotnie. Liczno$é zbioru {x, 2, y} jest r6zna od liczby kardynalnej zbioru
{z,y}, gdyz do pierwszego zbioru x nalezy dwa razy, a do drugiego zbioru tylko
jeden raz. Czy mozna by skonstruowaé arytmetyke ,powtérzonych liczb natural-

MW pracy (Jarmoc, 2017), autor pokazuje, ze uzytkownicy jezyka postuguja sie w swoich
codziennych operacjach liczebnikami typu: ,,okoto 2”. okoto 3”7, ,okoto 4”, itd. Takie liczebniki
mozna by interpretowaé jako odnoszace si¢ do rozmytych liczb naturalnych. Niestety nie skon-
struowano dotychczas takiej teorii. Autor przedstawia program formalizacji takich struktur przy
pomocy niestandardowych modeli arytmetyki PA. Wydaje sie jednak, ze lepszym narzedziem
bylyby modele arytmetyczne konstruowane na gruncie teorii zbioréw rozmytych.



Czy kompetencja arytmetyczna jest uwarunkowana kulturowo? [105]

nych”? Liczno$¢ zbioru trdjelementowego bez powtdrzen jest czyms innym, niz
licznosé zbioru tréjelementowego z powtérzeniem dwukrotnym jednego z elemen-
tow. Czy skonczonym licznosciom z powtorzeniami odpowiadalyby wiec jakies in-
nego rodzaju liczby naturalne, niz te ktore odpowiadaja skonczonym licznosciom
bez powtérzen? Obok krotno$ci oraz stopnia nalezenia, mozna moéwié¢ o trzecim
parametrze charakteryzujacym relacje nalezenia — mianowicie o stopniach dwoéch
typow zapetlenia tejze relacji. Inny jest stopien zapetlenia relacji nalezenia w takiej
oto sytuacji: x € y, y € 2z, z € x, niz w sytuacji: x € y,y € z, z € t, t € x. W pierw-
szej sytuacji, z jest zapetlony z x bezposrednio, ale w drugiej posrednio. Co wiecej,
w pierwszej sytuacji  jest zapetlony z y bezposrednio, podczas gdy y jest zapetlo-
ny z z posrednio. Mamy wiec dwa rodzaje zapetlenia: z punktu widzenia obiektu
»betlacego” oraz z punktu widzenia obiektu ,,petlonego”. W ZFC nawet bez ak-
sjomatu ufundowania abstrahuje sie od takich wlasciwosci relacji nalezenia, ktére
mozna okresli¢ stopniem jej zapetlenia.

Zunifikowana teoria mnogo$ci (UST - unified set theory), ktérej aksjomaty
beda charakteryzowaly relacje nalezenia z uwagi na parametry: stopnia naleze-
nia, krotnoéci nalezenia oraz stopni zapetlenia, bedzie wyznaczata catkowicie od-
mienne uniwersum struktur teoriomnogos$ciowych, niz teoria mnogosci ZFC lub
jej rozmaite rozszerzenia. Jaki ksztalt wowczas przyjmie redukcja arytmetyki PA
do UST? Czy UST okaze sie teoria pozwalajaca skonstruowaé jakie$ nowe rodzaje
liczb? Jedli tak, to w jakich relacjach teoriomnogosciowych (na gruncie UST) te
nowe rodzaje liczb beda pozostawaly wzgledem ,starych liczb naturalnych”?

4. Zakonczenie

Trudno jest przedstawié¢ argumenty na rzecz tezy, ze teorie arytmetyczne opi-
suja metaforyczne schematy pojeciowe, ktére podmiot ludzki wytwarza w swoich
interakcjach zaréwno ze Srodowiskiem naturalnym jak i kulturowo-spolecznym.
Trudno jest réwniez przedstawi¢ argumenty na rzecz tezy, iz skoro przedmiotem
poznania teorii arytmetycznych jest jakies jednolite uniwersum matematyczne
(platonskie lub struktura matematyczna wszech$wiata fizycznego), to z racji
istnienia osobliwego przedmiotu poznania teorii arytmetycznych, ekspercka kom-
petencja matematyczna nie jest determinowana kulturowo w kontekscie uzasad-
niania. Nie wiemy bowiem czym jest jaki$ transcendentny przedmiot poznania
matematycznego. Tym bardziej, ze nie wiemy tego, w jakim stopniu obecnie kon-
struowane teorie mnogoéci jako rozszerzenia ZFC sa idealizacjami domniemanego
uniwersum teoriomnogos$ciowego.

Spogladajac na wspdlczesny stan rozwoju matematyki mozna stwierdzié, ze
matematycy tworza w jezykach formalnych swoje narracje, poddaja je metalo-
gicznym badaniom, przekladaja je na zapisy cyfrowe i stosuja do modelowania
rozmaitych fragmentow $wiatow do$wiadczanych przez ludzi. Bez watpienia ma-
tematycy tworza, podobnie jak tworcy literatury pieknej, pewne $wiaty przed-
stawione zamieszkale przez matematycznych, abstrakcyjnych bohateréow — opisy-
wanych przy pomocy wyrazen jezyka formalnego oraz cyfrowego. Poniewaz te in-
tencjonalne $wiaty maja charakter idealizacyjny (schematyczny), w zwigzku z tym
sa pod wieloma wzgledami niedookreslone w sensie Ingardena (koncepcja bro-



[106] Wojciech Krysztofiak

niona w (Blaszczyk, 2007)). Kreacja takich $wiatéw matematyki dokonuje sie
jednak wedle $cidle okreslonych regul metamatematycznych (przede wszystkim
rekurencyjnych regut dowodzenia). To za$ czyni teorie matematyki eksperckiej au-
tonomicznymi wzgledem teorii matematyki ludowej. Ta druga rozwija sie bowiem
jako teoria systeméw cyfrowych, stuzacych do opisu przeréznych schematow po-
jeciowych (metafor kognitywnych), za pomoca ktérych dokonujemy codziennych
aktéw referencji numerycznej.

Kwestia czy intencjonalne $wiaty ,eksperckiej literatury matematycznej” od-
wzorowuja jakie$ uniwersum domniemanej, zunifikowanej teorii mnogosci UST,
jest obecnie otwarta. Jesli UST nie istnieje, to nie ma jednego, transcendentnego
i transcendentalnego $wiata struktur liczbowych — wowczas trzeba zadowolié¢ sie
wielo$cig $wiatow intencjonalnych matematyki. Dodaé trzeba, ze nie zrobiliSmy
dotychczas nawet matego kroku w poszukiwaniu UST. Dlatego tez dyskurs filo-
zoficzny, w ktorym mowi sie o takim jednolitym, jednym Swiecie struktur matem-
atycznych, nalezy traktowaé jako dogmatyczny i stuzacy bardziej potrzebom teo-
logicznym (ugruntowywania istnienia stwércy matematyki przez duze M), anizeli
pedagogicznym. Jesli w szkotach uczniéw trzeba uczy¢ sprawnego postugiwania
sie najrézniejszymi systemami i strukturami liczebnikowymi, to wéwczas dla reali-
zacji takiego celu nie jest potrzebna wiara w jeden transcendentalny Swiat struk-
tur matematycznych i jego ,,domniemanego literacko” stwérce. Wowczas lepszymi
narzedziami pobudzajacymi nasze kompetencje w zakresie arytmetyki ludowej
beda metafory pojeciowe kognitywistow.
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