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Abstract. We identify two ways of introducing negative numbers. In the first
one, a totally ordered set (L, <) is presupposed, an element 0 in L is arbi-
trarily taken, and a number a is negative when a < 0. In the second one,
a negative number is defined by the formula a + (—a) = 0. From a mathe-
matical perspective, the first method involves the idea of a totally ordered
group (G, +,0, <), while the second one considers the idea of the algebraic
group (G,+,0) alone. Through the analysis of source texts, we show that
the first model originates in John Wallis’ 1685 Treatise of Algebra, while the
second one comes form the theory of polynomials, as developed by Descartes
in his 1637 La Géométrie. In mathematical education, the first model is ap-
plied in the overwhelming majority. Still, we identify a theory that applies
to the second model. We show how to develop it further and simplify the
representation of the operation a + (—a) = 0 by turning the second model
into a tablet game.

1. Wstep

Matematyka grecka badala liczby i wielkosci. Liczby byly definiowane jako
wielos¢ monad, co okreslato raczej ich wlasnosci ontologiczne niz matematyczne.
Z uwagi na operacje, jakie przeprowadzono na liczbach, ich wspélczesnym odpo-
wiednikiem sa liczby naturalne. Pojecie wielko$ci odnosito si¢ do obiektéw geome-
trycznych: wielkosé oznaczala dostownie odcinek, a nie dtugoéé odcinka, kwadrat —
a nie pole kwadratu, szeScian — a nie objetos¢ szescianu. Za wspdlczesny odpowied-
nik wielkosci mozna uznaé liczbe rzeczywista dodatnia, za pomocy liczby rzeczy-
wistej opisujemy bowiem dilugo$¢, pole czy objetosé.

Podzial na liczby i wielko$ci zostal przeniesiony do matematyki nowozytnej
i trwal do konca XVII wieku. Z czasem rozréznienie to stopniowo zacieralo sie, az
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na przelomie XIX i XX wieku wprowadzono — za pomoca aksjomatéw lub kon-
strukecji — rézne struktury liczbowe: liczby zespolone, kwaterniony, liczby rzeczy-
wiste, naturalne i wymierne (w takiej wasnie kolejnosci).

Powszechnie przyjmuje sie, ze liczby ujemne wprowadzono do matematyki eu-
ropejskiej w XVII wieku. Istotnie, po raz pierwszy zostaly one zastosowane przez
Kartezjusza w La Géométrie (1637), a pdzniej przez Johna Wallisa w Treatise
of Algebra (1685). Proces ten w pierwszym rzedzie dotyczyl wielko$ci ujemnych,
a dopiero w drugiej kolejnosci liczb. Fakt, ze wielkosci i liczby byly wiazane
z przedmiotami — obiektami geometrycznymi czy monadami — pozwala zrozu-
mie¢, dlaczego liczby ujemne pojawialy si¢ w matematyce tak p6zno. Trudnosé,
jaka musieli pokonaé i Kartezjusz, i Wallis, polegata na tym, ze pojecie wielkosci
odnosito sie do obiektéw geometrycznych i nie byto przedmiotéw, ktére mozna byto
nazwaé ujemnymi obiektami geometrycznymi, podobnie, nie bylo przedmiotow,
ktoére mozna bylo nazwaé ujemnymi monadami. W obydwu przypadkach liczby
ujemne wprowadzono wiec na mocy konwencji: u Wallisa byto to polozenie wzgle-
dem wybranego punktu na osi liczbowej, u Kartezjusza czysto matematyczna
reguta a + (—a) = 0, gdzie a oznaczalo odcinek, za$ znak minus zyskal znaczenie
w teorii wielomiandéw.

Historia pokazuje, ze pojecie liczby ujemnej jest trudne — jest zawile dlatego, ze
nie ma oczywistej reprezentacji. Podczas, gdy liczby naturalne mozna wprowadzaé
za pomoca konkretnych przedmiotéow, kamykow, guzikéw itp., gdy liczby rzeczy-
wiste mozna wigzaé z obiektami geometrycznymi i wskazywaé¢ na dlugo$é od-
cinka, pole kwadratu, objeto$¢ szeécianu, to wprowadzenie liczb ujemnych wiaze
sie nie z przedmiotem, a z konwencja. Jest to wprost widoczne w zapisie Podstawy
Programowej, gdzie czytamy: ,[Uczen] podaje praktyczne przyklady stosowania
liczb ujemnych”!. Te praktyczne przyklady to konwencje zycia spolecznego: dlug,
temperatura ponizej zera, winda i pietra budynku ponizej poziomu 0, depresja
w znaczeniu geograficznym. W przyktadach tych nie sposéb wskaza¢ przedmiot czy
zjawisko, ktore bedzie konkretyzacja pojecia liczba ujemna — zmieniajac potozenia
punktu 0, to co byto dodatnie, moze staé si¢ ujemne lub odwrotnie. Wskazane
przyklady ilustrujg idee osi liczbowej — ciaglej, R, lub dyskretnej, Z. Dokladniej,
zakladaja obraz linii geometrycznej, zbioru liniowo uporzadkowanego (L, <), na
ktory nakladana jest skala liczbowa (R, +,0, <) czy (Z, +, 0, <), przy czym 0 moze
byé przypisane dowolnemu elementowi 2. To, co jest kluczowe dla pojecia liczby
ujemnej, czyli operacja 1+ (—1) = 0, jest w tych przykladach albo przyjete jako
oczywiste, albo objasniane za pomoca porzadku na linii (L, <) i to wlasnie ten
porzadek jest opisywany konwencjami: ruch w prawo — ruch w lewo, w gore —
w doél, otrzymalem — stracilem, cieplej — zimniej. Operacja 1+ (—1) = 0 czy to
w grupie (R,+,0), czy (Z,+,0), jest wiec objasniania za pomoca porzadku <,
ktéry nie jest matematycznie opisany.

Swiat nowych technologii pozwala rozszerzy¢ zakres przykladéw, do ktérych
mozna sie odwolywaé, wprowadzajac liczby ujemne. Doskonalym narzedziem jest
gra, Minecraft. Jest ona przewidziana dla dzieci w wieku 7-16 lat i w sposéb zu-

17Z0b. Podstawa programowa ksztatcenia ogélnego z komentarzem. Szkola podstawowa.
Matematyka: (2017). Dobra Szkota. MEN i ORE
2Zob. R. Dedekind, Cigglos¢ i liczby niewymierne, §2; w niniejszym tomie.
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pelnie naturalny, to jest bez Zzadnego wstepnego przygotowania, bez instrukcji
i regul, wprowadza w $wiat, ktérego czesci sa lokalizowane za pomoca wspolrzed-
nych kartezjanskich na ptaszczyznie Z x Z. Po kilku sesjach gracz doskonale wie,
gdzie szuka¢ wyspy o wspélrzednych (—10,100), wie, ze odlegto$é od —3 do 5
wynosi 8, a od —3 do —1 wynosi 2. Jezeli nauczyciel, ktéry ma wprowadzi¢ po-
jecie ukladu kartezjanskiego, pozna te gre, to wystarczy, ze na pierwszej lekcji
powie, ze bedzie zajmowal si¢ kordami — taka spolszczona wersja stowa co-ordinate
funkcjonuje w slangu graczy na oznaczanie wspoélrzednych kartezjanskich — i moze
przyjaé, ze stuchacze maja juz uksztaltowane wstepne intuicje dotyczace uktadu
kartezjanskiego i dzialan w grupie (Z, +,0). Przyklad ten $wiadczy o tym, ze to
nauczyciel, aby udoskonali¢ nauczanie, powinien poznaé¢ konwencje, ktérymi ope-
ruja uczniowie.

W artykule skupiamy sie jednak nie na konwencjach zwiazanych z wprowadze-
niem liczb ujemnych, ale na reprezentacjach. Czy w przypadku liczb ujemnych
jest to mozliwe, czy mozna wskaza¢ jakie$ realne odpowiedniki liczb ujemnych?
Czy mozna reprezentowaé operacje 1 + (—1) = 0 inaczej niz za pomoca porzadku
opartego na konwencji?

W dobie wspélczesnych technologii pojecie konkretu i zwiazanych z tym re-
prezentacji nabiera nowego sensu: $wiat wirtualny jest oczywiScie rézny od re-
alnego, ale z drugiej strony przedmioty wirtualne sa czyms$ wiecej niz konwencja
spoteczna. Gdy konwencja spoleczna lub reguta matematyczna, na ktorej sa oparte
liczby ujemne, zostanie przeniesiona w Swiat wirtualny i polaczona z ekranem
dotykowym, wtedy moze by¢ powigzana z konkretnym aktem fizycznym, a to
z kolei moze wytworzy¢ nowa jakosé w nauczaniu®.

W artykule omawiamy stosowane we wspotczesnej dydaktyce sposoby wpro-
wadzania liczb ujemnych. Szczegdlna uwage poswiecamy systemowi guziczkowemu,
ktory jest uznawany za najbardziej efektywny. Pokazujemy, jak mozna zmody-
fikowaé¢ go do wersji na ekran dotykowy, tak aby dzialanie 1 4+ (—1) = 0 mialo
konkretny odpowiednik — konkretny, ale w $wiecie wirtualnym. Cze$¢ dydakty-
czna poprzedzimy analiza historyczna.

2. Historia liczb ujemnych

W matematyce greckiej pojecie liczby, dpituéde, odnosito sie do tego, co wspdl-
czednie nazywamy liczbg naturalna, przy czym 2 byto najmniejsza liczba, 1 utozsa-
miano z monada, povdg, za$ liczbe w ogdle definiowano jako wielo§¢ monad. Przed-
stawienia liczby w postaci koralikéw, kamykdéw, guziczkéw itp. dobrze reprezentuja
te idee*. Matematyczne i filozoficzne podstawy greckiej arytmetyki sa wylozone
w ksiegach VII-IX FElementow Euklidesa; drugie znaczace dzielo z teorii liczb,
rozwijajace raczej praktyke matematyczng niz jej podstawy to Arytmetyka Dio-
fantesa z Aleksandrii.

3W artykule pomijamy technologie bardziej zaawansowane, wykorzystywane np. w urzadze-
niach Oculus czy Kinect, bo w odréznieniu od ekranéw dotykowych, nie sg one jeszcze powszech-
nie dostepne.

4Dla jasnosci nalezy to odréznié od kamykéw, czy koralikéw na liczydle, gdyz takie przed-
stawienie wiaze si¢ juz z zapisem pozycyjnym.
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Podstawowe pojecie geometrii greckiej to wielko$é, uéyedoc®. Wielkosci to
obiekty geometryczne: odcinki, katy, tréjkaty, wielokaty wypukte, bryty, przy czym
odcinki stanowia jeden rodzaj, katy inny rodzaj itd. O wielko$ciach w sposéb
og6lny i aksjomatyczny traktuje ksiega V FElementow. Wielkosci tego samego ro-
dzaju, powiedzmy odcinki®, tworza struktura (M,+, <), gdzie porzadek < jest
liniowy, a dodawanie + laczne i przemienne. Zwiazki miedzy dodawaniem i porzad-
kiem zadane sa aksjomatami:

1 (Vz,y)(3n € N)(nz > y),
2 (Vo,y)(F2)(z <y =z +2=1y),
3 (Ve,y,2)(z<y=z+z<y+2),
4 (Vr)(Vn € N)(Jy)(ny = ),
5 (Va,y,2)(Fv)(z :y 2 :v).

E1 to aksjomat Archimedesa, w Elementach wystepuje on jako definicja V.4.

W aksjomacie E2 odnajdujemy ograniczone odejmowanie, tzn. mozemy przyjac,
ze z = y — z, ale przy zalozeniu, ze x < y. Operacja odejmowania, nawet ogra-
niczonego, wprost nie wystepuje w matematyce greckiej; w tekstach Zrédtowych
zaleznoéé E2 jest mniej wiecej tak oddawana’: jezeli x jest mniejszq, za$ y wiekszq,
to dla pewnego z jest y == + z.

E3 to zalezno$é, ktora wspdlczednie nazywamy zgodnoscia porzadku z do-
dawaniem.

W zwiazku z aksjomatami E1, E2, E3 zauwazmy, ze w matematyce greckiej
relacja mniejszy wigkszy wystepuje przede wszystkim na gruncie geometrii; w aryt-
metyce takze jest stosowana, ale pelni duzo mniejsza role niz w geometrii®.

Aksjomat E4 formalizuje powszechne przekonanie Grekéw, ze to co ciagle,
czyli obiekty geometryczne, w szczegdlnosci odcinki, jest podzielne na czesci, ktore
sq dalej podzielne®.

W aksjomacie E5 jest zagwarantowane istnienie tzw. czwartej proporcjonalnej;
symbol z : y :: z : v odnosi si¢ do proporcji wielkosci.

Teoria proporcji jest rozwijana w ksiedze V i spelniala w matematyce greckiej
taka role, jaka we wspdlczesnej geometrii pelni arytmetyka liczb rzeczywistych.

Stacinskie magnitudo, francuskie quantité, angielskie magnitude lub quantity, niemieckie
Gréfie lub Quantitdt.

6Euklides nazywa odcinek linig, prostg ograniczong, el mnencpocuévn; w  tradycji
wywodzace]j sie od Arystotelesa, ktéra — przypomnijmy — oddzialywata na nauke jeszcze w XVII
wieku — odcinek nazywano dlugoscig, uiixoc. Wspoélczesnie — jak wiemy — dlugos¢ to liczba
(rzeczywista) przypisana odcinkowi, a nie sam odcinek

7Zob. P. Blaszczyk, K. Mréwka, Euklides, Elementy, Ksiegi V-VI. Tlumaczenie i komentarz,
Copernicus Center Press, Krakéw 2013.

8W ksigzce S. Dehaene, The Number Sense, Oxford University Press, Oxford 1997, relacja
mniejszy-wiekszy jest badana jedynie na gruncie arytmetyki; i chociaz praca ta zawiera
odniesienia historyczne (m.in. Rzym, Chiny, Babilonia), to tradycja grecka nie jest w niej w ogdle
obecna, mimo ze matematyka wyrasta przede wszystkim z tradycji greckiej. Ksiazka Dehaene
zyskala duzg stawe w srodowiskach cognitive science i zaczeta juz oddzialywaé na dydaktyke
matematyki okresu wczesnoszkolnego.

9Jest to parafraza zdania ,wszystko ciagle jest podzielne na te, ktére sg podzielne na zawsze
podzielne”, Arystoteles, Physica, 231a 15-16, w: 1. Bekker (ed.), Aristotelis Opera, Georg Reimer,
Berlin 1831, ti. P. Blaszczyk, K. Mréowka.
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Dalej, w ksiedze VI Elementow wylozona jest teoria figur podobnych. W antycznej
teorii proporcji stosunek a : b nie ma znaczenia matematycznego, pelnoprawnym
obiektem matematycznym — to znaczy takim, ktory jest zdefiniowany i przeksz-
talcany — jest proporcja; w szczegdlnosci w matematyce greckiej nie istnieje po-
jecie skali podobienistwa, a wszystkie znane twierdzenia o figurach podobnych sa
wyrazone za pomoca proporcji. W teorii proporcji wystepuja wprost figury geo-
metryczne, np. odcinki i trojkaty, a nie tak jak wspélczednie — dlugosci odcinkdw
czy pola figur. Tak na przyklad twierdzenie VI.1 stanowi: Trdjkqty o tej samej
wysokosci majq sie tak do siebie jak ich podstawy. Oznaczajac trojkaty jako T, Ts,
ich podstawy jako a, b, dostaniemy 717,75 :: a : b.

Wspbdlczesnym odpowiednikiem pojecia wielkosé jest wiec nie liczba w ogdle,
ale raczej dhugos¢ odcinka, pole figury badz miara kata. Gdy wielkos¢ jest rozumia-
na jako obiekt geometryczny, to tatwiej zrozumieé, dlaczego tak dtugo w matema-
tyce nie bylo wielkosci zerowej i ujemnej. Podobnie wspoélczesnie, nie przyjmujemy
ujemnej dlugoéci, odlegtosci czy ujemnego pola figury.

Do tego szkicowego opisu dodajmy jeszcze jedna uwage zwigzana z pierwszym
w historii przedstawieniem osi liczbowej. Ot6z w ksiedze V wielkosci s traktowane
abstrakcyjnie i wéwczas sa reprezentowane jako odcinki. Oto dla przykladu teza
twierdzenia V.11 wraz z towarzyszacym mu diagramem, ktére traktuje o przechod-
niodci proporcji:

,Te same w tym samym stosunku sa ze soba takze w tych samych.

Ar— CrH— Er——
B+— D+— Fr—
G—+— H——— K | |

L—+——— Mt : t

Z

Niech bowiem bedzie, ze jak A do B, tak C do D, jak za$ C do D, tak E do F.
Twierdze, ze jak A jest do B, tak E do F”19.

W matematyce greckiej, odcinki sa przedstawiane na diagramach z koricami
w postaci krétkich pionowych kresek — sa to odcinki domkniete (we wspolczes-
nym rozumieniu). Dodajmy wreszcie, ze w ksiegach VII-IX liczby naturalne sa
przedstawiane podobnie, jako odcinki.

3. John Wallis. Liczby ujemne na osi liczbowej

Treatise of Algebra Johna Wallisa wydano w roku 1685. Praca ta odegrala
znaczaca role w rozwoju rachunku rézniczkowego. Nizej prezentujemy ttumaczenie
fragmentu dotyczacego liczb ujemnych. Z perspektywy generalnego planu traktatu,
watek ten ma pomniejsze znaczenie, z czasem stal sie jednak stawny, bo zawiera
pierwsze w historii matematyki przedstawienie osi liczbowej. Przez odwolanie do
osi Wallis wprowadza liczby ujemne.

10p, Blaszczyk, K. Mréwka, op. cit., s. 31.



[10] Piotr Btaszczyk, Mirostawa Sajka

»Niemozliwe jest, aby dowolna wielko$¢ (quantity) byla ujemna. [1] Nie jest bowiem
mozliwe, aby wielko$é¢ (magnitude) byla mniejsza od niczego (nothing), czy aby
liczba (number) byla mniejsza niz nic (none). Jednakze zalozenie o wielkosciach
ujemnych (negative quantities), gdy tylko poprawnie rozumiane, nie jest ani ab-
surdalne, ani nieuzyteczne. I chociaz z uwagi na sama tylko notacje algebraiczna
wprowadza wielkosci mniejsze od niczego (quantities less nothing), [2] to w zasto-
sowaniach fizycznych oznacza wielkosci réwnie realne, jak w przypadku znaku +,
nalezy im tylko nadaé przeciwne (contrary) znaczenie.

Dla przyktadu przyjmijmy, ze mezczyzna posunal sie do przodu (z A doB) o 5
jardéw, a nastepnie cofnatl sie (z B do C) o 2 jardy. Wéwczas na pytanie, o ile sie
przesunal (w calym tym marszu), gdy znalazl sie w C, albo o ile jardéw przesunal
sie w stosunku do A, odpowiem (odejmujac 2 od 5), ze przesunal si¢ o 3 jardy (bo
+5-2=+43).

Gdy jednak przesunie sie o 5 jardéw do B, a nastepnie cofnie o 8 jardéw do
D i wtedy zapytamy, o ile sie przesunal z A, gdy znalazl sie w D, to odpowiem,
ze o —3 jardy (poniewaz +5 — 8 = —3), to znaczy przesunal sie w lewo o 3 jardy
mniej niz nic (nothing). [...] W rezultacie —3 réwnie dobrze definiuje punkt D, jak
+3 definiuje punkt C; przy czym nie do przodu, jak si¢ spodziewano, ale do tylu
wzgledem A. Zatem +3 oznacza trzy jardy do przodu, a —3 oznacza 3 jardy do
tytu, ciagle jednak na tej samej linii prostej. I kazda wyznacza (przynajmniej na
tej samej nieskonczonej linii) jeden i tylko jeden punkt, i tak jest z wszystkimi
réwnaniami liniowymi (lateral equations), ze maja dokladnie jeden pierwiastek
(root). A co jest dopuszczalne z odcinkami, z tego samego powodu musi byé tez
dopuszczalne z figurami”!!.

Ze zdania [1] wynika, ze Wallis ma na uwadze przedstawienie wielkosci jako
obiektu geometrycznego i liczby jako mnogosci monad, stad ma wynikaé niemozli-
wos¢ ujemnych wielkosci i liczb. Niemozliwosé ta jest raczej ontologiczna niz ma-
tematyczna — pochodzi z teorii bytu, a nie jakiejs teorii matematycznej. W zdaniu
[2] Wallis stwierdza, ze liczby ujemne sg tak samo realne jak dodatnie, trzeba
jedynie nadaé realny sens pojeciu przeciwny. Z nastepnego akapitu wnosimy, ze
przeciwny oznacza poruszajacy sie w przeciwnym kierunku. O$ przedstawiona na
diagramie moze by¢ interpretowana jako R lub Z. Z uwagi na zakladane pojecie
ruchu jest to o§ uporzadkowana liniowo, a z innych fragmentéw traktatu wynika,
iz porzadek ten jest zgodny z dodawaniem, czyli o liczbowa przedstawiona na dia-
gramie to (R, +,0, <) lub (Z,+,0, <), gdzie 0 oznacza wyrdzniony przez Wallisa
punkt A. Wprowadzajac liczby ujemne, Wallis zaklada wiec w sposéb niejawny
pojecie porzadku liniowego zgodnego z dodawaniem.

Reasumujac. Wallis wprowadza liczby ujemne zaktadajac, ze na linii dany jest
porzadek liniowy, ktéry nie jest opisany matematycznie, a raczej metaforycznie,
przez obraz ruchu, w szczegdlnoscei oczywistosé operacji 1+ (—1) = 0 opiera sie na

11 John Wallis, Treatise of Algebra, John Playford, London 1685, s. 264-265, ti. P. Blaszczyk,
K. Mréwka. Numery zdan zostaly dodane.
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niejawnych zalozeniach dotyczacych tego porzadku: postepujac krok do przodu,
a pézniej do tytu, wrécimy do punktu wyjscia.

We wspolczesnej dydaktyce techniki wprowadzania liczb ujemnych w zde-
cydowanej wiekszosci nawiazuja do tego modelu, podobnie w sposéb niejawny
zakladaja porzadek liniowy zgodny z dodawaniem, na jako$ przedstawionej linii
(ciaglej lub dyskretnej).

4. Kartezjusz. Liczby ujemne jako pierwiastki réwnan

La Géométrie Kartezjusza wydano w roku 1637. Praca ta odegrata kluczowa
role w zmianie paradygmatu opartego na teorii proporcji na paradygmat nowozytny,
w ktérym odcinki tworza strukture ciala uporzadkowanego. Kartezjusz mianowicie
przyjal odcinek jednostkowy, 1, zdefiniowal dodawanie, dzielenie i pierwiastkowanie
odcinkow tak, ze wynik dzialania byt odcinkiem. W rezultacie odcinki utworzytly
strukture (F, +, -, +, NE 1, <); uwzgledniajac zaleznosci miedzy dzialaniami, two-
rzyty one strukture ciala uporzadkowanego z tym zastrzezeniem, ze nie byto ani
odcinkéw ujemnych, ani odcinka zerowego (Fi,+,-,1,<). Jednakze specyficzne
rozumienie odcinka ujemnego pojawia sie w La Géométrie w teorii wielomiandw.

4.1. Pierwiastki wielomianéw w La Géométrie

La Géométrie sklada sie z trzech ksiag, teoria wielomianéw jest wylozona
w ksiedze III. W ksiedze II poznajemy, jak zadanie geometryczne mozna zapisaé
w postaci wielomianu, w III — jak konstruowaé¢ pierwiastki wielomiandw.

Kartezjusz nie podaje wprost definicji pierwiastka, ale z kontekstu wnosimy,
ze gdy ¥ (x) jest wielomianem, to odcinek z spelniajacy réwnanie ¢(z) = 0 lub
réwnowazne mu jest pierwiastkiem wielomianu 1(z). Takie rozumienie pierwiastka
wystapi wprost w ksiedze III, w ksiedze I jest ono przedstawione w mniej abs-
trakcyjnej postaci, mianowicie jako rownosé odcinkéw. Oto odpowiedni fragment
ksiegi I:
sten pierwiastek (racine), lub nieznana linia, daja sie latwo znalezé. Jesli bowiem
mamy na przyklad 22 = az + bb, to konstruuje tréjkat prostokatny NLM, w ktérym
bok LM jest réwny b — pierwiastkowi kwadratowemu znanej wielkosci bb, a drugi,
LN, jest réwny %a — polowie drugiej znanej wielkosci, pomnozonej przez z, o ktérej
zakladam, ze jest linia nieznana. Dalej, przedtuzajac MN — podstawe tréjkata, az
do O, tak by NO byla réwna NL, caloéé OM jest szukana linig 27'2.

12 (Descartes 1637, 302).
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Rysunek 1. Kartezjusz, Geometria, s. 302.

Odcinek OM jest wiec pierwiastkiem réwnania 22 — az — bb = 0, przy czym a,b
oraz z sa odcinkami.

Przedstawiona konstrukcja jest interpretacja twierdzenia 111.36 z Elementow
oparta na definicji mnozenia, dlatego w ksiedze I, na poczatku traktatu, Kartezjusz
zapisuje réwnanie nie w postaci z2 — az — bb = 0, ale jako réwnosé odcinkéw
22 oraz az + bb. W kolejnych akapitach pokazuje, jak skonstruowaé pierwiastki
réwnan z? = —az + b? oraz 22 = az — b%>. W zadnym przypadku nie uwzglednia
rozwigzan, ktore dzisiaj nazywamy ujemnymi. Wiecej, nie rozwaza tez réwnania
22 = —az — b2

Minus wystepujacy w tych réwnaniach jest interpretowany na gruncie aksjo-
matu E2: kazde réwnanie moze by¢ przeksztalcone do rownosci wyrazen opisu-
jacych odcinki, na przyklad zamiast z?> = —az + b? moze przyjaé 22 + az = b2.
Mozna wnosié, ze réwnanie 22 = —az — b® nie jest rozpatrywane, bo w zakladanej
w ksiedze I czysto geometrycznej interpretacji, 22 bylby odcinkiem ujemnym.

W ksiedze 111 ograniczenie wynikajace z aksjomatu E2 przestanie obowigzy-
wacé. Kolejny cytat pochodzi z ksiegi I11.

»[1] w kazdym réwnaniu, ile nieznana wielkos$é (quantité) ma wymiardw, tyle moze
byé réznych pierwiastkéw, to znaczy wartosci (valeurs) tej wielkosci; [2] bo na
przyktad, jesli zalozymy, ze z jest réwne 2, lub x — 2 jest réwne niczemu (egal
a rien), i znowu x = 3, albo x — 3 = 0, to [3] mnozac te dwa réwnania x —2 =0
oraz x — 3 = 0, jedno przez drugie, otrzymujemy réwnanie xx — 5x + 6 = 0, albo
zx = bx — 6, w ktérym wielko$é = ma wartod§é 2 i zarazem warto$¢ 3. [4] Jesli
znowu mamy = — 4 = 0 i mnozymy te sume przez xx — 5x + 6 = 0, to otrzymamy
inne réwnanie 23 — 9zx + 26z — 24 = 0, w ktérym z, majac trzy wymiary, ma
réwniez trzy wartosci 2, 3, i 4713,

Ad 1. Nieznana wielko$¢ to x, jej wymiar to wyktadnik potegi, np 3. Novum
La Géométrie polegalo na tym, ze gdy we wczesniejszej matematyce jedynie wyraze-
nia z, 2, 2> mialy sens matematyczny, bo odpowiadaly im obiekty geometryczne —
odcinek, kwadrat, szescian, to w systemie Kartezjusza, wyrazenia 22, 23, ale takze
x4, 2% itd. — dzieki temu, ze wynikiem mnozenia odcinkéw jest odcinek — oznaczaly
odcinki.

13 (Descartes 1637, 372). Numery zdan zostaty dodane.
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Ad 2. Zalezno$ci 2 —2 =0, 3 — 3 =0, czy po prostu
1+(-1) =0, (1)

sg przyjmowane bez uzasadnienia.

Ad 3. W tym zdaniu bez uzasadnienia przyjmowana jest regula (—2)-(—=3) = 6,
podobnie bez uzasadnienia przyjmowana jest regula (+1)-(—1) = —1. W rezultacie
Kartezjusz stosuje reguly

(D-(=D=1 - (-1)=-1 (2)

Reguly (1), (2) sa stosowane w wielu miejscach ksiegi I11.

Zauwazamy tez, jak Kartezjusz prowadzi czytelnika od konwencji geometrycznej,
opartej na réwnosci odcinkéw xx = dx — 6, do czysto algebraicznej postaci xz —
5z + 6 = 0 w pierscieniu wielomianéw.

Ad 4. Liczby 2,3, 4 sa pierwiastkami wielomianu ¢ (z) = 2® — 9zx + 262 — 24,
bo ¥(2) = ¢¥(3) = ¥(4) = 0. To jest wlasnie drugie, abstrakcyjne rozumienie
pierwiastka, o ktérym wspominalismy wyzej.

W nastepnym akapicie pada pojecie ,falszywego” pierwiastka:

wZdarza sie jednak czesto, ze niektdre z pierwiastkéw sa falszywe (faussent) lub
mniejsze od niczego (moindres que rien). Jesli zakladamy, ze x okresla réwniez
brak (defaut) wielkosci 5, wtedy otrzymujemy: x + 5 = 0, ktére bedac pomnozone
przez x® — 9z + 26z — 24 = 0, daje 2* — 423 — 1922 4+ 1062 — 120 = 0, réwnanie
z czterema pierwiastkami, mianowicie trzema prawdziwymi 2, 3,4, oraz jednym
falszywym 5714,

Od pierwszych stron La Géométrie do tego miejsca litera x oznaczala odcinek,
wielkosé. Wystepujaca w cytowanym fragmencie rowno$é x 4+ 5 = 0, nie moze byé
przeksztalcona do postaci geometrycznej x = —5. Stad wynikaja specjalne zabiegi
jezykowe: pierwiastek falszywy, mniejszy od niczego. Kartezjusz nie pisze wprost
o fatszywym odcinku.

Pierwiastek ujemny jest co prawda wiazany z brakiem, z porzadkiem — jest
,mniejszy niz nic” — ale sens matematyczny nadaje mu formuta = +5 = 0, a dalej,
fakt, ze czynnik (z + 5) wystepuje w rozkladzie wielomianu, mianowicie

(x+5)(x —2)(z — 3)(z — 4) = (2* — 42> — 1922 + 1062 — 120).

Takie algebraiczne podejscie jest zapisane w nastepujacej regule:

»Widaé¢ wyraznie, ze suma réwnania [czyli wielomian ¢(z) — P.B.], ktére za-
wiera kilka pierwiastkéw, moze by¢ zawsze podzielona przez dwumian zlozony
z wielkosci nieznanej minus warto$¢ jednego dowolnego prawdziwego pierwiastka
[czyli (x —a) — P.B.] lub plus wartosé¢ jednego falszywego, dzigki czemu o tyle samo
zmniejszamy jego wymiar”1°.
Cazyli,
(z —a)lY(z) = ¢(a) = 0. (3)

M (Descartes 1637, 372).
15 (Descartes 1637, 372).
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,1 odwrotnie, jesli suma réwnania nie moze zosta¢ podzielona przez dwumian
ztozony z nieznanej wielkosci + lub — jaka$ inna wielkos¢, to $wiadczy to o tym,
ze ta inna wielko$¢ nie jest wartoscia zadnego pierwiastka” (s. 373).

Cazyli

(2 — a) { () = (a) 0.

Ostatecznie

(z —a)l(z) & ¢(a) = 0. (4)

Jezeli wigc zachodzi
(z +5)|(z* — 423 — 1922 4+ 1062 — 120),

to 5 jest falszywym pierwiastkiem.

Do pierwiastkéw ujemnych dochodzi Kartezjusz takze na podstawie nastepu-
jacej reguly:

,badajac kolejno wszystkie wielkosci, ktére moga dzieli¢ bez utamka ostatni wyraz,
nalezy sprawdzi¢, czy ktéras z nich polaczona z wielkoécia nieznang znakiem +
lub — moze utworzyé dwumian, ktéry dzieli cala sume”!S.

W przykladzie ilustrujacym te regule jako dzielniki 64 Kartezjusz wskazuje
liczby 1,2,4,8, 32,64, ale szukajac pierwiastkéw sprawdza takze dzielniki ujemne
—1,-2,—4,-8,—-32,—64.

Obok ujemnych Kartezjusz rozwazala takze zespolone pierwiastki:

,Zreszta, zaréwno prawdziwe, jak i falszywe pierwiastki nie zawsze sa rzeczywiste
(reelles), ale czasem tylko urojone (imaginaires), co oznacza, ze w kazdym réw-
naniu mozna zawsze wyobrazi¢ sobie ich tyle, ile wymienitem. Zdarza si¢ jednak,
ze nie ma zadnej wielkosci odpowiadajacej tym urojonym, w ten sposéb znowu
mozemy wyobrazié sobie trzy w tym z3 — 6xz + 13z — 10 = 0, ale tylko jeden
jest rzeczywisty, 2, za§ dwa pozostale, powigkszane, pomniejszane lub mnozone
w przedstawiony przeze mnie sposob, pozostaja urojone”!”.

Ten watek nie jest dalej rozwijany, ale warto si¢ przy nim zatrzymaé. Wielo-
mian x® — 6z + 13z — 10 przedstawia sie w postaci

23 —6zr + 132 — 10 = (z — 2)(x — 24 14)(x — 2 — ).

Liczby zespolone nie tworza — jak wiadomo — ciala uporzadkowanego i w tym
przypadku metafory oparte na porzadku — brak, mniej niZ nic — nie mialyby
matematycznego uzasadnienia. Liczba 2 + i jest pierwiastkiem wielomianu x® —

6zz + 13z — 10 jedynie na mocy reguly (4).

16(Descartes 1637, 381). W teorii wielomianéw znane jest twierdzenie: Jezeli wielomian ma
wspotczynniki calkowite, to kazdy pierwiastek calkowity jest dzielnikiem wyrazu wolnego.
Kartezjusz nie pisze o podzielnosci w pierscieniu liczb calkowitych, ale o ,podzielnosci bez
utamka”.

17 (Descartes 1637, 380).
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4.2. Trysekcja kata

Pokazemy teraz jak Kartezjusz stosuje falszywe pierwiastki w zagadnieniu try-
sekeji kata. Zadanie sklada sig¢ z trzech czesci: (1) ulozenie réwnania, (2) kon-
strukcji pierwiastkéw, (3) sprawdzenie. Czytamy:

,Tak samo, jesli chcemy podzieli¢ kat NOP, lub tuk, lub cze$é¢ okregu NQPT
na trzy réwne czesci, przyjmujac NO = 1 za promien okregu, NP = ¢ za cie-
ciwe danego huku oraz NQ = z za cieciwe jednej trzeciej tego tuku, otrzymujemy
réwnanie 2> = 3z — ¢. Rysujac bowiem linie NQ, OQ, OT oraz prowadzac QS
rownolegla do TO, widzimy, ze jak NO jest do NQ, tak NQ do QR, oraz QR do
RS, tak ze jedli NO jest 1 i NQ jest z, to QR jest zz i RS jest z3; a poniewaz
potrzeba tylko RS lub 23, aby linia NP, ktéra jest g, byta potrojeniem NQ, ktéra

jest z, to mamy q = 3z — 23, lub 23 = 32 — ¢"'8.
Q T
N%ﬁ\p
S 0]

Rysunek 2. Kartezjusz, Geometria, s. 396. Trysekcja kata. Analiza

Istotnie, mozna pokazaé'®, ze odcinek NP jest réwny 3z — 23, zatem q =
3z — 23, lub

23 —32+q=0. (5)

W ten sposéb zagadnienie trysekcji zostalo sprowadzone do wielomianu.

Konstruujac pierwiastki réwnania (5), Kartezjusz zaklada, ze na plaszczyznie
dana jest parabola y = x2 oraz jej oé. Jest to wiec konstrukcja za pomoca cyrkla,
linijki i paraboli. Na osi paraboli odktadane sg punkty C, D tak, ze AC = %, CD =
%. Z punktu D prowadzona jest prostopadta do osi, na ktérej odktadany jest punkt
FE tak, ze ED = %q. Ze srodka E zakreSlany jest okrag o promieniu EFA. Przetnie
on parabole w punktach g, G, F. Opuszczajac z tych punktow prostopadte do osi
paraboli wyznaczone zostana punkty k, K, L. Odcinki kg, KG sa pierwiastkami
réwnania, za$ F'L jest ,falszywym” pierwiastkiem.

18 (Descartes 1637, 396-397).
19Zob. (Btaszczyk, Mréwka 2015, 296-298).
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Rysunek 3. Trysekcja kata. Konstrukcja pierwiastkow

Trzeci etap, polega na sprawdzeniu czy wskazane odcinki spelniaja réwnanie
(5). Sam Kartezjusz nie zajmuje sie takimi szczegélami. Pokazemy, ze F'L spelnia
réwnanie (5). W tym celu konstruujemy tréjkat prostokatny EFO. Przyjmujac
FL = z, na podstawie réwnania paraboli dostajemy AL = z2. Skoro AD = 2, to
EO = 2% — 2. 7 konstrukcji wynika, ze ED = %q oraz FO =FL — ED.

Stosujac do tréjkata EFO twierdzenie Pitagorasa otrzymujemy

EF? = FO?+ EO?
1 2
= (z— §Q)2 + (2" - 2)

1
zz—zq+1q2+z4—4z2+4.

Odcinek EF jest promieniem okregu uzytego w konstrukcji, zatem EF? =
%(f + 4. Podstawiajac to do ostatniego réwnania i redukujac wyrazy podobne
dostajemy:

2t =322 4 2q=2(2-32—¢q)=0.

Stad 23 —3z —q = 0 oraz —1(z3 — 32 — q¢) = 0. Przyjmujac podstawienie z = —FL,
dostajemy

(-FL)> = 3(~FL)+q=0.

Reasumujac, dla wywodu Kartezjusza kluczowa jest regula (1). Wystepujacy
w (1) znak 0 nie jest zwiazany z osia liczbowa. W tym senie liczby ujemne wpro-
wadzone sa w grupie algebraicznej (G, +,0).

Regula (2) dotyczy operacji na znaku — wprowadzanym w (1).

Pierwiastki falszywe sa tak samo odcinkami jak zwykle (bezprzymiotnikowe)
pierwiastki: z matematycznego punktu widzenia oznacza to, ze sa opatrzone zna-
kiem —, ktére podlega prawom (1), (2).
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5. Poréwnanie. Dwa modele liczb ujemnych

Sposoby wprowadzenia liczb ujemnych, jakie znajdujemy u Wallisa i Kartezju-
sza, mozna przypisa¢ do réznych modeli matematycznych. U Wallisa liczby ujemne
sa wprowadzane w grupie uporzadkowanej (G, +, 0, <), przy czym reguly dotyczace
porzadku nie sa wyeksplikowane, 0 jest ustanawiane na osi na mocy konwencji i od-
powiednio na mocy tej konwencji wydzielana jest cze$¢ ujemna i dodatnia, na mocy
tej konwencji oparta jest tez regula 1+ (—1) = 0.

U Kartezjusza minus, —, oraz 0 maja sens w grupie algebraicznej (G, +,0) na
gruncie reguly (1). Regula (2) wiaze sie z tym, ze Kartezjusz wprowadzil réwniez
mnozenie odcinkéw2C.

Czy mozna pokazaé, ze jedno podejscie jest bardziej podstawowe niz drugie?
W tym celu odwotamy sie do idei grupy, w ktérej porzadek jest wyznaczony przez
specjalny podzbiér — pomyst ten pochodzi z pracy Emila Artina i Otto Schreiera,
w ktérej byt zastosowany do ciala algebraicznego?®!.

Niech (G, +,0) bedzie grupa algebraiczna (przemienna). Niech B bedzie pod-
zbiorem G spelniajacym warunki:

(1) 0 ¢ B,
(2) VaeF)(aeBVa=0V—acB)?

(3) (Va,beB)(a+beB),
gdzie —a to element przeciwny do a, tj. a + (—a) = 0.

W zbiorze G wprowadzamy porzadek nastepujaca definicja:
a<Bb<:>df b—ac€B.

Pokazuje sie, ze porzadek <p jest liniowy i zgodny z dodawaniem w grupie
(G,+,0). W tym sensie porzadek jest wtérny w stosunku do struktury czysto
algebraicznej.

6. Konsekwencje dydaktyczne

Roéznice miedzy wskazanymi modelami maja pewne konsekwencje dydak-
tyczne.

Nauczanie liczb ujemnych oparte na pierwszym modelu wigze sie z konwencjo-
nalnym wyborem zera na linii (zbiorze liniowo uporzadkowanym). Nizej pokazemy,
ze wiekszo$¢ propozycji dydaktycznych odwotuje sie do tego wtaénie modelu.

Nauczanie wedlug drugiego modelu wiaze si¢ z podzialem przedmiotéw — ele-
mentéw G — na dwie grupy, na przykltad réznego koloru, powiedzmy czerwone

20W ksigzce G. Lakoffa i R. Nufieza, Where mathematics come from, Basic Books, New
York 2000, liczby ujemne i odpowiednie metafory sa zwigzane tylko z pierwszym modelem; zob.
s. 89-92.

21Zob. Artin Emil, Schreier Otto, Algebraische Konstruktion reeller Kérper, Abhandlungen
aus dem Mathematischen Seminar der Hamburgischen Universitédt 5, 1926, s. 85-99.

22W tym punkcie chodzi o prawo trychotomii: Jest spelniony dokladnie jeden ze skladnikéw
alternatywy a € BVa =0V —a € B.
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i niebieskie — przyjmijmy, ze elementy niebieskie tworza zbiér B. Para przedmiotéw
rézniacych sie kolorem {niebieski, czerwony} jest interpretowana jako 0. Nizej
pokazemy, ze idea ta jest realizowana w tzw. modelu guziczkowym. Zaproponujemy
takze pewna modyfikacje tego modelu, przenoszac go na tablet lub smartfon. Na
ekranie dotykowym mozna bowiem zrealizowa¢ idee, iz para {niebieski, czerwony }
po prostu znika — tak wlasnie mozna reprezentowaé¢ 0. W oryginalnej wersji mode-
lu guziczkowego 0 jest reprezentowane za pomoca sztucznych konwencji, ktérych
w grze mozna uniknacé.

Przedstawiony powyzej przeglad historyczny pozwala na sformulowanie jeszcze
jednego wniosku: liczby ujemne nie maja konkretyzacji w bytach materialnych. Sa
tworem wytacznie teoretycznym, ktéry nie powstal w celu badania rzeczywistosci,
ale w celu opisywania i badania fenomenéw matematycznych. Co wiecej, mozna
byto obserwowaé niemal réwnolegle z liczbami ujemnymi byly wprowadzane w zy-
cie liczby urojone, ktore zostaly zaakceptowane niewiele p6znie;j.

7. Rozwoéj intelektualny dzieci na etapie wprowadzania liczb
ujemnych w szkole

Uczniowie zaréwno w Polsce, jak i w wigkszosci krajow swiata ucza sie o licz-
bach ujemnych na stosunkowo wczesnych etapach ksztalcenia. W polskich pro-
gramach zwykle zagadnienia te sa po raz pierwszy poruszane na poziomie klasy 5
szkoly podstawowej i powracaja, zgodnie z ideg spiralnego ukladu treici nauczania,
ponownie w klasie 6. Czasami nauczyciele $wiadomie przesuwaja wprowadzenie
liczb ujemnych do klasy 6 ze wzgledu na trudnosci zwiazane z jego realizacja.

Jedli przyjmiemy powszechnie uznang teorie Jeana Piageta (1966, 1970), na
ktérej bazuje m.in. Podstawa Programowa (2017), to w okresie nauki w o$miolet-
niej szkole podstawowej?® wystepuja dwa etapy intelektualnego rozwoju uczniéw.
Pierwszy z nich nazywa sie¢ etapem operacyjnym konkretnym, drugi to etap opera-
cyjny formalny. Etap konkretny przypada od 7 do 11 roku zycia, a wiec jest wlasci-
wy réwniez dla ucznia klas 5-6. Na tym etapie dziecko uczy sie i odkrywa matema-
tyke za pomoca konkretnych odniesien do rzeczywistos$ci. Wszelkie wprowadzane
w tym okresie pojecia i terminy, zgodnie z psychologia uczenia si¢, powinny by¢
powiazane ze zjawiskami wystepujacymi w otaczajacym $wiecie. Na podstawie
rozwazania konkretnych obiektéw i sytuacji dziecko uczy sie matematyki, uczy sie
wnioskowania.

Rozwdéj myslenia abstrakcyjnego przypada od okoto 11 do 15 lat, a wiec zwykle
dopiero rozpoczyna si¢ w klasie 6. Jednak jest to cecha indywidualna i moze sie
on rozpoczaé wezesniej lub pozniej. Ten etap rozwoju nazywany jest etapem ope-
racyjnym formalnym. Dopiero wtedy stopniowo zaczyna rozwijaé sie umiejetnosé
prowadzenia rozumowan w oparciu o abstrakcyjne pojecia matematyczne.

Sfard (1991) pisze z kolei o pewnym paradoksie, ktéry sformulowala analizu-
jac procesy ksztaltowania pojec¢ i biorac pod uwage konstruktywistyczne podejscie

23Reforma szkolnictwa zostata wprowadzona 1 wrzeénia 2017 r. w ktérej powrécono do obowia-
zujacego przed 2009 rokiem podzialu na oSmioletnia szkole podstawows i szkole ponadpodsta-
wowg, (4-5 letnia) poprzez likwidacje gimnazjum i dolaczenie do szesciu klas szkoty podstawowe;j
klasy 71 8.



O liczbach ujemnych z perspektywy historycznej i dydaktycznej [19]

do nauczania, reprezentowane réwniez przez Piageta. Twierdzi ona, Zze najpierw
nalezy uzywaé pojecia matematycznego i operowa¢ nim, aby mogly nastapié¢ trzy
fazy zwiazane z jego pelnym ukonstytuowaniem w umysle czlowieka. Podajac
przyklady ksztaltowania pojecia liczby i funkcji, twierdzi, ze pojecia nabywamy
najpierw operacyjnie (operationally), a potem strukturalnie (structurally). Przej-
$cie do formy strukturalnej pojecia — jako obiektu matematycznego — odbywa
sie w trzech krokach: interioryzacji (interiorization), kondensacji (condensation)
i uprzedmiotowienia (reification).

Na etapie interioryzacji uczen zapoznaje si¢ z procesami, ktére w koncu za-
owocuja powstaniem nowego pojecia. Te procesy sa operacjami dokonywanymi na
obiektach matematycznych nizszego poziomu. Dla realizacji operacji nie zawsze
sg potrzebne obiekty materialne — mozliwe jest myslenie w kategoriach operacji
przy wykonywaniu samego ruchu, zmiany potozenia. Interioryzacja zachodzi, gdy
proces ,moze by¢ przeprowadzony za pomoca reprezentacji mentalnych” (Piaget,
1970, s. 14) i aby go rozwazy¢, przeanalizowaé lub poréwnaé nie ma potrzeby
realizowania go w rzeczywistosci.

Zgodnie wiec z powyzszymi wytycznymi zwiazanymi z intelektualnym rozwo-
jem ucznia klasy 5, pojecie liczby ujemnej nalezy ksztaltowaé w oparciu o mo-
dele funkcjonujace w $wiecie rzeczywistym i czynno$ci na materiale konkretnym,
z wykorzystaniem tzw. reprezentacji enaktywnych, a nie tylko ikonicznych czy
symbolicznych (Bruner, 1978).

Postulat ten jest dodatkowo wzmocniony obserwacja narastajacych specy-
ficznych trudnoéci uczniéw w uczeniu sie matematyki, wsréd ktérych coraz po-
wszechniej diagnozowane sa dysfunkcje takie, jak dysleksja, dysgrafia czy dyskal-
kulia.

Zalecenia psychologéw sa wyzwaniem dla nauczycieli matematyki, pojawia sie
wymog konstruktywistycznego podejscia do nauczania, w tym do nauczania o licz-
bach ujemnych, z uwzglednieniem operacji na materiale konkretnym i w nawiaza-
niu do modeli funkcjonujacych w érodowisku dziecka.

8. ,Uczen podaje praktyczne przykfady stosowania liczb
ujemnych”
Zgodnie z zarysowanymi powyzej wytycznymi psychologii rozwojowej i psy-

chologii uczenia sie, twércy kolejnych podstaw programowych podkreslaja wage
konkretyzacji liczb ujemnych i ich praktycznego zastosowania. Czytamy zapisy:

S Liczby catkowite. Uczen:
podaje praktyczne przyktady stosowania liczb ujemnych;
interpretuje liczby calkowite na osi liczbowej;

oblicza wartos¢ bezwzgledna;

poréwnuje liczby catkowite;
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5) wykonuje proste rachunki pamieciowe na liczbach calkowitych”24.

(Podstawa programowa, 2017, s. 21)

Punkt IIT.1 sktania do refleksji, gdyz, jak wspomnieliSmy wczesniej, liczby
ujemne sg tworem teoretycznym i nie maja naturalnej konkretyzacji w Swiecie
rzeczywistym.

W Zyciu codziennym wszystkie konkretyzacje liczb ujemnych, ktére proponuje
sie jako przyktady dla uczniéw, sa sztucznie wytworzone na podstawie konwencji
zycia spotecznego. Wszystkie z nich oparte sa na modelu matematycznym Wallisa
— wprowadzane w grupie uporzadkowanej (G, +,0, <). Sa to dla przyktadu:

a) temperatura ponizej zera — konkretyzacja majaca wiele zalet, o ktérych
piszemy wiecej ponizej, ale posiadajaca swoje ograniczenia w postaci odniesie-
nia do rzeczywisto$ci — jest ona bliska codziennemu doswiadczeniu ucznia
tylko w wybranych skalach i warunkach klimatycznych. Z tych powodéw nie
bedzie naturalna konkretyzacja dla dzieci zyjacych w klimacie tropikalnym
lub w krajach, gdzie operuje si¢ na co dzieni skala Fahrenheita (np. USA),

b) poziomy budynkéw czy parkingéw w niektérych centrach handlowych, dwor-
cach; przemieszczanie si¢ (winda lub po schodach) na odpowiedni poziom
—1, —2 (piwnicy) itd. oraz kolejne analogiczne umowy zwiazane z porusza-
niem sie: w przéd — w tyl; w prawo — w lewo wzgledem obranego potozenia
poczatkowego, co jest wykorzystywane w zabawach — grach ruchowych stuza-
cych wprowadzaniu umowy (—1) +1 =0,

c¢) depresje w sensie geograficznym — polozenie terenu ponizej poziomu morza,
réwniez pojecie abstrakcyjne dla ucznia,

d) diug (debet, strata, punkty karne) — dla wiekszosci uczniéw klas 5-6 diug
jest pojeciem abstrakcyjnym, dodatkowo jego reprezentacja w postaci za-
pisu ze znakiem ,minus” na rachunkach bankowych nie jest dostepna dla
niepelnoletnich oséb.

Stefan Turnau w latach 90. ubieglego stulecia pisal, ze wéwczas w jezyku
potocznym liczby ujemne niemal zupelnie nie wystepowaly:

»,Cho¢ od szeregu pokolen uzywa sie termometréw i obrotéw finansowych
jako konkretyzacji liczb ujemnych, méwi sie¢ na ogdét jest pieé stopni mrozu,
bardzo rzadko jest minus pieé¢ stopni; méwi sie jestem winien 500 zl, chyba
nigdy mam minus 500 z}”.

(Turnau, 1990, s. 132)

Wspolcezesnie, wobec ewolucji jezyka, na ktéra wplywa réwniez powszechnosé
smartfonéw i dostepu do Internetu, uczen coraz czeéciej zobaczy prognoze pogody
opisang liczbami ujemnymi i czeéciej odpowie na pytanie: ,Jaka bedzie tempera-
tura dzisiaj?” stwierdzeniem: dzi§ bedzie minus 5 stopni, niz trzy dekady temu,

24W punkcie III nie zostal sprecyzowany termin ,proste rachunki pamieciowe”, ale dalsze
zapisy méwia o czterech podstawowych dziataniach na liczbach, a takze o potegach o wyktadniku
naturalnym.
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gdyz odczyta wartos¢ temperatury z termometru cyfrowego lub z informacji w In-
ternecie, czy aplikacji w swoim smartfonie. Nie zmienia to jednak faktu, ze symbole
te sa kwestia umowy.

Wobec cytowanego Punktu III.1 w podstawie programowej, podreczniki i ma-
terialy dydaktyczne staraja sie¢ dostarczy¢ nauczycielom i uczniom odpowiednich
zadan. Jedna z takich préb przedstawia Rysunek 4.

1. Jaka liczba opiszesz:

a) pozyczone od kolegi 5 zt,

b) temperature osiem stopni Celsjusza ponizej zera,
) otrzymane kieszonkowe w wysokosci 30 zt,

d) gtebokos¢ Rowu Marianskiego,

e) wysoko$¢ najwyzszego szczytu w polskich Tatrach,
f) zaciagniely kredyt hipoteczny na kwote 140 tys. zt,
g) temperalure ciafa zdrowego czlowieka,

h) potozenie Zutaw Wislanych?

Rysunek 4. Proba podania praktycznych przyktadéw stosowania liczb
ujemnych — przyktad materiatéw dydaktycznych.
Zrédlo: https://tinyurl.com/yb8hdvus

Na lekcjach fizyki pojawia sie natomiast pewien model naukowy, ktéry jest naj-
wczedniej dostepny dla uczniéw — bo juz na poziomie starszych klas szkoly podsta-
wowej2?, i stuzy do opisu zjawiska $wiata rzeczywistego z elektrostatyki. Rzeczy-
wisty model mozliwy do obserwowania zwiazany jest z dwoma rodzajami elektry-
zowania si¢ dielektrykéw: dodatnio” — na przyktad podczas pocierania papierem
o szklo, ,ujemnie” — na przyktad podczas pocierania ebonitu suknem. Na szkle
jest za malo elektronéw — na ebonicie jest ich nadmiar. Zetkniecie cial dodatnio
i ujemnie naelektryzowanych powoduje ich roztadowanie i sprawia, ze staja sie
elektrycznie obojetne.

Model ten stal si¢ najprawdopodobniej prototypem modelu guziczkowego, co
pokazemy w paragrafie 13.1. Pomijamy analize bardziej zaawansowanych modeléw
zwiazanych z fizyka czastek elementarnych i procesem anihilacji ze wzgledu na
poziom nauczania, ktorego dotyczy ksztaltowanie pojecia liczby ujemne;j.

9. Termometr i 0$ liczbowa

Najbardziej powszechna konkretyzacja liczb ujemnych obecna w podrecznikach
i wykorzystywana w nauczaniu matematyki w Polsce jest temperatura ujemna.

Uczniowie poréwnuja liczby ujemne, uzywajac jezyka z zycia codziennego:
cieplej, zimniej, temperatura najnizsza, najwyzsza (zob. np. Rysunki 5, 6).

250Oraz wygaszanego obecnie gimnazjum
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1. Wykgrzystuﬁc informacje z mapy, wykonaj e
polecenia: e 3 &
a) Odszukaj miasto, w ktérym byla najnizsza -S2eecin
temperatura. y dip 0 a
b) W ktérym miescie byto najcieplej? § Poened Warstawa
¢) Wypisz malejaco odczytane z mapy tempe- | €2 an 5 a3l
& . ublin %
ratury. N, Wroskew kidon
d) Podaj nazwy tych miast, w ktérych bylo cie- ROt @y
... - \Krakéw )
plej niz w Lublinie. P e
Rysunek 5. Przyktad materialéw dydaktycznych.
Zrédlo: https://tinyurl.com/yb8hdvus
5. W labeli podano temperatury lopnienia niektérych substancji.
Substancja cyna | zelazo | gliceryna | rec azot | srebro | woda tlen siarka
temperatura w °C | 232 1536 -17 —38,8 | =210 982 4] -218,8 120

a) Kldra z podanych substancji ma najwyzsza, a kldra najnizsza lemperalure
lopnienia?
b) Uporzadkuj podane lemperalury w kolejnoéci rosnacej.

Rysunek 6. Przyklad materialéw dydaktycznych.
Zrédlo: https://tinyurl. com/yb8hdvus

Jesdli temperatura wzrasta to stupek (np. rteci) podwyzsza sig, jesli maleje,
to obniza si¢. Naturalna wizualizacja pozwala ponownie uruchomi¢ o$ liczbowa,
ktora dzieciom na tym etapie nauczania jest juz dobrze znana w kontekscie liczb
dodatnich.

Turnau (1990, s. 133) rozréznia dwa modele ze strzaltkami wykorzystywane do
prezentacji dodawania w kontekscie osi liczbowej.

Model I, w ktérym z matematycznego punktu widzenia sktadnik sumy inter-
pretowany jest jako punkt na osi liczbowej o podanej wspoétrzednej, drugi sktad-
nik jest wspélrzedng wektora przesuniecia. Wynik jest w tym modelu punktem —
obrazem danego punktu w zadanym przesunieciu. Rysunek 7 przedstawia inter-
pretacje dziatania 2 + (—3).

-2 -1 0 1 2 3 4

Rysunek 7. Interpretacja dzialania 2 + (—3) w modelu I ze strzatkami

W Modelu II kazdy ze sktadnikéw jest interpretowany jako wspotrzedna wek-
tora przesuniecia, a dodawanie jest skladaniem tych przesuniec.
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m
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-2 -1 0 1 2 3 4

-3
Rysunek 8. Interpretacja dziatania 2 4+ (—3) w modelu II ze strzatkami

Te dwa modele maja wspdlng interpretacje tylko wéwczas, gdy poczatkiem
pierwszego wektora w Modelu II jest liczba 0. Turnau (1990, s. 133) podkresla,
ze woéwczas tracimy jednak sens II Modelu, w ktérym liczba oznacza zmiane,
a nie stan poczatkowy czy konicowy. A ta interpretacja jest juz bliska teoretycznej
konstrukeji liczb catkowitych jako klas abstrakcji par liczb naturalnych. Turnau
konkluduje, ze mylenie tych dwoéch interpretacji moze prowadzi¢ do powaznych
konsekwencji i nieporozumien, wiec wydaje sie, ze warto uméwié sie z uczniami na
jedna z nich.

Turnau jednak pisze wylacznie o dodawaniu liczb catkowitych z wykorzysta-
niem tych dwoch modeléw ze strzatkami. Uczac w klasie 5-6 szkoly podstawowej,
oczywiscie nie méwimy dzieciom o wektorach (ktérych nie ma obecnie w programie
nauczania matematyki nawet na poziomie podstawowym szkoly ponadgimnazjal-
nej), lecz wprowadzamy umowe, wg ktorej dodawanie oznacza ruch, przesuniecie
w przeciwnych kierunkach: prawo-lewo i przyjmujemy konwencje: dodaé 1 oznacza
ruch o jednostke w prawo, a dodaé¢ —1 oznacza ruch o jednostke w lewo.

Zauwazmy, ze w tej wersji przedstawione modele ze strzatkami nie podaja
bezposredniej interpretacji dziatania odejmowania. W obu tych modelach na sa-
mym starcie musimy przyjac¢ kolejng umowe, ze odejmowanie jest dodaniem liczby
przeciwnej, czyli 2—3 = 24 (—3). Jest tak dlatego, ze modelowanie na osi liczbowej
w oparciu na bardziej naturalnej dla dzieci konwencji, zgodnej z konkretyzacja
termometra i idea Wallisa, ze: ,,doda¢” — to znaczy i$¢ w prawo na osi liczbowej
(temperatura rosnie), a ,odja¢” to znaczy i$¢ w lewo na osi liczbowej (temperatura
spada) jest poruszana wczesniej — juz w pierwszych klasach szkoly podstawowej,
a nawet w nauczaniu poczatkowym — czyli przyjmujemy, ze jest juz dzieciom
doskonale znana. W tej stylistyce oba modele ze strzatkami znajduja wczesdniej za-
stosowanie, dziatania dodawania i odejmowania maja swoja interpretacje — nato-
miast umowa: 2 + (—3) = 2 — 3 bedzie potrzebna jako umowa dodatkowa do
dziatan na liczbach catkowitych, pozwalajaca na modelowanie dowolnego dodawa-
nia i odejmowania liczb catkowitych.

Model osi liczbowej prébuje wspieraé jednoargumentowe, dwuargumentowe
i symetryczne funkcje znakéw liczb catkowitych, poniewaz —3 moze oznaczaé pozy-
cje, -3 moze oznaczaé¢ ,ruch o 3 jednostki w lewo”, ale -3 moze przedstawiac
réwniez liczbe (pozycje) przeciwna niz +3 i odwrotnie.
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We wspédlczesnej dydaktyce wykorzystywane sa gry do ksztaltowania pojecia
liczby ujemnej z wykorzystaniem modelu osi liczbowej. Na przyktad Thompson
i Dreyfus (1988) zaproponowali gre, w ktorej z6tw porusza sie wzdluz poziomej osi
liczbowej, a rola uczniéw jest wydawanie komend do jego poruszania sie i przewi-
dywania oraz zapisywania jego polozenia.

Pojawialy sie réwniez pomyslty dydaktyczne z wprowadzaniem oddzielnym
dwdéch osi liczbowych — jedna dodatnia, druga ujemna — a nastepnie zlaczania
ich (Peled et al., 1989).

Z kolei Hejny (2008) proponuje zabawy ruchowe, ktére rozpoczynaja ksztal-
towanie liczb ujemnych juz na poziomie nauczania poczatkowego.

Ponadto w innych komercyjnych grach, jak np. Minecraft (zob. https://mine-
craft-pl.gamepedia.com/Koordynaty), dzieci operuja modelem tréjwymiarowego
uktadu wspolrzednych, opisujac polozenie gracza na mapie. Wspélrzedne zwane sa
koordynatami (z jezyka angielskiego) i moga przyjmowaé wartosci zaréwno dodat-
nie, jak i ujemne. Niektérzy uczniowie operuja koordynatami zupelnie swobodnie
juz na etapie 5 klasy szkoly podstawowej.

10. Dtug - strata

Interpretacja liczby ujemnej jako straty (dlugu) ma wiele dydaktycznych za-
let. Umowa towarzyszaca wykorzystaniu tego modelu jest taka, ze wielkos¢ straty
(dtugu, kredytu, debetu, punktéw karnych) zapisujemy, poprzedzajac znakiem mi-
nus, oraz to, ze zysk i strata tej samej wielkosci powoduja stan zerowy. W kon-
tekscie bilansu finansowego dla ucznia jest oczywiste, ze zaréwno x + (—x) = 0,
jak i (—x) 42 = 0. W kontekscie ,,zysk-strata” podstawowe dzialania tez maja na-
turalna interpretacje: ,,doda¢” = zyskaé, ,,odja¢” = straci¢; natomiast w stylistyce
»dlug” zaleta modelu jest to, ze jest on formulowany w naturalnym jezyku i od
razu nadaje sie do modelowania dzialan na liczbach wymiernych. Ponadto interpre-
tacja dodawania w tym modelu jest naturalna: doktadanie, gromadzenie, podobnie
odejmowania, ktérym jest zabranie, umorzenie.

Model pozwala na dodawanie liczb tych samych znakéw oraz w wigkszoSci
przypadkéw liczb znakéw przeciwnych. Na przyktad:

—3+(—2) ,nasz dlug wynosil 3 [tysiace] i wzieliémy kolejny dlug w wysokosci
2 [tysiecy], wiec nasz dlug wynosi teraz juz 5 [tysiecy]”, wiec —3 4+ (—2) = —5.

—3—(—2) ,nasz dlug wynosit 3 [tysiace] i kto§ nam umorzyt dlug w wysokosci
2 [tysiace], wiec mdj dlug wynosi teraz tylko 1[tysiac]”, wiec —3 — (=2) = —1.

Interpretacja jednak si¢ komplikuje np. w sytuacji: —2—(—3). Umorzenie dtugu
nie bedzie dobra interpretacja dla dziatania odejmowania w tym kontekscie. Chcac
postapié¢ analogicznie, otrzymujemy stwierdzenie, ktore jest nierealne.

Mozna ustyszeé od nauczycieli skrajnie sprzeczne opinie na temat tego modelu.
Model ten nie jest jednak dostepny dla wszystkich uczniéw. Wielu z nich nie bedzie
w stanie wykorzystaé tego modelu ze wzgledu na wlasne do$wiadczenie spoteczne.
Ograniczy dzialanie tego modelu zaréwno sytuacja rodzinna, w ktérej dziecko nie
wie, co to jest dtug i nie ma z takim pojeciem do czynienia na co dzien, jak i sy-
tuacja skrajnie odmienna — gdy dziecko pochodzi z rodziny, w ktérej zyje sie na
kredyt i nie ma zwyczaju oddawania dtugéw lub priorytetu sptacania kredytéw,
gdyz sa one powiekszane w imie wygody zycia.
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W pierwszym przypadku wystarczy przej$¢ do interpretacji wszelkiego rodzaju
straty i zysku. Natomiast drugi przypadek jest trudniejszy. Uczniowie wychowani
w rodzinach zyjacych na kredyt beda mieé¢ trudno$é z interpretacja wielu dzia-
tan w tym modelu. Na przyklad: —2 4 3, czyli to, ze mielidmy dlugu 2 [tysiace]
i otrzymaliSmy 3 [tysiace] gotéwki niekoniecznie dla nich bedzie oznaczaé priory-
tet redukcji dtugu. Podobnie dzialanie 3 4+ (—2) interpretowane jako posiadanie 3
[tysiecy] gotowki i zaciggniecie kredytu w wysokosci 2 [tysiecy] nie bedzie ozna-
czalo posiadania 1 [tysiaca]. Dla wspdlczesnego ucznia taka sytuacja jest malo
sensowna, moze by¢ zinterpretowana jako inwestycja — obracanie, czyli posiadanie
5 tysiecy, ewentualnie potrzeba zakupu rzeczy — czyli wydania tych 5 tysiecy. Kon-
sumpcyjna postawa wspoélczesnego czlowieka w takiej sytuacji sprawi, ze splata
dlugu nie bedzie priorytetem, a model nie bedzie uzyteczny, bo bedzie dla ucznia
niezrozumialy lub nielogiczny.

11. Liczydfa i gry dydaktyczne

Linchevski i Williams (1999) opisali badania empiryczne przeprowadzone w ce-
lu przedstawienia i weryfikacji innego modelu nauczania pojecia liczby ujemnej.
Pomyst jest zgodny z koncepcja realistycznego nauczania matematyki, wykorzys-
tuje drame na lekcji matematyki zwigzana z sytuacja z zycia codziennego, a na-
stepnie gry dydaktyczne. Wedlug tego scenariusza mialo nastapié¢ intuicyjne od-
krycie liczb ujemnych, ktore nastepnie podlega¢ mialo juz tylko matematycznemu
szlifowi. Dzieci rejestrowaly najpierw procesy w sytuacjach niematematycznych
i w pewnym momencie byly postawione wobec problemu do rozwiazania.

W pierwszym eksperymencie dzieci odgrywaly drame, w ktorej mialy kon-
trolowaé¢ thum na dyskotece. Kazde dziecko stalo przy jednym ,wejsciu” z pod-
wojnym liczydlem — z z6ltymi koralikami (osoby wychodzace z dyskoteki) i niebie-
skimi (osoby wchodzace). Dzieci ciagnely karty pokazujace, ile ludzi chce wejsé,
a ile wyjsc.

Adrian’s Liz's 4
card blue card biue

Rysunek 9. Liczydlo Adriana i Lisy (Linchevski, Williams, 1999, s. 138)
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Co jakis czas dzieci byly proszone o przedstawienie kontrolerowi raportu na temat
liczby ludzi na dyskotece, ktéry decydowal czy obiekt jest pelny czy nie. Li-
mity liczydla prowokowalty kryzysy, gdy koraliki wypelnily jedno liczydto przed
koncem gry. Dzieci wéwczas stawaly przed problemem — jak kontynuowac zliczanie?
Badania pokazaly, ze dzieci stajac przed takim problemem: ,jak kontynuowac
zliczanie?” same intuicyjnie zamiast doktadac¢ 4 paciorki reprezentujace osoby ba-
wiace si¢ na dyskotece, ktére wlasnie wchodzity — odkrywaly, ze moga zmniejszy¢
stos koralikéw zo6ttych o 4, reprezentujacych osoby, ktére juz wyszly (np. Adrian
i Liz, zob. Rysunek 9). Stownictwo ,wchodzacy” i ,,wychodzacy” pozwolilo dzieciom
latwiej zaznajomi¢ sie z pojeciami matematycznymi. Pézniej dla dzieci stawalo sie
intuicyjne, ze jezeli od +2 odejma +4 to bedzie —2, gdyz wyobrazaly sobie osoby
wchodzace 1 wychodzace z dyskoteki.

Po tej czesci nastapil drugi eksperyment, ktéry polegal na przeprowadzeniu
kilku gier. Mialy one podobny charakter do dramy z dyskoteka. Druga gra polegata
na rzucaniu kostkami do gry: z61tej i niebieskiej, a wygrywatl zespol, ktéry pierwszy
osiagnal przewage 8 punktéw. Ponownie u dzieci intuicyjnie tworzyty sie strategie:
»mozemy doda¢ 5 niebieskich, ale zamiast tego mozemy tez zabra¢ 5 z z6ltych”.
W trzeciej grze zrezygnowano z kosci z6ttych i niebieskich na rzecz koéci ,neutral-
nej” z nastepujacymi numerami na Scianach: +3, +2, +1, —1, —2, —3. Podczas
tej gry wérdd dzieci pojawily sie trudnosci — chcialy, by jedne $cianki byly zolte,
a drugie niebieskie — tak jak w poprzedniej grze. Wprowadzono im umowe, ze minus
oznacza dodawanie do zoltego, a plus — dodawanie do niebieskiego. W grze czwartej
dzieci uzywaly kostki z drugiej gry i kostki z liczbami catkowitymi z gry trzeciej.
Grupy, ktérym nie sprawiaty trudnosci poprzednie gry, teraz napotykaty na trud-
nosci ze wzgledu na dwa znaczenia znaku minus. W opisie eksperymentu czytamy,
ze Stella popelnita blad, bo wylosowala ,odja¢ —1” i odjeta od niebieskich, gdyz
,—17 oznacza punkt dla zéttych lub zabranie punktu niebieskim, natomiast Dave
stusznie zauwazyl, ze na kostce znajduje sie ,odjac¢” co sugeruje, ze nalezy zabrac
punkt druzynie zottych. Dzieci byly pewne siebie po pierwszej grze. Jednak pod-
czas kolejnych gier rosta ich niepewnosé. Nauczyciele starali si¢ nakierowaé dzieci
na to, aby ,ubieraly” w slowa swoje matematyczne przemyslenia oraz zasady gry.

Linchevski i Williams twierdza, ze pierwszy eksperyment z dyskoteka tatwo
wprowadzal dzieci w Swiat dramy i pozwalal na intuicyjne odkrycie liczb catko-
witych, pokazujac ich wartosci, jednak dopiero w drugim eksperymencie dzieci
uczyly sie dzialan na liczbach calkowitych.

Na koncu gier dzieci otrzymaly pelny matematyczny test z zdaniami +3 dodaé
+2, +2 odjaé +4, -5 dodaé¢ —2. Zapis obliczenn byl w calo$ci matematyczny (+3)
+ (-2). Wszystkie dzieci rozwiazaly test ze 100% poprawnoscia.

Opisany model nalezy do tej samej struktury grupy z narzuconym porzadkiem,
cho¢ w tej grze pojawiaja sie dwukolorowe liczmany.

W polskich propozycjach dydaktycznych tez znajdujemy opisy gier. Na przy-
klad gra w rzutki z tarcza z punktami karnymi (ujemnymi), w ktérej nalezy
sumowac¢ wyniki dwoch rzutéw. Gra ta nie wprowadza jednak pojecia liczby ujem-
nej, lecz éwiczy operacje dodawania liczb catkowitych.
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I Dodawanie liczb catkowitych

Punkty karne

Ania, Justyna, Michat i Rafat wymyslili taka tarcze do gry w rzutki. Gra polega
na dwukrotnym rzucie strzatka do tarczy i sumowaniu wynikéw - liczby ujemne
to punkty karne. Wygrywa ten, kto facznie zdobedzie najwiecej punktéw.

®  Michat trafit w pola z liczbami 7 i -3, a Justyna
w pola 5i-7. lle punktéw uzyskato kazde z nich?

® W ktére pola mogt trafi¢ Rafal, jezeli zdobyt mniej
punktéw niz Michal? Podaj trzy mozliwosci.

® Ania uzyskata 0 punktow. W jaki spos6b mogta to zrobi¢?
lle jest takich mozliwosci?

® Wktdre pola nalezy trafi¢, aby po dwéch rzutach mie¢
w sumie 4 punkty? A w ktére, aby mie¢ - 4 punkty?

# lle najmniej punktow mozna zdoby¢ w tej grze?

27

Rysunek 10. Punkty karne (zrédlo: Matematyka 2001, klasa 6, 2014, s. 26)

12. Konkretny model guziczkowy

Model guziczkowy, chociaz jest modelem sztucznie wymyslonym na uzytek dy-
daktyki matematyki, to jednak ma wiele zalet. Po pierwsze jest to model konkretny,
odwolujacy sie do liczmanéw w nauczaniu poczatkowym i stanowiacy niejako jego
przedtuzenie.

Model jest bardzo tatwy do zrozumienia przez ucznia, gdyz oparty jest na
prostych i naturalnych dla niego zasadach: mamy dwa kolory zetonéw (guziczkéw),
para zlozona z zetonéw dwéch réznych koloréw jest neutralna (czyli nie ma wartosci
— jej warto$é¢ zeruje sig¢) — znika, odpada, ale tez moze powstaé z niczego, czyli
mozna ja dolozyé¢ albo odlozy¢. ,Doda¢” oznacza ,dolozy¢” odpowiednig liczbe
zetonéw danego koloru, ,odja¢” — znaczy ,zabra¢” odpowiednia liczbe zetondw
tego typu. Aby méc interpretowaé¢ symbolicznie dzialania umawiamy sie, ze jeden
zeton danego koloru zapisujemy jako ,,1” (czesto czarny lub czerwony), a drugiego
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koloru, jako ,,—1” (bialy lub niebieski). Niektére propozycje, tak, jak na ponizszej
ilustracji (Rysunek 11) proponuja podpisanie zetonéw symbolami ,+1” i ,—17,
cho¢ w tradycyjnym ujeciu w Polsce zetony nie miaty podpiséw.

Uméwmy sie, ze czerwony zeton

ma wartoéé 1, a niebieski —1. o o

® Jaka laczng wartosé maja zetony na kazdym z tych
rysunkéw?

® A jaka laczna wartos¢ maja te zestawy zetonw?

A G do

® Z ktérego rysunku mozna odczytaé wynik dziatania
3+ (-1)?

A wynik dziatania (-2) + 2?

® Oblicz, ukladajac zetony lub robiac odpowiedni
rysunek.

4 + (-6) (-1) +4 (=2) + (-5)

® Zapisz i wykonaj kilka podobnych dziatan.

Rysunek 11. Model guziczkowy pod nazwa ,,Kolorowe zetony”
(Matematyka 2001, klasa 6, 2014, s. 26)

Mozemy ten model wykorzysta¢ do reprezentacji wszystkich przypadkow do-
dawania i odejmowania liczb catkowitych. Mnozenie i dzielenie liczby catkowitej
przez naturalng mozna nastepnie interpretowac jako ich konsekwencje — mnozenie
jako wielokrotne dodawanie, a dzielenie na przyklad przez podzial.

Ponizsze tabele prezentuja przykladowe interpretacje dziatan w tym modelu:
dodawanie (Tabela 1) i odejmowanie (Tabela 2).
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Tabela 1 Dodawanie liczb catkowitych w modelu guziczkowym
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zeton niebieski.

Reprezentacja
symboliczna Reprezenatcja enaktywna dodawania Wy nik Komentarz
dziatania
Do dwach czerwonych | 3 Jako punkt startu -
2+1 . . zetonow dokfadamy jeden nawiazanie do liczb
czerwony. Mamy razem trzy . . naturalnych.
. czerwone Zetony. .
Do dwach niebieskich | -3 Ta  konkretyzacja
-2 +(-1) . . 7etonow doktadamy jeden jest dla ucznia
niebieski. Mamy razem trzy . . analogiczna
. niebieskie zetony. . i naturalna.
Do jednego fetonu | 1 Zauwazamy, ie
142 niebieskiego doktadamy dwa wyniki takich
czerwone. Powstaje jedna . dziatan zawsze
. para neutralna, ktéra moina beda takie same -
odfozyt. Pozostaje  jeden model ten sam.
| Zeton czerwony. Whniosek:
| Do dwach czerwonych | 1 dodawanie  liczb
2+(-1) zetonow dokfadamy jeden catkowitych tez? jest
niebieski. Powstaje jedna para . przemienne.
neutralna, ktdra mozna
odfozyé. Pozostaje  jeden
Zeton czerwony.
Do jednego  czerwonego | -1 Analogicznie
1+(-2) Zetonu doktadamy  dwa zauwazamy, ie
niebieskie. Powstaje jedna . model  dziatania:
para neutralna, ktéra mozna -2 + 1 jest taki sam
odtozy¢. Pozostaje  jeden
zeton niebieski.
-2 41 Do dwdch niebieskich | -1
£ . zetondw doktadamy jeden
czerwony. Powstaje jedna .
para neutralna, ktéra moina
odfozyt. Pozostaje  jeden

Model guziczkowy funkcjonuje w réznych odmianach, na przyktad uczniowi
mozna dostarczy¢ srubki i zakretki i umowié sie, ze $rubka z zakretka tworza pare

neutralna.

Turnau uznaje walory dydaktyczne modelu guziczkowego za bardzo ograni-
czone, gdyz: ,(...) model z guziczkami nie stuzy ksztalceniu zadnych innych pojeé
précz liczb ze znakiem, ich dodawania i odejmowania” (Turnau, 1990, s. 134-135).

Chcemy jednak w niniejszym artykule podkresli¢, ze obecnie model guziczkowy
doczekal sie wielu réznych odmian, zastosowan i przedluzen, a niektére z nich sa
zaprezentowane w rozdziale 13. Ponadto w Stanach Zjednoczonych znane jest na
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Tabela 2 Odejmowanie liczb catkowitych w modelu guziczkowym
Reprezentacja
symboliczna Reprezenatcja enaktywna odejmowania Wynik Komentarz
dziatania

Mamy dwa czerwone | 1 Jako punkt startu
2-1 n Zetony. Zabieramy - nawigzanie do
. . (odktadamy) jeden . liczb naturalnych.
czerwony. Zostaje jeden
czerwony.
Mamy dwa niebieskie | -1 Ta konkretyzacja
-2 - (-1) zetony. Zabieramy jest dla wucznia
. (odktadamy) jeden . analogiczna, wiec
niebieski. Zostaje jeden bardzo naturalna.
niebieski.
Mamy  jeden  niebieski | 1
-1-(-2) zeton, ale mamy zabrac
dwa niebieskie. Musimy .
miet jeszcze jeden.
Mozemy  dotozyé pare
neutralna. Teraz zabieramy
(odktadamy) dwa ietony
niebieskie. Zostaje jeden
czerwony.
Mamy jeden  niebieski | -2
-1-1 zeton, ale mamy zabrac
. jeden czerwony, ktdrego
nie mamy. Mozemy dotoiy¢ . .
pare  neutralng. Teraz
zabieramy (odktadamy)
czerwony Zeton. Zostajg
dwa niebieskie.

. Mamy jeden czerwony | 2
zeton, ale mamy zabrac

jeden niebieski, ktérego nie ..

mamy. Mozemy dotoiyc

pare  neutralng. Teraz

zabieramy (odktadamy)

niebieski Zeton. Zostaja
dwa czerwone.

1-(-1)

przykltad przedtuzenie tego modelu do tzw. ,ptytek algebraicznych” wykorzysty-
wanych do ksztaltowania pojecia dodawania i odejmowania wyrazen algebraicznych.
Wprowadzono tam plytki reprezentujace ,x” oraz ,—x" (rézniace si¢ kolorami),
dalej ,x2” i ,—x2” (rézniace si¢ kolorami). Rysunek 12 przedstawia w jaki sposéb
modeluje si¢ wielomiany i ich odejmowanie.
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\
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Rysunek 12. Model odejmowania wielomianéw (Howden, 1985, s. 14)

Ponizej przedstawiamy inne modele, ktorych Zrédet réwniez mozna upatrywaé
w metodzie guziczkowej, ktére stanowia jego modyfikacje, a w ostatnim paragrafie
przedstawimy mozliwo$é¢ utworzenia z tego modelu — modelu wirtualnego, ,,quasi-
-rzeczywistego” i opiszemy jego hipotetyczne zalety.

13. Zrédfo i odmiany modelu guziczkowego w literaturze
zagranicznej

13.1. Prototypy modelu guziczkowego — fadunki dodatnie i ujemne

Najprawdopodobniej prototypem modelu guziczkowego byt tak zwany ., pos-
itive-negative charge model” (model dodatniego-ujemnego tadunku), ktéry zostal
opisany juz w latach 70. ubieglego stulecia i stuzyl do interpretacji dodawania
i odejmowania liczb calkowitych (Frand, Granville, 1978; Grady, 1978).

Nastepnie szeroko cytowany ,annihilation model” (model anihilacji), opub-
likowany na tamach czasopisma ,,Arithmetic Teacher” w artykule Battista M.T.
(1983), ukazywal, w jaki spos6b mozna wykorzysta¢ ten model do interpretacji
wszystkich czterech dzialan na liczbach catkowitych. Model ten ma charakter
modelu konkretnego, gdzie autor opisuje wykorzystanie zetonéw (chips) w dwdch
kolorach (np. czerwony i bialy), lecz rekomenduje napisanie na kazdym z nich
Jtadunku” 4 lub —. Zetony te nastepnie sa wrzucane do stoika, ktéry w ten sposéb
zyskuje odpowiednie ,naladowanie”. Proces anihilacji, unicestwienia odnosit sie do
metafory znaku (4 lub —) jako ladunku: liczba dodatnia jest naladowana dodatnio,
a liczba ujemna ma tadunek ujemny. Ladunki ujemne i dodatnie znosza sie, jedna
liczba caltkowita ma wiele reprezentacji, jak na Rysunku 13.

+ + _
+ -
++ B
] +5 -3
] [ + +[ T4+4+T
o I o IR

Rysunek 13. Reprezentacje liczb catkowitych w ,,annihilation model”,
Battista, M.T. (1983, s. 26)
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13.2. Minikomputer Papy’ego

Belgijski dydaktyk matematyki Papy (1969) zaproponowal pomoc dydaktycz-
na shuzaca do ksztaltowania pojecia liczby w systemie pozycyjnym o nazwie mi-
nikomputer. Jego uzytecznosé¢ byla przedmiotem badan réwniez w Polsce w lat-
ach 70. ubieglego wieku w klasach eksperymentalnych — juz na etapie nauczania
poczatkowego. Dzieci ustawialy pionki na poszczegdlnych polach tabliczek, ktére
w belgijskiej wersji byly magnetyczne. Jedna tabliczka sktadala sie z czterech pdl
(zob. Rysunek 14). Kazda z takich tabliczek reprezentuje cyfre liczby w systemie
dziesiatkowym, natomiast zakodowana jest — jak na komputer przystato — w sys-
temie dwojkowym. Zasady dzialania tej ,,maszyny” sa wiec nastepujace:

1. Na zadnym polu tabliczki nie moze sta¢ wiecej niz jeden pionek, a kazde dwa
pionki ustawione na jednym polu maszyna zastepuje jednym, stojacym na
polu nastepnym.

2. Nie moga wystepowaé rownocze$nie pionki na polach drugim i czwartym,

gdyZz maszyna wyrzuca je i jednoczesnie wstawia jeden pionek na pierwsze
pole nastepnej tabliczki.

3. Nie moga wystepowaé rownoczeénie pionki na polach trzecim i czwartym,
gdyz maszyna zastepuje obydwa pionki para innych: po jednym pionku na
drugim polu tej samej tabliczki i na polu pierwszym nastepnej tabliczki.

9 7 0 6

Rysunek 14. Tabliczka zlozona z czterech pdl i reprezentacja liczby 9706
w mini-komputerze Papy’ego

7 punktu widzenia tego artykulu istotne jest, ze w minikomputerze Papy’ego
wystepowaly pionki w dwdéch kolorach, ktére reprezentowaly liczby dodatnie
i ujemne. Pionki r6znych koloréow stojace na tym samym polu zbijaly sie — wypadaly
z gry. Dzigki temu mozna byto modelowaé¢ dodawanie i odejmowanie liczb catko-
witych. Dla przykladu dzialanie 5 — 3 mozna bylo modelowaé nastepujaco:

o |oe ‘o bt ®

Rysunek 15. Reprezentacja dziatania 5 — 3 w mini-komputerze Papy’ego (zob.
Moroz, 2018, s. 150)

Istotnym z naszego punktu widzenia jest fakt, ze wg Moroza (2018, s. 149):
»Przed rozpoczeciem nauki odejmowania z zastosowaniem minikomputera ucznio-
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wie powtarzaja wlasnosé réznicy dwéch réwnych liczb: ¢ — @ = 07 i na tej pod-
stawie, po utozeniu dwéch réznokolorowych pionkéw na jednym polu dochodza
samodzielnie do wniosku, ze takie dwa pionki si¢ zbijaja.

13.3. Kropki i antykropki w modelu teoretycznym Tantona: ,,Exploding dots”

Model Tantona, choé¢ nie jest modelem konkretnym, to jednak zostaje przy-
wolany w tym miejscu, gdyz zdaje sie by¢ pewnego rodzaju polaczeniem dwoch
poprzednich modeli. Zaréwno w metodzie guziczkowej mozna upatrywac jego zro-
dia, jak i w minikomputerze Papy’ego. Model Tantona jest ustrukturyzowanym
krokiem posrednim pomiedzy konkretna reprezentacja enaktywna, a symbolika
liczbowa. Podobnie jak minikomputer Papy’ego shuzy gléwnie ksztaltowaniu po-
jecia liczby w systemie pozycyjnym. Opiera sie na reprezentacji liczby, tylko nie
jest to reprezentacja konkretna (jak tabliczki magnetyczne i pionki u Papy’ego),
tylko ikoniczna. Wizualizacja liczby polega na rysowaniu kropek w tak zwanych
pudetkach/skarbonkach (boxes). Podobnie jak w minikomputerze zestaw tych
pudetek tworzy, zwane przez tego australijskiego popularyzatora matematyki,
,maszyny”.

1<-10

45203 - e
NP

45203 - M I KL ..

100000 ;5009 1000 100 10 1

Rysunek 16. Reprezentacja liczby 45 203 w ,maszynie” Tantona (2009)

W tym modelu pomieszane sg dwa swiaty: Swiat obiektéw i czynnosci konkret-
nych oraz $wiat obiektow reprezentowanych ikonicznie i czynnosci umystowych
(wyobrazonych). Juz sam tytul to ukazuje — kropki (reprezentacja ikoniczna), ktére
wybuchaja (zjawisko Swiata rzeczywistego), po drodze przeskakuja z pudetka do
pudetka, a maszyna — dziata. Nie wiemy czy zabieg ten jest celowy.

Zaleta tego modelu tkwi w mozliwosciach wykorzystania go w innych sytu-
acjach: zaréwno do rozumienia pojecia wielomianu, wraz z podstawowymi dzia-
taniami na wielomianach (maszyny typu ,1 « z”), jak i do reprezentacji liczb
zespolonych oraz podstawowych dzialan na nich.

W ,maszynach” Tantona jest jednak inna interpretacja dzialania odejmowania
w stosunku do metody guziczkowej. W modelu guziczkowym ,,odejmowanie” byto
interpretowane jako fizyczne ,zabieranie” zetonow. Natomiast ,maszyny” Tan-
tona nie przewidujg zabierania, wyjmowania kropek. W modelu Tantona nie ma
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bezposredniej interpretacji odejmowania, a jedynie dodawanie liczby przeciwnej
do dodatniej (podobnie jak w minikomputerze Papy’ego). Czyli tak, jak zostalo
to przedstawione na Rysunku 7, wykonujac odejmowanie: 423 — 254, faktycznie
w tym modelu wykonujemy dodawanie: 423 4+ (—254).

Zatem nie jest mozliwe w modelu tym bezposrednie reprezentowanie dzialan
typu: —2 — (=5),5 — (—2). Takie przypadki wymagaja podjecia dodatkowych za-
biegéw dydaktycznych, co stanowi ograniczenie tego modelu.

Podobienstwo tkwi w tym, ze Tanton wprowadza tak zwana antykropke, ktéra
reprezentuje jednostke ujemna i ma taka sama wlasnosé, jak w metodzie guzicz-
kowej — kropka i antykropka sie unicestwiajq.

EXPLODING DOTS

As another example we see that 423 - 254, represented by diagram:

0 (o® |0
[ 1) 00 e0
0© [oo0 P00
has answer:
| X o
Q00
That is:

423 - 254 = 2|-3]-1

This is absolutely valid mathematically, though the rest of the world may have
difficulty understanding what “two hundred and negative thirty negative one”
means! To translate this into familiar terms we can "unexplode” one of the solid
dots to add ten solid dots to the middle box. This gives the representation: 1|7 | -
1. Unexploding again gives: 1|6(9.

Thus we have:
423 - 254 = 169,

Rysunek 17. Opis odejmowania liczb w modelu Tantona (2009, s. 7)

14. Konkretyzacja liczb ujemnych w Swiecie wirtualnym —
brakujgce ogniwo

Przytoczony zapis (Punkt III.1) z podstawy programowej (zob. par. 8) wy-
musza od autoréw podrecznikéw i od nauczycieli wysitek zwiazany z praca nad
konkretyzacja pojecia liczb ujemnych, co jak wykazaliémy jest nadal wyzwaniem.

Brakujacym ogniwem laczacym rzeczywiste doswiadczenie ucznia z ksztal-
towaniem pojecia liczb ujemnych znaleZé mozemy w Swiecie wirtualnym, Swiecie
gier, coraz bardziej znanym uczniom.

Swiat ten jest coraz czesciej wykorzystywany do nauczania.
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Autorzy widza mozliwo$é modyfikacji tradycyjnego modelu guziczkowego (zob.
s. 12) poprzez stworzenie aplikacji w postaci gry na smartfony lub tablety. Zasady
dziatania gry bylyby takie same, jak przy modelu konkretnym, opisanym w punk-
cie 12, jednak zaleta wirtualnej gry byloby faktyczne znikanie pary neutralnej.
Przy przeciagnieciu palcem na ekranie tabletu lub smartfona Zetonu czerwone-
go na niebieski lub odwrotnie — nastepowaloby ich unicestwienie. Swiat wirtual-
ny pelnitby dla dziecka role $éwiata quasi-realnego, naturalnego dla niego,
natomiast czynnoéci przesuwania palcem zetonéw bytyby reprezentacjami enak-
tywnymi. Unicestwienie w tym $wiecie bytoby skonkretyzowane, a nie oparte na
sztucznych konwencjach i umowach — jak proby opisane powyzej.

Autorzy maja nadzieje, ze jest to novum godne dalszych badan — najpierw
utworzenia takiej gry, a nastepnie przeprowadzenia badan na temat jej skutecznosci
w ksztaltowaniu liczb ujemnych i podstawowych dzialan na nich.
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