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Aksjomat ciggtosci w rozprawie Bernarda Bolzana
Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes, dass
zwischen je zwei Werthen, die ein
entgegengesetztes Resultat gewahren, wenigstens
eine reelle Wurzel der Gleichung liege*

Abstract. Bernard Bolzano’s paper Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes,
dass zwischen je zwei Werthen, die ein entgegengesetztes Resultat gewdhren,
wenigstens eine reelle Wurzel der Gleichung liege was published in 1817. It
presents a "purely analytic proof” of the intermediate value theorem for the
polynomials of variable z. Aside from polynomials, Bolzano considers other
kinds of functions, however the domain of these functions is not clearly de-
fined. In this article, we show that the variable x ranges over real numbers.
Specifically, we identify the axioms for the ordered field that Bolzano im-
plicitly applies. We also identify the versions of continuity axiom, and show
that while some of them are implicitly applied, others are explicitly stated
as "basics truths”.

1. Wprowadzenie

1.1. W roku 1817 Bernard Bolzano opublikowal rozprawe Rein analytischer
Beweis des Lehrsatzes, dass zwischen je zwei Werthen, die ein entgegengesetztes
Resultat gewdhren, wenigstens eine reelle Wurzel der Gleichung liege'. Jej celem
byt dowdd ,,czysto-analityczny” — co mialo oznaczaé wolny od przedstawien geom-
etrycznych — twierdzenia o przyjmowaniu wartosci posredniej: Jesli f(x) jest wielo-

*Continuity axiom in Bolzano’s memoir Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes, dass zwis-
chen je zwei Werthen, die ein entgegengesetztes Resultat gewdhren, wenigstens eine reelle Wurzel
der Gleichung liege
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1B. Bolzano, Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes, dass zwischen je zwei Werthen, die ein
entgegengesetztes Resultat gewahren, wenigstens eine reelle Wurzel der Gleichung liege, Gottlieb
Haase, Praga 1817. W artykule bedziemy ja cytowaé za: Czysto-analityczny dowdd twierdzenia,
ze miedzy kazdymi dwoma wartosciami, ktére dajg wyniki przeciwnych znakow, lezy jakis rzeczy-
wisty pierwiastek réwnania, t. M. Fila w niniejszym tomie.
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mianem takim, ze f(a)f(b) < 0, to w przedziale (a, b) istnieje takie ¢, ze f(c) = 0.
W rozprawie jest ono przedstawiane jako wniosek z ogélniejszego twierdzenia: Jesli
f () jest funkcja ciagla taka, ze f(a)f(b) < 0, to w przedziale (a,b) istnieje takie
¢, ze f(c) = 0. Na uzytek dowodu Bolzana podaje definicje ciaglodei funkeji —
stosowang, wspoélczesnie, tak zwana otoczeniowa definicje ciaglosci — i wykazuje,
ze wielomian jest funkcja ciagla. Ten ogdlny plan rozpisany jest na wiele drob-
nych krokéw, w ktorych stosowane sg rézne ,prawdy” — dzisiaj powiedzieliby$my:
twierdzenia i aksjomaty. W Przedmowie rozprawy zawarte jest streszczenie dowodu
i jako kluczowe podane sa nastepujace ,,prawdy”:

(a) zasada zachowania znaku zastosowana do funkcji ciagltej f — ¢: ,Jesli
fa < pa, to na mocy prawa cigglodei jest f(a + i) < o(a + i), gdy tylko 4
jest wystarczajaco male”,

(b) zasada supremum: , gdy pewna wlasnos¢ M przystuguje wszystkim warto-
$ciom zmiennej wielkosci ¢, ktére sa mniejsze od pewnej wielkoSci danej, ale nie dla
wszystkich wartosci w ogdle, to zawsze jest jaka$ najwieksza wielkos¢ u, o ktorej
mozna pokazac, ze wszystkie i, ktére sa < u majg wtasnosé¢ M7,

(c) dla u spelniajacego warunek u = sup{i > 0: (f — ¢)(a + i) < 0} zachodzi
(f —¢)(a@+u) = 0: ,Dla tej wartosci u nie moze byé¢ f(a+ u) < ¢(a + u) [..]
Tym bardziej nie moze byé prawda, ze f(a+u) > (o + u) [...] Musi zatem by¢
fla+u) = p(a+u), tj. istnieje wartosé x lezaca miedzy « i 8, mianowicie a + u,
dla ktorej funkcje fz i px sa sobie rowne”,

(d) dowdd zasady supremum: ,Pozostaje juz tylko kwestia wspomnianego
dowodu. Twierdzenie udowodnimy pokazujac, ze te wartosci ¢, o ktérych mozna
pokazaé, ze wszystkie mniejsze od nich posiadaja wlasnoéé M i te, o ktérych nie
mozna tego pokaza¢ moga byé umieszczone tak blisko siebie, jak tyko chcemy.
Dlatego dla kazdego, kto ma poprawne pojecie wielkosSci istnienie ¢, ktore jest na-
jwieksze z tych, o ktorych bedzie mozna powiedzie¢, ze wszystkie wielkosci ponizej
niej maja wlasno$¢ M, jest rzeczywiste, tj. ¢ jest ,,prawdziwa wielkodcia”.

1.2. W rozprawie wystepuja funkcje réznego rodzaju. Obok wielomianéw jednej
zmiennej postaci a 4 bx™ + ca” + ...+ px”, gdzie m,n,...,r > 0, oraz " +ax™ " +
bx" 2 + ... + px + ¢, gdzie n > 0, znajdujemy funkcje postaci 7, funkcje li-
niowe ax + bz, oraz funkcje x + /(z — 2)(z + 1). Bolzano nie pisze wprost jaki
jest zakres zmiennosci argumentu xz. W niektérych opracowaniach (Dadaczyniski,
2006; Freudenthal, 1971; Grabiner, 1984; Grattan-Guiness, 1970) przyjmuje sie
jako oczywiste, ze x przebiega podzbiory zbioru liczb rzeczywistych.

Wyrazne stosowanie przez Bolzana zasady supremum (ZS) mozna by uznaé
za wystarczajace uzasadnienie tej tezy, jednak wersja ZS przyjeta w rozprawie
nie jest réwnowazna tej, ktéra przyjmujemy we wspolczesnej aksjomatyce liczb
rzeczywistych. Co wiecej, ZS nie jest w rozprawie aksjomatem, ,,prawda pierwsza”,
ale jest dowodzona w oparciu o zasade, ktéra wspodlczesnie nazywamy zupelnos-
cia w sensie Cauchy’ego (ZC). Przyjmujac dalej wspo6lczesna perspektywe, wiemy,
ze sama ZC nie jest rownowazna aksjomatowi ciaglosci, dopiero ZC w koniunk-
cji z aksjomatem Archimedesa (AA) jest pelnym aksjomatem ciaglosci. Z kolei
AA nie jest w rozprawie przyjety explicite, chociaz jest stosowany implicite i to
jeszcze w kilku réznych wariantach. Majac to na uwadze, mozna stwierdzi¢, ze
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w rozprawie Bolzana faktycznie stosowany jest aksjomat ciagtosci. Podazajac tym
tokiem, uzasadniania, ze dziedzina funkcji wystepujacych w rozprawie Bolzana sa
liczby rzeczywiste.

2. Liczby rzeczywiste jako ciato uporzadkowane w sposéb ciagty

We wspolczesnej literaturze obecne sa dwa podejscia do liczb rzeczywi-
stych: konstrukcja oraz charakterystyka aksjomatyczna. W rozprawie Bolzana
nie ma konstrukcji — pierwsze konstrukcje przedstawiono w roku 1872. Dlatego
przyjmujemy podejicie aksjomatyczne i przez liczby rzeczywiste rozumiemy ciato
uporzadkowane w sposéb ciggly. W zwigzku z tym, w niniejszym paragrafie przypo-
mnimy aksjomaty liczb rzeczywistych: najpierw podamy aksjomaty ciata uporzad-
kowanego, a nastepnie rézne wersje aksjomatu ciagtosci. Istotnie, w rozprawie
Bolzana aksjomat ciaglosci wystepuje w réznych wersjach, jedne z nich sa do-
wodzone, inne przyjmowane jako ,prawdy pierwsze”, jeszcze inne sg stosowane
implicite.

DEFINICJA 1
Strukture (F,+,-,0,1, <) nazywamy cialem uporzgdkowanym jezeli:

1. (F,+,-,0,1) jest cialem przemiennym,

2. (F, <) jest zbiorem liniowo uporzgdkowanym, tj. relacja < spelnia nastepu-
jace warunki:

(a) (Va,y,z €eF)z <yAhy<z=z<z],
(b) dla dowolnych z,y € F zachodzi:

r<yYr=yVax>y.
3. porzgdek < jest zgodny z dziataniami, tj.:
(a) Ve,y,zePz<y=>ax+z<y+z],

(b) Ve,y,z€Fz<yA0<z=z-2<y-zl.

DEFINICIA 2

Niech (F,+,-,0,1, <) bedzie ciatem uporzgdkowanym.

(C1) Kazdy podzbiér A C F, A # 0, ograniczony z gdry posiada kres gdrny, tj.
istnieje a € F takie, Ze

MyeAy<alANNVzeF)(Vye Aly<z=a<zx]

Kres gérny zbioru (supremum) jest wyznaczony jednoznacznie. Oznaczamy go jako
a = supA. Warunek (C1) nazywa sie zasadg supremum.

2Symbol VY oznacza tzw. alternatywe wykluczajaca, co znaczy, ze zachodzi dokladnie jeden ze
skladnikéw alternatywy: c <yVae =yVaz >y.
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DEFINICIA 3
Cialo uporzgdkowane, w ktérym spelniony jest warunek (C1) nazywamy cialem
uporzgdkowanym w sposob ciggly.

W opracowaniu Cohen, Ehrlich (1963) podany jest dowdd, ze kazde dwa ciala
uporzadkowane w sposéb ciagly sa izomorficzne. Jest to tak zwane twierdzenie
o kategorycznosci aksjomatyki liczb rzeczywistych. Na podstawie twierdzenia o ka-
tegorycznosci liczby rzeczywiste sa definiowane jako cialo uporzadkowane w sposéb
ciagly.

Nizej podamy inne wersje aksjomatu ciaglosci. Zaczniemy od definicji przekro-
ju Dedekinda.

DEFINICIA 4
Pare uporzqdkowang (L,U) nazywamy przekrojem Dedekinda zbioru liniowo upo-
rzgdkowanego (F, <) jesli spelnia nastepujoce warunki:

1. LU # 0,
2. LUU =T,
3. (Vxe L)(My e U)[z < y].
DEFINICJA 5

Przekréj (L,U) nazywamy lukg, gdy w zbiorze L nie istnieje element najwickszy,
a w zbiorze U nie istnieje element najmniejszy.

TWIERDZENIE 1
Nastepujgce warunki sq réwnowazne warunkowi (C1)3:

(C2) Cialo (F,+,-,0,1,<) jest cialem archimedesowym oraz kazdy cigg
Cauchy’ego (a,) C F ma granice g € F, tj. dla kazdego ciggu (a,) C F
spetniajgcego warunek:

(Ve > 0)@N e N)(Vm,n > N)(| am —an |[< €)
istnieje liczba g naleZgca do F taka, zZe zachodzi

(Ve > 0)(AN e N)(Yn > N)(| an — g |< €).

(C3) Niech funkcja f : F — F bedzie ciggla na odcinku [a,b] @ niech f(a)- f(b) < 0.
Wéwczas istnieje ¢ € (a,b) takie, ze f(c) = 0.

(C4) Zaden przekrdj Dedekinda zbioru (F, <) nie wyznacza luki.

Warunek (C3) to twierdzenie o przyjmowaniu wartosci posredniej (IVT). W roz-
prawie Bolzana jest ono dowodzone i z niego jest wyprowadzane twierdzenie o przyj-
mowaniu wartoéci posredniej dla wielomianu. Fakt, iz (IVT) wynika z aksjomatu
cigglosci, np. (C1), jest dobrze znany?. Mniej znany jest fakt, ze z (IVT) wynika
aksjomat ciaglosci, dlatego naszkicujemy dow6d implikacji (C3) = (C4)5.

3W Cohen, Ehrlich, 1963 podane sa dowodu réwnowaznoéci aksjomatéw (C1), (C2), (C4).
4Zob. np. Blaszczyk, 2016.
5Za Blaszczyk, 2016.
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Niech cialo F nie spelnia (C4). Istnieje wéwczas przekrdj (L, U) zbioru (F, <),
ktory wyznacza luke. Definiujemy funkcje f nastepujaco:

0 gdyzel,
f(m)—{ 1 gdyxeU.

Pokazuje sie, ze f jest ciagla w kazdym punkcie z € F i nie spelnia warunku (C3).

W matematyce funkcjonuje oczywiscie wiele innych wersji aksjomatu ciggtosci.
Cztery wyzej wybrane sg istotne w analizie rozprawy Bolzana. Kolejnym aksjo-
matem waznym z uwagi na analize rozprawy Bolzana jest aksjomat Archimedesa.
W rozprawie jest on stosowany implicite w kilku wersjach. Nizej przedstawiamy
kilka réwnowaznych wersji aksjomatu Archimedesa.

TWIERDZENIE 2
Nastepujgce warunki sg réwnowazined :

(A1) (Va,b € F)(3n € N)[(0 < a < b) = na > b];
(A2) (Va € F)(In € N)[n > a];
(A3) nler;O%.

Ciato uporzadkowane, w ktorym spelniony jest aksjomat Al nazywamy archime-
desowym.

Dowodzi sig, ze w kazdym ciele uporzadkowanym w sposob ciaglty spelniony
jest aksjomat Archimedesa’.

3. Aksjomaty ciata uporzadkowanego w rozprawie Bolzana

W tym paragrafie pokazemy, w jaki sposéb Bolzano stosuje aksjomaty doty-
czace porzadku: liniowos¢ oraz zgodnos$é z dzialaniami.

W dowodzie IVT Bolzano dowodzi, ze znaleziona liczba U musi leze¢ miedzy
[liczbami] O oraz i, tzn., ze U € (0,4). W tym celu pokazuje najpierw, ze:
Po pierwsze nie moze byé réwna i (...) Po drugie, jeszcze mniej moze byé prawdg,
ze U > 8.

Zapiszemy to nastepujaco:

Ostatecznie Bolzano stwierdza:
Dlatego (...) U musi lezeé miedzy 0 a i.
Bolzano wyraznie zaktada, ze zachodzi dokladnie jeden z czlonéw ponizszej
alternatywy:
U=i)vU=>1)V{U<i

Pokazuje bowiem, ze:

FU=i)A=U>i]|=U<i

6Zob. Blaszczyk, 2012.
7Zob. np. Cohen, Ehrlich, 1963.
8Cytaty z Rein analytischer Beweis... zaznaczany kursywa. Ttumaczenia sa mojego autorstwa.
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Implicite, korzysta tu z prawa trychotomii.
A skad wiemy, ze U > 07 Tego Bolzano nie pokazuje wprost. Z wczesniejszej
czedci dowodu wiemy, ze w < U oraz ze w oznacza dodatnig wielkosé. Wobec tego:

O<wAw<U)=(0<U),

a to oznacza, ze Bolzano korzysta z przechodniosci relacji porzadku. Wczesniej
pokazano, ze autor rozprawy wykorzystuje prawo trychotomii, dlatego uzasadnione
jest stwierdzenie, ze Bolzano wykorzystuje w rozprawie liniowos¢ porzadku.

Zgodnos¢ porzadku z dodawaniem znajdujemy w dowodzie IVT. Na poczatku
dowodu Bolzano zaklada:

Po pierwsze zaldzZmy, Ze o i 8 sq obie dodatnie i, Ze (bez utraty ogdlnosci) B
jest wiekszq z obu; wiec f = o+ i, gdzie i oznacza dodatnig wielkosc.

Zapiszemy to nastepujaco:

a<f=(3)B=a+i.

Nastepnie Bolzano pokazuje, ze liczba U € (0,14). Czytamy:

Dlatego (...) U lezy miedzy 0 a i, ¢ w konsekwencji a + U lezy miedzy « i 3.

Zapiszemy to w postaci: 0 < U <i=a+0<a+U < a+1.

Powyzsza implikacja jest oparta na zgodnosci porzadku z dodawaniem.

W kolejnym fragmencie odnajdujemy zgodnos¢ porzadku z mnozeniem:

Zalozmy, Ze wzrost szerequ, ktory zachodzi wraz ze zwiekszaniem go o kazde
n wyrazow jest = lub > d i chcemy, by szereg byl wiekszy od danej wielkosci D.
Wezmy liczbe catkowitq r, ktora jest = lub > % 1 wydluzymy szereg o r-n wyrazow.
Uzyskamy wzrost, ktory jest = lub > (r-d = lub > % -d=D).

Przyjmijmy, ze r oznacza liczbe caltkowita, D — liczbe rzeczywista, d — liczbe
dodatnia (ten warunek wynika z kontekstu). Przy tych oznaczeniach mamy % <r
oraz 0 < d, stad Bolzano wnioskuje, ze % -d < r-d. Rozumowanie to jest poprawne
przy zalozeniu zgodnosci porzadku z mnozeniem.

4. Zasada supremum

W rozprawie Bolzana aksjomat ciaglodci wystepuje w postaci zasady supre-
mum. Sformutowany jest w nastepujacy sposéb:
[1] Jezeli wiasnosé M nie zachodzi dla wszystkich wartosci zmiennej wielkosci x,
ale dla wszystkich tych, ktére sq mniejsze niz pewne u, [2] to zawsze jest pewna
wielkosé U, ktora jest najwiekszq z tych, o ktérych mozna stwierdzié, zZe wszystkie
mniejsze x majg wiasnosé M.

Zdanie [1] zapiszemy jak nastepuje:

(Vo) (M(x)) A (Fu)(Ve)(x < u= M(x)). (1)

Réwnowaznie:

(Fu)(Vz)(z < u = M(x)) A (Fz)(-M(x)). (2)

Odpowiednio zdanie [2] przedstawimy w nastepujacy sposdb:

3U)[(Vz)(x < U = M(x)) A (Yu)(Vx)(z <u = M(z)) = u < U] (3)
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Zalezno$¢ miedzy zdaniami [1] i [2] mozna przedstawié w postaci implikacji
(2) = (3). Bolzano przyjmuje, ze u < U powinna by¢ nieréwnosé¢ nieostra u < U.

5. Dowod zasady supremum

Pokazemy, ze w dowodzie zasady supremum Bolzano wykorzystuje aksjomat
ciaglosci w postaci (C1).

5.1. Ciag Cauchy’ego

[3] Teraz, gdyby pierwszy przypadek zostal potwierdzony, prawdziwosé twier-
dzenia jest juz udowodniona. W drugim przypadku mozna zauwazyc, Ze wielko$é
u—+ 2% + Q,ﬂ,l +...+ 2m+£___+r przedstawia po prostu szereg, ktorego liczbe wyrazow
mozna dowolnie zwickszac (...)

W dowodzie zasady supremum Bolzano ostatecznie konstruuje ciag nieskon-
czony i zapisuje jego sume:

D D D

Nastepnie pisze, ze ten ciag nalezy do klasy opisanej w §5 (...) Dlatego ma
wlasnosé z §9 (...). Przyjrzyjmy sie blizej tym fragmentom.

W §5 Bolzano sformutowal tzw. warunek Cauchy’ego.

[4] Szczegdlnie interesujgca wsrdd takich szeregéw jest klasa szeregéw posiada-
jacych wlasno$é, Ze wraz z ich przedtuzaniem o kolejne wyrazy, zmiana wartosct
(wzrost lub spadek) pozostaje zawsze mniejsza od pewnej wielkosci, ktdra to znowu
moze byc traktowana jako tak mala jok to pozgdane pod warunkiem, ze szereg bedzie
przedluzany wystarczajgco daleko.

Szczegolnie interesujgca wsrod takich szeregéw — Bolzano wyrdznia tu pewne
ciagi sposrod zdefiniowanych wczesniej ciagéw ograniczonych. Sformutowanie prze-
dluzany wystarczajgco daleko interpretujemy jako od pewnego wyrazu.

Zmiana wartosci to liczba nieujemna. Zdefiniowana zostala w rozprawie w na-
stepujacy sposéb:

[5] Zmiana wartosci, tj. wzrost lub spadek wartodci szeregu spowodowany zwiek-
szeniem liczby wyrazow przez jakis okreslony zbidr, np. przez jeden (...)

Natomiast wartosé szeregu (ciagu) to po prostu jego suma cze$ciowa:

[6] Wartosé tego szeregu, tj. wielko$é powstata z sumowania jego wyrazéw.

Bolzano wprowadza konwencje oznaczeniowa.

[7] Wiec na przykiad

A+ Bz +Cz?+ ..+ Rz" = F'x,
a z drugiej strony

A+Br+Cz?+ ...+ Ra" + ...+ Sg"ts = pUrts)g,
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Uzywajac oznaczen Bolzana, zmiane wartosci zapiszemy nastepujaco:
Frtry — F'a.
Uwzgledniajac powyzsze uwagi, zdanie [4] zapiszemy nastepujaco:
(Ve)(AN)(Vn > N)(F"""z — F"z < ¢), (4)

gdzie r > 0 jest liczba calkowita.
Dzi$ warunek Cauchy’ego zapisujemy w postaci:

(Ve > 0)(AN € N)(Vm,n > N)(| am — an |< €) (5)

5.2. Granica ciaggu

W §9 Bolzano definiuje granice ciagu.

[8] W zwigzku z tym, gdy pewne szeregi majq te wlasnodé, ze kazdy wyraz
jest skotriczony [endlich], ale zmiana, ktéra zachodzi przy kontynuowaniu szeregu
jest mniejsza od dowolnej wielkosci pod warunkiem, Ze liczba wzietych wyrazéow
jest wystarczajgco duza, [9] to wéwczas zawsze jest dokladnie jedna stala wielko$é,
taka ze wartosci tego szerequ mogq znaleié sie dowolnie blisko niej, gdy jest on
kontynuowany odpowiednio daleko.

Sformutowanie zmiana, ktéra zachodzi przy kontynuowaniu szerequ dotyczy
zmiany warto$ci zdefiniowanej wezesniej. Fragment liczba wzietych wyrazéw jest
wystarczajgco duza interpretujemy jako od pewnego wyrazu.

Zdanie [8] to sformulowany w postaci (4) warunek Cauchy’ego. Natomiast
zdanie [9] zapiszemy nastepujaco:

(39)(Ve)AN)(Vn > N)(F"z — g < €). (6)

Jest to — jak wida¢ — wspélczesna definicja granicy. Bolzano zaznacza, ze granica
jest tylko jedna. Implikacje [8] = [9] zapiszemy wiec za pomoca wspdlczesne]
notacji w postaci (4) = (6).

W §5 Bolzano zdefiniowal tzw. warunek Cauchy’ego. W §9 zapisal, ze ciag,
ktéry spelnia ten warunek, ma granice. W dowodzie zasady supremum korzysta
wiec z zupelnosci w sensie Cauchy’ego. Pelny aksjomat ciagloéci w wersji z zupet-
noscia w sensie Cauchy’ego, czyli (C2), wymaga jeszcze aksjomatu Archimedesa.
W nastepnym paragrafie pokazemy, w jakiej postaci aksjomat Archimedesa wy-
stepuje w rozprawie Bolzana.

5.3. Aksjomat Archimedesa

Wréémy do zdania, ktére zapisaliSmy formulg (2). Bolzano przyjmuje, ze wa-
runek ten jest spelniony. Nastepnie formuluje ciag pytan, w ktérych wystepuje
parametr m:

[10] Jezeli chee zapytaé — czy M zachodzi dla wszystkich x < u + %, gdzie
wyktadnik m jest najpierw 0, potem 1, potem 2, potem 3, itd. — to jestem pewny,
Ze pierwsze z moich pytan musi zostal odrzucone. (...) Wiec to kwestia tego, czy
kazde kolejne pytanie, gdy m kladzie sie coraz wieksze, bedzie odrzucone.
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Pytania te mozemy zapisa¢ w postaci:
D
(Vo) (x <u+ om = M(x))? (7)

Wéwezas zdanie Wiec to kwestia tego, czy kazde kolejne pytanie, gdy m kladzie
sie coraz wieksze, bedzie odrzucone oznacza pytanie o prawdziwosé zdania:

(Ym)(Vo)(z < u+ 2% = M(x)). (8)

[11] Jest jasne, Ze u jest najwickszq wartoscig, dla ktérej zachodzi twierdzenie,
ze wszystkie mniejsze x majqg wiasnosé M.

Implikacja wyrazona w tym zdaniu ma owszem miejsce, ale przy zalozeniu
aksjomatu Archimedesa. Pokazemy to, sledzac dowdd, ktory Bolzano zawart w ko-
lejnych zdaniach.

[12] Na razie nie byloby wiekszego, np. u + d, dla ktdrego twierdzenie by za-
chodzilo, tzn. wszystkie v < u + d mialyby wlasnosé M; [13] ale jesli wezme m
wystarczajgco duze, to u+ 21.31 bedzie < u+d i w konsekwenciji [14] jesli M zachodzi
dla wszystkich © < uw+ d, to tak samo zachodzi dla wszystkich x < u + %; wiec
nie mogtbym zaprzeczy¢ pytaniu, lecz nalezy je potwierdzic.

Wywdd ten zapiszemy nastepujacymi formutami:

(Vo)(r <u+d= M(z)), dla pewnego d > 0. (9)
D
(Fm)(u+ om <u+d), (10)
lub inaczej
D
(Bm) gy < ) (107

W zdaniu [13] Bolzano korzysta z zalozenia
D
(VD,d > O)(Hm)(Q—m <d),

ktore jest szczegdlna wersja aksjomatu (A2). Ostatnie zdanie, [14], jest juz prosta
konsekwencja [12] i [13].

Zalozenie wykorzystane w zdaniu [13], to nie jedyna wersja aksjomatu Archi-
medesa stosowana przez Bolzana. W dowodzie zasady supremum Bolzano korzysta
z faktu, ze ciag 2% jest zbiezny do zera, co znaczy, ze zaklada wersje (A3). Ak-
sjomat Archimedesa za kazdym razem stosowany jest w sposéb niejawny, jako
milczaco przyjete zalozenie.

PokazaliSmy zatem, ze w dowodzie zasady supremum Bolzano wykorzystuje
inng — réwnowazng — postaé aksjomatu ciaglosci, mianowicie koniunkcje dwoch
warunkéw: zupetnoéci w sensie Cauchy’ego i aksjomatu Archimedesa.
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6. Twierdzenie o przyjmowaniu wartosci posrednich

Z twierdzenia (1) wiemy, ze twierdzenie o przyjmowaniu wartoéci posredniej
przez dowolng funkcje ciagla, IVT lub inaczej (C3), jest jedna z wersji aksjomatu
cigglosci. Twierdzenie to Bolzano formuluje w nastepujacej sposob:

[15] Jezeli dwie funkcje x, fx i @x, réinig sie zgodnie z prawem cigglosci albo
dla wszystkich x, albo tylko dla tych, ktore lezg miedzy o i B, i jesli fa < pa
i fB > B, to zawsze jest pewna wartos¢ x miedzy o i B, dla ktorej fr = pux.

Przywolane tu prawo cigglosci to sformulowana we wstepie rozprawy definicja
funkcji ciaglej. Fragment dla wszystkich x albo tylko dla tych, ktore lezqg miedzy
« i [ nalezy interpretowaé jako w calej swojej dziedzinie lub tylko w pewnym
jej przedziale. Przyjmiemy, ze jest to przedzial otwarty. Przy tych zalozeniach,
twierdzenie przyjmie nastepujaca postac:

Niech f, ¢ beda funkcjami ciaglymi zmiennej z. Wéwczas zachodzi:

[f(@) < @) A f(B) > ¢(B)] = (Fz)[z € (a, B) A f(z) = p(2)] (11)

7. Dowod twierdzenia o przyjmowaniu wartosci posrednich

Dowéd IVT Bolzano rozpoczyna od pokazania, ze:

[16] dla wszystkich wartosci w, ktdre sq mniejsze niz pewna wielkos$é, mozna
stwierdzié, Ze dwie funkcje f(a+w) i p(a+w) s¢ w stosunku mniejsza do wiekszej.

Niech wielkoscig, od ktérej mniejsze sa w, bedzie u. Zdanie [16] zapiszemy
wowczas nastepujaca formula:

(Fu)(Vw)(w < u = fla+w) < pla+w)). (12)

Zdanie to wynika z przyjetej na wstepie zasady zachowania znaku oraz zatozenia
f(a) < p(a). W kolejnym zdaniu Bolzano pisze o wlasnosci M:

[17] Oznaczmy te wlasnosé przez M. Mozemy wiec powiedzied, ze wszystkie w,
ktore sqg mniejsze niz pewna wielko$é, posiadajq wilasnosé M.

Wiasnosé M zapiszemy w nastepujacy sposéb

Mw): fla4+w) < ola+w). (13)

Formula M (w) to wlasnosé M, o ktérej Bolzano pisze w zwiazku z zasada
supremum; zob. wyzej (rozdzial 4 niniejszej pracy).

Nastepnie Bolzano dowodzi, ze

[18] ta wlasno$é M nie zachodzi dla wszystkich wartodci w (...), tj.

Fw)(fla+w) = pla+w)). (14)

Z zalozenia wiadomo, ze f(8) > ¢(B), wystarczy wiec przyja¢ w = 8 — «a.
W dowodzie IVT formula (13) jest wlasnoécia M znana z zasady supremum. Ko-
niunkcja zdan (12) i (14) oznacza, ze spelnione sa zalozenia zasady supremum, tj.
warunek (2).
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Czytamy dalej:

[19] Zgodnie z §12 musi byé dana pewna wielkosé U, ktdra jest najwickszq
z tych wartosci, dla ktorych mozna stwierdzié, ze wszystkie w, ktore sg < U majg
wlasnosé M.

Zapiszemy to, jak nastepuje:

(A [(Vw)(w < U = M(w)) A (VU1 (Vw)(w < Uy = M(w) = Uy < U)].  (15)

W §12 Bolzano sformutowal i udowodnil zasade supremum.

Zauwazmy przy tym, ze zasada supremum w wersji przyjetej przez Bolzana
jest rézna od wersji wspo6lczesnej, czyli (C1). Bolzano stosuje ja w odniesieniu do
wlasnosci M. W przelozeniu na jezyk zbioréw otrzymujemy

A={welF: Mw)}.

W (C1) mamy dowolne podzbiory, w ujeciu Bolzana podzbiory definiowane sa
przez formule.

8. Whnioski

W rozprawie Rein analytischer Beweis... Bolzano wielokrotnie korzysta z ak-
sjomatu ciagloéci. Przyjmujac implicite, ze zakresem zmiennoéci x sg liczby rzeczy-
wiste, formuluje zasade supremum i udowadnia ja. W dowodzie tym wykorzystuje
aksjomat cigglosci w postaci koniunkcji warunkéw: zupelnoéci w sensie Cauchy’ego
i aksjomatu Archimedesa. Sam aksjomat Archimedesa takze jest stosowany wie-
lokrotnie i niejawnie. Zasada supremum wykorzystana zostaje w dowodzie IVT
dla dowolnej funkcji ciaglej. Twierdzenie to takze jest jednym z réwnowaznych
sformutowan aksjomatu ciaglosci.
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