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Rézne reprezentacje liczb rzeczywistych*

Abstract. This article is devoted to the different representations of real num-
bers. In particular, the following types are distinguished and discussed: (1)
representations based on theorems referring to the axiomatic characteriza-
tion of the field of real numbers, (2) genetic representations — related to the
construction of real numbers, (3) visual representations — mainly related to
the geometrical way of presenting numbers. The paper addresses different
representations of real numbers from a higher standpoint as well as from
a classroom perspective.

1. Termin ,reprezentacja” w literaturze z zakresu dydaktyki
matematyki

Przez reprezentacje Goldin (2002) rozumie , konfiguracje, ktéra moze reprezen-
towaé co$ innego w pewien sposéb” (s. 208). Na przyklad stowo moze odnosi¢ sie
do rzeczywistego przedmiotu, liczebnik moze stuzyé do okreslenia liczby elemen-
tow zbioru, ten sam liczebnik moze tez wskazywaé¢ na polozenie punktu na osi
liczbowe;j.

System reprezentacji tworza skladniki pierwotne — znaki, ktérym przypisuje
sie pewne znaczenie, konfiguracje znakéw — czyli mozliwe kombinacje pierwot-
nych komponentéw, oraz zloZome struktury — obejmujace sieci wzajemnych po-
wigzan miedzy reprezentacjami razem z regulami logiczno-jezykowymi i relacjami
pomiedzy reprezentacjami, ktore te sieci tworza,.

Lesh, Behr, Post (1987a) wyréznili pie¢ rodzajéw systemu reprezentacji:

o skrypty” oparte na do$wiadczeniu — obejmujg wiedze, dla ktérej kontekstem
umozliwiajacym interpretacje i rozwiazywanie probleméw sg sytuacje realne,
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e modele manipulacyjne — sg to czesto materialy ustrukturyzowane, ktérych
elementy same w sobie maja niewielkie znaczenie (np. klocki Cuisenaire’a,
kola ulamkowe), natomiast sa nosnikami pewnych glebszych idei, ukazuja
w przystepny i obrazowy sposéb, a takze pozwalaja poznaé i zrozumieé struk-
ture matematycznych pojec,

e rysunki i wykresy — statyczne modele pogladowe wplywajace na ksztal-
towanie si¢ w umy$le ucznia obrazéw pojec,

e zapis symboliczny — ktéry, podobnie jak jezyk, tworzony jest wedlug pewnych
ustalonych regul, sktada sie¢ z symboli i wyrazei wlasciwych dla danego (tu-
taj: matematycznego) jezyka,

e jezyk mowiony.

Matematyczne reprezentacje nie wystepuja w izolacji, bowiem zawsze stanowia
czeS¢ szerszego systemu. Zrozumienie reprezentacji jest zatem mozliwe tylko w ob-
rebie tego systemu, w ktorym ona wystepuje, bowiem to w nim ustalone sa znacze-
nia poszczegdlnych komponentéw i utrwalone sa pewne konwencje (Goldin, Shtein-
gold, 2001).

Roézne reprezentacje obiektéw matematycznych i relacje pomiedzy nimi po-
wstaja i utrwalaja sie w czasie, przechodzac nierzadko dluga droge od indywi-
dualnych inwencji, az po przyjecie ich jako swego rodzaju konwencji przez dana
spoleczno$é (por. Zazkis, 2016; Kontorovich, Zazkis, 2017). Konwencje za$ tworza
system normatywny umozliwiajacy cztonkom danej spolecznoéci porozumiewanie
sie ze soba.

Reprezentacje czynig abstrakcyjne pojecia matematyczne poznawczo dostep-
nymi dla uczacych sie. Mozna powiedzieé, ze rozwijanie kompetencji matema-
tycznych jednostki jest Scisle zwiazane z nabieraniem przez nia biegltoéci w inter-
pretowaniu, efektywnym postugiwaniu sie reprezentacjami poje¢ matematycznych
oraz tworzeniu wlasnych reprezentacji. Wymieni¢ nalezy tutaj kilka elementow
kluczowych dla rozwoju mys$lenia matematycznego i matematycznej sprawnoéci:

e znajomo$c¢ i rozumienie réznych reprezentacji danego pojecia,

o dostrzeganie zwiazkéw pomiedzy réznymi reprezentacjami tego samego po-
jecia (takze réznic i podobienstw),

e umiejetnos$¢ przechodzenia od jednej reprezentacji danego pojecia do innej,

e Swiadomosé, ze nie mozna reprezentacji abstrakcyjnego pojecia utozsamiaé
Z samym pojeciem.

W szczegoblnosci, stosowanie réznych reprezentacji tego samego pojecia umozli-
wia spojrzenie nan z réznych perspektyw poznawczych (Tripathi, 2008).

W polskiej literaturze z zakresu dydaktyki matematyki, stosowanie terminu
Lreprezentacja” zostalo w duzej mierze uksztaltowane przez podejscie Brunera,
ktory okreslit reprezentacje (takze system reprezentacji) jako ,zbiér regul, w ka-
tegoriach ktorych jednostka tworzy sobie pojecie stalosci zdarzen, z jakimi sie
zetkneta” (za: Semadeni, 1982, s. 165). Do podstawowych rodzajéw reprezen-
tacji zwyklo si¢ za autorem zalicza¢ reprezentacje: enaktywna, ikoniczng i sym-
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boliczna. Pierwsza z nich to reprezentacja ,odtwarzajaca”, obejmujaca zbiér dzia-
tan prowadzacych do osiagniecia zamierzonego rezultatu. Stanowi wiedze o czyms$
zawarta i wyrazajaca sie w umiejetnosci robienia czego$. Druga oznacza zbidr
obrazow powstalych w drodze czasowej, przestrzennej i jakosciowej strukturaliza-
cji spostrzezen i wyobrazen dotyczacych danego pojecia. Reprezentacja symbo-
liczna za$ (np. opis stowny, formula matematyczna) wymaga znajomosci i rozu-
mienia pewnego jezyka, w tym podstaw stosowanego kodu symbolicznego oraz
regul tworzenia i przeksztalcania zakodowanych wypowiedzi. Semadeni (1982)
zwraca roOwniez uwage na to, ze zrédlem reprezentacji ikonicznych moga by¢ za-
rowno reprezentacje enaktywne — wowczas obraz stanowi schemat organizacji dzia-
tania, jak i symboliczne — gdy obraz reprezentuje tresci podane wczesniej w formie
kodu symbolicznego. Reprezentacje te nazywa si¢ odpowiednio ikoniczno-enaktyw-
nymi i ikoniczno-symbolicznymi.

Wedlug Pape, Tchoshanov (2001) w kontekscie matematyki termin reprezen-
tacja odnosi sie zaréwno do zewnetrznych, jak i wewnetrznych przejawéw pojeé
matematycznych. Reprezentacje zewnetrzne (Janvier, Girardon, Morand, 1993;
Goldin, 2002) to te, ktére mozna zobaczyé, ktére istnieja poza czlowiekiem. Beda
to wiec na przyklad konkretne obiekty do manipulacji (modele enaktywne), wi-
zualizacje np. rysunki, wykresy itp. (modele ikoniczne) oraz obiekty abstrakcyjne,
takie jak wyrazenia algebraiczne czy wzory (modele symboliczne). Reprezentacje
wewnetrzne zas stanowig zinternalizowane obrazy matematycznych idei, schematy
poznawcze tworzone przez jednostke w trakcie nabywania do$wiadczen matema-
tycznych. Na ten rodzaj reprezentacji zwraca uwage Siwek (2005), przyjmujac, ze
reprezentacje to ,systemy przedstawiania i przetwarzania informacji (schematy,
reguly, kody), ktére powstaja w umysle ucznia w wyniku rozmaitych czynnosci,
ktére on wykonuje (konkretnych, wyobrazeniowych, abstrakeyjnych)” (s. 56).

Istotnego podziatu reprezentacji dokonali Lesh, Behr i Post (1987b), wyr6z-
niajac reprezentacje transparentna (ang. transparent) oraz nieprzejrzysta lub tez
nietransparentna (ang. opaque).

Reprezentacja transparentna to zdaniem autordéw ta, ktéra jest jednoznacznym
nosnikiem wylacznie tej idei lub struktury, ktora reprezentuje. Reprezentacja nie-
przejrzysta (nietransparentna) za$ podkresla pewne aspekty danej idei lub struk-
tury, inne natomiast ukrywa. Sama w sobie reprezentacja moze posiadaé¢ wlasnosci
wykraczajace poza te, ktore sa wladciwe zagniezdzonym w niej ideom lub struk-
turom, jak réwniez moze nie posiadaé¢ pewnych wtasnosci tychze idei lub struktur.

Zazkis i Gadowsky (2001), prowadzac badania z zakresu teorii liczb, zmody-
fikowaly podzial zaproponowany w pracy Lesha, Behra, Posta (1987b), formutujac
bardziej precyzyjne pojecie wzglednej transparentnosci reprezentacji (por. Zazkis,
Sirotic, 2010). Zdaniem autorek wszystkie reprezentacje liczb sa nieprzejrzyste,
gdyz uwypuklajac pewne aspekty danej liczby, ukrywaja inne. Przyktadowo: przed-
stawienie liczby 576 jako 242 podkreéla, ze liczba 576 jest kwadratem pewnej liczby
naturalnej, natomiast nie ujawnia tego, ze jest ona podzielna przez 192. Przedsta-
wienie tej samej liczby jako 23-25+1 podkredla, ze liczba 576 przy dzieleniu przez
23 daje reszte 1, natomiast w zaden sposob nie ukazuje tego, ze jest ona podzielna
przez 16.
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Autorki, postulujac uwzglednianie relatywnego charakteru reprezentacji, pro-
ponuja méwié o transparentnosci reprezentacji (np. liczby) ze wzgledu na pewng
wlasnosé, jezeli ta wlasnoéé jest widoczna (ujawnia sie) lub moze zostaé wyprowa-
dzona wprost z danej reprezentacji. Oto przyklad zaprezentowany przez R. Zazkis
w trakcie wykladu wygloszonego podczas kongresu ICME 13 (Hamburg, 2016):

Jakie wlasnoéci liczb a, b, ¢, d oraz e ujawniajg ich reprezentacje?

a = 2162
b =363
c=3-15552

d=5-7-31-43+1
e =12-3000 4 12 - 888

7 tatwoscia zauwazymy, ze liczba a jest kwadratem pewnej liczby naturalnej i jest
podzielna przez 216, liczba b jest z kolei szedcianem pewnej liczby naturalnej
i z pewnoscia dzieli sie przez 36. Z reprezentacji liczby ¢ mozemy wnioskowaé
o jej podzielnosci przez 2 i 3, a zatem réwniez przez 6, podobnie jak w przypadku
liczby e zauwazymy od razu, ze dzieli si¢ ona przez 12, ale tez 3, 4, 6 1 24. O liczbie
d powiemy od razu, ze w wyniku jej dzielenia przez 5, 7, 31 lub 43 otrzymamy
reszte 1. Powyzsze reprezentacje nie pozwalajg nam jednak od razu stwierdzié¢, ze
a=b=c=d=e.

Podobnie mozemy rozwazyé¢ reprezentacje zbioréw liczb transparentne ze
wzgledu na spelnianie przez ich elementy pewnych warunkéw. Przyktadowo: zbior
{2k : k € Z} oznacza zbidr liczb parzystych, zbiér {17k + 2 : k € Z} oznacza zbiér
liczb catkowitych, ktére przy dzieleniu przez 17 daja reszte 2, za$ {n? : n € N}
zbiér kwadratéw liczb naturalnych. Dzigki mozliwosci podania ogdlnego wzoru
liczb nalezacych do danego zbioru, mozemy efektywnie dziala¢ na jego dowolnych
elementach. Z tatwoscia, bez sprawdzania na konkretnych przyktadach, odpowiemy
na pytania czy suma dwoch liczb parzystych jest liczba parzysta, jaka reszte z dzie-
lenia przez 17 da nam iloczyn dwdéch liczb, ktore przy dzieleniu przez 17 daja reszte
2 albo jaka liczba jest roznica kwadratéw dwéch kolejnych liczb naturalnych.

Pojecie wzglednej transparentnosci okazalo si¢ niezwykle uzyteczne dla zrozu-
mienia trudnosci dos§wiadczanych przez przyszlych nauczycieli matematyki, pod-
czas rozwiazywania probleméw zwiazanych z liczbami pierwszymi. Zazkis i Lil-
jedahl (2004) zauwazyli, ze nie istnieje zaden transparentny sposéb przedstawie-
nia liczby pierwszej. Brak istnienia transparentnej reprezentacji liczby pierwszej
moze by¢ zdaniem autoréw zrédlem trudnosci w traktowaniu liczb pierwszych jako
obiektow, ktore mozna przeksztatcaé i na ktérych mozna dziatac.

Przyktady wzglednie transparentnych reprezentacji mozna takze znalez¢é w od-
niesieniu do innych zagadnien. Rozwazmy trzy rézne postaci wzoru tej samej
funkeji kwadratowej:

fi(z) = —22% — 4z +6

fo(z) = —2(x +1)* + 8
fs(z) = =2(z — 1)(z + 3)
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7 kazdego z podanych wzoréw mozemy od razu odczytaé informacje, ze ramiona
paraboli, bedacej wykresem danej funkcji, beda skierowane w dét. Z postaci wzoru
funkcji f; mozemy dodatkowo odczytaé, ze punkt przecigcia paraboli z osia Oy
bedzie mial wspoélrzedne (0,6). Postaé wzoru funkeji fo pozwala bez zbednych
obliczen podaé wspélrzedne wierzcholka paraboli (—1,8), za$ w ostatnim wzorze
zauwazamy od razu miejsca zerowe funkcji (1 oraz —3). Nie widaé¢ jednak od razu,
ze wszystkie te wzory opisuja te sama funkcje.

Spéjrzmy takze na podane nizej wzory funkcji: wykladniczej f i logaryt-
micznej g:

f@)=2" fi(z)=8-2" fo(zx)=2%. 27 =2°%3

oraz
g(x) =logyx  gi(x) =logy(8x) go(x) =logy 8 +logy & = 3 + logy =

Oczywiscie fi = fa. Oba wyrazenia algebraiczne uzyte do zapisania wzoréw f; oraz
f2 sa transparentne ze wzgledu na przeksztalcenie, w wyniku ktérego wykresy
tych funkcji mozna uzyskaé¢ z wykresu funkcji f. Jednak o ile w przypadku f;
posta¢ wzoru przywoluje na mysl powinowactwo prostokatne wzgledem osi O,
reprezentacja fo pozwala od razu dostrzec translacje o wektor [—3,0].

Podobnie bedzie w przypadku podanych wzoréw funkcji logarytmicznej. Jak
nalezy przeksztalcié wykres funkcji g, by otrzymaé¢ wykresy funkcji g1 i go7 Tu-
taj rowniez g3 = g¢o, jednak wyrazenie algebraiczne uzyte do zapisania wzoru
funkcji g1 wskazuje wyraznie na powinowactwo prostokatne wzgledem osi Oy, zas
wyrazenie zastosowane we wzorze na gs, wskazuje na translacje o wektor [0, 3].
W kazdym z przywolanych przypadkoéw, zestawienie obu reprezentacji pozwala
uzyskaé pelniejszy obraz podanej funkcji i wzbogaca wiedze uczacych sie.

Wydaje sie, ze transparentnos¢ reprezentacji poje¢ matematycznych jest istot-
nie pojeciem wzglednym. Podczas analizy danej reprezentacji w pelni uzasadnione
jest pytanie dla kogo jest ona transparentna, a dla kogo nie, dlaczego jest transpa-
rentna lub nie i wreszcie o transparentnosci ze wzgledu na jaki aspekt dla danego
pojecia méwimy. Refleksja nad zagadnieniem transparentnosci reprezentacji moze
nas doprowadzi¢ do zaskakujacej konkluzji, ze cho¢ termin ,reprezentacja transpar-
entna” powoluje do zycia pewna klase reprezentacji, klasa ta zdaje sie pusta. Dla-
tego w dalszych rozwazaniach, tam gdzie to istotne, uwaga Czytelnika kierowana
bedzie nie na transparentnosé jako taka, ale na transparentno$é¢ ze wzgledu na
pewne wskazane wtasnosci.

2. Charakterystyka (zbioru) liczb rzeczywistych z ,,wyzszego
stanowiska”

Zanim przejdziemy do szkolnego ujecia liczb rzeczywistych, warto spojrzeé¢ na
nie z tzw. ,wyzszego stanowiska” i dokonaé¢ przegladu wybranych reprezentacji
liczb rzeczywistych stanowiacych przedmiot badan matematyki wyzszej. Natural-
nie, ze wzgledu na obszerno$é¢ zagadnienia i konieczna zwieztosé narzucona przez
ramy artykutu, ogranicze przeglad do wybranych reprezentacji. Kryterium, wedtug
ktorego chce wyr6zni¢ pewne reprezentacje jest dla mnie sposob wprowadzania
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(zbioru) liczb rzeczywistych, a takze sposéb, w jaki mozemy mysleé o liczbach
rzeczywistych, chcac odpowiedzie¢ na pytania: ,czym jest zbior liczb rzeczywi-
stych?” oraz ,,czym sa liczby rzeczywiste?”. W tym celu wyrézniam trzy odmienne
w swej naturze charakterystyki zbioru liczb rzeczywistych (Tabela 1):

e Aksjomatyczna — w tym ujeciu uporzadkowane ciato liczb rzeczywistych
zdefiniowane jest przez podanie grupy aksjomatéw, liczby rzeczywiste to ele-
menty tak okreslonego ciala;

e Genetyczna — ta charakterystyka zwiazana jest z konstrukcja liczb rzeczy-
wistych przez rozszerzenie zbioru liczb wymiernych; wyrézni¢ tu mozna za-
réwno konstrukcje calego zbioru, jak i mozliwosé skonstruowania poszczegol-
nych liczb rzeczywistych (np. konstrukeje Cantora, Dedekinda i Hoborskiego);

e Pogladowa — charakterystyka zwiazana z reprezentacjami graficznymi,
w ktérych rysunek pelni role wysoce sugestywnego noénika pojecia lub struk-
tury matematycznej; wspiera ksztaltowanie intuicji (zbioru) liczb rzeczy-
wistych.

Tabela 1. Trzy rodzaje charakterystyki (zbioru) liczb rzeczywistych

Charakterystyka (zbioru) liczb rzeczywistych

Aksjomatyczna aksjomaty ciata uporzadkowanego (R, <)
konstrukcja liczb konstrukcja zbioru R jako struktury
rzeczywistych ilorazowej Cantora
i zbioru R
Genetyczna ——
ons. rukaa konstrukcja liczb rzeczywistych Dedekinda
liczb
rzeczywistych | konstrukcja liczb rzeczywistych Hoborskiego

Pogladowa tzw. aksjomat Cantora-Dedekinda

3. Aksjomatyczna charakterystyka zbioru liczb rzeczywistych

W sensie matematycznym jest to pierwotna charakterystyka zbioru liczb rzeczy-
wistych, z niej bowiem mozna wyprowadzié¢ twierdzenia! stanowiace podstawe do
tworzenia reprezentacji poszczegdlnych liczb rzeczywistych.

Pierwsza aksjomatyczna charakterystyka ciala liczb rzeczywistych zostata po-
dana przez D. Hilberta w 1900 roku?. Przeszla ona dtuga droge, by przyja¢ postaé
w jakiej najczesciej jest podawana wspolczesnie (aksjomaty ciala uporzadkowanego
oraz aksjomat ciaglodci).

W dalszej czeéci artykutu wybrane twierdzenia albo zostang podane wprost, albo istnienie
odpowiednich twierdzen bedzie zasygnalizowane. Twierdzenia nie beda jednak wyprowadzane
z aksjomatéw ciata uporzadkowanego liczb rzeczywistych, gdyz zagadnienie to znacznie wykracza
poza ramy tego artykulu.

2Mowa o artykule Uber den Zahlbergriff dotaczonym jako dodatek do ksiazki Grundlagen
der Geometrie. Wczeéniej znano juz m.in. aksjomaty Peano zbioru liczb naturalnych (1889)
oraz aksjomatyczne ujecie arytmetyki liczb zespolonych Huntingtona. Szerzej na ten temat pisze
Blaszczyk (2007, 2010, 2012).
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Przyjmujemy nastepujace pojecia pierwotne:

R — zbiér liczb rzeczywistych

0 oraz 1 — liczby rzeczywiste

” 4+ 7 oraz - — dzialania dodawania i mnozenia
+:RxR—->R

tRxR—=R

”? — 7 operacja brania elementu przeciwnego
< — relacja mniejszosci

Aksjomaty ciata liczb rzeczywistych sa nastepujace:

Tabela 2. Aksjomatyka ciata liczb rzeczywistych

Aksjomaty ciala przemiennego

Przemienno$é dodawania Ve,yeRae+y=y+uz

Przemienno$é mnozenia Ve,yeRax-y=y-x
Lacznosé dodawania Ve,y,z€ R e+ (y+2)=(z+y)+2
Laczno$¢é mnozenia Ve,y,z€R z-(y-2)=(x-y) 2

Rozdzielno$¢ mnozenia
) Ve,y,z€ R z-(y+2)=z-y+x-2
wzgledem dodawania

Istnienie el t
snlenleeemenu. S0ERVZERE 40— 2
neutralnego dodawania

Istnienie elementu
o JleRVzeRx-1=2z
neutralnego mnozenia

Istnienie el t6
stnienie 'e ementow Vz e RI(—z) ERz+ (—z) =0
przeciwnych

Istnienie elementéw

Aksjomaty ciala uporzadkowanego

Ve e R\ {0}Fz~' eRz 271 =1
odwrotnych

Aksjomaty porzadku
Prawo trychotomii Ve,yeRzZy=z<yVz>y

Przechodnios¢ relacji
! Ve,y,z ERz <yAy<z= 1z <2z

mniejszosci
Monotonicznoéé dodawania® Ve,y,z€ Rz <y=ax+2z2<y+2]
Monotonicznosé
Ve,y,z ERz<yAz>0=z-2<y-Z]
.4
mnozenia

Aksjomat cigglosci (podajemy go tutaj w dwoch wersjach®)

Kazdy niepusty, ograniczony z géry (z dotu) podzbiér A C R ma kres
gérny M =sup A € R (dolny m = inf A € R).

3Mowa o monotonicznoéci funkcji f(z) == + a

4Mowa o monotonicznosci funkcji f(z) = ax

5Inne, réwnowazne sformutowanie mozna otrzymaé, stosujac przekroje Dedekinda, o ktérych
mowa jest dalej. W pracy (Blaszczyk, 2012) podanych jest sze$é wersji aksjomatu ciagtosci.
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Uktad (R, +,-,0,1, <) nazywamy uporzadkowanym ciatem liczb rzeczy-
wistych.

Mozna pokazaé (Cohen, Ehrlich, 1963), ze istnieje (z dokladnoscia do izomor-
fizmu) doktadnie jedna struktura spelniajaca wszystkie powyzsze aksjomaty. Z po-
danych wyzej aksjomatow oraz z istnienia co najmniej dwoch réznych liczb naleza-
cych do R mozna wyprowadzi¢ wszystkie znane nam twierdzenia dotyczace liczb
rzeczywistych, w szczegodlnosci szkolne reguly dzialan arytmetycznych. Wybrane
twierdzenia zostana przedstawione w dalszej czesci.

Inny uktad aksjomatéw zbioru liczb rzeczywistych® zaproponowal Alfred Tarski
(1994). Pojeciami pierwotnymi w jego pierwszej aksjomatyce sg R, <, + oraz 1.
Przy tych samych oznaczeniach, aksjomaty Tarskiego sg nastepujace:

Tabela 3. Aksjomatyka liczb rzeczywistych wg A. Tarskiego

JeSiz #ytor<yluby <z
Relacja ,,<” jest relacja asymetryczna

Jedli x < z, to istnieje taka liczba y, ze x <yiy < z

Aksjomaty porzadku Jesli X 1Y to dowolne zbiory liczb rzeczywistych

spelniajace warunek: dla dowolnego = € X oraz

dowolnego y € Y: x < y to istnieje liczba z taka,
zejeSic £ zorazy#£ztor <z<y
Ve,y,z€ Re+(y+2)=(x+y)+2

Aksjomaty dodawania Ve,yec RIzeRax+2=y
Ve,y,z€ Rz+y<z+w=z<2zVy<w
leR

Aksjomaty jednosci

1<1+1

Jak latwo zauwazy¢, w powyzszych aksjomatach nie wystepuje mnozenie. Da
sie jednak pokazaé (Tarski, Givant, 1987), ze jego istnienie mozna wyprowadzi¢
z tych aksjomatéow, a wraz z dodawaniem spelnia ono aksjomaty ciata.

Minimalizm pierwszej aksjomatyki Tarskiego oraz prostota przyjetych zalozen
przyczynity sie jednak do znacznej komplikacji wywodéw prowadzonych w opar-
ciu o nia. Druga aksjomatyka zaproponowana przez Tarskiego, uzupetniona jest
o dwa terminy pierwotne (0 oraz dzialanie mnozenia) i obejmuje az dwadzieScia
aksjomatéw (patrz: Tarski, 1994).

4. Genetyczna charakterystyka zbioru liczb rzeczywistych

Przez analogie do pojecia definicji genetycznej, ktora okredla czynnosci jakie
nalezy wykonaé, aby skonstruowaé dany obiekt (Nowak, 1989, s. 258), méwiac
o charakterystyce genetycznej, bede mie¢ na mysli konstrukcje prowadzace do
stworzenia (zbioru) liczb rzeczywistych. Rézne sposoby konstruowania liczb rzeczy-
wistych moga wskazywac¢ na ich rézne aspekty.

6W istocie, aksjomaty Tarskiego odnosza sie do cial rzeczywiscie domknietych.
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4.1. Konstrukcja Cantora — liczba rzeczywista jako klasa abstrakcji relacji
wspétzbieznosci ciagéw podstawowych

Przypomnijmy na poczatku kilka pojec.

DEFINICIA 1
Kazdg funkcje f : Ny — Q nazywamy ciggiem wymiernym.

DEFINICIA 2
Cliggiem spetniajacym warunek Cauchy’ego (lub: ciggiem podstawowym) nazywamy
cigg wymierny taki, Ze:

Ve € QY Ik € NyVm,n € Ny [m,n >k = |a, — an| < €.

Oznaczmy przez F' zbiér wszystkich ciagdéw spelniajacych warunek Cauchy’ego.
W zbiorze tym okre$lmy nastepujaca relacje:
(an) ~ (by) & lim (a, —b,) =0.
n—oo
Relacja ta, zwana relacja wspolzbieznosci ciagéw, jest relacja réwnowaznosci

ciagéw podstawowych i wyznacza w zbiorze F' klasy abstrakcji (por. Chronowski,
1997, 1999).

DEFINICIA 3
Kazdg klase abstrakcji relacji ~ w zbiorze ciggow podstawowych nazywamy liczbg
rzeczywistq.

Liczbe rzeczywista [(ay)] taka, ze lim = a € Q nazwiemy liczbg wymierng,
n—oo

za$ przez liczbe niewymierng bedziemy rozumieé¢ taka liczbe rzeczywista [(by,)],
ktéra nie jest wymierna.

DEFINICIA 4
Zbiorem liczb rzeczywistych nazywamy zbior wszystkich klas abstrakcji relacji ~
w zbiorze F'. Zbior liczb rzeczywistych jest zatem zbiorem ilorazowym:

R=F/.

Ten sposéb konstrukeji zbioru liczb rzeczywistych zostal podany w 1872 roku
przez George’a Cantora w pracy Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie
der trigonometrischen Reihen.

4.2. Konstrukcja Dedekinda — liczba rzeczywista jako przekrdj (A, B) zbioru
liczb wymiernych

Inny sposéb konstrukeji liczb rzeczywistych zaproponowal Richard Dedekind
(1872) w pracy Stetigkeit und irrationale Zahlen. Poniewaz konstrukcja ta prze-
biega w zbiorze liczb wymiernych, przypomnimy najpierw w jaki sposéb kon-
struowane sa wlasnie te liczby, a nastepnie podamy definicje przekroju Dedekinda
dla zbioru liniowo uporzadkowanego (np. Q).
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W zbiorze Z x (Z \ {0}) okreslamy nastepujaca relacje R:
<a,b>R<c¢,d>= (a-d=b-c).

Relacja R jest relacja réwnowaznosci wprowadzajaca w zbiorze Z x (Z\ {0}) klasy
abstrakcji. Klase abstrakcji danej pary < a,b > tworza wszystkie pary, w ktérych
iloraz pierwszego elementu przez drugi jest rowny ilorazowi a przez b.

Klasy abstrakcji wyznaczone przez relacje R w zbiorze Z x (Z\ {0}) nazywamy
liczbami wymiernymi.

DEFINICJA 5
Przekrojem Dedekinda zbioru liniowo uporzgdkowanego (X, <) nazywamy kazdg
pare (A, B) podzbioréw zbioru X takq, Ze:

1. A0, B#0
2. AUB=X
3. dla kazdego a € A, b€ Ba <b.

Zbior A nazywa sie klasq dolng, zas B klasq gérng przekroju (A, B).

Rozwazajac przekroje zbioru X mozemy mie¢ do czynienia z jedna z nastepu-
jacych sytuacji:

1. W zbiorze A istnieje element najwiekszy, a w zbiorze B istnieje element naj-
mniejszy — powiemy wowczas, ze obie klasy przekroju sa domkniete, a przekrdj
(A, B) wyznacza skok.

PRZYKEAD 1
X=7Z,A=(-0,2>NZ, B=<3,+00)NZ.

Zauwazmy, ze w zbiorze uporzadkowanym w sposéb gesty, zaden przekrdj nie
moze wyznacza¢ skoku. W zbiorze takim natomiast mozemy powiedzie¢, ze kazdy
przekroj jest jednoznacznie wyznaczony przez klase dolng (lub gérna), co widaé
w kolejnych dwoch przykladach.

2. W zbiorze A istnieje element najwiekszy x, zas w zbiorze B nie istnieje element
najmniejszy — woéwczas przekréj wyznaczony jest przez liczbe x. Klase dolna
takiego przekroju nazywamy klasa domknieta. Przekroje tego typu, w ktérych
klasa gérna nie ma liczby najmniejszej nazywamy dodatkowo przekrojami unor-
mowanymi.

PRZYKEAD 2
X =R, A=(—00,2 >, B=(2,+00).

3. W zbiorze A nie istnieje element najwiekszy zas w zbiorze B istnieje element
najmniejszy y — wtedy przekrdj wyznaczony jest przez liczbe y. Klase gorna
takiego przekroju nazywamy klasa domknigta.

PRZYKEAD 3
X =R, A= (—-00,2), B=<2,+00).
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4. W zbiorze A nie istnieje element najwigkszy, a w zbiorze B nie istnieje ele-
ment najmniejszy — powiemy wtedy, ze zadna z klas przekroju nie jest domknieta,
a przekrdj (A4, B) wyznacza luke.

PrZYKLAD 4
X=Q A={reQ:22<2}, B=Q\ A.

Liczbami rzeczywistymi bedziemy nazywaé przekroje Dedekinda zbioru liczb
wymiernych. Przekroje typu 2 oraz 3, w ktérych dokladnie jedna z klas jest
domknieta, nazywamy przekrojami wymiernymi. O przekrojach tych powiemy, ze
wyznaczaja liczbe wymierna — jest nia najwieksza liczba w klasie A lub najmniejsza
liczba w klasie B. Mozna dodatkowo powiedzie¢, ze kazdej liczbie wymiernej
q odpowiada doktadnie jeden przekrdj unormowany, w ktérym dolna klasa jest
domknieta. Przekroje typu 4, tj. luki w porzadku liczb wymiernych, nazywamy
przekrojami niewymiernymi, a wyznaczone przez nie liczby — liczbami niewymier-
nymi. Mozna powiedzie¢, ze w tym ujeciu liczba rzeczywista jest utozsamiana
z pewnym wlasciwym podzbiorem (przekrdj unormowany, w ktérym dolna klasa
jest domknieta) zbioru liczb wymiernych lub tez z para (A4, B) bedaca przekrojem
zbioru Q.

Wprowadzone pojecie przekroju umozliwia nam inne sformutowanie aksjomatu
ciaglosci podanego w czesci poswieconej aksjomatycznej charakterystyce zbioru
liczb rzeczywistych. Powiemy, ze zbiér (X, <) spelnia aksjomat ciaglosci jezeli
zaden jego przekréj Dedekinda nie wyznacza luki. Jest to réwnowazne uprzednio
podanemu aksjomatowi, zgodnie z ktérym ciaglo$é w sensie Dedekinda oznacza,
ze kazdy niepusty, ograniczony z dotu (z géry) podzbidér zbioru X, posiada w X
kres dolny (gérny).

4.3. Konstrukcja Hoborskiego — liczba rzeczywista jako ciag cyfr
(nieskoficzony utamek dziesietny)

W pracy Nowa teorja liczb niewymiernych z 1921 roku, Sierpinski nie tylko
przedstawia sposéb konstrukcji liczb rzeczywistych, lecz pokazuje réwniez, ze moz-
liwe jest wykonywanie na nich operacji arytmetycznych.

DEFINICJA 6
Ciag (a,) taki, ze:

1. ap €N

2. Gpy1 = ap + cfoff dla ¢,41 € {0,1,2,...,9}
3. ~(3keNVj>ka; =9).

nazywamy nieujemng liczbg Hoborskiego (1921).

Ciag ten mozemy zapisa¢ symbolicznie jako nieskonczony utamek dziesietny:
ag, a1a2as . ..". Zauwazmy, ze istotnie jeéli > 0 jest liczba rzeczywista oraz ag =

"Taki zapis utamkéw dziesietnych zostat wprowadzony w XVII wieku przez J. Nepera.
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[7] jest najwicksza liczba calkowita nie wieksza od z8, to mozemy dobraé cyfry
ai,as,as,...,ar tak, ze:
ag = [x]

oraz
x = [z],a1az0a53 . ..

Taki sposoéb przedstawiania liczb rzeczywistych mozna znalezé w wielu pra-
cach (np. Hardy, Wright, 1993; Sierpinski, 1964; Feferman, 1989; Kalapodi, 2010).
Kolejne wyrazy ciagu stanowig kolejne przyblizenia dziesietne liczby rzeczywistej,
ktéra mozemy utozsamiac z granica tego ciagu. Przykladowo, pierwsze wyrazy
ciggu kolejnych przyblizei liczby v/2 to:

1;1,4;1,41;1,414; 1,4142; ...

Zgodnie z definicja liczby Hoborskiego uznaje sie, ze niemozliwa jest sytu-
acja, gdy od pewnego miejsca po przecinku poczawszy, na kolejnych miejscach
rozwiniecia dziesietnego wystapia wyltacznie dziewiatki. Gdybysmy bowiem dopu-
$cili taka mozliwo$éé, otrzymamy sprzecznosé. Przypusémy, ze liczba x posiada taka
reprezentacje:

9
107

oo
v =1[2],999... = [z]+ )
i=1
Wowczas:
r=[z]+1
co jest niemozliwe (por. Voskoglou, 2012).
Podsumowujac przedstawione powyze]j sposoby konstrukeji (zbioru) liczb rze-
czywistych, otrzymujemy trzy mozliwe sposoby pojmowania liczby rzeczywistej
w reprezentacji genetycznej (Tabela 4):

Tabela 4. Charakterystyka liczb rzeczywistych

Charakterystyka liczb rzeczywistych

] Liczba rzeczywista to zbiér wspotbieznych
Konstrukcja Cantora . )
ciagéw liczb wymiernych

Liczba rzeczywista to para podzbioréw
Konstrukcja Dedekinda i Y ) P ] P
zbioru liczb wymiernych

Liczb ista to ci f
Konstrukcja Hoborskiego .ICZ a/rzeczywm ato cgg.cy '
(nieskoriczony utamek dziesigtny)

Stupecki, Pirég-Rzepecka i Hatkowska (1979) stwierdzaja, ze: ,Najbardziej in-
tuicyjna definicja liczby rzeczywistej jest definicja Hoborskiego. Najprostsza teorie
dzialan arytmetycznych podaje arytmetyka Cantora, najprostsza teorie relacji
mniejszosci — arytmetyka Dedekinda” (s. 162).

8Jej istnienie wynika z tego, ze ciato liczb rzeczywistych posiada wiasnoéé Archimedesa.
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Kazda z oméwionych wyzej konstrukeji® wskazuje na konieczno$é uzupetnienia
zbioru liczb wymiernych. Zbiér liczb rzeczywistych staje sie rozszerzeniem zbioru
liczb wymiernych, ktére jest konieczne dlatego, ze w zbiorze Q istnieja luki (Dede-
kind) — lub méwiac inaczej — zbidr liczb wymiernych nie jest domkniety ze wzgledu
na branie granicy ciagu jego elementéw (Cantor, Hoborski). Jak podaje Maddy (za:
Blaszczyk, 2007) cecha wspdlna wszystkich teoriomnogosciowych charakterystyk
zbioru liczb rzeczywistych jest to, ze wskazuja one na ciggloéé jako wlasnosc, ktora
ten zbiér oddaje.

Blaszczyk (2007) zwraca uwage na réznice pomiedzy ujeciem aksjomatycznym
a genetycznym. To pierwsze ,,niejako od razu ujmuje liczby rzeczywiste jako szcze-
golne cialo uporzadkowane” (Blaszczyk, 2007, s. 311), uzupelniajac réwniez luki
w dowodach Dedekinda, natomiast drugie odwotuje sie do rozszerzania kolejnych
struktur liczbowych. Mozemy stwierdzié, ze aksjomatyczna charakterystyka liczb
rzeczywistych nie jest reprezentacja transparentna zbioru R ze wzgledu na kon-
strukcje liczb rzeczywistych w drodze rozszerzenia zbioru liczb wymiernych.

Z kolei Abian (1981) uznaje definicje Dedekinda i Cantora za uciazliwe i nie-
praktyczne. Dodaje réwniez, iz stanowig one znacznie mniej czytelna reprezentacje
niz najblizsze do$wiadczeniom ucznia nieskoriczone rozwiniecia dziesigtne. O alge-
braiczno-aksjomatycznej definicji liczby rzeczywistej, autor pisze:

,»jest po prostu przerazajaca i wstretna. Zrezygnowac z [reprezentacji dziesigt-
nej] i zamiast tego definiowaé liczbe rzeczywista za pomoca zimnej i nudnej
listy kilkunastu aksjomatéw ciata uporzadkowanego, to jak zastapi¢ zycie
$miercig lub czytaniem nekrologéw” (Abian, 1981, s. 466).

Autor stwierdza, ze wszystkie aksjomaty ciala uporzadkowanego liczb rzeczy-
wistych moga by¢ wyprowadzone z reprezentacji dziesietnej liczby rzeczywistej.
Wéwezas, aktem hipokryzji byloby w jego ocenie odrzucenie reprezentacji dziesiet-
nej i przyjecie za definicje liczb rzeczywistych ,,0okolo tuzina aksjomatow”.

Przyjecie réznych definicji liczb rzeczywistych ma takze konsekwencje dla mozli-
wosci stwierdzenia ciggltosci zbioru R. Ciaglosé daje sie wyprowadzi¢ z definicji
Cantora i Dedekinda, lecz jest znacznie prostsza do pokazania jezeli punktem
wyjscia bedzie definicja liczb rzeczywistych odwolujaca sie do ich reprezentacji
dziesigtnej. Z kolei charakterystyka aksjomatyczna zbioru liczb rzeczywistych po-
daje ciaglosé jako jeden z aksjomatéw. W tym, zdaniem Abiana (1981), przejawia
sie po raz kolejny nieuzytecznosé charakterystyki aksjomatycznej (,,po co aksjo-
matyzowaé kiedy mozna udowodnié?” s. 468).

4.4. Pogladowa charakterystyka zbioru liczb rzeczywistych

Liczby rzeczywiste utozsamia si¢ ze zbiorem punktéw na prostej. Zwykle to
utozsamienie podaje sie bez uzasadnienia i przyjmuje sie jego oczywistosé. Poste-
powanie wyglada nastepujaco:

1° Na prostej obieramy punkt poczatkowy O i punkt jednostkowy A.

9Mozliwe sa tez inne konstrukcje liczb rzeczywistych. Zainteresowanego Czytelnika odsytam
do pracy (Blaszczyk, 2010).
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2° Liczbie rzeczywistej 0 przyporzadkowujemy punkt O, liczbie 1 — punkt A.

3° Dowolnej liczbie rzeczywistej x réznej od 0 i 1 przyporzadkowujemy taki
punkt prostej, ktorego odlegloéé od punktu O mierzona jednostka dlugosci
OA wynosi |z| i ktéry w przypadku = > 0 lezy po tej samej stronie punktu
O co A, a w przypadku z < 0 po przeciwnej.

Pomiedzy punktami prostej a elementami zbioru liczb rzeczywistych istnieje
wzajemnie jednoznaczne przyporzadkowanie. Tak silnie zakorzenione jest utozsa-
mianie liczb rzeczywistych z punktami na prostej (osi), Ze czesto nazywa sie je
punktami osi liczbowe;j”.

Teze o odpowiednioéci kontinuum arytmetycznego i geometrycznego okresla
sig czesto mianem aksjomatu Cantora-Dedekinda. Szerzej ten problem ukazuje
Blaszczyk (2007), dodajac, ze twierdzenie podane w pracy Borsuk, Szmielew (1972)
ukazuje matematyczny sens tego aksjomatu: linia prosta jest izometryczna z prze-
strzenia kartezjanska Cf.

5. Liczby rzeczywiste w ujeciu szkolnym

Liczbami rzeczywistymi, jakie poznaje uczen, sa w pierwszej kolejnosci liczby
naturalne, nastepnie wymierne (utamki), catkowite ujemne, wreszcie liczby nie-
wymierne. Chcac moéwi¢ o szkolnym ujeciu liczb rzeczywistych, w szczegdlnosci
wymiernych i niewymiernych, zaznaczmy tylko, ze od najwczesniejszych lat szkol-
nego nauczania matematyki ksztaltowanie pojecia liczby u uczniéw wiaze sie z roz-
wijaniem rozumienia réznych jej aspektéw. W przypadku liczb naturalnych beda to
aspekty takie jak: kardynalny (mnogosciowy), porzadkowy, miarowy i monetarny.
Wiele uwagi poswieca si¢ takze aspektowi algebraicznemu liczby naturalnej, ktory
wiaze si¢ z przedstawianiem liczb w postaci sumy, réznicy, iloczynu lub ilorazu
dwoéch lub wiecej liczb. Mozemy przykladowo postrzegaé liczbe 10 jako:

10=0+10=14+9=...=94+1=104+0
10=11-1=12-2=...
10=1-10=2-5=5-2=10-1
10=20:2=30:3=...

Zgodnie z tzw. Zasadniczym Twierdzeniem Arytmetyki, kazda liczbe naturalng
n > 1 mozemy przedstawi¢ w postaci iloczynu liczb pierwszych w sposéb jedno-
znaczny z dokladno$cia do kolejnosci czynnikow. Przedstawienie takie nazywa sie
postacia (reprezentacja) kanoniczng liczby naturalnej. Niech n bedzie liczba
naturalna, za$ liczby p1,ps,...,pr beda liczbami wystepujacymi w rozkladzie n
na czynniki pierwsze. Wéwczas:

n=p"-p3?-ps®-..ooppt, 0 €40,1,2,3,.. .}, dlai=1,...,k

Postaé¢ kanoniczna liczby naturalnej n jest jej reprezentacja transparentna ze
wzgledu na dzielniki tej liczby. Z postaci kanonicznej mozemy od razu odczytaé,
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ze dzielnikiem liczby n jest kazda z liczb p1, pa, . .., pr. Mozemy tez tatwo obliczy¢
d — liczbe dzielnikéw liczby n (por. Sierpiniski, 1965, s. 64, Twierdzenie 29):

d:(041+1)'(042+1)-...~(04k—|—1)

Jak zwracaja uwage dydaktycy matematyki (Semadeni, (red.), 1985, 1988),
istotna role w ksztaltowaniu myslenia matematycznego odgrywa racjonalne sto-
sowanie réznych przedstawien poje¢. Zbyt dlugie stosowanie tych samych $érod-
kéw pogladowych naturalnie rozwija u dzieci wigksza sprawnosé manipulacji na
konkretnych materialach, jednak w efekcie moze prowadzi¢ do tego, ze w umysle
dziecka w miejsce rozwoju abstrakcyjnych pojeé matematycznych, powstawac,
rozwija¢ 1 utrwalaé¢ sie beda ich konkretyzacje. Podobnie rzecz ma si¢ ze sto-
sowaniem tych samych reprezentacji danego pojecia — moze ono prowadzi¢ do
ksztaltowania si¢ w umyséle ucznia wybidrczego, zdeformowanego obrazu pojecia.

Reprezentacje liczb wymiernych i niewymiernych stwarzaja wiele dydaktycz-
nych okazji do tego, by méwic¢ o réznych reprezentacjach liczb rzeczywistych i éwi-
czy¢ sie w konwersji pomiedzy nimi.

5.1. Reprezentacja w postaci utamka zwyktego g

Pierwsze okreslenia liczb wymiernych i niewymiernych, z jakimi spotyka sie
uczen, odwoluja sie do pojecia utamka, z ktérym jest juz zaznajomiony.

Liczby wymierne Liczby niewymierne

To liczby, ktére da sie przedstawi¢ To liczby rzeczywiste, ktérych nie
w postaci utamka g,p €Z,qeZ\ {0} da si¢ przedstawi¢ w postaci takiego
utamka %

Sam utamek zwykly mozna przez rozszerzanie przedstawi¢ na nieskonczenie

wiele sposobéw np. £ =2 =2 = itd.

5.2. Reprezentacja w postaci utamka dziesietnego

Zamiana utamka zwyklego na dziesietny wiaze sie z koniecznoscia uswiadomie-
nia sobie, ze kazda liczba rzeczywista moze by¢ postrzegana jako liczba o rozwinie-
ciu dziesietnym nieskonczonym. Notacja liczb rzeczywistych w postaci rozwiniecia
dziesigtnego (Abian, 1981; Kalapodi, 2010; Voskoglou, Kosyvas, 2012) jest réwniez
stosowana w szkole. Liczby wymierne od niewymiernych odréznia rodzaj rozwinie-
cia dziesietnego, co przedstawiono ponizej:
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Liczby wymierne Liczby niewymierne

Rozwinigcie dziesigtne jest okresowe, Rozwiniecie dziesietne jest nieokre-
przy czym mozliwe sa dwie sytuacje sowe.
1. Od pewnego miejsca poczawszy

w rozwinieciu dziesietnym wystepuja

same zera; takie rozwinigcie dziesietne

zwyklo nazywaé¢ sie skonczonym,

a w zapisie pomija si¢ zeral?;

2. Po przecinku powtarza sie pewna

grupa cyfr zwana okresem; dlugosé

okresu liczby wymiernej przedstaw-

ionej w postaci utamka nieskracalnego

. p € Z,q € Z\{0} wynosi co najwyzej

q—1.

Nieskracalny utamek zwykly bedzie mial rozwiniecie dziesietne skoriczone wte-
dy i tylko wtedy, gdy jedynymi dzielnikami pierwszymi liczby znajdujacej sie
w mianowniku beda 2 lub 5. Liczbe wymierna, ktéra ma rozwiniecie dziesietne
skonczone, mozna przedstawic jeszcze inaczej, zmniejszajac ostatnia cyfre skonczo-
nego rozwinigcia dziesiegtnego o jeden i dopisujac nieskonczenie wiele dziewiatek
po niej. Przykladowo:

5=5,000...=4,(9)

Jezeli wsréd dzielnikdéw pierwszych liczby w mianowniku utamka % takiego, ze
(p,q) = 1 wystepuja liczby inne niz 2 i 5, woéwezas ulamek bedzie mial rozwiniecie
dziesigtne nieskoriczone okresowe. Przy czym:

a) jezeli liczby 2 oraz 5 w ogéle nie wystepuja w rozktadzie liczby z mianownika
na czynniki pierwsze, okres rozpocznie sie od razu po przecinku

b) w przeciwnym wypadku, pomiedzy przecinkiem a grupa cyfr okresu, wys-
tapia cyfry do okresu nie nalezace (por. Dabrowski, 2000).

Majac na uwadze problem wzglednej transparentnosci reprezentacji liczb, Za-
zkis (2005) uznaje utamek zwykly postaci g, p €Z, q € Z\ {0} za reprezentacje
liczby rzeczywistej transparentna ze wzgledu na jej wymiernosé, zas reprezentacje
typu 0,01001000100001 . .. za transparentng reprezentacje liczby niewymiernej!!.

Na koniec zauwazmy jeszcze, ze kazda liczbe rzeczywistg o rozwinieciu dziesiet-
nym nieskonczonym mozemy przybliza¢ liczbami wymiernymi o rozwinigciach skon-
czonych. W szczego6lnosci liczby niewymierne mozemy przyblizaé¢ od géry lub z dotu

z dowolng doktadnosécia.

10Zauwazmy, ze podobne okreélenie wystepuje w kilku pracach (Opial, 1975; Biatynicki-Birula,
1976) w odniesieniu do wielomianéw rozumianych jako ciagi nieskorniczone, lub w przedstawieniu
liczby rzeczywistej w ujeciu analizy niestandardowej (Blaszczyk, Major, 2014).

HNie bedzie reprezentacja transparentng zapis np. 1,54675... Z takiego przedstawienia nie
sposéb wnioskowaé czy liczba jest niewymierna, czy moze ostatnia cyfra — pie¢ — wskazuje, ze
cyfry 5467 stanowia okres rozwiniecia.
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5.3. Przeksztafcanie reprezentacji liczb rzeczywistych

Jednym z ¢wiczen czesto wykonywanym przez uczniéw jest zamiana utamka
zwyklego na dziesietny i odwrotnie. W tej czeéci pracy zestawimy rozne sposoby
wykonywania operacji konwersji reprezentacji liczb wymiernych.

5.4. Przejscie od rozwiniecia dziesietnego do postaci g

W tej czesci méwié bedziemy o liczbach z przedziatu (0, 1), bowiem uwzgled-
nienie czesci catkowitej w rozwazaniu liczb spoza tego przedzialu nie nastrecza
zadnych dodatkowych trudnoéci.

Zauwazmy, ze:

1) Jezeli liczba posiada rozwiniecie dziesietne skoriczone n-cyfrowe zamiana
wyglada nastepujaco:

a1ag ...0an

0,a1az...an, = o

2) Jezeli liczba posiada rozwiniecie dziesigtne nieskoriczone okresowe o okresie
rozpoczynajacym sie zaraz po przecinku, woéwczas zamiana przebiega w na-
stepujacy sposéb:

a1ag ...an a1ag ...an

0 can) = -
(@10 an) T STV T E
ai1as...an, 1 _ G1a3...0p
107 T R

W powyzszych przeksztalceniach korzystamy ze wzoru na sume szeregu geo-
metrycznego.

Obserwacja: Warto zauwazy¢, ze cho¢ przeszliSmy od postaci rozwiniecia
dziesietnego do zapisu liczby w postaci utamka zwyklego, uzyskany rezultat
ulatwi nam za chwile wykonanie przejécia w druga strone.

Mozemy bowiem wyciagnaé¢ wniosek, ze utamek postaci

a1a9 ...0p

10m -1

tj. taki, ktéry w liczniku ma liczbe n-cyfrowa, a w mianowniku liczbe postaci
10™ — 1 ma w systemie dziesiatkowym rozwiniecie o okresie dtugosci n, ktore
rozpoczyna sie bezposrednio po przecinku.

3) Jezeli liczba posiada rozwiniecie dziesietne nieskoriczone okresowe, ale okres

nie zaczyna sie bezposrednio po przecinku, wéwczas mozna postapi¢ na co
najmniej dwa sposoby.
Pierwszy sposéb polega na oddzieleniu czesci nieokresowej od zawierajacej
okres np. 0,2(34) = 0,2 + 0,0(34), zamianie drugiego sktadnika na ulamek
zwykly i powréceniu do dzialania, ktore nalezy wykonaé. Zilustrujmy to
przyktadem: wezmy liczbe A = 0,2(34).

A=0,2(34) = 0,2 +0,0(34)
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Zajmiemy sie teraz zamiana czeSci zawierajacej okres na ulamek zwykly.
Oznaczmy te czes¢ jako x:

x=0,0(34)|-10 (1)

34

— 2
99 (2)
W ostatniej réwnosci skorzystaliSmy z obserwacji z poprzedniego akapitu.
Stad:

10z =0, (34) =

)
990
Zatem 34 2.99 34 232
A=024 0 =272 O~ 0%
et 990 10-99 + 990 990
Drugi sposéb pozwala od razu zajaé sie cala podana liczba. Pokazemy to na
tym samym przykladzie:

z =0,2(34) (3)
102 = 2, (34) (4)
1000z = 234, (34) (5)
1000z — 10z = 234, (34) — 2, (34) = 232 (6)
9902 = 232 (7)

232
=590 (8)

W ogdélnym przypadku procedura postepowania jest nastepujaca:

x=0,a102...a,(b1by...by)

10" -z = aqag . ..ay, (bibs ... by)

10m+n T =a109 ... anblbg BN bm, (blbg N bm)
Zatem
0™ .z — 10" -z = z - 10"(10™ — 1)
:alag...anblbg...bm —aiag...ay

Stad:

_a102...apbiby .. by —araz . ay

B 107 (10m — 1)
Poniewaz:

10m —1= 99...999
—_—

m dziewiatek

ostatecznie mozemy liczbe x zapisaé¢ nastepujaco:

a1a2...anb1b2...bm —aijay...ay
99...999 00..000
—— —

m dziewigtek n zer

0,a1a3...an(biby...by) =
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5.5. Przejscie od postaci g do rozwinigcia dziesigtnego

Rozwiniecie dziesietne ulamka zwyklego nieskracalnego £ mozna zawsze uzy-
ska¢ wykonujac dzielenie p : ¢. Poniewaz, wykonujac takie dzielenie, mozemy
uzyskaé¢ co najwyzej ¢ — 1 réznych niezerowych reszt z dzielenia, jezeli utamek
bedzie mial rozwiniecie dziesietne okresowe, maksymalna dlugo$¢ okresu moze
wynosi¢ ¢ — 1. Dzielenie takie nie jest jednak jedynym sposobem zamiany.

Oczywiscie jezeli utamek ma mie¢ rozwinigcie dziesigtne skonczone, by za-
mieni¢ go na utamek dziesietny wystarczy rozszerzy¢ utamek tak, aby w jego mia-
nowniku wystapita liczba bedaca potega liczby 10 (a wiec 10, 100, 1000 itd.).

Jezeli liczba q jest liczba pierwsza rézna od 2 1 5, z pomoca przyjdzie nam tzw.
Male Twierdzenie Fermata (MTF), ktére méwi, ze:

TWIERDZENIE 1
Jezeli p jest liczbg pierwszq, b — liczbg calkowitq oraz zachodzi warunek (p,b) = 1,
wéwezas p|(bP~1 —1).

Oczywiscie w systemie dziesiatkowym, liczba b = 10. Zastosowanie tego twier-
dzenia pokazemy na kilku przyktadach.

PRZYKEAD 5
Znajdz rozwiniecie dziesietne utamka %

Yatwo sprawdzi¢, ze w systemie dziesiatkowym spelnione sa zalozenia Malego
Twierdzenia Fermata:

p="710b=10, (p,b) =1

Zatem
7)(10° — 1)

czyli 7/999999.

Zatem:
1 142857 142857 142857

7 7-142857 999999 106 —1
Zastosowanie MTF pozwala nam znalezé liczbe postaci bP~! — 1, ktéra jest

podzielna przez p — liczbe pierwsza, niestety nie zawsze wskazuje najmniejsza taka
liczbe.

0, (142857)

PRZYKEAD 6
Znajdz rozwiniecie dziesietne utamka %

p=3,b=10, (p,b) =1

Stad wniosek, ze:
3|(10% — 1)

Oczywiscie widzimy od razu, ze istnieje mniejsza liczba postaci 10™ — 1 podzielna
przez 3 — jest nia 9. Nie ma wigc potrzeby rozszerza¢ mianownika utamka do 99,
choé istotnie 0, (33) = 0, (3).
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Ostatecznie dlugos$¢ okresu rozwiniecia szukanego z zastosowaniem MTF be-
dzie wyrazaé si¢ albo liczba p — 1, albo liczba, ktora jest jej dzielnikiem. W po-
wyzszym przykladzie: p — 1 = 2, dlugosé okresu 1, i oczywiscie 1|2. Inny przyklad
podaja Zazkis i Whitkanack (1993): z MTF wynika, ze ulamek % moze mieé okres
o dtugoéci 12 (bo p = 13, b = 10, (13,10) = 1, a zatem 13|(10'? — 1), co sugeruje
mozliwo$é uzyskania okresu skladajacego si¢ z 12 cyfr). Okazuje sie jednak, ze
réwniez 13](10% — 1). Zatem, gdyby$my postapili zgodnie ze wskazaniem MTF,
uzyskaliby$my okres, ktéry sam w sobie zawieralby powtarzajaca sie grupe cyfr —
podobnie jak wczesniej w przypadku %

W sytuacji, gdy w mianowniku utamka wystepuje liczba zlozona, mozemy
skorzysta¢ z nastepujacego twierdzenia:

TWIERDZENIE 2
Jezeli liczba d jest najwiekszym wspolnym dzielnikiem liczb a oraz b wowczas ist-
niejq takie liczby calkowite x oraz y, 2e d = ax + by.

Konsekwencja tego twierdzenia jest mozliwosé przedstawienia utamka, ktorego
mianownik jest liczba zlozona jako sumy utamkdéw, ktérych mianownikami sg
liczby pierwsze.

Niech dany bedzie ﬁ utamek taki, ze (a,b) = 1. Woéwczas, stosujac powyzsze
twierdzenie, otrzymujemy:

ab ab b a

Rozwazmy dla przyktadu utamek % Poniewaz nie mozemy znalez¢ rozsze-
rzenia tego utamka, w ktérego mianowniku znalazlaby sie liczba postaci 10 (bo
3|12) lub 10™ — 1 (bo 12 jest liczba parzysta, a 10™ — 1 nie), sprébujemy zasto-
sowaé¢ podane twierdzenie. Okazuje sie, ze mozemy przedstawi¢ ulamek % jako
roznice dwbch ulamkéw, w mianownikach ktorych sg liczby pierwsze, a dalej tatwo
znajdziemy rozwinigcie dziesigtne liczby:

1 ar +b T
1 _az+by @y

1 4-1-3-1 1 1
3= 1.3 =3 4—0,(3) 0,25 =0,08(3)

Wyznaczenie okresu moze nie by¢ latwe nawet przy uzyciu kalkulatora. Na
przykltad utamek % ma okres dlugoéci 21. Zwykly kalkulator nie wyswietla wszyst-
kich cyfr wystepujacych w okresie. Niektérzy uczniowie (a takze studenci) ulegaja
wowcezas ztudzeniu, ze skoro nie widaé¢ powtarzajacej sie grupy cyfr, to pewnie
liczba jest niewymierna. Interpretacja takiej odpowiedzi ucznia (lub studenta)
moze by¢ nastepujaca:

a) Uczen ma stabo wyksztalcone rozumienie reprezentacji liczby wymiernej
w postaci utamka zwyklego — reprezentacja ta nie jest dla niego transparent-
na i okazuje sie niewystarczajacym argumentem przemawiajacym za wymier-
noscia liczby,

b) Reprezentacja dziesietna liczby rzeczywistej jest dla ucznia znacznie bardziej

sugestywna (,,nie wida¢ powtarzajacych sie cyfr”) i jest reprezentacja domin-
ujaca w rozstrzyganiu o wymiernoéci podanej liczby,
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c) Zrédlo problemu moze tkwi¢ takze w wieloznacznodci uzywanego czesto
znaku wielokropka. Zapis typu 2,31842... jest niejednoznaczny. W zapisie
0,333... odczytamy trzy kropki jako skrét myslowy (,i tak dalej”) — rozu-
miemy, ze kolejnymi cyframi beda wylacznie tréjki. W zapisie 0, 123123123 .. ..
zrozumiemy, ze uktad cyfr 123 bedzie powtarzal sie w nieskonczonosé. W row-
noéci v/2 = 1,414213562... trzy kropki beda oznaczaly, ze po podanych
cyfrach rozwiniecia dziesietnego nastepuje nieskoriczenie wiele nastepnych.
Poniewaz wiemy dokladnie o jaka liczbe chodzi — pierwiastek z dwdch —
wiemy tez, ze w rozwinieciu dziesietnym nie znajdziemy okresu. Gdyby jed-
nak zapisa¢ wylacznie 1,414213562 . . . trudno o interpretacje tego zapisu. Nie
wiemy czy kto$ mial na my$li pierwiastek z dwoch, czy moze 1, (414213562)
lub tez 414(21356)'2.

6. Reprezentacje liczb rzeczywistych wykraczajace poza
podstawe programowg

6.1. Reprezentacja w postaci utamka nie-dziesietnego

Jednym z zagadnienn omawianych zwykle w ramach kursu z dydaktyki mate-
matyki prowadzonego na studiach nauczycielskich sa reprezentacje liczb natu-
ralnych w réznych systemach liczbowych o podstawie naturalnej. Przypo-
mnijmy twierdzenie, ktére stanowi istote dalszych rozwazan.

Niech w bedzie dowolng liczba naturalna wieksza od 1. W systemie liczbowym,
za podstawe ktérego przyjmiemy liczbe w, role cyfr beda petnié znaki (dowolne!?),
o ktérych ustalimy, ze oznaczaja liczby naturalne od 0 do w — 114,

TWIERDZENIE 3
Kazdg liczbe naturalng g > 1 mozna zapisa¢ w postact

1 2 1
g=Cp W'+ Cp_1- W+ e w e wt o w?

gdzie
w€ Ny, ¢; €{0,1,...,w—1}dlai € {0,1,...,n}oraz ¢, # 0.

Twierdzenie to informuje nas réwniez o tym, ze cze$é calkowita E(x) dowol-
nej liczby rzeczywistej x mozemy przedstawi¢ w postaci rozwinigcia w systemie
pozycyjnym o dowolnej podstawie naturalnej w > 1.

Ponizej podano przyklady ilustrujace konwersje liczb naturalnych z systemu
dziesigtkowego na system o innej podstawie naturalnej i odwrotnie.

12Piszemy tez czasem np. ze A = {1,2,3,...,99,100} Tutaj trzy kropki zastepuja nam liczby
naturalne od 4 do 98, ktérych wypisanie byloby zmudne. Wiemy o jakie elementy nalezace do
zbioru A nam chodzi, wynika to z kontekstu.

13 Jest kwestia naszego przyzwyczajenia i ogélnie przyjetej konwencji, ze przez stowo ,cyfra”
rozumiemy kazdy sposréd znakéw graficznych 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 oraz 9, podczas gdy moze
nim byé dowolny znak graficzny uzyty dla oznaczenia danej liczby.

14W systemie dziesigtkowym znakami, ktérymi sie postugujemy, sa cyfry od 0 do 9; w systemie
szesnastkowym liczby od 10 do 15 oznaczone sa kolejnymi literami alfabetu A, B, C, itd., za$
w systemie sze$¢dziesigtkowym potrzeba az szeSédziesigciu cyfr na oznaczenie liczb od 0 do 59.
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Tabela 5. Przyktad konwersji liczb naturalnych.

Liczba naturalna zapisana w sys- | — | Liczba naturalna zapisana w sys-
temie dziesiatkowym temie liczbowym, ktérego podstawa

+ | jest liczba naturalna rézna od 10

<

Przyktad: Zapiszmy liczbe 1024¢ w systemie dziesiatkowym.
10246 =1-6%+0-6% +2-6' +4-6° =216 + 12 + 4 = 232y

_>

Przyktad: Zapiszmy liczbe 1024 w systemie szdstkowym.

Pierwszy sposéb
1024 : 6 = 170,74

170 : 6 = 28,72
28:6=4,r4
4:6=0,74

Zapis liczby w systemie dziesigtkowym uzyskamy zapisujac kolejno od korica
otrzymane reszty!'®.
Zatem
102419 = 44244
Sprawdzmy:
44246 =4 -634+4-62+2-6' +4-6°0 =864+ 144 + 12 + 4 = 102449
Drugi sposéb

Zastanéwmy sie¢ najpierw jakie sa kolejne naturalne potegi liczby 6 mniejsze
od liczby 1024. Przyjmujac, ze 0 jest liczba naturalng mamy kolejno: 1, 6,
36 i 216. Czwarta potega liczby 6, czyli 1296, przekracza juz liczbe 1024.
Tle razy w 1024 zmiescimy najwieksza z rozwaznych poteg tj. 63 = 2167
Liczba 216 zmiesci si¢ w 1024 cztery razy, poniewaz

4216 = 864 < 1024
zas

5-216 = 1080 > 1024.
Ile razy w tym co nam zostato, tj. 1024 — 864 = 160 zmiesci sie 62 = 367
Odpowiedz to cztery, poniewaz 4 - 36 = 144 < 160 za$ 5 - 36 = 180 > 160.
Dalej sprawdzamy, ze w liczbie 16 (r6znica 160 i 144) znajdziemy dwie
pierwsze potegi liczby 6, za§ pozostalej réznicy liczb 16 i 12 zerowa potega
liczby 6 miesci si¢ 4 razy. Mozemy wiec zapisaé:

1024 =4-6%+4-624+2-6' +4- 6" = 44244

150 problemach zwigzanych z wykonywaniem i zapisywaniem dzielenia z reszta mozna przeczy-
ta¢ w: Semadeni, Z. (1978). O symbolu dzielenia z resztq. Matematyka (3), 139-144.
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Kolejne twierdzenie gwarantuje nam mozliwo$¢ analogicznego przedstawienia
czedci utamkowej dowolnej liczby rzeczywistej x.

TWIERDZENIE 4
Dlaw € Ny oraz dowolnego ciggu by, ba, . .. liczb naturalnych spelniajgcych warunek
0 <b, <w-—1 wyrazenie:

b b b
e ST S
w w

wm
jest pewnq liczbg rzeczywistg'S.

7Z twierdzen 3 oraz 4 wynika, ze kazda liczbe rzeczywista mozna przedstawic
w postaci rozwinigcia:

Cn W+ g W 4wt e w b w T by w T by w T L
W szczegdlnodci, jezeli w = 10, otrzymujemy rozwiniecie dziesigtne:
Cn- 10" 4 110" 4. 401 10  +¢0- 100401 - 107 L 40y 1072 +. . .4 by, - 107 ™.

Mozliwo$¢ przedstawienia dowolnej liczby rzeczywistej w systemie o dowolnej
podstawie naturalnej w > 1 rodzi pytanie o mozliwo$¢ przechodzenia pomiedzy
systemami o réznych podstawach réwniez w przypadku reprezentacji liczb niecal-
kowitych. Oméwimy je w dalszej czesci.

7. Liczby wymierne w nie-dziesigtkowych systemach pozycyjnych

Zamiana utamka dwéjkowego, trojkowego itd. na utamek dziesietny jest bardzo
prosta. Twierdzenia 3 oraz 4 gwarantuja nam mozliwos¢ przedstawienia dowolnej
liczby rzeczywistej w dowolnym systemie liczbowym o podstawie naturalnej wigk-
szej od 1. Postepowanie nasze bedzie opiera¢ sie na analogii pomiedzy réznymi
systemami liczbowymi. Zilustrujmy to na przyktadzie. Ponizej przedstawiamy in-
terpretacje liczby zapisanej przy uzyciu cyfr 1, 2, 3 oraz 4 w réznych systemach

liczbowych: dziesiatkowym, 6semkowym i piatkowym?!”.

Tabela 6
Podstawa | Liczba Wartosé liczby
systemu 12,34, Lrw'+2- w0 +3-w™t +4-w™? W systemie
w dziesiatkowym
10 12,3419 | 1-10" +2-10°4+3-1071 +4-1072 | 123 =12,34
12, 345 1-84+2.80+3.8714+4.872 10%:10,4375
5 12, 345 1-5042.504+3.5"144.572 1032 =7,76

16W dowodzie twierdzenia (por. Semadeni, 1979) korzysta si¢ z aksjomatu ciaglosci.
17Zauwazmy, ze np. cyfra cztery nie wystepuje w systemie czwérkowym, podobnie jak nie
istnieje ,,cyfra” dziesie¢ w systemie dziesiatkowym.
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Zamiana ulamka nieskracalnego %, p € Z, q € Z\ {0} na ulamek nie-dziesietny
(np. széstkowy, 6semkowy itd.) jest mieco bardziej zlozona, jednak stosowaé tu
bedziemy analogiczne reguty jak w przypadku utamkéw dziesigtnych. W istocie
reguly, ktore stosowalidmy, wykonujac konwersje w obrebie systemu dziesiatkowego,
byty szczegdlnymi przypadkami bardziej ogdlnych twierdzen.

Nieskracalny utamek zwykly bedzie mial w systemie o danej podstawie w > 1
rozwiniecie skoniczone wtedy i tylko wtedy, gdy jedynymi dzielnikami pierwszymi
liczby znajdujacej sie w mianowniku beda czynniki pierwsze wystepujace w rozkta-
dzie liczby w. Liczbe wymierna, ktéra ma rozwiniecie dziesietne skonczone, mozna
przedstawi¢ jeszcze inaczej, zmniejszajac ostatnia liczbe rozwiniecia dziesietnego
o jeden i dopisujac nieskoniczenie wiele cyfr w — 1 po niej. Przykladowo:

0,3, =0,2333...4 = 0,2(3),

Sprawdzmy poprawnos¢ otrzymanego zapisu:

0,3, =3-4"1=

0,23),=2-4" 434243434 .. =

Jezeli wérod dzielnikéw pierwszych liczby w mianowniku utamka % takiego, ze
(p,q) = 1 wystepuja inne liczby niz dzielniki pierwsze liczby w bedacej podstawa
systemu, wowczas utamek bedzie mial rozwiniecie dziesietne nieskonczone okre-
sowe. Przy czym:

a) jezeli dzielniki pierwsze w nie wystepuja w rozkladzie liczby z mianownika
na czynniki pierwsze, okres rozpocznie si¢ od razu po przecinku;

b) w przeciwnym wypadku, pomiedzy przecinkiem a grupa cyfr okresu, wysta-
pia cyfry nie nalezace do okresu.

7 kolei jezeli w mianowniku utamka jest liczba pierwsza, mozemy stosowa¢ MTF,
przyjmujac za b, o ktérym mowa w twierdzeniu, liczbe naturalna w, ktora jest
podstawa, systemu, w ktorym chcemy zapisa¢ dang liczbe.

PRZYKEAD 7
Zapiszmy ulamek % w systemie szostkowym.

Jedynym dzielnikiem pierwszym liczby 4 jest liczba 2, ktora jest takze jednym

z dzielnikéw liczby 6 bedacej podstawa systemu. Mozemy zatem spodziewaé sie

ulamka o rozwinigciu skoriczonym, a zamiang przeprowadzimy rozszerzajac utamek:
1 1-3 9 1-6'+3-6°

—_= — = — _— = .71 . 72:
T . 167143672 = 0,13

PRZYKEAD 8
Zapiszmy ulamek % w systemie osemkowym.
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Ponownie jedynym dzielnikiem pierwszym liczby w mianowniku jest liczba 2,
ktora jest takze jednym z dzielnikéw liczby 8 bedacej podstawa systemu. Nasze
postepowanie bedzie wiec analogiczne:

77 T4 7256 1792 3-8°+4-82+40-8'40-8°
16 24 24.44 84 gt 84
3.8 4.8

_ -1 -2 _
it g =38 F4-877 =034

PRZYKEAD 9
Zapiszmy ulamek % w systemie siodemkowym.

W tej sytuacji podstawa systemu jest liczba pierwsza. W mianowniku utamka
wystepuje liczba zlozona. Konwersje wykonamy w czterech krokach.

1° Zauwazmy, ze:
11 1

2° Zapiszmy utamek % w systemie sibddemkowym.
Skorzystamy z MTF:
p=2,b=7 (p,b)=1

Zatem 2|(7 — 1) czyli 2|6. Zatem:

13 3.7

O’(3)7

276 Ti-1

Sprawdzmy otrzymany wynik obliczajac sume szeregu geometrycznego o pierw-
Szym wyrazie a = % i ilorazie ¢ = %

3° Zapiszmy teraz ulamek % w systemie sibdemkowym.
Szukamy liczby postaci 7" — 1 podzielnej przez 3. MTF wskazywaloby wprawdzie
na 48, ale z tatwoscia zauwazymy, ze 3|71 — 1
Zatem:
1 2 2.7

3°6 T -1
SprawdZzmy otrzymany wynik, obliczajac sume szeregu geometrycznego o pierw-
Szym wyrazie a = % i ilorazie ¢ =

0’(2)7

7:
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Réwniez tu mozemy sprawdzi¢ otrzymany wynik, obliczajac sume szeregu geome-
. . _ l .. . o l
trycznego o pierwszym wyrazie a = 7 i ilorazie ¢ = =:

~i=

1
6

=

PrzykrAD 10
Zapiszmy ulamek % w systemie pigtkowym.
Zauwazmy, ze 3|(5% — 1). Poszukiwany utamek bedzie zatem utamkiem okresowym

liczba dwucyfrowa w systemie pigtkowym
521 i

o okresie dtugosci 2. Zapisujac utamek w postaci
cyfry okresu odczytamy z licznika.
Zapiszemy zatem:

1 8 1.5'43.50 135

3 24 52-—-1  52-1
Sprawdzmy otrzymany wynik:

0,(13);=1-5""+3-5241-5%43.5""+. ..

1 3 8

0,(13)5

__5 . 3 _3»_8 _1
1 1 24
l=5 1-5 5 2 3

PrzykraD 11
Zapiszmy utamek % w systemie trojkowym.

Zauwazmy, ze 5/(3* — 1). Liczba 3* — 1 jest najmniejsza liczba postaci 3" — 1
podzielna przez 5. Poszukiwany utamek bedzie zatem utamkiem okresowym o okre-
. . . . liczba czt i temie tréjk

sie dtugodci 4. Zapisujac utamek w postaci —Z=ZEE2tYORE T IYROME SOIOWYE
cyfry okresu odczytamy z licznika.
Zapiszemy zatem:

1 16 1-32+4+2.-3'+1.30 1213

1_16 _ - =0, (0121

5 80 34— 1 gi_g (012

Sprawdzenie poprawnosci otrzymanego wyniku pozostawiamy Czytelnikowi.

8. Liczby rzeczywiste jako utamki fancuchowe

Przedstawienie liczb rzeczywistych w postaci utamka tancuchowego nie jest
zwiazane z zadng ze znanych konstrukcji. Liczby rzeczywiste przedstawiane byly
w tej postaci juz za czaséw Euklidesa. Utamki tancuchowe to ciagi liczb ¢, nq, no, . . .,
przy pomocy ktérych zapisano liczbe x w nastepujacy sposéb:

r=c+

ni +
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Wspélczednie rozwiniecie liczby w utamek tancuchowy uzyskuje si¢ na mocy od-
powiednich twierdzen arytmetyki wyzszej (np. Grzegorczyk, 1971). Rozwiniecia
lancuchowe stanowia jeszcze jeden rodzaj przedstawienia liczb rzeczywistych w spo-
sOb jednoznaczny, przy czym:

Liczby wymierne Liczby niewymierne
Mozna przedstawi¢ w postaci utamka Nie da si¢ ich przedstawi¢ w postaci
tancuchowego skonczonego utamka tancuchowego skonczonego,

mozna je natomiast przedstawié
w postaci ulamka lanicuchowego
nieskonczonego. Dodatkowo pewne
liczby niewymierne beda przedstawio-
ne w postaci okresowych ulamkéw
tancuchowych

Ponizej przedstawiamy dla przyktadu zamianeg liczby wymiernej na ulamek tancu-
chowy. Zamiana w druga strone jest trywialnie prosta, dlatego zostanie pominieta.

PRZYKEAD 12
Przedstaw liczbe % w postaci utamka tancuchowego.

W pierwszym kroku wykonajmy dzielenie z reszta:
2018 : 1000 = 2,718
Mozemy zatem zapisaé¢ nastepujace rownosci:

2018 = 2 - 1000 + 18
2018 18

0 94 7 94—
1000 - " 1000 T 00

W kolejnym kroku wykonamy dzielenie:
1000 : 18 = 55,710
i zapiszemy réwnoéci:

1000 = 55 - 18 + 10

1000 10
T 55 + TR
Wykonujac analogiczne dzielenie raz jeszcze, otrzymujemy ostatecznie
2018 18 1 1
o —24 =24 =24
1000~ "T000 T =T R T A T
10
1 1 1
55 55 55
. 1+ ! : 1+ ! : 1+ !
10
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PrzykeAD 13
Przedstaw liczbe /2 w postaci utamka laricuchowego.

Przedstawmy w pierwszej kolejnoéci liczbe /2 jako sume liczby catkowitej oraz
liczby dodatniej mniejszej od 1:

1 1
VZ=1+(2-1)=1+4—5— =1+——
A V2+1

Teraz, podobnie jako poprzednio, przedstawimy liczbe v/2 + 1 jako sume liczby
caltkowitej oraz dodatniej mniejszej od 1:

1 1
V24+1=2+(2-1)=2+—F—=2+
7 V241
Zatem:
1 1
V2=1+4——=14-—7 =
1
V241 2+\/§+1
1+ ! 1+ !
B 24 ! R 2+ !
2+ ! 2+ !
ﬁJrl 24...

W kolejnym przyktadzie zobaczymy jak z postaci ulamka taricuchowego nie-
skonczonego mozna uzyskaé¢ bardziej czytelna postaé liczby niewymiernej, ktora
on reprezentuje.

PrRzYKEAD 14
Rozwazimy liczbe ¢ przedstawiong w postaci ulamka tarnicuchowego.

Zauwazmy, ze

1
r=1-+ =14 —orazx >0
T

1+
1+

1
1+...

Rozwiazujac rownanie x = 1 4 %, przy zalozeniu, ze x > 0, otrzymujemy wynik:

1+6
5
Zatem liczba x wystepujaca w zadaniu to zlota liczba.
Podobnie mozna wyznaczaé¢ inne liczby niewymierne, ktore zostaty zapisane w po-
staci nieskonczonego utamka tancuchowego.
Rozwiniecie lancuchowe liczby rzeczywistej jest reprezentacja transparentng
ze wzgledu na wymiernos$é (niewymierno$é) liczby. Jest jednak nieuzyteczne jesli
chcemy na tak zapisanych liczbach wykonywaé¢ dzialania arytmetyczne.
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9. Woybrane szkolne reprezentacje pogladowe liczb rzeczywistych

W ujeciu szkolnym zbiér liczb rzeczywistych przedstawia sie jako sume mno-
goéciowa zbioru liczb wymiernych i niewymiernych!®. Graficzna reprezentacja,
ktéra ukazuje te wlasnosc zbioru liczb rzeczywistych, jest diagram Venna. Zwré¢my
uwage na sposoby przedstawiania zbioru liczb rzeczywistych i jego podzbioréw
w podrecznikach.

Ponizsze rysunki przedstawiaja jedynie schemat prezentacji w réznych pod-
recznikach, pominiete zostaly w szczegolnosci elementy wskazywane przez autorow
podrecznikow jako reprezentatywne dla poszczegdlnych zbiorow.

Diagram I Diagram II'?
R R
W NW w NW
C C
N N
Diagram IIT2° Diagram IV2!

Reprezentacje pogladowe przedstawione powyzej, podobne do tych, ktére mozna
znalez¢ w podrecznikach szkolnych, maja na celu ksztaltowanie u uczniéw rozu-
mienia pojecia zbioru liczb rzeczywistych. O diagramach I i I mozemy powiedzieé,
ze sa reprezentacjami zbioru liczb rzeczywistych transparentnymi ze wzgledu na
inkluzje zbioréw. Ilustracja II natomiast blednie sugeruje, ze zbiér liczb rzeczy-
wistych zawiera oprécz zbioréw liczb wymiernych i niewymiernych jeszcze jakies
elementy (zbiér przedstawiony jako ,ramka”). Wiele kontrowersji moze budzié
reprezentacja IV, ktéra mozna znalezé w podreczniku dla nauczycieli. Z jednej
strony, patrzac na ten rysunek, czytajac go ,,od wewnatrz”, akceptujemy, ze figura
mniejsza zawierajaca si¢ w wigkszej reprezentuje zbiér zawarty w innym zbiorze np.
N C Z. Tymczasem, cho¢ schemat rysunku si¢ nie zmienia, zbiér liczb wymiernych

18 Ciekawa, propozycje dydaktyczna mozna znalezé w pracy: Smith, S. M. (1970). Two Unusual
Representations for the Set of Real Numbers, Mathematics Teacher 63(8), 665.

19Na przyklad: Matematyka w otaczajacym Swiecie, zakres podstawowy. Podrecznik dla klasy
1, Wydawictwo Podkowa, Gdansk 2012, 12.

20Na przyktad: Matematyka krok po kroku. Podrecznik dla klasy pierwszej liceum ogdlnoksztal-
cgcego, liceum profilowanego, technikum. Zakres podstawowy i rozszerzony, Wydawnictwo Res
Polonia, 27.

21Na przyklad: Bryll, G., Sochacki, R. (2012). Wybrane zagadnienia dydaktyki matematyks,
Wydawnictwo Nowik, 57.
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oznaczony jako R\ Q nie zawiera w sobie zbioru Q. Oczywiscie latwo zrozumieé
intencje autoréw. Wiemy tez, ze Q "R\ Q = () oraz QU R \ Q = R. Niemniej
jednak, rysunek statby sie duzo bardziej czytelny i nie wprowadzalby niepotrzeb-
nej konfuzji, gdyby autorzy konsekwentnie uzyli jednolitej symboliki. Mogliby albo
symbol R\ Q zastapi¢ przez R (wéwczas ilustracja IV bylaby podobna do ilustracji
III), albo w miejsce Z oraz Q wpisaé¢ odpowiednio: Z \ N oraz Q \ Z.

Jak pokazuja powyzsze przyklady, reprezentacja zbioru liczb rzeczywistych
i jego podzbioréw za pomoca diagramu Venna moze by¢ transparentna ze wzgledu
na inkluzje zbioréw, aczkolwiek nie wszystkie podreczniki stosuja reprezentacje
przejrzyste w tym wzgledzie.

Oczywiscie nie mozna utozsamia¢ reprezentacji pojecia z samym pojeciem.
A jednak zaprezentowane ilustracje moga by¢ dla ucznia bardzo sugestywne i bted-
nie ksztaltowaé jego rozumienie zbioréw liczbowych. Z ilustracji tych bowiem nie
wynika wcale, ze zbiory N, Z i Q sa rownoliczne. Sugerujg one co$ wrecz prze-
ciwnego — na rysunku zbiér liczb naturalnych jest wyraZnie ,mniejszy” niz zbiér
liczb catkowitych, jednak nie sposéb uniknaé tej trudnosci (Réwniez dwa odcinki
o roznej dlugosci mozna posadzié o nieréwnolicznosé!). Podobnie rzecz ma si¢
ze zbiorem liczb niewymiernych. Przedstawiany jest na rysunkach zwykle jako
mniejszy, co moze sugerowaé uczacym sie, ze jest zbiorem o mniejszej mocy, choé
wiemy, ze tak nie jest. Dla nas wyjasnienie tego sposobu rysowania bedzie do$¢
oczywiste — konieczno$¢ umieszczenia na rysunku podzbiorow Q sklania do przez-
naczenia na liczby wymierne wigcej miejsca. Uczen natomiast, ktory ma mniej
do$wiadczen zwiazanych z liczbami niewymiernymi, rzadziej si¢ nimi postugiwat,
a zapytany o przyklady liczb niewymiernych przewaznie potrafi wymienié v/2, v/3
oraz m, najprawdopodobniej uzna, ze jest ich po prostu mniej niz liczb wymiernych.
Uczniom nie majacym wyrobionej intuicji zbioréw nieskonczonych trudno bedzie
my$le¢ o nich jako o zbiorach, ktére moga by¢ réwnoliczne ze swoimi podzbiorami
wiladciwymi.

Ciekawa interpretacje graficzng liczb wymiernych podaja we wspomnianej juz
ksiazce Bryll i Sochacki (2012). Autorzy prezentuja uklad wspélrzednych. OS rzed-
nych oznaczona jest litera N, o$ odcigtych litera Z. Na plaszczyZnie zaznaczone
sg punkty kratowe, ktérych pierwsza wspolrzedna jest dowolna liczba catkowita,
za$ druga — liczbg naturalna dodatniag. Autorzy proponuja interpretowaé liczby
wymierne o dodatnim mianowniku jako punkty wezlowe lezace ponad osia Oz.
Nastepnie okreslona zostaje relacja pomiedzy punktami wezlowymi: dwa punkty,
odpowiadajace parom liczb < a,m > oraz < b,n > sa ze soba w relacji wtedy
i tylko wtedy, gdy naleza do tej samej péiprostej wychodzacej z poczatku uktadu
wspolrzednych. W relacji beda wiec te punkty, dla ktérych a-n =5b-m.

Oryginalno$¢ tego ujecia wynika stad, ze liczby wymierne interpretuje sie
przewaznie jako punkty na osi liczbowej. Propozycja przedstawiona przez Brylla
i Sochackiego jest reprezentacja liczb wymiernych transparentna ze wzgledu na
charakterystyke genetyczna zbioru Q.

Graficzna reprezentacja liczb niewymiernych czesto wiaze sie z konstrukcja
odcinkéw o zadanych dlugosciach niewymiernych, przy czym mam tu na mysli
dlugosci odcinkéw postaci v/a, gdzie liczba podpierwiastkowa jest liczba naturalng
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niebedaca kwadratem zadnej liczby naturalnej. W konstrukcjach wykorzystuje sie
czesto tzw. Slimak Pascala, trojkat prostokatny wraz z twierdzeniem Pitagorasa
lub twierdzenie, ktére ukazuje zwiazek Sredniej geometrycznej z tréjkatem pros-
tokatnym.

Ciekawym problemem dydaktycznym wartym poglebionych badan sa trud-
nosci w rozumieniu przez uczniéw (takze studentéw) liczb niewymiernych. Szczeg6l-
nie interesujace wydaja sie zagadnienia zwigzane z umiejscowieniem liczb wymier-
nych na osi liczbowej. W celu zaznaczenia np. v/2 konstruuje sie czesto kwadrat
o boku dtugosci 1, ktérego dwa kolejne wierzchotki umieszczone sg w punktach
0 i 1 na osi. Nastepnie odmierza sie cyrklem przekatna tego kwadratu i odklada
na osi odcinek o poczatku w punkcie 0 i dtugosci réwnej dtugosci tej przekatnej,
wyznaczajac w ten sposob polozenie liczby /2 na osi liczbowej. Mozna je takze
okredla¢ z coraz wigksza dokladnoscia metoda kolejnych przyblizen. Wiemy, ze
bedzie to liczba lezaca na osi pomiedzy punktami 1 i 2, a dalej pomiedzy punk-
tami 1,4 oraz 1,5, miedzy 1,41 a 1,42 itd. Wydaje sie, ze jednym ze zrédel trud-
nodci, jakie doswiadczaja w tego typu zadaniach uczniowie, jest nieskonczono$é
rozwiniecia dziesietnego liczb niewymiernych. I cho¢ liczby wymierne réowniez posi-
adaja rozwinigcie nieskoniczone (okresowe), mozliwos¢ przedstawienia ich w postaci
utamka zwyklego zdaje sie redukowaé napiecie i poczucie niepewnosci zwiazane
z nieskoriczonodcia, a takze z nieuswiadomionym (przez ucznia) pojeciem granicy
ukrytym w nieskonczonym rozwinieciu dziesigtnym.

10. Zakonczenie

Bogactwo problematyki réznych reprezentacji liczb rzeczywistych zostalto za-
ledwie zarysowane w tym artykule. Niektore poruszone zagadnienia stanowiag tres¢
kurséw z zakresu dydaktyki matematyki adresowanych do przysztych nauczy-
cieli przedmiotu. Artykul jest zacheta do poszerzenia tych kurséw o problemy
mniej typowe i rzadziej poruszane, ktére postawia przyszlego nauczyciela w sytu-
acji, gdy on sam bedzie odkrywal co§ nowego dla siebie, pokonujac przy tym
pewne trudnoéci natury poznawczej lub afektywnej. Doswiadczenia takie pozwola
przysztym nauczycielom matematyki lepiej zrozumieé trudnosci, z jakimi zma-
gaja sie uczniowie. Co wiecej, refleksja nad trudnosciami, a zwtaszcza nad tym, co
okazalo sie skuteczne lub podczas ich pokonywania, moze stanowi¢ wazny element
pedagogiczno-dydaktycznego przygotowania do zawodu nauczyciela.

11. Przykfady zadan

ZADANIE 1
Zapisz w systemie dziesigtkowym nastepujgce liczby: 123,45¢; 0,125g; 21, 123.

ZADANIE 2
Czy0,3,=0,357

ZADANIE 3
21

Przedstaw w postaci ultamka dziesietnego nastepujgce ulamki: %, %, 2.
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ZADANIE 4
Przedstaw podane utamki zwykte we wskazanych systemach liczbowych:

a)
b)
)

ZADANIE 5
Zapisz w postaci ulamka zwyklego nastepujgce utamki dziesietne:

w systemie: dwojkowym, czworkowym, szostkowym, osemkowym

w systemie: trojkowym, szostkowym, dziewigtkowym

LIV o N

w systemie: czworkowym, szostkowym, osemkowym.

0,2 0,24 0,245 0,a103...ay
0,(2) 0,(24) 0,(245) 0,(araz...a,).

ZADANIE 6
Przedstaw podane utamki zwykte we wskazanych systemach liczbowych:

1 % w systemie: tréjkowym, pigtkowym, siéddemkowym, dziewigtkowym
9 % w systemie: dwojkowym, czwérkowym, piatkowym, siddemkowym,
6semkowym
3 i w systemie: dwojkowym, tréjkowym, piatkowym, siédemkowym,
dziewiatkowym
4 % w systemie széstkowym
5 % w systemie czwérkowym
6 % w systemie sibddemkowym
7 ﬁ w systemie, ktorego podstawg, jest liczba b
8 % w systemie czwérkowym
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