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Jak bardzo przemienna moze by¢ grupa
nieprzemienna?*

Abstract. In this paper we survey, also in historical perspective, the results
connected with the notion of the commutativity degree of a finite group, i.e.,
the probability that two randomly selected elements of the group commute.

Wstep

Stopien przemienno$ci grupy skonczonej mozna mierzy¢ wartoscia prawdopo-
dobienistwa, ze dwa jej losowo wybrane elementy beda ze soba komutowaé. W za-
sadzie jako pierwsi badali te wielkos¢ Erdos i Turan, ktérzy w roku 1968 podali
dolne oszacowanie na stopien przemiennosci w zaleznosci od rzedu grupy. W roku
1973 Gustafson pokazal prosty, cho¢ na pozér zaskakujacy wynik, dowodzac, ze
stopien przemiennosci dowolnej grupy nieabelowej da sie od géry oszacowaé przez
5/8. Dalo to poczatek intensywnym badaniom stopnia przemiennosci prowadzo-
nym do dzis. Okazuje sie, iz znajomosé¢ tej wielkoSci moze dostarczy¢ nam istot-
nych informacji o strukturze grupy. W niniejszej pracy przedstawie niektére z naj-
wazniejszych wynikow uzyskanych w tej dziedzinie, jak i otwarte wciaz hipotezy.
Badajac to zagadnienie, czytelnik ma mozliwos$¢ zapoznania sie¢ w naturalny sposéb
z wieloma faktami dotyczacymi teorii grup poczawszy od elementarnych (zapewne
dlatego w American Mathematical Monthly ta tematyka byla poruszana kilka razy)
az po bardziej zaawansowane.

1. Podstawowy wzoér i oszacowanie dolne

Zacznijmy od oczywistego stwierdzenia, ze chociaz w kazdej nieprzemiennej
grupie sa z definicji pary elementow, ktére nie komutuja ze soba, to sa i takie,
ktore sa ze soba przemienne: na przyklad jedynka komutuje z kazdym elementem
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grupy, a kazdy element komutuje sam ze soba. Mozna wiec zada¢ pytanie: jak wiele
jest takich par w grupie skonczonej G? Na to pytanie odpowiada wielkosé

_ {(z,y) € G : zy = ya }|
[l

nazywana stopniem przemienno$ci grupy G i réwna prawdopodobienstwu tego, ze
dwa losowo wybrane elementy grupy beda ze soba przemienne, gdy kazda pare
bedziemy losowaé z takim samym prawdopodobieristwem (réwnym 1/ |G |2) Oczy-
wiscie stopien przemiennosci grupy jest liczba wymierna z przedziatu (0, 1], ktéra
rowna jest 1, wtedy i tylko wtedy, gdy grupa jest abelowa.

Dla przyktadu policzmy, ile wynosi stopien przemiennosci dla grupy izometrii
tréjkata rownobocznego izomorficznej z grupa permutacji zbioru tréjelementowego
S3. Poniewaz identyczno$¢ komutuje z kazdym elementem grupy, dwa obroty ze
soba i z identycznoscia, za$ kazda z trzech symetrii tylko ze soba i z identycznoscia,
to otrzymujemy 6 +2-3+3-2 = 18 komutujacych par, czyli stopien przemiennosci
grupy Ss wynosi 18/36 = 1/2.

Podstawowa metoda, ktéra stosuje sie w obliczaniu stopnia przemiennosci,
odwotuje si¢ do pojecia klas sprzezonosci. W dowolnej grupie G mozemy wpro-
wadzié¢ relacje réwnowaznosci ~, sklejajaca ze soba te elementy grupy, ktére daja
sie przeksztalci¢ jeden na drugi przez wewnetrzny automorfizm grupy, czyli dla
z,y € G mamy x ~ y wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje g € G, takie ze y = grg~!.
Klasy réwnowaznosci tej relacji nazywa sie klasami sprzezonosci lub orbitami
grupy. Dla € G jego orbite oznaczamy przez G, := [z]_ = {g:rg’l 1g € G}.
Mozna tatwo zauwazyé, ze taka klasa jest réwnoliczna ze zbiorem warstw po-
wstalym przez podzielenie grupy G przez centralizator C, := {9 € G : gz = zg}
elementu x, czyli podgrupe zlozona z elementéw komutujacych z x. Z tego oraz
z twierdzenia Lagrange’a wynika, ze rzad centralizatora réwna si¢ ilorazowi rzedu
grupy przez moc klasy sprzezonosci, a wiec |Cy| = |G|/ |Gz|. Dzigki tej elemen-
tarnej zaleznosci mozemy teraz tatwo obliczy¢ liczbe komutujacych par elementéw
grupy w nastepujacy sposéb. Niech k (G) := |G/ ~| bedzie liczba klas sprzezonosci,
za$ {x1 = 1,..., 75} zbiorem reprezentantéw klas sprzezonosci. Zauwazmy po-
nadto, ze elementy nalezace do tej samej klasy sprzezonosci maja réwnoliczne
centralizatory. Wowczas mamy

Pr (G)

k(@)
{@y) e G ray=ya}| =D |Cal = |Ga,||Ca)]
reX =1
k(G)
|G|
=N G 2 —r@)al,
> (Cul g = k@l

a stad wynika, ze stopien przemiennosci grupy G réwny jest ilorazowi liczby klas
sprzezonosci przez rzad grupy
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Tak wiec badanie stopnia przemiennosci sprowadza si¢ do badania zaleznosci
pomiedzy liczba klas sprzezonosci a rzedem grupy. W szczegoélnosci, korzystajac ze
znanych stwierdzen dotyczacych liczby klas sprzezonosci, mozna tatwo pokazaé, ze
tak zdefiniowana wielko$¢ jest ,malejaca”, to jest, jezeli H jest podgrupa grupy G,
to Pr(G) < Pr(H), a gdy H jest podgrupa normalng, to stwierdzenie to mozna
jeszeze wzmocnié, woéwczas prawdziwa jest nieréwnosé Pr (G) < Pr (H)-Pr(G/H)
(Gallagher, 1970).

W powyzszej formie wzor na stopien przemiennosci pojawit sie po raz pierw-
szy w roku 1968 w jednej z serii prac napisanych wspélnie przez wegierskich
matematykéw Paula Erddsa (1913-1996) i Péla Turdna (1910-1976) po$wieconych
statystycznym wlasno$ciom grup skonczonych, a w szczegélnosci grup symetrii
(Erdos, Turan, 1968). Jednakze problem badania zwiazku pomiedzy struktura
grupy a liczba jej klas sprzezonodci jest jednym z najstarszych zagadnien stu-
diowanych w ramach teorii grup. Byt analizowany juz w pracy niemieckiego matem-
atyka Edmunda Landaua (1877-1938) na poczatku XX wieku. Landau (1903) po-
kazal, Ze istnieje tylko skoriczenie wiele grup o danej liczbie klas sprzezonosci.
Oznacza to w szczegdlnosci, ze dla stopnia przemienno$ci grupy musi istnie¢ nieze-
rowe oszacowanie od dotu zalezne tylko od rzedu grupy.

Pierwsze takie oszacowanie znalezli rowniez FErdos i Turdn, postugujac sie me-
toda zapozyczong z pracy amerykanskiego matematyka Georga Abrama Millera
(1863-1951) z roku 1919. Styl pisania Millera, jednego z czolowych matematykdéw
amerykanskich przelomu XIX i XX wieku, moze zadziwi¢ dzisiejszego czytelnika
ze wzgledu na pojawiajace sie w jego tekstach naukowych metafory i poréwnania.
W omawianej pracy Miller (1919) nazywa jedynke ,monarcha” grupy, a sprzezone
elementy okredla jako elementy majace takie same prawa w ,grupowym rzadzie”.
Tym niemniej, to Miller jako pierwszy wymyélit jak szacowaé od dotu stopien
przemiennosci, a Erdos i Turan jedynie skopiowali kilkadziesiat lat pdzniej jego
rozumowanie. W tym samym roku wynik ten uzyskal tez niezaleznie amerykanski
matematyk Morris Newman (1924-2007) (Newman, 1968).

Miller, a za nim Erdés i Turan wykorzystali w sprytny sposéb wlasnosci
tak zwanego ciagu Sylvestra (2,3, 7,43, 1807, 3263443, . ..). Cigg Sylvestra (i) cn»
definiujemy jako ciag zaczynajacy sie od 2, ktorego kazdy element réwny jest
iloczynowi wszystkich poprzednich elementéw zwigkszonemu o 1, czyli

k
s1:=2, Sk41 = 1+ ]‘—[i:1 S; (/ﬂ € N)
Stad otrzymujemy natychmiast wzor rekurencyjny
sk+1:5k(sk—l)+1§5% (k e N).

Mozemy teraz latwo pokazaé (indukcja na k), ze wzrost wartosci ciagu Sylvestra
jest co najwyzej podwdjnie wyktadniczy, a doktadniej

log, (logy(sg)) < k—1(k eN).

Kluczowa wlasnoscia ciagu Sylvestra, ktora Erdés i Turan uzyli w dowodzie, jest
fakt, ze jego odwrotnos$ci w optymalny sposéb szacuja mocno od dotu jedynke,
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gdy szacujemy ja za pomoca ciagu odwrotnosci liczb naturalnych o ustalonej diu-
gosci k, czyli tak zwanych ulamkow egipskich. Jezeli rozwaZymy dowolny ciag liczb

naturalnych yi, ..., yr € N, spelniajacy nieréwnosé Zl 1 y <1, to
y7 51 5k+1 -1

i=1 =1

Zacznijmy teraz nasze krétkie rozumowanie od tak zwanego réwnania klas
stwierdzajacego po prostu, ze rzad grupy jest suma mocy klas sprzezonosci

k(@)

Gl= Y (Gal.
i=1

Dzielac teraz obie strony réownania przez rzad grupy otrzymujemy, ze 1 da sig
przedstawié jako suma odwrotno$ci mocy centralizatoréw reprezentantéw {z; =
L,..., 7@} poszczegdlnych klas

k(G)

Z |C£

Jednakze centralizator jednosci grupy jest cala grupa, a wiec w tym rozkladzie
pojawia sie na poczatku skladnik 1/|G|. Suma pozostalych czynnikéw musi byé
wiec mniejsza od 1, a ich liczba wynosi dokladnie k(G) — 1

IC(ZG: ! 1—i<1
|Ca, G|

=2

=

Korzystajac z oméwionych wlasnosci ciagu Sylvestra, otrzymujemy

k(G

D
|Ce, | sy — U

a zatem rzad grupy szacuje sie przez k (G)-ty wyraz ciagu Sylvestra |G| + 1 <
sk(@)- Ostatecznie, po podwéjnym zlogarytmowaniu i wykorzystaniu oszacowania
wzrostu wartodci ciagu Sylvestra, wynika stad, ze liczba klas sprzezonoéci musi by¢
wigksza od podwdjnego logarytmu o podstawie 2 z rzedu grupy log, (log, |G|) <
log, (logy (sk())) < k(G). Ostatecznie po podzieleniu przez rzad grupy otrzymu-

jemy proste oszacowanie (Erdés, Turdn, 1968; Newman, 1968)

Wynika z niego w szczegdlnoéci, iz w kazdej grupie nieabelowej dostatecznie
duzego rzedu pojawi sie duzo nietrywialnych par komutujacych ze soba.
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2. Oszacowanie gorne i dwie metody obliczania stopnia
przemiennosci

Roéwnanie klas wykorzystal tez pie¢ lat podzniej matematyk amerykanski
William Howard Gustafson (1944-2007) do dowodu do$é¢ niespodziewanego uni-
wersalnego oszacowania gornego na stopien przemiennosci grupy nieabelowej za-
mieszczonego w American Mathematical Monthly (Gustafson, 1973). Idea jego
rozumowania jest nastepujaca. Aby zmaksymalizowaé stopien przemienno$ci grupy
nieabelowej G chcemy zmaksymalizowaé liczbe jej klas sprzezonosci. Rozwazmy
centrum grupy Z (G) := (,cq Cx, czyli podgrupe ziozona z wszystkich elemen-
tow komutujacych z kazdym elementem grupy. OczywiScie centrum zltozone jest
z wszystkich jednoelementowych klas sprzezonosci, a wiec, aby zmaksymalizowac
liczbe klas sprzezonosci, chcemy, zeby bylo ono jak najwigksze, a od pozostalych
klas wymagamy, zeby kazda z nich skladala si¢ dokladnie z dwéch elementow.
Mozna jednak tatwo pokazaé, ze iloraz nieabelowej grupy G przez jej centrum
Z (G) nie moze by¢ grupa cykliczna (zob. np. (Gallian, 2013, Theorem 9.3), a wiec
musi mieé rzad réwny przynajmniej 4 lub wiekszy (oczywiscie, jezeli |G/Z (G)| = 4,
to wtedy G/Z (G) ~ Zzy x Zs). Stad

4<|G/Z2(G) = 1G]/ 12 (6],

a wiec rzad centrum nie moze byé¢ wigkszy niz 1/4 rzedu grupy. Stosujac teraz
réwnanie klas otrzymujemy

Gl > 1Z(G)| +2 (KG) - 1Z(G))
— 2k(G) — |Z ()] = 2K(G) — |G /4.

Po przeksztalceniu nieréwnosci i podzieleniu jej obu stron przez rzad grupy otrzy-
mujemy natychmiast oszacowanie stopnia przemiennosci G od goéry

Pr(G) < 5/8.

Zauwazmy, odwracajac powyzsze rozumowanie, mozemy z faktu, ze Pr(G) =5/8
wywnioskowaé, ze G/Z (G) ~ Za X Zs.

Wydaje sie, ze wynik ten byl znany o wiele wczedniej, niektérzy przypisuja go
stynnemu niemieckiemu matematykowi Maksowi Zornowi (1906-1993) (zob. Le-
avitt et al., 1992), ale dopiero Gustafson jako pierwszy zamiescit go w druku (zob.
tez MacHale, 1974). Widzimy od razu, istnieje ogromna luka pomiedzy grupami
abelowymi, gdzie wszystkie pary elementéw komutuja, a nieabelowymi, gdzie przy-
najmniej 3/8 = 37,5% par nie komutuje ze soba. Oznacza to, ze w nieabelowej
grupie musi by¢ ,,duzo” niekomutujacych par. Tak wiec wynik ten idzie niejako
w przeciwnym kierunku co rezultat Erdosa i Turana.

Czy ograniczenie goérne ustalone przez Gustafsona jest osiagalne? Odpowiedz
brzmi: tak. Jako przyklad moze nam postuzyé o$mioelementowa grupa kwater-
nionéw Qg := {1, —1,4, —4, j, —j, k, —k}, w ktérej dzialanie grupowe dane jest przez
nastepujaca tabele:
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Obliczajac jej stopien przemienno$ci, mozna tez w prosty sposéb zaprezen-
towaé dwie podstawowe techniki obliczania tej wielkoSci.

Pierwsza metoda wykorzystuje rownanie klas. W grupie kwaternionéw mamy
dwie jednoelementowe klasy sprzezonosci, gdyz dwuelementowe jest jej centrum
Z(Qg) = {1, —1}. Pozostale klasy G; = {i,—i}, G; = {j,—j}, Gr = {k,—k} sa
dwuelementowe, a zatem réwnanie klas ma posta¢ 8 =1+ 1+ 2 4+ 2 + 2. Lacznie
jest wiec 5 klas i stopieri przemiennosci wynosi dokladnie 5/8.

Druga metoda obliczania stopnia przemiennosci wykorzystuje teorie reprezen-
tacji grup. Przypomnijmy, ze reprezentacjg (skonczonej) grupy G (w zespolonej
przestrzeni wektorowej C™) nazywamy dowolny homomorfizm grup p prowadzacy
z G do ogdlnej grupy liniowej GL(n,C), ktéra mozemy utozsamié¢ z grupa wszyst-
kich odwracalnych macierzy kwadratowych stopnia n nad cialem liczb zespolonych,
za$ n nazywamy wtedy wymiarem reprezentacji. Reprezentacje p nazywamy nie-
przywieding, jezeli nie posiada ona nietrywialnych (réznych od {0} i C™) pod-
przestrzeni niezmienniczych V, czyli takich, ze dla kazdego g € G zachodzi p(g)(V)
C V. Charakterem reprezentacji nieprzywiedlnej p (w skrécie: nieprzywiedlnym
charakterem) nazywamy z kolei odwzorowanie liniowe x, : G — C dane wzorem
Xp(g9) = trp(g) dla g € G, gdzie tr oznacza $lad odwzorowania liniowego (mozna
go utozsamié¢ z sumg wyrazéw na gléwnej przekatnej macierzy). Oczywiscie, dla
elementu neutralnego e grupy G mamy x,(e) = tr(iden) = n, charakter wy-
znacza wymiar nieprzywiedlnej reprezentacji. Wiadomo tez, charakter reprezen-
tacji nieprzywiedlnej wyznacza ja z dokladnosécia do naturalnej réwnowaznosci
w zbiorze reprezentacji.

W obliczaniu stopnia przemiennosci grupy wykorzystuje sie cztery dobrze
znane i elementarne fakty dotyczace charakteréw nieprzywiedlnych reprezentacji
danej grupy. Po pierwsze, liczba nieprzywiedlnych charakteréw skonczonej grupy
G réwna jest liczbie klas sprzezonosci k(G). Po drugie, wymiary n; < --- < nyq)
tych nieprzywiedlnych charakterow sa dzielnikami rzedu grupy. Po trzecie, suma
kwadratéw wymiaréw nieprzywiedlnych charakterow réwna sie rzedowi grupy. Po
czwarte wreszcie, liczba jednowymiarowych charakteréw réwna sie indeksowi jej
komutanta G’, czyli rzedowi grupy G podzielonej przez rzad G’, gdzie G’ jest pod-
grupa (normalng) G generowana przez elementy postaci ghg~th~! dla g,h € G.
Te cztery fakty sktadaja sie tacznie na tak zwane réwnanie wymiaréw (ang. degree
equation):
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k(G) k(G)
Gl=1+...+1+ > al=[G/IG+ > ni
|G|/I1G"| i=|G|/|G"|+1 i=|G|/|G'|+1

Jak wykorzystaé to réwnanie do obliczania stopnia przemiennosci grupy kwa-
ternionéw? Zauwazmy, ze Qg = {1, —1}, a wiec indeks komutanta wynosi w tym
przypadku 4. Stad rzad grupy wynoszacy 8 jest suma czterech jedynek i kwadratéw
pewnych dzielnikow 8 réznych od 1. W gre wchodzi tylko kwadrat 2. Wynika stad,
ze rOwnanie wymiaréw musi mie¢ postaé

8=1+1+1+1+2%

Tak wiec grupa kwaternionéw ma pieé nieprzywiedlnych charakteréw, a wiec tez
pieé¢ klas sprzezonosci i stopien przemiennosci réwny 5/8. Zauwazmy, wynik ten
uzyskujemy nie znajac w ogdle nieprzywiedlnych charakteréw grupy kwaternionow!

Innego przyktadu wykorzystania réwnania wymiaréw do obliczenia stopnia
przemienno$ci dostarcza nam grupa permutacji zbioru czteroelementowego Sj.
Latwo pokazaé, ze jej komutant to grupa alternujaca (grupa parzystych permu-
tacji) Aq i |S4]/]A4] = 2. W réwnaniu wymiaréw musimy teraz przedstawié
|Sa] — |S4] / |A4| = 24 — 2 = 22 jako sume kwadratéw nietrywialnych dzielnikéw
liczby 24. Da sie to zrobi¢ tylko na jeden sposéb 22 = 4 4+ 9 + 9. Stad réwnanie
wymiaréw przyjmuje w tym przypadku postac

24 =1+1+2%+3%+32

a zatem grupa S; ma, podobnie jak grupa kwaternionéw, pie¢ nieprzywiedlnych
charakteréw, a wiec tez pie¢ klas sprzezonosci. W konsekwencji Pr (Sy) = 5/24.
Oczywiscie nie dla kazdej grupy da si¢ ,rozwiazac¢” réwnanie wymiaréw i co za
tym idzie obliczy¢ stopien przemiennosci w tak prosty sposob.

3. Stopien przemiennosci a struktura grupy

Zauwazmy najpierw, ze po podzieleniu grupy kwaternionow Qg przez jej cen-
trum Z(Qg) =~ Zs otrzymujemy grupe Zs X Za. Okazuje si¢, ze wlasno$é ta
w pelni charakteryzuje grupy nieprzemienne, ktére maja maksymalny stopien
przemiennosci réwny 5/8, co mozna pokazaé¢ wykorzystujac podobne rozumowanie
jakie doprowadzilo Gustafsona do oszacowania gérnego. Tak wiec Pr(G) = 5/8
wtw G/Z(G) ~ Zs X Zy. Ta prosta uwaga stanowi punkt wyjscia do calej serii
wynikéw (niektére z nich uzyskano stosunkowo niedawno), ktére méwia, ze jezeli
stopien przemiennosci grupy jest dostatecznie duzy, to grupa jest bliska abe-
lowej w pewnym okreslonym znaczeniu strukturalnym, a takze dostarczaja petnych
charakteryzacji grup o ,duzym” (wiekszym od zadanego) stopniu przemiennosci.
Przypomnijmy, ze G nazywamy odpowiednio:

(1) nilpotentng;

(2) superrozwigzalng;

(3) rozwigzalng,
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gdy istnieje dla niej skonczony ciag jej podgrup normalnych
{e}:GogGl SSGN:G

o tej wlasnosci, ze grupa ilorazowa Gi41/Gy (dla k = 0,1,2,...,N — 1) jest,
odpowiednio:

(1) podgrupa grupy Z(G/Gr);
(2) cykliczna;
(3) abelowa.

Grupy abelowe, nilpotentne, superrozwiazalne i rozwiazalne tworza rosnacy
ciag klas grup o malejacym stopniu przemiennosci. W szczegdlnosci kazda grupa
nieabelowa o maksymalnym stopniu przemiennoéci réwnym 5/8 musi by¢ juz nilpo-
tentna, gdyz z zaleznosci G/Z(G) ~ Zy x Zs wynika, ze {e} < Z(G) < G tworza
wtedy odpowiedni ciag podgrup.

W roku 1978 Paul Lescot, wowczas student matematyki na Uniwersytecie
Paryskim, uogélnil te obserwacje, pokazujac, ze wystarczy, aby stopien przemien-
nosci grupy skoriczonej byt wiekszy od 1/2, zeby grupa ta musiala juz byé nilpo-
tentna (Lescot, 1978). Rezultatu tego nie da si¢ poprawié¢, gdyz stopien przemien-
nosci grupy Ss wynosi, jak widzieliSmy, wladnie 1/2, a grupa ta nilpotentna nie
jest. Dekade temu natomiast trzech matematykow z Uniwersytetu w Cork w Ir-
landii (Barry et al. 2006) pokazalo, ze gdy stopieri przemiennosci jest z kolei wiek-
szy od 1/3, to grupa musi by¢ superrozwiazalna. I tego wyniku takze nie da sie
poprawi¢, gdyz stopienn przemiennosci grupy A4 wynosi wlagnie 1/3, a grupa ta
superrozwiazalna nie jest. Superozwiazalnosc jest warunkiem posrednim pomiedzy
nilpotentnoscia a rozwiazalnoscia. W roku 1988 ponownie Lescot pokazal, ze gdy
stopienn przemiennosci grupy jest wiekszy od 1/12, to grupa ta musi by¢ juz
rozwiazalna (Lescot, 1988). Wyniku tego réwniez nie da sie¢ wzmocnié. Rozwazmy
bowiem grupe alternujaca As izomorficzng z tzw. grupg ikosaedralng, czyli grupa
obrotéw dwunastoécianu lub dwudziestoscianu foremnego. W jej sktad wchodzi
identycznosé, 12 obrotéw o kat 27 /5, 12 obrotéw o kat 47 /5, 20 obrotéw o kat 27 /3
oraz 15 obrotéw o kat m, a obroty o dany kat tworza wlasnie klasy sprzezonosci,
ktorych jest zatem w Aj pieé. Stad Pr(As) = 5/60 = 1/12, a grupa ta nie jest,
jak dobrze wiadomo, rozwiazalna. Wreszcie ten ostatni wynik zostal wzmocniony
niedawno przez jednego z czolowych amerykanskich specjalistow z teorii grup
Roberta Guralnicka z University of Southern California w Los Angeles i przez Ge-
offreya Robinsona z Uniwersytetu w Aberdeen w Szkocji, ktérzy scharakteryzowali
wszystkie nierozwiazalne grupy o stopniu przemiennosci réwnym 1/12 (musza by¢
one produktem grupy As i grupy abelowej) i pokazali, ze wszystkie pozostate grupy
o stopniu przemiennos$ci wigkszym od 3/40 musza by¢ juz rozwigzalne (Guralnick,
Robinson, 2006). Inaczej méwiac, grupa o stopniu przemiennosci powyzej 3/40 jest
albo rozwigzalna, albo jest produktem As i grupy abelowej, a wtedy jej stopien
przemienno$ci wynosi 1/12. Do dzi$ jest to najmocniejszy wynik tego typu.
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Rozwigzalne

Rozwigzalne
lub A, x abelowa

2/5

7116 Superrozwigzalne ™
112 1/2 5/8

Rysunek 1.

Cytowane rezultaty uzasadniajg stwierdzenie, ze jezeli grupa nie ma odpowied-
nio dobrej struktury, to musi by¢ , bardzo nieprzemienna”. Jednakze wynik Erdosa
i Turdna pokazuje, ze dla grup o danym rzedzie ta nieprzemiennos¢ musi mie¢
tez swoje dolne ograniczenie. Rezultat ten dal impuls do poszukiwania bardziej
doktadnych dolnych uniwersalnych (czyli zaleznych tylko od rzedu grupy) oszaco-
wan stopnia przemiennosci. Najmocniejsze z nich uzyskano niedawno, gdy poka-
zano, ze dla kazdego € > 0 istnieje § > 0, stopien przemiennoéci dowolnej grupy
o rzedzie wigkszym lub réwnym niz 3 szacuje sie od dotu (Baumeister et al, 2016).

_ log, |G|
|G| (log, (log, ‘GDBJrg

Istniejg zreszta powazne poszlaki, prawdziwe jest rowniez o wiele mocniejsze osza-
cowanie dolne postaci (logs |G|)/ |G|. Prawdziwo$é tego stwierdzenia zostala spraw-
dzona dla wszystkich grup rzedu mniejszego od 3'° (Bertram, 2013).

Pr(G)>¢

4. Jaka liczbg moze by¢ stopien przemiennosci?

Oczywiscie musi by¢ liczba wymierna z przedziatu (0, 1], ale z uwagi na widocz-
ne ,luki” w zbiorze wartosci stopnia przemiennosci P (na przyklad luka pomiedzy
5/8 a 1) bardzo naturalnym wydaje si¢ pytanie: jakie ten zbiér ma wlasnosci?
Pierwszy rezultat tego typu udowodnil (w swojej pracy magisterskiej na Uniw-
ersytecie w Chicago opublikowanej pdzniej w Pacific Journal of Mathematics)
David Rusin, ktory pokazal, ze jedynymi wartoéciami, jakie stopien przemiennosci
moze przyjmowaé w przedziale (11/32,1], sa elementy ciagu 3(1 + 1/4™), a wiec
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1,5/8,17/32 i tak dalej oraz elementy zbioru {3/8,25/64,2/5,11/27,7/16,1/2}
(Rusin, 1979). Smiale hipotezy dotyczace wlasnosci zbioru P wysunat w swoim
doktoracie obronionym w roku 1969 na Uniwersytecie Kaliforinijskim w Los An-
geles Keith S. Joseph. Hipotez tych poczatkowo niezauwazono, na co wpltyw mial
fakt, ze doktorat ten nie zostal od razu opublikowany, a Joseph po jego napisa-
niu przestal si¢ zajmowa¢ matematyka na poziomie uniwersyteckim. Po pierwsze,
Joseph przypuszczal, ze kazdy punkt skupienia tego zbioru musi by¢ wymierny;
po drugie, ze moze by¢ on osiagany tylko po wartosciach wiekszych od niego — ,,od
goéry” (i w konsekwencji zbiér P z porzadkiem dualnym do naturalnego jest dobrze
uporzadkowany), a po trzecie, ze tez musi by¢ stopniem przemienno$ci pewnej
grupy lub zerem, czyli P U {0} jest domkniety (Joseph, 1969, 1977). Z wyniku
Rusina wynika prawdziwo$é tych trzech hipotez dla wartosci stopnia przemien-
nosci z przedziatu (11/32,1]. W roku 2012 Peter Hegarty z Uniwersytetu w Gote-
borgu pokazal, ze pierwsze dwie hipotezy Josepha sa prawdziwe dla wartosci stop-
nia przemiennosci z przedziatu (2/9,1]. Autor przyznawal jednak, ze zupelnie nie
wiadomo jakich metod mozna by uzy¢, zeby udowodnié¢ hipotezy Josepha w calym
zakresie wartosci (0,1], (Hegarty, 2013). Ten trudny problem zostal cze$ciowo
rozwigzany catkiem niedawno przez angielskiego matematyka Seana Eberharda
z Oxfordu, ktory, wykorzystujac teorie ulamkéw egipskich, pokazal, ze pierwsze
dwie hipotezy Josepha sa prawdziwe. Co wiecej, wykazal on, ze typ porzadkowy
P (2 dualnym porzadkiem) réwny jest albo w* albo w’ (Eberhard, 2015). Trzecia
hipoteza Josepha pozostaje otwarta.

5. Zakonczenie

Wiele z omawianych tu zagadnieil mozna w naturalny sposéb uogélni¢ bada-
jac stopienn przemiennosci badz to w grupach topologicznych (Gustafson, 1973),
grupach nieskoniczonych (Antolin et al, 2017), badZ to w innych strukturach alge-
braicznych takich jak pétgrupy (MacHale, 1990; Ponomarenko, Selinski, 2012) czy
pierécienie (MacHale, 1976; Buckley, MacHale, 2017). Co ciekawe, nie wszystkie
wyniki dotyczace grup maja swoje odpowiedniki dla innych struktur. Na przyktad
stopien przemiennosci pélgrupy moze by¢ dowolna liczba wymierna z przedziatu
(0, 1], za$ dla pierécieni nie ma prostego wzoru opisujacego stopieri przemiennosci
na podobiefistwo wzoru wiazacego go z liczba klas sprzezonosci dla grup (Buckley,
MacHale, 2017). Z drugiej strony stanowia one przyklad o szerszej klasy zagad-
nien zaliczanych do tak zwanej probabilistycznej teorii grup (Dixon, 2002). Wiecej
ciekawych informacji o stopniu przemiennoéci mozna znalez¢é w pracach przegla-

dowych (Castelaz, 2010; Das et al, 2013).
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