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O roli prac dyplomowych z dydaktyki matematyki
w ksztatceniu przysztych nauczycieli matematyki*

Abstract. In the training process of students — future teachers of mathema-
tics, an important role is played by, among others, participation in the di-
ploma seminar, during which the student (being at the final stage of studies)
is tasked with preparing a bachelor’s or master’s thesis. This dissertation
may be purely mathematical in nature or refer to problems in didactics of
mathematics. The article aims to develop and illustrate some thoughts from
previous works of the authors (Zareba, 2009; Major, Olik-Pawlik, Ratusin-
ski, Zareba, 2016), pointing to the legitimacy of the preparation of teacher
diploma theses in the field of didactics of mathematics by students.

1. Wprowadzenie

Ksztalcenie na uczelni pedagogicznej, ktorej gtéwnym zadaniem jest przygoto-
wanie do wykonywania zawodu nauczyciela, ukierunkowane jest na zdobycie przez
absolwentéw odpowiednich efektéw ksztalcenia. W programach nauczycielskich
studiéw wyzszych na kierunku matematyka, prowadzonych w Uniwersytecie Pe-
dagogicznym w Krakowie, charakterystyka sylwetki absolwenta uwzglednia — na
poziomie studiéw pierwszego stopnia — nastepujacy zapis:

Absolwent specjalnosci nauczycielskiej dysponuje odpowiednim przygotowa-
niem psychologicznym, pedagogicznym i dydaktycznym pozwalajacym mu
petnié role: nauczyciela — wychowawcy i opiekuna oraz nauczyciela — osoby
integrujaco-motywujacej. Posiada takze wstepne przygotowanie umozliwia-
jace prowadzenie badan edukacyjnych

(Wydziat Matematyczno-Fizyczno-Techniczny, Uniwersytet Pedagogiczny im.
Komisji Edukacji Narodowej w Krakowie, 2017a).
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W stosunku do absolwenta studiow drugiego stopnia zaktada si¢ szersze przy-
gotowanie w kontekscie prowadzenia badan edukacyjnych; tu zwraca si¢ uwage na
to, ze:

Absolwent posiada takze przygotowanie umozliwiajace prowadzenie badan
edukacyjnych, dostrzeganie oraz samodzielne rozwiazywanie probleméw teo-
retycznych i praktycznych, sytuujacych sie w dydaktyczno-pedagogicznym
polu eksploracyjnym

(Wydziat Matematyczno-Fizyczno-Techniczny, Uniwersytet Pedagogiczny im.
Komisji Edukacji Narodowej w Krakowie, 2017b).

W ramach oferowanych na studiach kurséw nalezy zatem zapewni¢ studentowi
mozliwo$¢ takiego dydaktycznego przygotowania, by moégl on nie tylko pelnié role
nauczyciela matematyki, ale takze potrafil (dostrzegajac problemy réznej natury,
w tym zaréwno matematycznej, jak i praktycznej) prowadzié¢ badania edukacyjne.
Zdaniem autoréw niniejszej pracy realizacja postawionych celéw stanie sie pel-
niejsza, jesli student bedzie mial mozliwoéé¢ przygotowania podczas studiéw pracy
dyplomowej z dydaktyki matematyki. Zaobserwowaé¢ mozna jednak, ze mimo du-
zego zainteresowania studentow mozliwoscia przygotowywania pracy o charakterze
dydaktycznym, prac takich wciaz powstaje zbyt malo.

Zaawansowanie na poziomie tresci czy rozumowan jest cennym wyznaczni-
kiem konstruowania prac dyplomowych, nie zawsze jednak — w opinii autoréw
artykulu — musi odnosi¢ sie tylko do matematyki teoretycznej. Réwnie wartoscio-
we i glebokie moga by¢ rozumowania o charakterze dydaktycznym, prowadzone
na gruncie matematyki szkolnej. Chodzi tu o dostrzezenie wagi i potrzeby prowa-
dzenia przez studenta pracy badawczej w obrebie etapu edukacyjnego, do ktore-
go ma on naby¢ uprawnienia nauczycielskie. W tym kontekscie na uwage zastu-
guje zdanie Z. Mosznera: ,Niestety jest wielu matematykéw, ktérzy uwazaja, ze
przysztym nauczycielom wystarczy dostatecznie obszerne wyksztalcenie matema-
tyczne, a przyszla praktyka uczyni z nich dobrych pedagogéw” (Moszner, 2004,
s. 263). Formulujac taka mysl, autor tej wypowiedzi wyraza troske o ,,u§wiadomie-
nie wigkszosci (wszystkim?) ksztalcacym przyszlych nauczycieli specyfiki takich
studiéw, tego, ze musza oni uczy¢, majac ciagle na uwadze dziatalno$¢, do ktorej
przygotowuja” (Moszner, 2004, s. 262-263). Oczywiscie, mozna ksztalcié¢ studen-
téw w ramach matematyki teoretycznej, wdrazajac ich we wspomniana wczesniej
dzialalnosé, poprzez prowokowanie do aktywnosci matematycznej na wysokim po-
ziomie abstrakcji. Stuszne wydaje sie jednak stwierdzenie, ze absolwenci studiow
nauczycielskich moga — w zaleznosci od wybranego seminarium i tematu pracy dy-
plomowej — odebra¢ istotnie rézne wyksztalcenie dydaktyczne. Wynika to stad, ze
pracom z matematyki teoretycznej i dydaktyki matematyki przyswiecaja inne cele.
W pracach odnoszacych sie do matematyki teoretycznej student musi wykazac sie
znajomoscia pewnej teorii matematycznej, ktérg w pewnym stopniu powinien sam
przyswoi¢ badz uzupelnié¢ (np. luki w rozumowaniach dowodowych). W pracach
z dydaktyki matematyki dyplomant ma za zadanie scali¢c wiedze z matematyki
teoretycznej z wiedzg praktyczna, odnoszaca sie do rzeczywistosci szkolnej. Musi
zatem wykazaé sie umiejetnoscia syntezy teoretycznej wiedzy matematycznej, teo-
retycznych podstaw dydaktycznych oraz praktycznych sytuacji majacych miejsce
podczas szkolnych lekcji matematyki, na odpowiednim etapie edukacyjnym.
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Nalezy przypomnie¢, ze idea pisania prac dyplomowych z dydaktyki matema-
tyki, to efekt staran podjetych przez A. Z. Krygowska; to z jej inicjatywy ,roz-
szerzenie tematycznej oferty prac magisterskich na matematycznych kierunkach
nauczycielskich o prace obejmujace tematyke dydaktyczna stalo sie faktem” (Ko-
nior, 2005, s. 68-70). Wyb6r przez dyplomanta seminarium z dydaktyki matematy-
ki wiaze si¢ dla niego z podejmowaniem szeregu dzialan i aktywnosci, na znaczenie
ktérych przede wszystkim chca zwrdci¢ uwage autorzy niniejszej publikacji.

Na zagadnienia zwiazane z przygotowywaniem prac dyplomowych warto spoj-
rze¢ nieco szerzej, biorac pod uwage nie tylko rozwdj studenta — przyszlego na-
uczyciela, ale takze warto$¢, jaka badania dydaktyczne (nawet te — prowadzone
w ramach prac dyplomowych) wnosza w edukacje. Trzeba bowiem uswiadomié so-
bie, ze w zwiazku z ciaglymi przemianami w otaczajacej nas rzeczywistosci zmiany
w o$wiacie sg nieuniknione. Badania dydaktyczne ukazuja sie wiec w tym kontek-
$cie jako wazne i niezbedne dla ulepszania procesu edukacji. Nie powinny by¢
jednak prowadzone tylko w obrebie osrodkéw naukowych — uczelni, przez specja-
listow w dziedzinie dydaktyki matematyki. Cenne jest takze podejmowanie badan
w wezszym zakresie, w réznego typu placowkach szkolnych czy klasach, badan,
w ktorych funkcje badacza przejmuje nauczyciel uczacy dang grupe oséb. Przygo-
towanie pracy dyplomowej z dydaktyki matematyki to jeden z istotnych elementéw
w ksztalceniu nauczycieli, bo mogacy ukazaé¢ studentom jak stawac si¢ nie tylko
dobrymi nauczycielami, ale takze Swiadomymi i stawiajacymi sobie pytania bada-
czami procesu nauczania-uczenia sie matematyki.

Sam proces nauczania-uczenia si¢ jest bardzo zlozony i wymaga interdyscy-
plinarnego spojrzenia badawczego (Czajkowska, 2015). W procesie tym mozna,
7 pewnym uproszczeniem, wyrézni¢ cztery komponenty, ktérych $wiadomosé ist-
nienia powinien mie¢ kazdy uczacy tego przedmiotu: ksztaltowanie pojeé¢ matema-
tycznych, rozwiazywanie zadan, prowadzenie rozumowan matematycznych oraz
ksztaltowanie jezyka matematycznego (Major, Olik-Pawlik, Ratusinski, Zareba,
2016). Nie ulega watpliwosci, ze wszystkie z wymienionych tu skladnikéw rozwa-
zanego procesu s wazne i to na kazdym poziomie edukacji. Z uwagi na rozmiary
artykulu, autorzy skoncentrowali swoje rozwazania gléwnie wokdt trzeciego kom-
ponentu tj. prowadzenia rozumowan matematycznych.

2. O wybranych aspektach pracy dyplomowej na przyktadzie
zagadnien zwigzanych z pojeciem pola prostokata

Punktem wyjscia kazdej pracy dyplomowej z dydaktyki matematyki jest od-
powiednie przygotowanie merytoryczne dyplomanta w zakresie obranej tematyki.
Realizacja tego etapu odbywa si¢ miedzy innymi w wyniku studiowania literatury,
w tym analizy poje¢ czy twierdzen zwiazanych z tematem pracy. Nie wystarczy
jednak operatywne rozumienie kluczowych w danej pracy definicji czy twierdzen
z poziomu matematyki wyzszej, dlatego ze odpowiednie przygotowanie studen-
ta do nauczania matematyki na okreslonym poziomie edukacyjnym stawia przed
nim dodatkowe wyzwania. Nauczyciel powinien mie¢ — oprocz zaplecza czysto teo-
retycznego z poziomu matematyki wyzszej — takze Swiadomosé, w jakim zakre-
sie pojecia czy twierdzenia opisywane jezykiem matematyki wyzszej sa dostepne
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uczniom w okreslonym wieku szkolnym. Warto, by zdawal sobie sprawe z pro-
bleméw i trudnoéci zwiazanych z ksztaltowaniem tych poje¢. W tym wzgledzie
niezbedna jest oczywiscie znajomo$¢ tresci podstawy programowej z danego po-
ziomu edukacyjnego. Czym innym jest jednak wiedza teoretyczna wyplywajaca
z tego dokumentu, a czym innym do$wiadczenie — nawet fragmentaryczne — pty-
nace z pracy o charakterze badawczym, a szczegdlnie empirycznym. Wystepujacy
w roli badacza i obserwatora przyszty nauczyciel ma bowiem mozliwoéé, chociaz
na wybranym zagadnieniu matematycznym, doswiadczyé¢ réznorodnych proble-
méw dydaktycznych z nim zwiazanych. Wspélpraca z uczniami (rozmowy z nimi,
obserwacja podejmowanych dziatan czy analiza pisemnych prac uczniéw), to naj-
lepszy sposéb, by zdoby¢ nie tylko informacje o trudnosciach jakich doswiadczaja
i btedach, ktére popelniaja uczac sie matematyki, ale rowniez wiedze na temat ich
ciekawych pomystéow, nietypowych rozumowan czy niestandardowych rozwiazan.

3. Pole prostokata w ujeciu teoretycznym i dydaktycznym

Dla zilustrowania wagi omawianych tu kwestii autorzy postuzyli sie zagadnie-
niami zwigzanymi z pojeciem pola prostokata opracowywanym na II etapie edu-
kacyjnym. Na gruncie matematyki wyzszej odpowiednikiem pojecia pola figury
ograniczonej jest miara Jordana — pojecie, ktére niejednokrotnie sprawia trudno-
$ci studiujacym matematyke. Do jego zrozumienia potrzebna jest bowiem wiedza
na temat szeregu innych poje¢ takich jak: jednostka pola, sie¢ kwadratowa o da-
nym odstepie, k-krotne zageszczenie sieci, segment sieci zawarty w figurze, segment
sieci pokrywajacy figure, pola tych segmentéw, ciagi pél stosownych segmentow
przy kolejnych zageszczeniach sieci, granice tych ciagéow. W wyniku dlugiego po-
stepowania zwanego wymierzaniem figury, jesli granice odpowiednich ciagéw sa
réwne, to za pole figury przyjmuje sie wspdlna warto$é tych granic (por. Krygow-
ska, 1972, s. 159-162). Dluga procedure, ktérej tu nie przytoczono, Z. Krygowska
(1972, s. 171) ujmuje w zwiezly, w poréwnaniu do opisu calego toku postepowania,
spos6b (patrz: Rysunek 1):

Definicja 9,2

Jezeli f jest figura ograniczona, to granice w(f) ciagu pél segmentéw
zawagtych w f, wyznaczonych przez ciag sieci uzyty do wymierzania f
]ednostkq u?, nazywamy miarg wewnetrzna f przy tej jednostce;
granice 2(f) ciagu pél segmentéw sieci pokrywajacych f, wyznaczonych
przez ciag sieci uzyty do wymierzania f jednostka «? nazywamy miarg
zewnetrzng figury f przy danej jednostce.

Jezeli w(f) = z(f), to méwimy, ze figura f ma miar¢ polowa lub
- pole réwne (przy danej jednostce u?) liczbie

Rysunek 1. Geometria dla klasy II liceum ogélnoksztalcacego
(Krygowska, 1972, s. 162-164).
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Juz sam opis procedury wymierzania figury moze wskazywac na trudnosci tkwiace
w omawianym tu pojeciu. Nieco latwiejsze jest zastosowanie wspomnianej proce-
dury do szczegélnej figury jaka jest prostokat. W wyniku wymierzania dowolnego
prostokata o wymiarach a i b wskazuje si¢ iloczyn a - b jako pole tego prostokata
(por. Krygowska, 1972, s. 162-164). Cho¢ procedura jest ogélna, to jednak przy-
blizanie zagadnienia na rysunku wymusza ustalenie konkretnych wartoéci a i b.
Oczywiscie wystarczy mieé $wiadomoéé istoty uzmienniania stalych!, by zrozu-
mieé, ze rozwazania nie ulegng zmianie przy innych dtugosciach bokéw prostokata.
Podobna sytuacja dotyczy wyboru sieci o odstepie réwnym jednostce dlugosci czy
sposobu zageszczania tej sieci.

Rozumienie opisanej wyzej procedury jest istotne w wyksztatceniu studenta
matematyki. Nie wystarczy jednak dobrze opanowaé pojecie miary Jordana, by
w umiejetny sposob pokierowaé¢ aktywnoscia ucznia szkoly podstawowej i zreali-
zowaé ujete w podstawie programowej zagadnienia dotyczace pél figur plaskich.
W szkole podstawowej wprowadza sie wzor na pole prostokata, aby nastepnie —
na drodze dedukcyjnej — uzyskaé¢ wzory na pola takich figur geometrycznych jak:
kwadrat, romb, réwnoleglobok, tréjkat i trapez. Kluczowa role zatem odgrywa tu-
taj odpowiednie zorganizowanie aktywnoéci ucznia na poziomie wprowadzania go
w procedure obliczania pola prostokata. Stad niniejszy paragraf poswiecony zostat
dydaktycznym zagadnieniom zwigzanym z polem prostokata.

Warto zwréci¢ uwage na to, ze w Podstawie programowej ksztalcenia ogdlnego
(z roku 2012), w ktérej II etap edukacyjny obejmowal ksztalcenie w klasach IV-VI
szkoly podstawowej, brak jest zapiséw wskazujacych na to, ze uczen rozumie odpo-
wiednie pojecie, lecz akcentuje sie czynnosci, ktore za rozumieniem przemawiaja:

Stowo ,,rozumie” jest za malo precyzyjne, mozna bowiem podktadaé¢ pod nie
przerézne interpretacje. /.../ Wszelkie préby ustalenia, czy uczen rozumie
dane pojecie, jesli nie prowadzi tego profesjonalnie przygotowany psycho-
log, groza sprawdzaniem jedynie werbalnej wiedzy, wymaganiem od ucznia
teoretycznych sformutowan, definicji, wyuczonych formutek. Z tego powo-
du o tym, czy uczen nalezycie rozumie dane pojecie (na swoim poziomie
wiekowym), ma sie wnioskowaé posrednio z tego, czy poprawnie i z sensem
wykonuje okreslone w podstawie programowej czynnosci

(Ministerstwo Edukacji Narodowej, 2008, s. 55-56).

Zgodnie z ta uwagg autorzy podstawy programowej zakladaja, ze na II etapie
edukacyjnym uczen ,oblicza pola: kwadratu, prostokata, rombu, réwnolegtoboku,
tréjkata, trapezu przedstawionych na rysunku (w tym na wlasnym rysunku po-
mocniczym) oraz w sytuacjach praktycznych” (Ministerstwo Edukacji Narodowej,
2008, s. 32).

L Uzmiennianie stalych jest w literaturze z dydaktyki matematyki rozumiane jako ,rozumo-
wanie prowadzone w szczegbélnym przypadku, jednak tak, ze widoczna jest jego ogélna waznosé
pozwalajaca uznad, ze tak bedzie zawsze; zawsze znaczy tu — dla kazdych innych liczb wzietych
zamiast wystepujacych w rozumowaniu (Nowak, 1989; Mnich, 1980; Turnau, 1990); szczegdlny
przypadek stanowiacy baze do uzmienniania statych to przyklad paradygmatyczny” (za: Zareba,
2012, s. 39-40).
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Akcentujac potrzebe czynnego udziatlu ucznia w zdobywaniu wiedzy matema-
tycznej, zwraca sie uwage na dobdr sytuacji, ktére umozliwiaja dziecku odkrycie
sposobu obliczania pola prostokata. Jak pisza autorzy wskazanej tu podstawy pro-
gramowej:

Ksztaltowanie pojecia pola prostokata nalezy rozpoczaé¢ od sytuacji, w kto-
rych oba boki wyrazajg sie liczbami naturalnymi i uczen ma obliczyé, z ilu
kwadracikow sktada sie prostokat. W naturalny sposéb pojawia sie mnoze-
nie. W przypadku dlugosci utamkowych wystarczy, ze uczen wie, ze nadal
stosuje sie te sama procedure: aby obliczy¢ pole prostokata, mnoze dtugosci
bokéw (wyrazone w tych samych jednostkach)

(Ministerstwo Edukacji Narodowej, 2008, s. 68).

W tych kilku zdaniach tkwi bardzo istotny, z punktu widzenia metody matema-
tycznej, problem. Bedzie o nim mowa w dalszej czesci artykulu. Z powodu ograni-
czen programowych IT etapu edukacyjnego (zakres materialu klas IV-VT nie obej-
muje rozwazan w zbiorze liczb niewymiernych), w niniejszej pracy uwage skupiono
na wspomnianym przejsciu — od pola prostokata o wymiarach bedacych liczbami
naturalnymi do pola prostokata o dlugosciach bokéw wyrazonych liczbami wy-
miernymi. Aby ulatwi¢ lekture tekstu, przejécie to bedzie krétko sygnalizowane
przy zastosowaniu zwrotow: wymiary naturalne, wymiary wymierne.

Biorac pod uwage fakt, ze podstawa programowa wyznacza to, co w szkole
powinien opanowaé ,przecietny uczen”, wydaje sie sensowne szybkie przejscie od
procedury obliczania pola prostokata dla wymiaréw naturalnych do analogicznej
procedury stosowanej przy wymiarach wymiernych. Warto jednak zastanowié¢ sie
nad cytowanym wyzej zdaniem: ,W przypadku dlugoséci utamkowych wystarczy, ze
uczen wie, ze nadal stosuje si¢ te sama procedure”. Czym innym jest bowiem nie-
Swiadome stosowanie twierdzenia (jakim niewatpliwie jest korzystanie ze wzoru na
pole prostokata o wymiarach naturalnych) przy innych, stosunkowo do znanych,
zalozeniach, czym innym zas korzystanie z twierdzenia funkcjonujacego przy ogdl-
niejszych zalozeniach ze Swiadomoscia, ze wolno z takiego twierdzenia korzystac.
To nauczyciel, w zaleznosci od mozliwosci swoich uczniéw, podejmuje decyzje,
w jaki sposéb pokonaé¢ opisane przejécie. Czyni¢ to jednak powinien w zgodzie
z poprawnym rozumieniem i ksztaltowaniem u uczniéw metody matematyczne;j.
Tak samo dobrym rozwiazaniem bedzie w takiej sytuacji poinformowanie uczniow,
ze odpowiedni wzér mozna stosowaé¢ w przypadku innego rodzaju dlugosci bokow,
jak i zorganizowanie aktywnosci uczniéw tak, by sami taki wniosek byli w stanie
sformulowaé. Nie jest natomiast wlasciwym rozwiazaniem dopuszczanie do sytu-
acji, w ktérej uczen nie ma okazji do refleksji i uSéwiadomienia sobie, ze nastepuje
zmiana zakresu stosowanych do tej pory danych (zalozeri twierdzenia). Niestety
bywa tak, ze sami uczacy nie zawsze maja tego Swiadomo$¢; niejednokrotnie au-
torzy tego artykulu mieli okazje obserwowaé lekcje matematyki, podczas ktérych
po wprowadzeniu wzoru na obliczanie pola prostokata o wymiarach bokéw be-
dacych liczbami naturalnymi uczniowie obliczali, jako éwiczenie utrwalajace, pola
prostokatéow o bokach, ktorych dlugosci wyrazone bytly liczbami wymiernymi. Do
braku tej $wiadomosci niejednokrotnie przyznaja sie studenci i czynni nauczycie-
le, co znaczy, ze jest to problem w nauczaniu, ktérego nie mozna zbagatelizowac
w ksztalceniu przysztych, jak i czynnych nauczycieli.
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Niepoprawna metodologicznie jest takze inna sytuacja zwiazana z wprowa-
dzaniem twierdzenia ogdlniejszego od danego. Chodzi mianowicie o sprawdzanie
poprawnodci takiego twierdzenia na konkretnych, wybranych przykltadach. Jak pi-
sze S. Turnau: ,,Sprawdzanie jakiegokolwiek uogélnionego twierdzenia w szczegol-
nych przypadkach tak, ze dla uczniéw wyglada to na rozstrzygajacy argument,
jest nauczaniem nierzetelnej matematyki” (Turnau, 1990, s. 139).

Opisane kwestie sa przyktadem na to, jak w pozornie prostym zagadnieniu
tkwi¢ moga istotne dydaktycznie problemy. Na ich rozwazanie i zglebianie jest
miejsce nie tylko w ramach zaje¢ z dydaktyki matematyki, ale takze w trakcie
dzialalnosci dydaktyczno-badawczej prowadzonej w ramach prac dyplomowych.
Ta ostatnia forma jest nie tylko ciekawsza od poprzednio wskazanej, ale tez o wiele
bardziej wartosciowa, bo ,zywa” — wymagajaca kontaktu z uczniem, z wytworami
jego umystu. Takiej aktywnosci studentéw nie zastapia zadne rozwazania teore-
tyczne. Daje ona mozliwo$¢ nie tylko u$wiadomienia sobie problemu, ale niesie
szanse prowadzenia wlasnych eksperymentéw dydaktycznych w pracy z ucznia-
mi, pozwala spojrze¢ na wybrane zagadnienia od strony ucznia, daje okazje do
obserwacji trudnoéci towarzyszacym badanym.

Aby zwrdcié uwage na korzysci, jakie moze przynie$é¢ studentowi uczestnictwo
w seminarium z dydaktyki matematyki, na znaczenie podejmowanych przez stu-
dentow dzialan towarzyszacych pisaniu pracy dyplomowej z tej dziedziny, przy-
blizono zasygnalizowana wyzej problematyke, odwotujac sie do jednej z prac li-
cencjackich (Koszyk, 2012). Praca ta, napisana pod kierunkiem jednego sposréd
wspoélautoréw niniejszego artykutu?, prowokowaé miala dyplomantke miedzy in-
nymi do:

e zglebiania od strony teoretycznej zagadnien zwigzanych z tematyka semina-
rium;

e stawiania pytan badawczych i samodzielnego wyboru tematu pracy dyplo-
mowej;

e wypracowywania wlasnego narzedzia badawczego i samodzielnego analizowa-
nia wynikéw uzyskanych podczas badan empirycznych (Zargba, 2009, s. 97).

Gléwnym atutem wskazanej pracy licencjackiej jest jej empiryczny charakter. Dy-
plomantka zorganizowata i przeprowadzita badania dotyczace zagadnienia oblicza-
nia pola prostokata przez uczniéw klasy piatej szkoly podstawowej. Watek badan
empirycznych, cel, organizacje i istotne — z punktu widzenia poruszanej w ni-
niejszym artykule tematyki — wyniki badan zostaly przyblizone w dalszej czeSci
artykutu. Autorzy tej publikacji chcieli zwrocié uwage na to, ze aby zapewnié odpo-
wiedni poziom merytoryczny i dydaktyczny badan, studentka wcze$niej dokonata
analizy wybranych serii podrecznikéw szkolnych. Taka analiza, to réwniez forma
pracy badawczej, jakze istotnej z punktu widzenia nauczania.

Aby uwypukli¢ znaczenie podrecznika w nauczaniu matematyki oraz podkre-
§li¢ sens wykonywania przez dyplomantéw analiz takich materialéw, w artykule
oméwiono istotne wyniki wykonanych analiz (zaréwno autorki omawianej pracy

2Niepublikowana praca licencjacka przygotowana pod kierunkiem dr Lidii Zareby w Uniwer-
sytecie Pedagogicznym im. Komisji Edukacji Narodowej w Krakowie, Archiwum UP w Krakowie.
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licencjackiej, jak i autoréw niniejszego artykulu). Zwrécono przy tym uwage na
proponowane przez autoréw roéznych podrecznikéw szkolnych przejécia od wzoru
na pole prostokata o wymiarach naturalnych do wzoru na pole prostokata o wy-
miarach wymiernych. W szczegdlnosci chodzito tu o kwestie uswiadamiania ucza-
cemu sie mozliwosci zmiany zakresu liczb wystepujacych w tym wzorze (wyra-
zajacych dlugosci bokéw prostokata); natomiast nie analizowano w tym miejscu
spraw zwigzanych z pojeciem jednostki pola (ustalaniem jednostki kwadratowej,
wymierzaniem figur réznymi jednostkami).

Jednym z poddanych analizie podrecznikéw do nauczania w klasach TV-VI
szkoly podstawowej jest podrecznik do klasy czwartej serii Matematyka z kluczem
(Braun, Marikowska, Paszynska, 2015). Wybrane tresci, odnoszace si¢ do oma-
wianego tematu, ujeto na Rysunku 2. Autorzy wskazanego opracowania proponu-
ja rozpoczaé od obliczania pola prostokata, wyrazajac je w roznych jednostkach.
W obu sytuacjach obliczenia sprowadzaja sie do zauwazenia, ile jest rzedéw w pro-
stokacie i ile jest w kazdym takim rzedzie odpowiednich jednostek, a nastepnie do
utworzenia iloczynu otrzymanych liczb.

Ten prostokat o wymiarach 2 cm x 3 cm zostal podzie-
lony na 3 rzedy kwadratéw o polu 1 cm? po 2 takie
kwadraty w kazdym rzedzie, czyli na 6 takich kwadratow.
Pole tego prostokata oznaczymy literg P.

Jest ono réwne 6 cm?.

3cm

P=2-3=6(cm?

2cm

Ten prostokat o wymiarach 20 mm X 30 mm zostat
podzielony na 30 rzedéw kwadratéw o polu 1 mm?,
po 20 kwadratéw w kazdym rzedzie - czyli na 600 ta-
kich kwadratéw.

Pole tego prostokata to 600 mm?.

30 mm|

P=20-30=600 (mm?)

—
Czyli 6 em”?
to 600 mmn™.

20 mm

Rysunek 2. Matematyka z kluczem, kl. 4 (Braun i in., 2015, s. 150).
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Tuz po tym wprowadzeniu znajduje si¢ podsumowanie dotyczace sposobu ob-
liczania pola prostokata o bokach dlugosci a, b (patrz: Rysunek 3). Po tych in-
formacjach nastepuje seria zadan ¢éwiczeniowych na obliczanie pola prostokata
o podanych wymiarach. Zauwazy¢ nalezy, ze wymiary te sa wyrazone liczbami
naturalnymi.

Gdy boki prostokata wyrazamy w centymetrach, to jego pole obliczymy
w centymetrach kwadratowych. Gdy boki prostokata wyrazamy w mili-
metrach, to jego pole obliczymy w milimetrach kwadratowych.

Pamietaj — jesli chcesz obliczy¢ pole prostokata, to dlugosci obu jego bo-
kéw musza by¢ wyrazone w jednakowych jednostkach.

Pole P prostokata o bokachaib
b jestréwnea - b.

P-a-b

a

Rysunek 3. Matematyka z kluczem, kl. 4 (Braun i in., 2015, s. 151).

Kazdy dbajacy o rozwdj swoich uczniéw nauczyciel potraktuje przytoczone na
rysunku 2 tresci jako pomyst na zorganizowanie aktywnosci uczniéw tak, by oni
sami mogli odkry¢ przepis na wyrazenie pola odpowiedniego prostokata. Wystar-
czy ukierunkowaé uczniow na sposéb znajdowania liczby jednostek wypelniajacych
prostokat: liczbe rzedéw i liczbe jednostek w kazdym rzedzie. Warto zwroci¢ uwage
na to, ze drugi przyklad (dla prostokata o wymiarach wyrazonych w milimetrach)
takze prowadzi do takiej samej procedury (mmnozenia liczby rzedéw przez liczbe
odpowiednich jednostek w rzedzie). Wybor takiego samego prostokata do znajdo-
wania pola przy réznych jednostkach mial prawdopodobnie nie tylko zasygnalizo-
wacl zagadnienia dotyczace wyrazenia pola figury w réznych jednostkach, ale takze
daé¢ podstawy do obliczania i wyrazania (w klasie piatej) p6l figur w tych samych
jednostkach — nawet, jesli dlugosci bokéw prostokata nie beda liczbami naturalny-
mi. Watek ten rozwinieto w dalszej czesci artykulu (przy omawianiu tresci ujetych
w klasie piatej omawianego podrecznika).

Whiosek przytoczony na rysunku 3 moze rodzi¢ kontrowersje. Z jednej stro-
ny bowiem podany tam wzor jest prawdziwy, z drugiej strony moze prowokowac
do blednych interpretacji nie tyle uczniéw (bo prawdopodobnie w tym momen-
cie edukacyjnym, w kontekscie wzoru na pole prostokata, nie uswiadamiaja oni
sobie istnienia innych liczb niz liczby naturalne), co studentéw, czy poczatkuja-
cych nauczycieli. Podano bowiem ogélny przepis na obliczanie pola prostokata
bez informacji o tym, ze dtugosci a i b prostokata wyrazone sa liczbami natural-
nymi. Z doswiadczen autoréw artykulu wynika jednak, ze czestym zjawiskiem jest
nieuswiadomienie sobie tego faktu przez studentéow, ktérzy przygotowujac swoje
pierwsze lekcje, dobieraja jako zadania ¢wiczeniowe przyktady, w ktérych dtugosci
bokéw wyrazone sa liczbami wymiernymi. Takie zachowanie studentéw $wiadczy
z jednej strony o stabej znajomosci programu, z drugiej zas problem jest o wiele
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powazniejszy — studenci nie zdaja sobie bowiem sprawy z tego, iz przedstawio-
ne w podreczniku rozumowanie nie uprawnia ich do stosowania twierdzenia przy
zmienionych zalozeniach.

Przedstawiony na rysunku 3 wzér ogdlny (w podreczniku do klasy czwartej),
powtérzony w innej postaci w klasie piatej (Braun, Marikowska, Paszynska, 2014,
patrz: rysunek 4) prowokowaé¢ moze piatoklasistéw do stosowania go przy oblicza-
niu pola prostokata réwniez o wymiarach wymiernych. Taki rzeczywiscie wydaje
sie zamyst autoréw podrecznika.

P/e prostokata?
Pomnoz bok
przez bok!

Rysunek 4. Matematyka z kluczem, kl. 5 (Braun i in., 2014, s. 79).

Za punkt wyjscia przyjmuja oni bowiem wprowadzony dla wymiaréw naturalnych
spos6b obliczania pola prostokata, stosuja ten sposdéb réwniez w nowej sytuacji,
w ktérej dlugosci bokéw sa liczbami wymiernymi (por. Rysunek 5).

Oblicz pole prostokata o wymiarach podanych na rysunku.

2dm

7cm

Dlugosci obu bokéw musimy przedstawi¢ w tych samych jednostkach.

Mozna oblicza¢ tak: lub tak:
2dm=20cm 7cm = 0,7 dm
P=20-7=140 (cm? P=2.0,7 =14 (dm?

Odp. Pole tego prostokata wynosi 140 cm? (czyli 1,4 dm?).

Rysunek 5. Matematyka z kluczem, kl. 5 (Braun i in., 2014, s. 80).
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Oczywiscie efekt w postaci korzystania ze wzoru przy szerszych zalozeniach
bedzie tym sposobem zrealizowany, jednak w opinii autoréw niniejszego artykutu
nie o ksztalcenie takiego rodzaju rozumowania u uczniéw chodzi. Nieuswiado-
mione uogdlnienie wzoru (twierdzenia) moze w przyszlosci rodzié¢ bledne intuicje
u uczniéw. Wiadomo bowiem, ze nie wszystkie twierdzenia da sie uogélnié¢ (za-
stosowac¢ przy nowych, szerszych zalozeniach odnosnie zmiennych wystepujacych
w twierdzeniu).

Warto, by nauczyciel zdawal sobie sprawe z opisanego tu podejscia i z wynika-
jacych z tego konsekwencji. Majac taka $wiadomosé, moze wykorzystaé¢ sytuacje
z rysunku 5, by zamieniajac jednostki na mniejsze (w ujeciu matematyki wyzszej
— odpowiednio zageszczajac sie¢) zastosowaé znany dla wymiaréw naturalnych
sposéb obliczania pola prostokata. W ten sposob znalezé mozna pole prostokata
o wymiarach 2 dm i 7 cm wyrazone w mniejszej jednostce, tzn. 20 - 7 = 140 [cm?].
Poniewaz kazdy decymetr kwadratowy to 100 cm?, dlatego pole tego samego pro-
stokata wyrazone w wiekszej jednostce to 1,4 dm?. W wyniku obserwacji uczei
sam moze dostrzec, ze taki wynik uzyska, stosujac do prostokata o wymiarach
2 dm i 0,7 dm podobng procedure jak dla prostokatéw o wymiarach natural-
nych. Na kartach wskazanego podrecznika opisane rozumowanie dotyczy tylko
jednej sytuacji, wiec potrzebne jest takie zaangazowanie nauczyciela w prace nad
przedstawionym w podreczniku tekstem, by rozumowanie ucznia nie pozostawato
w sprzecznosci z metodg matematyczna. Znaczenie takiego podejécia podkresla
m.in. S. Turnau, piszac:

Zrédlo, z ktérego wyplywa przekonanie o ogélnej prawdziwosci twierdzenia,
nie musi mie¢ zawsze charakteru zblizonego do matematycznego dowodu.
Daleko wazniejsze jest, by przekonanie to bylo gtebokie i pelne. Wystarczy,
by uczen dostrzegl na dobrze dobranym przykladzie paradygmatycznym, ze
ytak musi byé zawsze” (Turnau, 1978, s. 119).

Ro6znica w obu zaprezentowanych podejéciach jest istotna — w jednym ujeciu widac
automatyczne stosowanie wzoru dla nowych danych, w drugim ujeciu jest miejsce
na refleksje dotyczaca tych nowych zmiennych. Oczywiscie, opisane przejscie ba-
zujace na zamianie jednostek mozna pominaé, jednak komentarz, iz to twierdzenie
(wzdr na pole prostokata o wymiarach naturalnych) stosowaé mozna takze dla pro-
stokatow o wymiarach wymiernych jest niezbedny dla poprawnego ksztaltowania
metody matematycznej. Wystarczy, by uczen mial sygnal, ze w danym momencie
ma do czynienia z danymi liczbowymi innego zakresu oraz dla tych nowych danych
sposéb obliczania pola prostokata nie ulegnie zmianie. Zrozumienie uzasadnienia
tego faktu, ze wzgledu na terminologie matematyczng, moze byé zbyt trudne dla
ucznia szkoly podstawowej (twierdzenie ogdlniejsze z nowymi zalozeniami nie za-
wsze musi byé prawdziwe). Wystarczy jednak, zdaniem autoréw, by uczen mial
czytelny sygnal od nauczyciela, ze w danym momencie ma do czynienia z danymi
liczbowymi innego zakresu oraz dla tych nowych danych sposéb obliczania pola
prostokata nie ulegnie zmianie.

Inne ujecie dydaktyczne wyplywa z kart podrecznikéw serii Matematyka dla
Ciebie (Ciosek, Legutko, Turnau, Urbariska, 2005a, 2005b). Tu autorzy podreczni-
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ka wyraznie uwypuklaja pojeciowe rozumienie® pola prostokata, zwracajac uwage
na sposéb zliczania jednostek, ktére catkowicie wypelniaja prostokat (patrz: rysu-
nek 6).

5. a) Ania oblicza pole prostokgta o wymiarach 8 cm na 6 cm. Policzyta kwa-
draciki w pierwszym rzadku. Byto ich 8, wiec dodata: ,osiem i osiem,
i osiem... szes¢ razy po osiem”. Ania pomnozyta 6 « 8 i napisata wynik
,48 cm?”,

[©))

% B

Rysunek 6. Matematyka dla Ciebie, kl. 4 (Ciosek i in., 2005a, s. 130).

Podsumowaniem tego rozumowania jest opis stowny formuly (patrz: rysunek 7).
W opisie tym jest mowa o mnozeniu dtugosci bokow prostokata, jednak wydaje
sie, ze zaakcentowano tutaj pierwsza czesé zdania, czyli mnozenie liczby kwadra-
téw jednostkowych w rzedzie przez liczbe rzedéw (z uwagi na to, co reprezentuja
mnozone liczby, formula kojarzy sie z liczbami naturalnymi). Druga czesé zdania
wydaje sie jedynie uzmystawia¢, ze mnozone liczby wyrazaja dtugosci bokéw.

Pole prostokata mozna obliczyc,
mnozac liczbe kwadratow jednostkowych
w rzedzie przez liczbe rzedow,
czyli mnozac diugosé jednego boku
przez diugosé drugiego (sasiedniego) boku.

Rysunek 7. Matematyka dla Ciebie, kl. 4 (Ciosek i in., 2005a, s. 132).

Do wzoru na pole prostokata autorzy powracaja w podreczniku do klasy piatej
(patrz: Rysunki 8 i 9). Poprzez odpowiedni dobér wymiaréw prostokatéow stwa-
rzaja uczniowi okazje do tego, by nie tylko przypomnial sobie istote tego wzoru
(znajdowanie liczby kwadratéw, ktére sa potrzebne do wypelnienia odpowiedniego
prostokata), ale i przekonal si¢, dlaczego z takiego samego wzoru moze korzystaé

3Rozumienie pojeciowe wiaze si¢ z rozumieniem tego, ze dla znalezienia pola prostokata nalezy
znalez¢ liczbe jednostek (kwadratéw) calkowicie wypelniajacych figure; rozumienie algorytmiczne
za$ oznacza utozsamianie obliczania pola prostokata tylko z procedura zawartego we wzorze
mnozenia a - b.
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przy dlugosciach bokéw wyrazonych liczbami wymiernymi. Przyktad pierwszego
prostokata (o wymiarach 2 cmx 3 cm) daje sposobno$é przypomnienia poznane-
go w klasie czwartej sposobu obliczania pola prostokata (jako iloczynu dlugosci
bokéw prostokata). W sytuacji drugiego prostokata (1,5 cm x 4 cm) autorzy
podrecznika kieruja uwage ucznia na pojeciowe rozumienie pola, pole prostokata
w tym przypadku jest liczba calych oraz ,poskladanych” kwadratéw mieszczacych
sie w prostokacie. Podobnie wyglada sytuacja dla dwoch kolejnych prostokatdw
(3cm x 2 cmi32 ecm x 2 cm).

llu kwadratéw o boku 1 cm potrzeba do wypetnienia kazdego z ponizszych pro-
stokgtéw? Podaj pole kazdego z prostokatow.

|

~Ania: _Pierwszy prostokgt - wiem od razu. Sq dwa rzqdy po
i trzy kwadraty, wiec wypemia go 2 - 3 kwadratéw
0 boku 1.cm. Pole jest réwne 6 cm?>.

ﬁ / 2+ 3 to iloczyn dtugosci bokéw
| prostokqta. Tego nauczylismy sig
\ juz w IV kiasie.

Basia: \W.dr gim-prostokqcie widze rnfé i niecate kumdmhg/
Policzg najpierw cate kwadr fy a potem z czesci -
posktadam, ile_sig da. W drugi prostokqcie sq
cztery cate kwadraty i z potéwek mozna ztoz yC jesz-

cze dwa, czyli drugi prostokgt ma pole réwne 6 cm?.

77777 | [ W trzecim prostokgcie jest sze$¢ catych

kwadratéw, a z czeci nie da sie ztozy¢ cate-

3
4

go kwadratu, tylko % To razem jest 6 i

kwadratu, czyli pole jest réwne 6% cm?.

Rysunek 8. Matematyka dla Ciebie, kl. 5 (Ciosek i in., 2005b, s. 194).

Ostatni przypadek (patrz: Rysunek 9) autorzy podrecznika wykorzystuja do ptyn-
nego przejécia od pojeciowego ujecia pola prostokata (zliczania ,kawaltkami” ile
jest kwadratéw jednostkowych wypelniajacych prostokat) do ujecia algorytmicz-
nego (pole prostokata z rysunku jako iloczyn dlugosci jego bokéw) i — co istotne —
w przypadku, gdy dlugosci bokéw prostokata nie sa juz wyrazone liczbami natu-
ralnymi. Prostokat ma co prawda tylko jeden bok o dlugosci wyrazonej utamkiem,
ale i tak ukazuje to sposéb postepowania w sytuacji dowolnego prostokata o tego
typu wymiarach. Na jakiekolwiek liczby wymierne zmienimy teraz dlugosci bo-
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kéw tego prostokata, metoda postepowania pozostanie taka sama i doprowadzi
do iloczynu dlugosci bokéow prostokata. Przykladowo, dla prostokata o wymiarach
3 cm X 2% cm rachunek bedzie nastepujacy:

3-243;=3-(2+3)=3-2%.

Zastosowana tutaj metoda (uzmienniania stalych) jest niewatpliwie lepszym
rozwiazaniem metodologicznym niz przemilczenie faktu, iz znany dla wymiaréw
naturalnych wzdr na pole prostokata stosowaé¢ mozna takze w przypadku prosto-
katow, ktérych dlugosci bokéw sa liczbami wymiernymi.

&[w

Basia: W czwartym prostokqgie jesf szesc catych kwadrdfdw i.dwa razy po

czyli 6 oraz 1 LZ» kwadr@'ru. Pole jest réwne 7% cm

Tomek: Liczbe kwac}fra‘féw mozna znalez¢ szybcie).

CEY Y S PN P S P T
‘2‘3+2i2’5 aifomczna zapisad ;2'(3‘3*72 =2 s

Czyli pole tego prostokqta mozna obliczyé,
mnozqc diugosci dwdch sgsiednich bokdw.

Tak robilidmy, gdy diugosci bokéw prosto-
kata byty liczbami naturalnymi. j

Rysunek 9. Matematyka dla Ciebie, kl. 5 (Ciosek i in., 2005b, s. 195).

4. Pole prostokata w ujeciu empirycznym

Swiadomoéé zaprezentowanego w poprzednim paragrafie problemu byla istot-
nym elementem merytorycznego przygotowania autorki prezentowanej w artykule
pracy dyplomowej do podjecia prob badawczych. To dzieki zglebieniu — od strony
teoretycznej i dydaktycznej — zagadnien zwiazanych z wprowadzaniem wzoru na
obliczanie pola prostokata studentka wypracowala — pod kierunkiem promotora
— wlasng koncepcje badan empirycznych. Celem badan, adresowanych do grupy
uczniéw piatej klasy szkoly podstawowej, byto (por. Koszyk, 2012) miedzy innymi:

e zbadanie intuicji badanych w zakresie sposobu obliczania pola pro-
stokagta w nowej dla nich sytuacji, tzn. w przypadku prostokata
o wymiarach wymiernych (uczniowie dysponowali, wprowadzonym w kla-
sie czwartej, wzorem na pole prostokata o wymiarach bedacych liczbami
naturalnymi),

e sprawdzenie czy stosowanie przez uczniéw wzoru na pole prosto-
kata wigze sie z rozumieniem przez nich tego wzoru w sposéb po-
jeciowy czy w sposéb algorytmiczny (rozumienie pojeciowe wiaze sie
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z rozumieniem pola prostokata jako liczby kwadratéw catkowicie wypelnia-
jacych figure; rozumienie algorytmiczne oznacza utozsamianie pola prosto-
kata tylko z wynikiem liczbowym zawartej we wzorze na pole prostokata
procedury mnozenia dlugosci jego bokéw a - b),

e ukierunkowanie aktywnosci uczniéw na takie dzialanie, ktére po-
moze im dostrzec (w wyniku aktywnos$ci uogdlniania) stusznosé
stosowania poznanego wzoru na pole prostokata o wymiarach na-
turalnych takze w sytuacji wymiaréw wymiernych.

Autorka zaplanowala i przeprowadzila lekcje, w czasie ktérej uczniowie mie-
dzy innymi rozwiazywali specjalnie skonstruowane przez dyplomantke zadania.
Ich ukitad mial doprowadzié¢ do realizacji celu trzeciego. Analiza przedstawionych
przez 20 uczniéow rozwiazan zadan miala poméc w rozstrzygnieciu kwestii ujetych
w dwdéch pierwszych celach. Aby analiza byla bardziej wiarygodna i miarodaj-
na, studentka nagrywala lekcje za pomoca dyktafonu, korzystala rowniez z uwag
i spostrzezen przekazanych przez nauczycielke, pod opieka ktorej prowadzita lekcje.
Warto podkresli¢, aby mozliwa byta realizacja postawionych celéw, konstrukcja za-
dan wymagala od autorki nie tylko odpowiedniego przygotowania merytorycznego,
lecz réwniez wnikliwej analizy podstawy programowej oraz programu realizowane-
go przez nauczyciela uczacego badanych uczniéw.

Ponizej zaprezentowano jedynie wybrane zadania pochodzace z zastosowanej
podczas lekcji karty pracy. Celem niniejszego artykutu jest bowiem tylko przyblize-
nie tematyki badan, ktorymi zajeta sie studentka w ramach swojej proby badawczej
z zakresu dydaktyki matematyki, a nie dokladne zreferowanie tej préby.

Aby zbadaé intuicje uczniéw w kontekscie obliczania pola prostokata w nowej
dla nich sytuacji tzn. w przypadku dhugosci bokéw wyrazonych liczbami wymierny-
mi, przed przypomnieniem realizowanych w klasie czwartej zagadnien dotyczacych
pola, autorka polecila uczniom rozwiazanie dwoch ,zadan wstepnych” zawartych
w przygotowanej przez nia karcie pracy (patrz: zadania 11 2, rysunki 10 i 11)*.

ZADANIE 1 )
Oblicz pole prostokata ABCD o wymiarach 3cm i dom. i I | Ajem |

[ «

Odp.: Pole prostokata ABCD wynosi.........o.oo . | | | | la

Rysunek 10.

4Rysunki prostokatéw zamieszonych w kartach sporzadzone zostaly na sieci kwadratowej od-
dajacej ich autentyczne wymiary.
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ZADANIE 2
Jak byg obliczyt pole prostokata EFGH o wyrmiarach 3cm i 1 5cm? . [1sln
Jcm
E F
Rysunek 11.
ZADANIE 1 ] [ afem | e
3em 3e -
L™ [ [
ZADANIE 2 H__[15¢m
Jak bys obliczyt pole prostokgta EFGH o wymiarach 3cm i 1,5cm?
,,,,,, Il aem> b A03.421457..90..
v (P8} r/
........... gmg%c“mcafﬂ 7 -
3
F hol
Rysunek 12.

Analiza uczniowskich rozwiazan tych dwoch zadan data studentce mozliwo$é za-
obserwowania faktu, Ze uczniowie nie mieli barier w stosowaniu znanego wzoru
w nowej dla nich sytuacji. Wiekszosé, bo 15 sposréd 20 badanych, poprawnie za-
pisywala obliczenia® w zadaniu 1 (3 -4 = 12) oraz w zadaniu 2 (1,5 -3 = 14,5).
Dodatkowo, uczniowie notowali wzér, z ktérego korzystali; najczesciej byly to za-
pisy postaci: ,,szeroko$¢ x dlugosé” lub ,szerokos¢ razy diugosé” Nalezy w tym
miejscu zwrocié¢ uwage na cenne spostrzezenie autorki: przenoszenie rozumowania
7z sytuacji znanej uczniowi do sytuacji nowej (choé¢ bez $wiadomosci ucznia, ze

5Nalezy w tym miejscu zwrécié¢ uwage na to, ze zapisy w pracach uczniéw nie zawsze sa
w pelni poprawne; rozwiazujacy raz zapisujg jednostki, innym razem nie, stawiaja znak réwnosci
miedzy wyrazeniami z mianami i bez nich. Analiza takich prac uczniéw byla jednak prowadzona
z innego punktu widzenia, ukierunkowana byla na inny cel; poprawno$é tego zapisu nie byla
zatem w tym momencie brana pod uwage.
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sytuacja jest dla niego nowa) mialo miejsce réwniez w pracach, w ktérych zasto-
sowano niepoprawny wzér na pole prostokata w sytuacji wymiaréw naturalnych.
Uczniowie mylili wzér na pole prostokata ze wzorem na jego obwéd (np. zapisujac
obliczenia do zadania 1 w postaci: 3-2+4-2 = 6+8 = 14 cm) badz stosowali ,kom-
binacje” obu wzoréw (patrz: rysunek 12). Obie sytuacje pozwalaja ,,doswiadczy¢”
kolejnego istotnego problemu w edukacji szkolnej — trudnoéci zwiazanych z rozu-
mieniem pojeé: obwodu prostokata i jego pola oraz konsekwencji tych trudnosci,
tj. btedéw uczniéw w stosowaniu wzordéw. Przyczyn takich btedéw mozna upatry-
waé nie tylko w braku rozumienia przez uczniéw obu pojeé¢, moga by¢ one takze
efektem algorytmicznego podejécia do zagadnien miarowych. Proba rozpoznania
charakteru prowadzonego w tym zakresie rozumowania uczniéw (pojeciowego lub
algorytmicznego) byla jednym z celéw pracy studentki. Interesujace jest jej do-
$wiadczenie zwigzane z realizacja tego celu. Aby przyblizy¢ i uzasadnié wnioski
autorki w zakresie stosowanego podczas pracy uczniéw rozumowania (pojeciowe-
go lub algorytmicznego), warto najpierw przyjrzeé sie propozycji dydaktycznej
zmierzajacej do uogdlnienia wzoru na pole prostokata (od wymiaréw naturalnych
do wymiaréw wymiernych). Poniewaz propozycja dyplomantki jest rozbudowana,
w artykule ograniczono sie jedynie do wybranych zadan tej propozycji®.

Wazne z punktu widzenia prowokowania uczniéw do uogélniania byly zadania,
w ktérych chodzilo o to, by uczen — rozwiazujac je — zauwazyl, ze iloczyn dtugo-
$ci dwdch sasiednich bokéw prostokata (niezaleznie od tego czy sa one liczbami
naturalnymi czy wymiernymi) daje taki sam wynik jak wymierzanie figury odpo-
wiednimi jednostkami. Aby odwolanie do czynnosci wymierzania figury stosowna
jednostka bylo mozliwe, autorka poprzedzila omoéwione dalej zadania 3-7 polece-
niem znalezienia pola figur o réznych nietypowych ksztaltach (patrz: rysunek 13).

Jakie jest pole kazdej z narysowanych figur jesli za jednostke przyjmiemy jeden
centymetr kwadratowy?

Rysunek 13.

W zaproponowanym cyklu zadan studentka dala wyraz swoim przemysleniom po-
zyskanym w drodze analizy podrecznikéw. Kazde z zadan pelni istotng role w pro-
pozycji autorki. Dla przykladu, zadanie 3 (patrz: Rysunek 14) mialo sprowokowaé

6Podane w dalszym ciggu artykutu zadania o numerach 3-7 pochodza z innej karty pracy niz
zaprezentowane wczesniej, a pochodzace z karty wstepnej, zadania 1-2.
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ucznia do przypomnienia sobie dwoch drég prowadzacych do znalezienia pola pro-
stokata o wymiarach naturalnych: zliczania centymetréw kwadratowych wypelnia-
jacych prostokat ABCD oraz zastosowania odpowiedniego wzoru.

ZADANIE 3
M#MCDWMRMWOWUW1W
I lle centymetrow kwadratowych jest 5T
w poziomym rzedzie prostokata ABCD.............
lie jest poziomych rzedow?..................

Z ilu centymetrow kwadratowych zbudowany

jest prostokat ABCD?................ r
Pole prostokata wynosi zatem: ... cm’.

II. lle centymetrow diugosci ma prostokat ABCD? .....................
lie centymetrow szerokosci ma prostokat ABCD? ...
Oblicz pole prostokata ABCD wykorzystujac informacje odhgosuam jego bokow.

Rysunek 14.

Zadanie 4 (patrz: rysunek 15) dotyczy juz pola prostokata, w ktérym jego
szeroko$¢ wyraza sie liczba wymierna. Cenne jest zwrdcenie uwagi uczniéw na
ten fakt, co autorka uczynila, zamieszczajac w karcie pracy, pomiedzy zadaniem
3 a zadaniem 4, tekst (odnoszacy sie do prostokata z zadania 3): Dlugosci bo-
kow narysowanego prostokgta ABCD sq liczbami naturalnymi. A jak obliczyé pole
prostokgta o wymiarach 1,5 cm i 4 ecm? Dowiemy sie tego za chwile.

ZADANIE 4
I.Ilecalythkmd'atmobohudugowumm:twprmaaeEFGl-P
Zamalyj je.
lle kwadratéw utworza niepokolorowane || M| [ 1 e
lie lacznie kwadratow pokolorowanych i .
niepokolorowanych jest w prostokacie L] L
Pole prostokata wynosi zatem: ................ em

IL. lle centymetrow diugosci ma prostokat EFGH? ........c.vveeee.
lie centymetrow szerokosci ma prostokat EFGH? ...
Pomndz diugosé | szerokost prostokata EFGH. Zapisz obliczenia

Pordwnaj otrzymany wynik z polem prostokata obliczonym w podpunkcie .
Co mozesz powiedzie 0 tych BEzbach? .......c..ccoeeeveecacinsissaessee o

Rysunek 15.
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Polecenie poréwnania liczb otrzymanych dwoma sposobami miato skierowaé
uwage ucznia na to, ze w nowej sytuacji iloczyn dlugosci dwéch sasiednich bokdw
prostokata daje taki sam wynik jak znajdowanie liczby centymetrow kwadrato-
wych wypelniajacych dany prostokat. Taki sam cel przyswiecal niecytowanemu
tu zadaniu 5; jego budowa byta analogiczna do zadania 4. Roznica tkwila jedynie
w doborze prostokata, ktéry mial wymiary 3 cm x 2% cm.

W zadaniu 6 (patrz: rysunek 16) nalezalo obliczy¢ pole prostokata o wymia-
rach 2 cm X 3% cm. Gléwnym celem tego zadania bylo sprawdzenie stopnia opa-
nowania przez ucznia przedstawionych wczesniej dwéch sposobéw obliczania pola
prostokata, jednak juz bez wykorzystania tekstu sterujacego.

ZADANIE &
Oblicz pole prostokata ABCD na dwa sposoby wykorzystujac informacje =
poprzednich zadan.
U O O U VU O )
o] ! A
R’ | 5

Rysunek 16.

Ostatnim zadaniem, na ktére warto zwrécié uwage, jest zadanie 7 (patrz: rysunek
17). Mialo byé ono pomocne w doprowadzeniu uczniéw do zapisania pola odpo-
wiedniego prostokata w postaci iloczynu 1% . 3%. W tym, na pozér oczywistym
zadaniu, widoczne sg kolejne przemyslenia autorki — nie chcac dopusci¢ do sytu-

ZADANIE 7
Oblicz pole prostokata o dlugosci 1% cm oraz srerokodci 3% em .

e o srerokosc] Nig o ugosc] ma Z llu centymerde Enacmicwych
ma prosiokal” iprosioiaiT Zhudowany = prosiokaf™
L L T

Rysunek 17.
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acji mnozenia przez siebie wyrazen mianowanych (z matematycznego punktu wi-
dzenia mnozenie jest funkcja okreslong na iloczynie kartezjanskim zbioréw liczbo-
wych), zastosowala zabieg uzupelniania liczbami odpowiednio podpisanych miejsc
(np. Ile ecm szerokosci ma prostokqt?). Zaproponowane przez dyplomantke calo-
$ciowe podejécie do omawianego zagadnienia $wiadczy o dojrzatosci matematycz-
nej studentki. Widoczny jest przejaw troski o rozwdj warsztatu pracy nauczyciela
oraz o odpowiednie ksztaltowanie matematycznej metody w umysle ucznia. Waz-
ne, ze w swojej propozycji dydaktycznej uwzglednita istotny w uczeniu sie element
— refleksje towarzyszaca zmianie warunkéw matematycznej sytuacji (zalozen twier-
dzenia) i ocene prawdziwosci tezy w tej nowej sytuacji.

Przedstawiona przez studentke propozycja dydaktyczna miata w zamierzeniu
autorki nie tylko sprowokowac¢ uczniow do uogélnienia w zakresie stosowania wzo-
ru dotyczacego pola prostokata (od wymiaréw naturalnych do wymiaréw wymier-
nych). Miala ona réwniez pomdc w rozpoznaniu czy stosowanie przez ucznidéw
wzoru na pole prostokata wiaze si¢ z rozumieniem przez nich tego wzoru w sposéb
pojeciowy czy w sposéb algorytmiczny. W dalszej czesci artykutu zwrécono uwage
na realizacje tego celu, a takze na wyniki analizy przeprowadzonej przez studentke
oraz korzysci plynace z takiego badania empirycznego.

Sposob rozwigzania przez ucznia zadan 1, 2, 5 i 6 mial dostarczyé informa-
cji o tym, czy badany postepuje algorytmicznie i jedynie podstawia liczby bedace
dtugosciami bokéw prostokata do odpowiedniego wzoru, czy moze skupia sie na
istocie pojeciowego rozumienia pola figury — w przedstawionej tu sytuacji na zlicza-
niu centymetréw kwadratowych. Warto zauwazy¢, ze przy pojeciowym podejsciu
do pola prostokata, zadania 1 i 2 (,karty wstepnej”) sa w jednakowym stopniu
dostepne uczniom i uprawnione do stosowania. Jest tak, pomimo ze w zadaniu 2
sytuacja jest dla uczniéw nowa, bo dotyczy wymiaréw wymiernych.

ZADANIE 1 b ] | afem | [«

Oblicz pole prostokata ABCD o wymiarach 3cm i 4cm.

3214886+ 8-A4M: 2= 28r"

2
Odp.: Pole prostokagta ABCD wynosi......‘Z&m ...... ] 1 l ‘ [ )

Rysunek 18.

Jak wykazala przeprowadzona przez studentke analiza rozwiazan zadan 11 2,
wszyscy uczniowie (20 badanych) do obliczania pdl prostokatéw podchodzili w spo-
sob algorytmiczny, 15 sposrdd nich stosowalo wlasciwy wzor pozwalajacy obliczy¢
pole prostokata, pozostalych 5 uczniow mylito ten wzdér ze wzorem na obwdd
prostokata, badz tworzyli oni ,zlepek” obu wzoréw. Tym samym pokazali, ze
nie rozumieja oni istoty stosowanego wzoru. Naturalnym wydawata sie hipote-
za studentki, iz stosowanie blednych wzoréw jest efektem rozumowania uczniéw
jedynie w sposéb algorytmiczny. Hipoteza taka okazala sie jednak zbyt powierz-
chowna, glebsza analiza prac uczniéw dala studentce podstawy do obalenia tego
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przypuszczenia. Autorka przedstawita analize rozwigzan wszystkich zadan 1-6 jed-
nej z badanych oséb. Uczennica, rozwigzujac zadanie 1, pomylila pole z obwodem
prostokata (patrz: rysunek 18), ktéry z kolei obliczyla nieprawidtowo.

Wydawacé by sie moglo, ze rozumowanie badanej przejawia charakter rozumo-
wania algorytmicznego, tymczasem zaprezentowane przez uczennice rozwigzania
kolejnych zadan (z propozycji dydaktycznej) sugeruja pojeciowe rozumowanie ba-
danej w zakresie pola prostokata. To odkrycie studentki najlepiej wyrazaja jej
wlasne stowa odnoszace si¢ do Rysunkéw 19 i 20: ,Zaprezentowane ponizej roz-
wigzania zadania 5 i 6 sa dla mnie zaskakujace, poniewaz zatozylam”, ze badana
nie rozumie pojecia pola prostokata” (Koszyk, 2012, s. 38).

ZADANIE 5

1. lle catych kwadratéw o boku diugosci 1cm miesci sie
w prostokacie JKL? ,Q Zamaluj je.
Czy z tych czescei, ktdre sa niepokolorowane da sig
zlozyé caly kwadrat o boku diugosci 1em?.... M€,

i § ||

Jakg czese kwadratu o boku diugesci 1 cm ulworza

czesci, ktore 53 niepokolorowane? Ry = TR g ] |
lle wynosi pole prostokata IJKL? Zapisz obliczenia, -

K¥ 2o AL H

2

Rysunek 19.

ZADANIE 6

Oblicz pole prostokagta ABCD na dwa sposoby wykorzystujac informacje z
poprzednich zadan.

I, géwo\,ddaf&w ..........................
pazostaloéd = (A, 9. kuadyatdi

Rysunek 20.

Odkrycie to zaskoczylo studentke, ktora uswiadomita sobie, ze uczen moze ro-
zumieé¢ pojecie pola prostokata (potrafi rozumowaé pojeciowo), tymezasem wpro-
wadzenie wzoru na pole tej figury (a by¢ moze dluzsze nim operowanie) eliminuje te

7Studentka sformutowalta taka hipoteze po analizie przedstawionych przez uczennice rozwia-
zan zadan 1 i 2 ,karty wstepnej”.
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sfere rozumowania. Uczen jest prawdopodobnie nastawiony na stosowanie pewne-
go algorytmu i jego aktywno$¢ sprowadza sie do odtworzenia wzoru (niekoniecznie
w poprawny spos6b), bez weryfikacji w kontekscie rozumienia samego pojecia pola,
,bez rzutu oka wstecz”, a wiec z wytaczeniem rozumowania pojeciowego.

Oczywiscie, przyczyn takiego stanu rzeczy mozna upatrywaé w tym, ze zadania
11 2 byly zadaniami poprzedzajacymi cykl zadan majacych na celu przypomnie-
nie (co bylo zrobione dopiero w zadaniach 3 i 4) dwéch sposobéw obliczania pola
prostokata (jako liczba jednostek catkowicie wypekniajacych figure i jako iloczyn
dlugosci bokéw prostokata). Uczennica (autorka rozwiazan zadan z rysunkéw 19
i 20) miala wiec okazje — juz po rozwiazaniu zadan 11 2, w ktérych nalezalo obli-
czy¢ pola prostokatéw, korzystajac z posiadanej wiedzy — przypomnieé¢ sobie oba
wspomniane sposoby obliczania pola prostokata. Warto jednak uswiadomié sobie
fakt, ze podobne zabiegi (ksztaltujace oba sposoby rozumienia pola prostokata)
byty stosowane w klasie czwartej. Ich uwienczeniem byto wprowadzenie wzoru na
pole prostokata. To, ze w kolejnym roku nauki uczen postawiony w sytuacji ob-
liczania pola prostokata siega do wzoru, ktérego nie pamieta badz nie przyswoil
sobie ze zrozumieniem, a jednoczesnie nie odwoluje si¢ do istoty pojecia, jest sy-
gnalem niepokojacym.

Roéwnie niepokojace wydaja sie takie zaobserwowane przez studentke sytuacje,
w ktorych uczen, podczas calej swojej pracy, wykazuje sie umiejetnoscia stosowania
wzoru, nie rozumie za$ istoty pojecia pola prostokata. Swiadczy o tym rozwigzanie
ucznia ujete na rysunku 21.

ZADANIE 5

I lle catych kwadratéw o boku dtugosci 1cm miesci sie
w prostokacie IJKL? ...... /6 ............. Zamaluj je.

Czy z tych czesci, ktére sg niepokolorowane da sie

ztozy¢ caly kwadrat o boku dtugosci 1cm'7“)\€

Jakg czes$¢ kwadratu o boku dtugosci 1 cm utworzg

czesci, ktore sg niepokolorowane? ..=5...............

lle wynosi pole prostokata IJKL? Zapisz obliczenia.
63 :ﬂgL‘ L
..... ‘q’b' 2,‘

Il. lle centymetréw dtugos$ci ma prostokat IJKL?...& ......................
A
A ile centymetrow szerokosci ma prostokat IJKL?...Z‘.’Q ..............

Pomnoz dtugosce i szerokos¢ prostokata IJKL. Zapisz obliczenia.

-
- ST -

....... L‘... .q......-.--...-..............................
Poréwnaj otrzymany wynik z polem prostokata obllczonym w podpunkcie 1.

Co mozesz powiedzie¢ o tych liczbach? . .S.x;f O,
Rysunek 21.

Zdaniem autoréw artykutu, przyczyn tego rodzaju bledéw mozna szukaé¢ na wie-
lu plaszczyznach. Niewatpliwie jednak cennym jest w takiej sytuacji powrécié¢ do
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analizy podrecznika, z ktérego autorzy tego rodzaju btedow korzystaja i podjaé re-
fleksje nad tym, czy uktad, zakres tresci nie sa zrédtem blednej interpretacji ze stro-
ny ucznia czy nauczyciela. Warto tu przywotaé¢ stowa S. Turnaua wypowiedziane
w kontekscie odpowiedniej budowy podrecznika: ,Reguly (definicje, twierdzenia,
algorytmy) powinny by¢ wprowadzane po dlugiej sekwencji zadan rozwiazywanych
pojeciowo” (Turnau, 1978; za: Legutko, 2001, s. 19).

5. Whnioski

Misja wyzszych uczelni o profilu pedagogicznym jest przygotowanie wysoko
wykwalifikowanych nauczycieli. Wsréd zakladanych do osiagniecia przez absolwen-
tow efektéw ksztalcenia wymienié mozna miedzy innymi wprowadzanie studen-
téw w badania naukowe stuzace rozwojowi edukacji. Do realizacji takiego zadania
w znacznym stopniu przyczyniaé sie moze przygotowywanie przez studentéw pracy
dyplomowej z dydaktyki matematyki. Do tego, aby student — przyszly nauczyciel
— uzyskal pelne wyksztalcenia zawodowe, niezbedne jest bowiem postawienie go
w roli badacza, ktéry z jednej strony musi przygotowaé sie merytorycznie (dzie-
ki zglebianiu literatury matematycznej, podstawy programowej i podrecznikdw
szkolnych), z drugiej za$ zaplanowaé badania i zabiegi dydaktyczne prowokuja-
ce uczniéw do adekwatnych dla wyznaczonego celu aktywnosci matematycznych.
Istotna jest tu rola promotora, ktéry dyskretnie udziela studentowi pomocy, pro-
wokujac do dyskusji, sugerujac lekture stosowna do tematu, ogélnie — ukierunko-
wujac jego aktywnos¢ w taki sposéb, by mégl podjaé i przemysleé¢ problemy, ktore
w przysztoéci bedzie by¢ moze napotykal w swojej pracy. Mozliwos¢ takiej wspot-
pracy, to wazny element dla rozwoju studenta, jako mtodego czlowieka i zarazem
przyszlego nauczyciela.

Juz na przykladzie oméwionych w artykule fragmentéw pracy dyplomowej
mozna dostrzec korzysci, jakie daje studentowi przygotowanie tego typu pracy
z dydaktyki matematyki. Majac oczywiscie na uwadze wybrany temat tej pracy,
mozna — w zaleznosci od jej celéw i poruszanej problematyki — wskazaé¢ rézne
pozytywne aspekty dzialalnosci dyplomantéw.

Wydawaé by sie¢ mogto, ze wystarczajaca dla merytorycznego przygotowania
nauczyciela jest wiedza z zakresu rozumienia pojeé czy twierdzen matematyki wyz-
szej (w przypadku tematyki omawianej pracy licencjackiej wiedza ta odnosi sie do
pojecia pola figury ograniczonej). Tak jednak nie jest, co latwo sobie uswiado-
mié, poréwnujac choéby jezyk i zaséb innych pojeé¢ potrzebnych do wprowadzenia
pojecia pola — na réznych poziomach nauczania. Wszelkie materiaty dydaktycz-
ne, w tym podreczniki do nauczania matematyki, stuza nauczycielowi jako pomoc
w organizowaniu aktywnoéci ucznia tak, by mégt on opanowaé okreslone tresci.
Jak pisze S. Turnau:

Twierdzenia, a wiec ogdlne wlasnoéci pojeé, ich relacje, zwigzki miedzy ope-
racjami, powinny by¢ przez ucznia odkrywane w toku jego wlasnej aktyw-
nosci, lub wspoétodkrywane w toku lektury, nie za$ poznawane jako gotowe
elementy wiedzy (Turnau, 1978, s. 119).

Zatem jest rzecza naturalng wykorzystywanie wypracowanych juz materialéw;
to z kolei wymaga od nauczyciela zrozumienia idei przy$wiecajacej autorom danego
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podrecznika. Z drugiej strony nie wystarczy zapoznac sie ze sposobem wprowadza-
nia w dane zagadnienie. Niejednokrotnie bowiem podejmowane analizy podrecz-
nikéw wskazywaly na to, ze prezentowane w nich ujecie tematu prowadzi uczniéw
do btednych intuicji. Tak wiec podejmujac sie analizy podrecznikéw, nie chodzi
jedynie o zapoznanie sie z tematem, chodzi tu réwniez, a moze przede wszystkim,
o wlasne, krytyczne i konstruktywne podejscie do wybranego ujecia tematu oraz
o wlasciwe interpretowanie tekstu podrecznika i rozumienie intencji autoréw tego
podrecznika.

W odniesieniu do pojecia pola prostokata, studentka miala okazje (dokonujac
analizy podrecznikéw) zauwazyé, ze omdéwione w artykule ,przejscie od wymiaréw
naturalnych do wymiaréw wymiernych” jest jakosciowo réznie realizowane w pod-
recznikach. Nalezy naklaniaé¢ studentéw do takiej refleksji i uczy¢ odpowiedniego
spojrzenia na analizowane koncepcje, by potrafili w swojej dalszej pracy zawodo-
wej wybiera¢ z bogatej oferty zaréwno te atrakcyjne dla uczniéow, ktore — jako
ciekawe — sg motywujace do dalszej nauki, jak i te, ktore sa przede wszystkim
merytorycznie i metodologicznie poprawne oraz ksztalcace i rozwijajace myé$lenie
uczniow.

Warto w tym miejscu przytoczy¢ stowa H. Siwek, ktéra podkresla, ze nauczy-
ciel:

nie moze (...) poprzesta¢ na nauce algorytméw i éwiczeniu sprawnosci, na
uswiadamianiu sensu poje¢ matematycznych i ilustrowaniu ich za pomoca
$rodkéw pogladowych. Powinien potrafi¢ tworzyé projekty poprawne pod
wzgledem dydaktycznym i matematycznym (wykorzystujac rézne podrecz-
niki i materialy metodyczne) (...) Zadaniem nauczyciela jest takze obserwo-
wac ucznia, analizowaé jego zachowania, szukaé ich wyjasnien z uwzglednie-
niem badan psychologicznych i dydaktycznych, a wigc byé badaczem procesu
nauczania-uczenia si¢. Trafna diagnoza mozliwosci matematycznych ucznia
jest jednym z podstawowych warunkéw jego sukceséw w tym przedmiocie
(Siwek, 1998, s. 167).

Oczekiwania, jakie stawia przed nauczycielem wspotczesny $wiat, sa duze, dla-
tego tym bardziej nalezy przygotowywaé studentéw do wymienionych przez autor-
ke zadan juz podczas studiéw. Wydaje sie, ze dyplomantka, ktérej prace przed-
stawiono w niniejszym artykule, podjeta w ramach pracy licencjackiej wszystkie
z wymienionych tu aktywnosci.

Poczyniona przez studentke analiza podrecznikéw, podstawy programowej oraz
realizowanego w szkole programu matematyki pozwolita dostrzec ciekawe proble-
my badawcze i data podstawy do skonstruowania odpowiedniego — adekwatnego
do postawionych celéw badawczych — narzedzia badawczego. Istotne jest to, ze
autorka dostrzegta, a nastepnie uwzglednila w swojej propozycji dydaktycznej,
refleksje dotyczaca zmiany warunkéw matematycznej sytuacji (zalozen twierdze-
nia). Jest bowiem niezwykle waznym problemem sytuacja zwiazana z pochopnie
podejmowanymi przez uczniéw uogoélnieniami. Dyplomantka miala okazje sama
przekonaé sie, jak wazna role w procesie nauczania odgrywa nauczyciel. To on
musi skierowa¢ my$lenie uczniow na odpowiednie tory, w szczegdlnosci uwrazliwié
ich na stawianie sobie pytan, dostrzeganie nowych sytuacji, warunkow, przypad-
kéw czy wreszcie porownywanie tych nowych sytuacji z sytuacjami, ktére sa juz
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im znane. Ten stan rzeczy byt widoczny w badaniach, wéwczas gdy uczen nie wy-
kazywal samodzielnej refleksji na temat tego czy stosowany wcze$niej przez niego
(w przypadku prostokatéw o wymiarach naturalnych) wzoér, pozwalajacy obliczyé
pole prostokata, mozna wykorzystaé¢ (uogélnié) takze na przypadek prostokatéw
o wymiarach wymiernych.

Takie bezrefleksyjne podejscie ucznia i nieu$wiadomione przenoszenie rozumo-
wania z sytuacji uczniowi znanej do sytuacji nowej udalto si¢ zaobserwowadé student-
ce dzigki zorganizowanym badaniom empirycznym. Zaplanowanie badan, ich prze-
prowadzenie i analiza daly mozliwo$é osobistego dostrzezenia trudnosci uczniéw
i zanalizowania popelnionych przez nich bledéw. Badania empiryczne wiaza sie
niejednokrotnie ze stawieniem hipotez i ich weryfikowaniem. Te elementy byly wi-
doczne w omawianej pracy. Warto w tym miejscu przypomnie¢ interesujaca sytu-
acje: studentka postawila hipoteze, iz stosowanie przez badanych uczniéw btednych
wzoréw jest efektem rozumowania uczniow jedynie w sposéb algorytmiczny. Jak
sie jednak okazato przypuszczenie takie byto jednak pochopne. Udato si¢ bowiem
znalez¢ taka prace ucznia, ktéra tej hipotezy nie potwierdzala. Warto dodaé, ze
przeprowadzone przez studentke badania dotyczyly matego grona uczniéw, jednak
zdiagnozowanie — nawet w przypadku jednego ucznia — iz wprowadzenie algorytmu
moze zaburzy¢ rozumienie pojecia, jest niezwykle istotnym wnioskiem, szczegdl-
nie z punktu widzenia przygotowania studenta do pracy w przyszlym zawodzie
nauczyciela.

Dobrze tez spojrzeé¢ na problematyke omawianej tu pracy licencjackiej przez
pryzmat korzysci jakie daje uczniom praca z nauczycielem (studentem), ktéry
przyjmuje postawe badacza i prowadzi z udzialem ucznia badania dydaktyczne.
W oméwionym przyktadzie problematyka byta Scidle zwigzana z istota samej mate-
matyki i jej metodologii — dotyczyla pojecia matematycznego (pola figury geome-
trycznej), ktérego wlasciwe ksztaltowanie wiaze sie nie tylko ze sprawa rozumienia
wielu zagadnien matematycznych przez ucznidéw, ale tez z umiejetnoscia prowadze-
nia przez nich réznorodnych rozumowan, w tym — majacych wpltyw na formowanie
sie matematycznego myslenia — rozumowan o charakterze dowodowym. Wage ta-
kich zagadnienn podkre§la m.in. S. Turnau (2001), ktéry w kontekécie nauczania
matematyki w liceum zwraca uwage na obowiazek podejmowania przez nauczycie-
la (w ramach nauczania) dzialaii majacych na celu wprowadzanie uczniéw w $wiat
dedukcji:

,(...) poznanie przez uczniéw dedukcji jako metody ustalania, co jest mate-
matyczng prawda, trzeba uwzgledni¢ wsréd zadan stojacych przed nauczy-
cielem matematyki” (Turnau, 2001, s. 29).

W swojej refleksji nad elementami myg$lenia matematycznego, w szczegdlnosci
dedukcji, w Swietle szkolnego nauczania matematyki, autor sugeruje zmiane w po-
dejéciu do ,nauki dowodzenia”. Chodzi miedzy innymi o to, aby analizowanie,
uczenie si¢ i tworzenie dowodow zastapi¢ tlumaczeniem dostrzezonych wlasnosci
oraz stopniowym jego ulepszaniem (Turnau, 2001). W $wietle tej propozycji nalezy
— wedtug autoréw niniejszego artykutu — odpowiednio wykorzystywaé¢ w nauczaniu
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kazda taka sytuacje matematyczna (czy tez problem), ktéra moze sprzyjaé rozwija-
niu matematycznego myslenia uczniéw. Do takich niewatpliwie naleza te zwiazane
z tematyka pol figur geometrycznych. Stwarzaja one bowiem szanse takiego poste-
powania, w ktorym mozna wykorzysta¢ metode uzmienniania stalych — metode,
ktora wspomaga wprowadzanie uczniow w proces dowodzenia twierdzen. Trudno
wiec w tym kontekscie nie dostrzec wartosci jaka niesie ze soba nauczanie przez ta-
kiego nauczyciela, ktory wlasciwie rozumie i stosuje w swojej praktyce zawodowej
zabiegi dydaktyczne majace na celu rozwijanie matematycznego myslenia swoich
uczniéw.

Zaprezentowane tu zagadnienia to tylko jedne z wielu jakie moga by¢ dysku-
towane przez studentéw — przyszlych nauczycieli. Kazdy temat ujety w podstawie
programowej ksztalcenia ogdlnego wybranego poziomu edukacyjnego, w stosunku
do ktorego student zyskuje uprawnienia, wart jest rozwazenia i analizowania przez
przysztego nauczyciela matematyki. To bowiem czyni go pelniej przygotowanym
do wykonywania zawodu, do ktérego ksztalci sie réwniez poprzez przygotowanie
pracy dyplomowej na wybrany temat. Mozliwo$¢ pisania tego typu pracy z dydak-
tyki matematyki daje jej autorowi niepowtarzalng szanse zdobycia niezbednych
do nauczania do$wiadczen, zanim jeszcze przekroczy prog szkoly w charakterze
nauczyciela matematyki. Student — przyszlty nauczyciel, ktory na etapie studiéw
nie znajdzie si¢ — choé epizodycznie — w roli badacza, moze nie zdawaé sobie
sprawy z wagi poruszonych w tym artykule zagadnien. Nie podejmujac w zwigzku
z tym refleksji nad swoimi pézniejszymi (podejmowanymi juz w ramach nauczania)
zabiegami dydaktycznymi, moze mieé¢ trudnosci z odpowiednim organizowaniem
procesu nauczania-uczenia si¢ matematyki.
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