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O ilosci nierownowaznych metryk*

Abstract. It is well known that there exist many metrics on a non-empty
set. In the case of (X, ) — a finite metric set, it can be easily shown that
all the metrics on X are equivalent. This paper examines the number of
non-equivalent metrics on uncountably infinite sets.

Wstep

W mojej niepublikowanej dotad pracy licencjackiej zajmowalem sie iloscig
metryk nierownowaznych. Studenci z pojeciem metryki spotykaja sie zwykle podczas
kursu wstepu do topologii, poznaja definicje metryki i kilka przykladéw metryk
okreélonych na réznych zbiorach, najczeéciej na R lub R2, takich na przyklad
jak metryka naturalna', dyskretna czy metryka rzeka. W tym kontekscie rodzi
sie pytanie o ilo$¢ nieréwnowaznych metryk okreslonych na danym zbiorze X.
Latwo sprawdzi¢, ze w dowolnej przestrzeni metrycznej (X, o), gdy X jest zbiorem
skoniczonym tylko ciagi prawie stale sa zbiezne, wigc kazde dwie metryki okreslone
na X sa rownowazne. W mojej wyzej wspomnianej pracy wykazalem, ze gdy X
jest zbiorem nieskonczonym przeliczalnym lub zbiorem mocy continuum, istnieje
21X1 metryk, ktére nie sa réwnowazne. Na koniec postawilem hipoteze:

,Jezeli (X, o) jest przestrzenia metryczna, a X zbiorem nieskoniczonym, to
zbiér wszystkich metryk nieréwnowaznych okreslonych na zbiorze X jest
réwnoliczny ze zbiorem wszystkich podzbioréow zbioru X.

*On non-equivalent metrics on a uncountable set
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1Wiadomo, ze na zbiorze mozna wprowadzi¢ wiele metryk. Tak zwana metryka naturalna na
R, to metryka porzadkowa (metryka wprowadzajaca taka topologie na zbiorze liniowo uporzad-
kowanym, ze baza tej topologii sa przedzialy otwarte) zadana przez naturalny porzadek. Pokazuje
sie, ze istnieje doktadnie jeden porzadek zgodny z dzialaniami w ciele liczb rzeczywistych i wladnie
ten porzadek jest nazywany ,,naturalnym” (zob. Blaszczyk, 2007, s. 148; Blaszczyk, 2012).
W artykule koncentrujemy si¢ na mocy zbioréw, a nie na ich strukturze algebraicznej czy porzad-
kowej, co nie zmienia wyréznionego znaczenia tej metryki.
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W tym artykule udowodni¢ prawdziwoéé tej hipotezy? dla zbioréw o mocy nie
mniejszej niz continuum. W tym celu najpierw zdefiniuje pewien zbiér M, a nastep-
nie kolejno trzy metryki d, dy, 04 okreslone na tym zbiorze. Dalej wykaze spdjnosé
przestrzeni metrycznej (M,d;). Spéjnosé tej przestrzeni jest kluczowa wlasno-
$cig w dowodzie twierdzenia 3, dajacego warunek konieczny i wystarczajacy, aby
dwie metryki typu 04, 0p nie byly rownowazne. Korzystajac z tego twierdzenia
i z faktu, ze konstrukcja zbioru M umozliwia by byt on dowolnej mocy nie mniejszej
niz continuum, sformutuje i udowodnie twierdzenie o ilo$ci metryk, ktére nie sa
réwnowazne.

1. Definicje
Przypomnijmy dwie definicje:

DEFINICIA 1
Niech X bedzie dowolnym niepustym zbiorem. Funkcje

0: X xX —R
nazywamy metryka w zbiorze X, gdy spelnia nastepujace warunki:
(M1) Vz,y € X (o(z,y) =0 =z =y),
(M2) Vz,y € X o(z,y) = o(y, x),
(M3) Vz,y,z€ X o(z,y) < o(x, 2) + o(z,y) (nier6wno$¢ tréjkata).

Pare (X, 0) nazywamy przestrzenia metryczna.
Podstawiajac x = y = z w (M3) i korzystajac z (M2) widzimy, ze metryka przyjmuje
jedynie wartoéci nieujemne.

DEFINICIA 2

Niech w przestrzeni X okre$lone beda dwie metryki g; i go. Méwimy, ze sa one
réwnowazne jezeli, dyktuja te sama zbiezno$é, tzn. dla dowolnego ciggu (z,) C X
i dowolnego g € X prawdziwa jest réwnowazno$é>

01(%n,q) = 0 <= 02(2n,q) = 0, (1)

2Podobny wynik jak ten prezentowany w tym artykule, innymi metodami i niezaleznie od
Autora tego artykutu w 2016 roku, uzyskal Eric Wofsey. Przedstawit szkic dowodu, ze (niezaleznie
od hipotezy continuum) w zbiorze nieskoniczonym X jest dokladnie 21X1 nieré6wnowaznych metryk
(zob. Wofsey, 2016). Niech S bedzie dowolnym zbiorem nieskoriczonym i niech T' C S. Pomyst
Wofseya polega na tym, by na iloczynie kartezjariskim S x {N U {co}}, wprowadzi¢ metryke
taka, ze ciag zn = (S0, n) jest zbiezny do (s, 00) wtedy i tylko wtedy gdy sp € T. Dla kazdych
dwéch réznych zbioréw T otrzymujemy nieréwnowazne metryki, czyli 2/5| nieréwnowaznych
metryk. Poniewaz |S| = |S x {NU{oo}}|, to istnieje bijekcja pomiedzy zbiorami, wiec dla kazdego
T C S otrzymujemy nieréwnowazne metryki na S. Szkic ten wymaga wielu uzupetnien, zwlaszcza
wykazania, ze metryka o takich wlasnosciach istnieje, co moze by¢ ciekawym ¢wiczeniem dla
studentéw zainteresowanych zagadnieniami przestrzeni metrycznych.

3Definicja w powyzszej formie pochodzi z ksigzki Krzyszkowski, Turdza (2005). W artykule
w celu wykazania, ze dwie metryki nie sg réwnowazne bedziemy korzystali z zaprzeczenia warunku
(2) czyli, ze istnieje ciag zbiezny do granicy g w jednej metryce podczas gdy w drugiej metryce
nie jest on zbiezny do tej granicy.
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co mozemy zapisa¢ inaczej
z, B ge=z,Bq. (2)
Zdefiniujmy zbiér:
M :={(a,b):a€Y AN beRL} U {(0,0)}* (3)
gdzie Y jest dowolnym niepustym zbiorem nie zawierajacym 0, czyli 0 € Y # 0,
lub réwnowaznie:
M:=Y xRy U{(0,0)}. (4)

Wyznaczmy moc zbioru M. Korzystajac z (4), oraz faktu, ze Y # ), oraz R, jest
zbiorem nieskonczonym, mamy |M| = |Y]-|Ry|+ [{(0,0)}| = |Y| - ¢. Zauwazmy,
ze poniewaz |M| = |Y| - ¢, moc zbioru M jest nie mniejsza niz continuum, co
zapiszemy

M= (5)

a dokladniej
M| =¢, gdy|Y|<c¢ lub|M|=1Y] gdy Y] > (6)
Zdefiniujmy funkcje: d: M x M — R,
_ e =b1], gdy a1 =a2
d@,y) = { bo+b1, gdy a1 # a, 0

gdzie x = (a1,b1) € M, y = (ag,bs) € M. Wykazemy, ze funkcja d jest metryka
okreslona na zbiorze M.

Warunki (M1) i (M2) sa w oczywisty sposéb spelnione. Udowodnimy nieréwnosé
trojkata.

Niech z = (al,bl), Yy = (az,bg), z = (ag,bg).

Przeanalizujmy przypadki pamietajac, ze by, b, bs > 0:

1. a3 = az = a3, wtedy

d(@,y) = bz — b1| < |b3 — b1| + [b2 — bs| = d(w,2) + d(z,y).
2. a1 = as # a3, wtedy

d(z,y) = by — b1] < ba 4 by < by + b3 + bz + by = d(z, 2) + d(z,y).
3. a1 # as, ay = a3, wtedy’®

Jezeh b1 g bg, to d(,r, y) = b2+b1 g bg+b3 § ‘bg—b1|+b3+b2 = d(x, Z)+d(2,y)

lubjeZeli b1 2 bg, to d(l‘,y) = b2+b1 = b17b3+b3+b2 = |b37b1‘+bg+bg =
d(z,z) + d(z,y).

4Piszac R4 mamy na mysli odpowiedni podzbiér zbioru liczb rzeczywistych jako ciata uporzad-
kowanego, 0 to element neutralny dodawania tego ciala, natomiast Y jest zbiorem bez okreslonej
struktury czy to porzadkowej, czy topologicznej.

5Przypadek a1 # a2, az = a3 jest analogiczny.
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4. al #ag #ag, ay }é as,
d(x,y) = by + by < by + b3+ b3 + b =d(x,2) +d(2,y).

Wykazaliémy wiec, ze tak zdefiniowana funkcja d jest metryka na zbiorze M.

2. O ilosci metryk nieré6wnowaznych okreslonych na zbiorze mocy
nie mniejszej niz ¢

LEMAT 1
Przestrzen (M, d) jest spéjna.

DowoD.

Niech a € Y bedzie dowolnym ustalonym elementem zbioru Y.

M, :={(a,b) e M : b€ R} U{(0,0)}. Metryka d zawezona do zbioru M, dana
jest wzorem djpy, (z,y) = b2 — b1].

Zdefiniujmy funkcje f, ktorej dziedzina jest zbidr liczb rzeczywistych nieujemnych
z metryka naturalng, a przeciwdziedzing zbiér M, z metryka d|pz,. Funkcja dana
jest wzorem f: {0} UR}; 2 b — (a,b) € M,, gdzie a jest jak wyzej ustalonym
elementem Y.

Zbior liczb rzeczywistych nieujemnych z metryka naturalng jest spéjny, funkcja f
jest ciagla suriekcja, wiec dla dowolnego a € Y zbior M, jest spéjnym podzbiorem
zbioru M. Zauwazmy, ze

M = U M, oraz ﬂ M, ={(0,0)},

acY acyY
czyli zbiér M jest sumg zbioréw spéjnych, ktérych iloczyn jest niepusty, wiec® jest
zbiorem spojnym.
|

Zapiszmy i udowodnijmy przydatne twierdzenie”.

TWIERDZENIE 1
Niech (X, o) bedzie przestrzenia metryczna i niech funkcja g1 : X x X — R bedzie
okreélona w nastepujacy sposob:

o(z,y)

Ql(x7y) = 1+Q(x,y)

Wtedy
1. Funkcja o1 jest metryka

2. Metryki g i g1 sa rOwnowazne.

6Korzystamy tu z twierdzenia, ze suma zbioréw spéjnych, ktérych iloczyn jest niepusty jest
zbiorem spéjnym (Zob. Engelking, Sieklucki, 1986, s. 64).
"Dowéd z niewielkimi modyfikacjami pochodzi z pracy licencjackiej (Zielifiski, 2016).
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Dow6b.

1. Pokazemy, ze 01 jest metryka.
Ad (M1) Z faktu, ze o jest metryka mamy o(z,y) = 0 <= x = y, zatem

o(z,y)

———— =0<+= o(x,y) =0.
1+ o(z,y) (@)

Ql(x7 y) =

Ad (M2) Korzystajac z tego, ze o(z,y) = o(y, ), mozemy zapisac:

oz, y)  _  oly,x)
1+o(z,y) 1+olyz

91(1'734) = ) = Ql(yax)

Ad (M3) Zdefiniujmy funkcje pomocnicza f : [0, +00) — R dana wzorem:

w
W) =1

Widaé, ze o1(z,y) = f(o(z,y)). Zauwazmy ponadto, ze poniewaz funkcja
f jest rosnaca dla argumentéw nieujemnych, oraz 0 < o(z,y) < o(z, 2)+
o(z,y) dla dowolnych z,y,z € X (poniewaz g jest metryka), to

01(0.9) = Flote,) < Flel,) + o) = P2E LN

o(z, z) o(z,y)
1+M%@+ﬂ@w)+l+M%@+9@w)<
o(z, z) o(z,9)

1+ o(z,2)  1+o0(zy) = 01(x, 2) + 01(2,¥).

Tym samym pokazalidmy, ze o01(z,y) < o01(x, 2) + 01(2,y), co konczy
dowdd ostatniego warunku.

2. Pokazemy, ze metryki o i 91 sa rownowazne.

Udowodnimy, ze dla dowolnego ciagu (z,) C X i dowolnego ¢ € X prawdziwa
jest rownowazno$c¢:

Q(xnaq) —0 <~ Ql(mﬂnq) — 07
co mozemy zapisaé

0(2n, q)

o(Tn,q) = 0&— ——
(7, ) L+ o(zn, q)

— 0,

co oznacza réwnowaznos¢ metryk o i o1.

”:>73
Prawdziwos¢ tej implikacji jest oczywista.
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’7<:77
Zatézmy, ze m 0.
1+ o(xn, q)
Przeksztalémy wyrazenie
1+ o(zn,q) 1+ o(zn,q) 1+ o(zn,q)

Na podstawie zalozenia mamy: 1 — 0, co pozwala nam

1+ o(wn,9)
kolejno zapisaé®:
1

0

— 1, stad® 1 + o(z,,q) — 1 i ostatecznie'® o(x,,q) — 0.

1+ o(xn,q)

To konczy dowdd réwnowaznosci metryk o i 07.

Niech (M, d) bedzie przestrzenig metryczna, gdzie M jest zbiorem zdefiniowa-
nym przez (3), a d metryka okre$lona w (7), wtedy na podstawie twierdzenia 1
funkcja

d(z,y)

=" i M
dl(xvy) 1 I d(1'7y)7 gdZIQ z,y S ) (8)

jest metryka okreslona na zbiorze M. Dodatkowo z twierdzenia 1 wynika, ze metryki
d i dy sa réwnowazne. Metryki réwnowazne generuja te sama topologie, wiec na
podstawie powyzszego i lematu 1 mozemy zapisa¢ wniosek:

WNIOSEK 1
Przestrzeri metryczna (M, d;) jest spéjna.

Niech (M, d) bedzie przestrzenia metryczna zdefiniowana jak dotychczas i niech
A C M. Zdefiniujmy jeszcze jedna metryke na zbiorze M:

d(z,y)
oa(z,y) = 1+d(z,y)’
1, w pozostatych przypadkach.

gdy z,ye A lub z,ye M\ A

8Nie mozemy tu bezposrednio zastosowaé tw. o granicy sumy, gdyz brak nam zalozenia

o zbieznosci m. Skorzystamy wiec z lematu: a + ap — 0 = ap —> —a. Schemat

dowodu: lim a, = lim (an+a—a) = (na podst. tw o granicy sumy) = lim (an+a)— lim a =
n—oo n— oo n—oo n— oo
(na podst. zalozenia) = 0 — a = —a [Dowd6d powstal podczas prac seminaryjnych pod kierunkiem
dr. Janusza Krzyszkowskiego.]
9Podobnie jak wyzej korzystamy z lematu: ﬁ — a = an — 1, dla a # 0. Schemat

dowodu: lim ap = lim (a-%2) = lim (a- =) = (na podst. tw o granicy iloczynu i ilorazu) =
n— @ n— oo an

n— oo an
lim a
ﬁr:mi = (na podst. zalozenia) = % = 1. [Dowéd powstal podczas prac seminaryjnych pod
n—oo 4"

kierunkiem dr. Janusza Krzyszkowskiego.]
10Nalezy skorzystaé z lematu a + ap — a => a, — 0. Dowéd analogiczny jak wyzej.
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Mozemy to zapisa¢ rownowaznie

R | di(z,y), gdy z,y€ A lub z,ye M\ A
0a(w,y) = { 1, w pozostalych przypadkach. ©)

Latwo pokazaé, ze 94 jest metryka. Ponownie warunki (M1),(M2) sa oczywiste.
W przypadku, gdy z,y, z naleza do A lub do M \ A, to 94 = d, wiec nier6wnosé
tréjkata (M3) jest spelniona. W pozostalych przypadkach wyrazenie stojace po
lewej stronie nieréwnosci tréjkata jest mniejsze lub réwne 1, a po prawej stronie
tej nieréwnosci wieksze lub réwne 1.

Udowodnimy teraz dwa lematy, ktore wykorzystamy w dalszej czesci artykutu.
Zauwazmy najpierw, ze poniewaz

d(z,y)

e Sl LV
BN = T ey =

1, to oalz,y)>di(x,y) dla kazdego =,y € M.

Teraz mozemy sformutowaé:

LEMAT 2
Niech A C M oraz ¢4, di beda okreslone jak powyzej. Wtedy prawdziwa jest
implikacja

T B q= 1, dy q.

DowOD.

Poniewaz di(x,y) < pa(x,y) dla kazdego z,y € M, to mozemy zapisaé nier6wnosci
0 S dl (l'n, q) S éA(:Ena q)
\L n— 00 \l/ n—roo
0 0

. . . d
co pozwala nam wnioskowaé o tym, ze z,, — ¢.
|

Jezeli x, 24 q 1 prawie wszystkie wyrazy ciagu (z,) naleza do zbioru A, to
g € A. Gdyby q ¢ A, to mieliby$my

dNVn > N @A(er“q) =1
co przeczyloby temu, ze x,, 2 q. Analogicznie jezeli x, 2 q i prawie wszystkie

wyrazy ciagu (z,,) naleza do zbioru M\ A, to ¢ € M\ A, co w polaczeniu z lematem 2
pozwala nam zapisaé

WNIOSEK 2
Jezeli w przestrzeni (M, 04) ciag jest zbiezny do granicy g, to jest zbiezny w przestrzeni
(M, dy) i zachodzi jeden z ponizszych warunkéw:

1. Prawie wszystkie wyrazy ciagu i granica naleza do A.

2. Prawie wszystkie wyrazy ciggu i granica naleza do M \ A.
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LemAT 3
Jezeli ciag jest zbiezny w przestrzeni (M,d;) do granicy ¢ i zachodzi jeden
z ponizszych warunkéw:

1. Prawie wszystkie wyrazy ciagu i granica naleza do A.
2. Prawie wszystkie wyrazy ciagu i granica naleza do M \ A,
to jest on zbiezny do granicy ¢ w przestrzeni (M, 94).
To mozemy zapisaé symbolicznie:
xnﬂzq A 3N(Vn>N(mn6A A q€eA)
VV¥n> N (z, € M\A A qu\A)) — 2, %4

DowOD.
Dowdd przeprowadzimy dla pierwszego warunku alternatywy, dla drugiego warunku
dowdd jest analogiczny.

Poniewaz z,, & q i prawie wszystkie wyrazy ciagu ciggu (z,) naleza do A
ige A, to

Ve > 0dN1Vn > N; dl(xn,q)<€ A dNy Vn > Ny I‘nEA A qu.

Ustalmy € > 0. Niech N; bedzie ustalone z powyzszego warunku do €. Polézmy
N:= max{Ny, No}, woéwczas

Yn > N oa(xn, q) = di(xn, q),

wiec otrzymujemy
ANV > N pa(xn,q) <&,

zatem x, 2 q.

Bezposrednio z wniosku 2 i lematu 3 wynika

TWIERDZENIE 2 (WARUNEK KONIECZNY I WYSTARCZAJACY)
W przestrzeni (M, 04) ciag jest zbiezny do granicy g wtedy i tylko wtedy, gdy
jest zbiezny w przestrzeni (M, d;) i zachodzi jeden z ponizszych warunkéw:

1. Prawie wszystkie wyrazy ciagu i granica naleza do A.

2. Prawie wszystkie wyrazy ciagu i granica naleza do M \ A.

To mozemy zapisa¢ symbolicznie:
T, B g = Ingq A E|N(Vn>N(xn€A/\ g€ A

V¥ > N(zn € M\AA g€ M\A)).
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TWIERDZENIE 3 (O ROWNOWAZNOSCI METRYK 04 I 0p.)
Niech A, B C M beda dowolnymi podzbiorami. Metryki 04 i g5 sa réwnowazne

wtedy i tylko wtedy, gdy réznica symetryczna zbioréw A i B, to znaczy S = A — B
jest zbiorem pustym lub jest M.

DowOD.

)’<:’7

Rozpatrzymy najpierw przypadek, gdy S = (A\ B)U (B\ 4) = 0.

Wtedy A = B. Zatem 94 i 0p sa réwnowazne.

Rozpatrzmy teraz przypadek, gdy S = (A\ B)U(B\ A) =M

Mamy (A\ B)U(B\A) = (AUB)\(ANB) = M, wiecc AUB =M oraz ANB =0,
zatem A = M \ B, stad i na podstawie definicji (9) metryk 94 i o5, metryki te sa
rownowazne.

Pokazalidémy, ze jesli S = @) lub S = M, to metryki 94, 0p sa rownowazne.

)7:”

Dowdéd nie wprost. Zalézmy, ze S # 0,5 # M i 0a,0p sa rownowazne. Na
podstawie wniosku 1 przestrzen (M, dy) jest spdjna, wiec z réwnosci M = SU(M\S)
i zalozenia M # S # () wynika, ze S lub M \ S nie jest domkniety. Rozwazmy
najpierw przypadek: S nie jest domkniety. Wtedy

Ix,) C S xnﬁ)q¢5
lub réwnowaznie
J(zn) C (A\NB)UB\A): 2, Bge M\ S.
Skoro ciag (z,,) zawiera si¢ w (A\ B)U (B \ A), to istnieje (z;, ) podciag ciagu (zy,)
taki, ze
(z1,) C(A\B)V (21,) C (B\ A).
Poniewaz g€ M\ S= (M \ (AUB))U (AN B), to
ge M\ (AUB)Vqge AN B.

Mozliwe sa wiec cztery przypadki.
Przypadek pierwszy:

1. ay, & q, (z,) CA\ B, g€ M\ (AU B). Mozemy zauwazy¢, ze
(i) (z,) € M\ B,

(ii) q € M\B

(iif) (21,) C

(iv) ¢ ¢ A.

Na podstawie (i), (ii) oraz faktu z;, %4 q, korzystajac z twierdzenia 2, mozemy
wnioskowac, ze

I
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Natomiast z (iii), (iv) wynika

oA
zy, 7 4,

n

co jest sprzeczne z zalozeniem o rownowaznosci metryk o4 i op.
Przypadek drugi:

2. a, Bq,(x,)CB\A, ge M\ (AUB).
Mozemy zauwazy¢, ze

(i) (z,) € M\ A,
(ii) qEM\A
(iti) (21,) C
(iv) ¢ ¢ B.

Na podstawie (i), (ii) oraz faktu x;, & q, korzystajac z twierdzenia 2, mozemy
wnioskowaé, ze

Natomiast z (iii), (iv) wynika

Sprzecznosé.
Przypadek trzeci:

3. ay, Byg, (x1,) C A\ B, q € (AN B). Mozemy zauwazy¢, ze

(i) (z1,) € M\ B,
(ii) ¢ € B,
(iif) (21,) C
(iv) g € A.

Na podstawie (i), (ii) oraz faktu x;, 4 q, korzystajac z twierdzenia 2,
mozemy wnioskowaé, ze

oB
xy, 7 q.
Natomiast z (iii), (iv) wynika
m, B

Sprzecznosé.
Przypadek czwarty:

4.z, & q, (z,) CB\A, ¢ (AN B). Mozemy zauwazy¢, ze

(i) (21,) € M\ A,
(i) q € 4,
(iii) (=) C B,
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(iv) q € B.

Na podstawie (i), (ii) oraz faktu x, 4 q, korzystajac z twierdzenia 2,
mozemy wnioskowaé, ze
w1, .

n

Natomiast z (iii), (iv) wynika
Xy, ég q.
Sprzecznosé.

Pokazalismy, ze gdy S nie jest zbiorem domknietym, to w kazdym z czterech
mozliwych przypadkéw metryki g4 i 0p nie sg réwnowazne, bo istnieje ciag, ktory
w jednej z metryk jest, a w drugiej nie jest zbiezny.
W podobny spos6b mozna wykazaé, ze gdy M \ S nie jest domkniety, to metryki
04 i 0p nie sa rOwnowazne.

|

Rozpatrzmy metryki typu 04 i oznaczmy przez P(M) zbiér potegowy zbioru
M. Z dowodu twierdzenia 3 wynika

WNIOSEK 3
Dla dowolnych A, B C M takich, ze A # B, metryki g4, 0p sa réwnowazne wtedy
i tylko wtedy, gdy B =M \ A.

TWIERDZENIE 4
Istnieje 21M| metryk 54 ktére nie sa réwnowazne.

DowoD.
Latwo zauwazy¢, ze istnieje rozbicie zbioru potegowego P(M) na dwa zbiory
Py, P, C P(M) takie, ze

P(M):P1 UPy A P1NPy=10

i spetniajacych warunek!!, ze dla kazdego A € P(M) jesli A nalezy do Py, to
dopelnienie A nalezy do Ps i na odwrét, czyli

VAeP(M)Ae P <= M\AcP,.

Istnieje naturalna bijekcja miedzy P; a Py : Py 3 A — M\ A € P,, wiec
zbiory Py, Py sa réwnoliczne, a poniewas |Py U Py| = |P(M)| = 2MI i |Py U Py| =
|P1| + |P2], to "Pﬂ = ‘PQ‘ = M|,

Jedli zbidr A € Py, to jego dopelnienie M \ A ¢ Py, wiec na podstawie wniosku 3

VA, B € P; metryki g4, 0p nie sa réwnowazne.

Ostatecznie zbiér nieréwnowaznych metryk typu 4 ma moc taka jak zbiér Py,
czyli 2MI | co konczy dowdd. [ |

HPrzyktad warunku prowadzacego do takiego rozbicia: A € P < (0,0) € A.
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Zauwazmy jeszcze, ze w dowodzie twierdzenia 4 nie korzystaliémy z zalozenia
o prawdziwosci lub falszywosci hipotezy continuum.
Na podstawie twierdzenia 4 mozemy sformulowaé¢ wniosek:

WNIOSEK 4
W zbiorze M istnieje co najmniej 2/M! metryk, ktére nie sg réwnowazne.

Udowodnimy teraz lemat, ktéry da nam ograniczenie gérne na moc zbioru metryk
nieréwnowaznych.

LEMAT 4
W zbiorze M istnieje co najwyzej 2™ metryk, ktére nie sa réwnowazne.

DowoD.
Kazda metryka okreslona na M jest funkcja:

M x M — R.

Oczywiscie nie kazda taka funkcja jest metryka. Korzystajac z faktu, ze moc M
jest nie mniejsza niz continuum (5), mozemy zapisaé, ze takich funkeji jest tyle co:

‘RMXM‘ _ ‘R“MXMl _ C\M||M\ _ c|M\ _ 2\M|,
stad w szczegblnosci istnieje co najwyzej 2/ metryk okreslonych na M, ktére nie

sg réwnowazne.

Prosta konsekwencja wniosku 4 i lematu 4 jest twierdzenie 5.

TWIERDZENIE 5
W zbiorze M istnieje dokladnie 2/™| metryk, ktére nie sa réwnowazne.

Aby dokonaé uogdlnienia twierdzenia 5 na dowolny zbiér mocy co najmniej contin-
uum, zapiszmy teraz potrzebne twierdzenie.

TWIERDZENIE 6
Jezeli (X, o) jest przestrzenia metryczna, funkcja f iniekcja (zanurzeniem) zbioru
Y w zbiér X, to funkcja

0: Y XY 3 (y1,y2) — 0(y1,92) == o(f(y1), f(y2)) €R
jest metryka'? w zbiorze Y.

LEMAT 5

Niech (X, 0) bedzie przestrzenia metryczna, a funkcja f jest za$ bijekcja Y — X.
W przestrzeni Y okreSlmy metryke o(y1,y2) := o(f(v1), f(y2)). Wtedy dla dowol-
nego ciggu x,, prawdziwa jest réwnowaznosé!?

w0 g = @) 2 )

12} atwy dowdd tego twierdzenia znajduje sie w (Malec, 2000, s. 14).
13Lemat wraz z dowodem pochodzi z pracy licencjackiej (Zieliniski, 2016).
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DowoD.
Wystarczy skorzystaé z faktu, ze

o(@n,0) = o(F(F M @a)). F(FH@) = 2((F 7 @a) S 7Ha) )

Bezposrednio z lematu wynika

TWIERDZENIE 7

Niech (X, 01), (X, 02) beda przestrzeniami metrycznymi a funkcja f bijekcja

Y — X. Okre$lmy dodatkowo na zborze Y metryke 01 (y1,y2) := 01(f(y1), f(y2))
oraz metryke 02(y1,92) := 02(f(y1), f(y2)). Wtedy™*

Metryki 01, 02 sa rownowazne wtedy i tylko wtedy, gdy metryki o1, 02 sa
réwnowazne.

TWIERDZENIE 8

(O ilo$ci nieréwnowaznych metryk w zbiorze mocy nie mniejszej niz c)

Istnieje dokladnie 2/X! nie réwnowaznych metryk okreslonych na zbiorze X mocy
nie mniejszej niz continuum.

DowoOb.

Niech |X| > ¢ i niech M := {(a,b) :a € X A b€ Rt} U {(0,0)}, wtedy na
podstawie (6) zbiory M i X sa réwnoliczne, istnieje wiec bijekcja f: X — M.
Niech (M, p) bedzie przestrzenia metryczna. Rozpatrzmy funkcje g: X x X — R
okreslona wzorem

o(z1,w2) = o(f(z1), f(x2))-

Na podstawie twierdzenia 6 funkcja o jest metryka. Z twierdzenia 7 wynika, ze tak
zdefiniowanych metryk o, ktére nie sg réwnowazne jest tyle ile nieréwnowaznych
metryk g, okredlonych na zbiorze M, ktérych z kolei na podstawie twierdzenia 5
jest dokladnie 2/™!. Poniewaz zbiory M i X sa réwnoliczne, to 2/MI = 21X1 co
konczy dowdd.

7 powyzszego twierdzenia wynika, ze w szczegdlnosci na plaszczyznie R? i w prze-
strzeni R3, jak w kazdej przestrzeni R” istnieje dokladnie 2° metryk nieréwnowaz-
nych.

Podsumowanie

Analizujac caly wywod, mozna zauwazy¢, ze wniosek w postaci twierdzenia 8
jest niezalezny od hipotezy continuum, w skrécie (HC). W mojej pracy licencjac-
kiej jest dowdd twierdzenia dla przypadku, gdy X jest zbiorem przeliczalnym
nieskonficzonym, co oznacza, ze w przypadku przyjecie (HC) problem iloSci metryk

M Twierdzenie wraz z dowodem pochodzi z pracy licencjackiej (Zielinski, 2016).
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nieréwnowaznych na zbiorze dowolnej mocy jest rozstrzygniety. Jezeli odrzucimy
(HC) twierdzenie 8 nie pozwala rozstrzygnaé przypadku zbior6w o mocy mniejszej
niz continuum, wiadomo jednak, ze jak wykazal Eric Wofsey!'®, niezaleznie od
(HC), w kazdym zbiorze nieskoficzonym X jest 21X metryk nieréwnowaznych.
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