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Nota o rozprawie Richarda Dedekinda Stetigkeit
und irrationale Zahlen*

1. W XVII i XVIII wieku rachunek rézniczkowy byl rozwijany za pomoca liczb
nieskoniczenie matych i nieskoniczenie duzych w strukturach niearchimedesowych!.
Na przetomie XVIII i XIX wieku zaczeto stosowaé pojecie granicy. W latach
60. XIX wieku Carl Weierstrass zainicjowal technike e-§ i odpowiednio przefor-
mulowal podstawowe pojecia analizy. W rezultacie zwolennicy nowego paradyg-
matu musieli odpowiedzie¢ na pytanie, czym sa liczby stanowiace zakres zmien-
noéci € i 9. Pewne rozwigzania w tym zakresie funkcjonowaly juz w salach wy-
ktadowych Berlina, Halle czy Zurychu, ale dopiero w roku 1872 opublikowano
trzy prace zawierajace modele liczb rzeczywistych?. W nastepnym wieku udalo
sie ustali¢ ich izomorficznosé, jednak w roku 1872 nie bylo to wcale oczywiste
— z modelami tymi wiazano rézne (dzisiaj wiemy, ze nieréwnowazne) rozumienia
ciaglosci i co wazniejsze, liczby rzeczywiste nie byly jeszcze postrzegane jako ciato
uporzadkowane.

Pierwsza ze wspomnianych prac to Die Elemente der Functionenlehre Eduarda
Heinego®. Jej celem byly kompletne, pozbawione wszelkich luk dowody znanych
twierdzen o funkcjach rzeczywistych, takich na przyktad jak twierdzenie o przyj-
mowaniu wartoéci posredniej. Heine pisal: ,Ich prawdziwosé opiera sie [...] na
nie w pelni ustanowionej definicji liczb niewymiernych, w ktoérej czesto uwiklane
sg przedstawienia geometryczne, a mianowicie wytworzenie linii poprzez ruch”.
7 uwagi na teorie funkcji, konieczna okazala sie ,definicja” liczb rzeczywistych
z wyraznie okreslona arytmetyka i porzadkiem oraz definicja cigglosci funkcji.

*Note on Richard Dedekind’s memoir Stetigkeit und irrationale Zahlen.

ILiczby nieskonczenie mate nazywano ,infinitezymalami”, albo liczbami ,infinityzemalnymi”
i stad pochodzi nazwa ,analiza infinitezymalna” wystepujaca w rozprawie Dedekinda.

2Pierwsza konstrukcje liczb rzeczywistych zawiera artykut Ch. Méray, Remarques sur la nature
des quantités déjinies par la condition de servir de limites & des variable données, Revue des
Sociétés savantes, Sciences mathém. phys. et naturelles 2, IV, 1869, 281-289. Praca ta nie zostata
odnotowana przez matematyke niemiecka i nie wplynela na opisywang tu historie.

3E. Heine, Die Elemente der Functionenlehre, Journal fur die reine und angewandte Math-
ematik 74, 1872, 172-188; cytowane za: E. Heine, Elementy Teorii Funkcji, ti. J. Pogonowski,
Annales Universitatis Paedagogicae Cracoviensis Studia ad Didacticam Mathematicae Pertinen-
tia 4, 2014, 153-166.
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Druga z tej serii to publikacja Georga Cantora Uber die Ausdehnung eines
Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen*. Ta praca w pierwszym
rzedzie bylta po$wiecona pewnemu twierdzeniu o szeregach trygonometrycznych,
ktoére zostalo wyrazone za pomoca zupelnie nowego pojecia — pochodnej zbioru.
Cantor przyznaje w artykule, ze liczby rzeczywiste zajmuja go o tyle, o ile musi
ustanowié¢ bijekcje miedzy nimi a linig prosta. Powiazanie to traktowal — przynaj-
mniej w deklaracjach — jedynie jako retoryczny zabieg i pisal, ze ,,mozna mysle¢
o wielkosciach liczbowych jako przyporzadkowanych punktom prostej. Dla pogla-
dowosci (choé nie nalezy to do istoty rzeczy) postugujemy sie tym przedstawieniem
w dalszym ciagu i gdy méwimy o punktach mamy zawsze przed oczyma wartosci,
przez ktére sa one podane”. Znamienne jest jednak, ze nie zrezygnowal z reprezen-
tacji geometrycznej liczb nawet za cene osobliwego aksjomatu: ,kazdej wielkosci
liczbowej odpowiada ustalony punkt prostej, ktérego wspolrzedna jest réwna owej
wielkosci liczbowej”. To pokazuje, jak trudno bylo w roku 1872 oddzieli¢ liczby
rzeczywiste od reprezentacji geometryczne;j.

Trzecia wreszcie, to wydana w formie ksiazki rozprawa Richarda Dedekinda
Stetigkeit und irrationale Zahlen®. Ta praca nie zostala skierowana do pisma
naukowego; w przekonaniu autora miata charakter bardziej filozoficzny niz mate-
matyczny, jej celem bylo ,odnalezé¢ czysto arytmetyczne i w pelni precyzyjne pod-
stawy dla zasad analizy infinitezymalnej”. Dedekind odkryl, Ze jedno, odpowied-
nio wybrane twierdzenie moze spelni¢ role owych podstaw i pozwoli wyeliminowac
z dowoddéw ,,wyobrazenia geometryczne”:

Jakze czesto mowi sie, ze rachunek rézniczkowy zajmuje sie wielko$ciami cigglymi,
a jednak nigdzie nie przedstawia si¢ wyjasnienia tej ciaglosci i nawet najbardziej
precyzyjne przedstawienia rachunku rézniczkowego nie opieraja swoich dowodow
na ciaglosci lecz albo apeluja mniej lub bardziej $wiadomie do wyobrazen geome-
trycznych lub sugerowanych przez geometrie, albo zaleza od takich twierdzen, ktére
same nigdy nie sa dowodzone na sposéb arytmetyczny”.

Taka podstawowa role moze pelni¢ twierdzenie: , kazda wielko$é, ktéra wzrasta
stale, lecz nie w sposéb nieograniczony, musi zbliza¢ sie do pewnej wartosci gra-
nicznej”:

,Nalezy do nich na przyktad przywolane wyzej twierdzenie, a doktadne badania
przekonaly mnie, ze to twierdzenie, lub jakiekolwiek z nim réwnowazne, w pewien
sposéb moze by¢ uwazane za wystarczajaca podstawe dla analizy infinitezymalnej”.
Dedekind nie poprzestaje na tych uwagach i chce pokazaé, ze to ,,podstawowe
twierdzenie” wynika z ,definicji ciagtosci”:
,Chodzilo tylko jeszcze o to, aby wykryé jego [tj. wyzej podanego twierdzenia]
wlaéciwe Zroédto w elementach arytmetyki i przez to jednoczesnie uzyskaé rzeczy-
wista definicje istoty ciaglosci”

4G. Cantor, Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen,
Mathematische Annalen 5, 123-132; zob. takze G. Cantor, O rozszerzeniu pewnego twierdzenia
z teorii szeregow trygonometrycznych, tt. J. Pogonowski, ”Annales Universitatis Paedagogicae
Cracoviensis Studia ad Didacticam Mathematicae Pertinentia” 8, 2016, 169-177.

5R. Dedekind, Stetigkeit und Irrationale Zahlen, Friedrich Vieweg & Sohn, Braunschweig
1872. Dalej cytowana za Cigglosé i liczby niewymierne, tl. J. Pogonowski, w niniejszym tomie.
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Oceniajac plan rozprawy, z perspektywy wspolczesnej aksjomatyki liczb rzeczy-
wistych, otrzymujemy nastepujacy obraz: ,podstawowe twierdzenie” to zasada su-
premum (ZS), ,istota ciaglosci” to zupelno$é¢ w sensie Dedekinda (DC), czyli:
Zaden przekréj liczb rzeczywistych nie wyznacza luki. Na gruncie aksjomatéw
ciala uporzadkowanego ZS jest rownowazna DC, zatem ,istota ciaglosci” nie ma
wyréznionej pozycji. Podejscie Dedekinda jest jednak odmienne: przyjmuje on,
ze najwazniejszym pojeciem rachunku rézniczkowego jest ciagtosé i podstawy tej
dziedziny nalezy wyprowadzié¢ z ,istoty ciaglosci”.

Przedledzmy droge do tej ,istoty” i jej zwiazek z podstawami rachunku réz-
niczkowego.

2. Rozprawa Cigglosc i liczby niewymierne zbudowana jest z Przedmowy i siedmiu
paragraféw:

§1. Wlasnosci liczb wymiernych

§2. Poréwnanie liczb wymiernych z punktami linii proste;j

§3. Ciaglo$¢ linii prostej

§4. Stworzenie liczb niewymiernych

§5. Ciaglos¢ dziedziny liczb rzeczywistych

§6. Rachowanie na liczbach rzeczywistych

§7. Analiza infinitezymalna

W Przedmowie Dedekind pisze o motywacji swoich badan i krétko omawia
prace Heinego i Cantora: Die Elemente der Functionenslehre oraz Uber die Aus-
dehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen. O pierwszej
z nich pisze:

,W istocie zgadzam sie co prawda w zupelnosci z trescia tej rozprawy, bo przeciez
nie moze by¢ inaczej, ale szczerze wyznam, ze moje przedstawienie wydaje sie
prostsze w formie i bardziej precyzyjne w ujeciu zasadniczej kwestii”.

Natomiast rozprawe Cantora tak komentuje:

,Pobiezne przejrzenie tej pracy pozwala na stwierdzenie, ze aksjomat 2 w jej §2,
pomijajac zewnetrzna postaé¢ sformutowania, w pelni zgodny jest z tym, co ponizej
w §3 oznaczam jako istote ciaglosci”.

Zmaczace jest, ze i Heine, i Cantor jako aksjomat ciaglosci podali warunek,
ktéry wspolczeénie nazywamy zupelnoscia w sensie Cauchy’ego®. W rozprawie
Dedekinda natomiast cigglo$é wyraza zdanie DC. Warunek Dedekinda jest pelnym
— jesli tak wolno powiedzie¢ — aksjomatem ciaglodci, natomiast zupetnosé w sen-
sie Cauchy’ego dopiero w koniunkcji z aksjomatem Archimedesa stanowi aksjomat
ciaglosci. Zaleznosci te rozpoznano na poczatku XX wieku, gdy sformutowano
aksjomaty liczb rzeczywistych. Dedekind nie widziat réznicy miedzy jego charak-
terystyka ciaglosci, a ta podana przez Heinego czy Cantora.

A oto przeglad kolejnych paragraféw”.

6Zob. P. Blaszczyk, Nota o rozprawie Eduarda Heinego Elemente der Functionenlehre, An-
nales Universitatis Paedagogicae Cracoviensis. Studia ad Didacticam Mathematicae Pertinentia
6, 2014, 139-152 oraz P. Blaszczyk, Nota o Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie
der trigonometrischen Reihen Georga Cantora, Annales Universitatis Paedagogicae Cracoviensis.
Studia ad Didacticam Mathematicae Pertinentia 8, 2016, 155-166.

7Szczegblows, analize rozprawy Dedekinda, ze wskazaniem wszystkich niejawnych zalozen
dotyczacych liczb wymiernych i rzeczywistych przedstawiliémy w: P. Blaszczyk, Analiza filo-
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3. W pracach Heinego i Cantora przyjmowano, ze liczby wymierne sa zrozu-
miale same przez sie, to za$, co wymaga wyjasnienia, to liczby niewymierne.
Takie podejscie jest zaznaczone w tytule Stetigkeit und irrationale Zahlen, ale fak-
tycznie w rozprawie wyglada inaczej. Paragraf pierwszy po$wiecony jest liczbom
wymiernych i juz tu podejscie Dedekinda okazuje si¢ bardzo oryginalne. Liczby
wymierne sa okreslone jako zbiér z porzadkiem, zamkniety na cztery dzialania
(R, +,—,,+, <)% Dedekind nie zatrzymuje sie przy wlasnoéciach dziatan, jak
przemiennos$é czy rozdzielnoéé, podkresla jedynie ich zamknietosé i przechodzi do
charakterystyki porzadku <, a ta okazuje sie wyjatkowo rozbudowana w poréwna-
nia z innymi pracami tego okresu®. Tak wiec porzadek spelnia prawo trychotomii,
jest przechodzi'?, gesty, a ponadto kazda liczba wymierna dzieli o$ (R, <) na dwie
klasy Ap, As, ktére sa nieskoniczone i takie ze

A1 UAy =R, oraz (Vo € A1)(Vy € A2)(x < ).

4. Podobienstwo miedzy liczbami wymiernymi a linig prostg opiera si¢ na poroéwna-
niu struktur porzadkowych. Prosta jest rozumiana jako para (L, <), gdzie porzadek
=<, Llewy-prawy”, spelnia prawo trychotomii, jest przechodni, gesty, a ponadto
kazdy punkt dzieli prosta na dwa nieskonczone i takie podzbiory Py, Ps, ze

PLUP, =1L, oraz (Vx € P)(Vy € Py)(z < y).

Dalej Dedekind szkicuje funkcje zanurzajaca R w L, ktéra zachowuje porzadek:

»Ta analogia miedzy liczbami wymiernymi a punktami linii prostej staje sie, jak
wiadomo, rzeczywistg odpowiednioscia, jesli wybierzemy na prostej ustalony punkt
poczatkowy lub zerowy o oraz wybierzemy jakas okreslona jednostke dtugosci dla
mierzenia odcinkéw”.

Oznaczajac odcinek jednostkowy jako e, funkcja ta jest odwzorowaniem miedzy
strukturami (R, <,0,1) oraz (L, =<,0,e). Wybdr odcinka e pozwala przyporzad-
kowaé najpierw liczbom calkowitym, a nastepnie — na podstawie twierdzenia VI.9
z Elementéw Euklidesa — wszystkim liczbom postaci .- punkty na linii proste;j.

4.1 Przejscie do paradygmatu czysto arytmetycznego nastepuje w paragrafie trze-
cim. Otwiera go nastepujace zdanie:

zoficzna rozprawy Richarda Dedekinda Stetigkeit und irrationale Zahlen, Wydawnictwo Naukowe
AP, Krakéw 2007, s. 20-68.

87Zbiér liczb wymiernych oznaczamy litera R, tak jak w rozprawie Dedekinda, w przy-
padku liczb rzeczywistych oraz przekrojow takze powtarzamy oznaczenia z pierwszego wydania
rozprawy. Dedekind jest pod tym wzgledem konsekwentny: liczby wymierne R oraz ich przekroje,
jak (A1, A2), oznacza czcionka prosta, liczby rzeczywiste oraz ich przekroje — tymi samymi lit-
erami, ale czcionka gotycka, odpowiednio R oraz (2,,2,). Dodajmy wreszcie, ze w roku 1872
rozprawa byla drukowana czcionka gotycka. Wszystko to jest o tyle wazne, ze pewne subtelne
rozréznia, dla ktorych Dedekind nie mial poje¢ matematycznych, zostaly oddane w warstwie
oznaczen literowych.

9W podreczniku autorstwa Hermanna Grassmanna, Lehrbuch der Arithmetik fiir hohere
Lehranstalten, Enslin, Berlin 1861, podana jest definicja porzadku liniowego oraz jego zgod-
nos$¢ z dodawaniem. To jedna praca z tego okresu, o ktorej wiemy, ze podobnie jak rozprawa
Dedekinda, zauwaza role porzadku liniowego w arytmetyce.

10Te dwa warunki, tj. prawo trychotomii oraz przechodnio$é, sa réwnowazne liniowosci
porzadku.
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,2Najwazniejszy jednakze jest teraz fakt, ze na prostej L jest nieskoriczenie wiele
punktéw, ktére nie odpowiadaja zadnej liczbie wymiernej”.

Argument Dedekinda sprowadza sie do stwierdzenia, ze w elementarnej geo-
metrii znane sa diugosci, czyli odcinki, niewspotmierne z odcinkiem jednostkowym,
skad wynika, ze funkcja okreslona w poprzednim punkcie nie jest surjekcja. W tym
celu przywoluje on potoczne opinie na temat wielkoéci niewspotmiernych odkry-
tych przez Grekdéw. Drzisiaj wiemy, rozumowania te byly oparte na algorytmie
aviugaipeoic (Euklides, Elementy, X.2) i na przyklad z faktu, ze przekatna oraz
bok kwadratu nie sa wspolmierne nie wynika od razu, ze ,Jesli odlozymy taka
dlugosé¢ [jak np. przekatna kwadratu o boku e — P.B.] od punktu o na prostej,
to otrzymamy punkt koncowy, ktory nie odpowiada zadnej liczbie wymiernej”.
Aby takie wnioskowanie bylo ,Sciste”, nalezy przywolaé twierdzenie dotyczace
utamkéw tanicuchowych: Ulamkom nieskoniczonym odpowiadaja liczby rzeczywiste
niewymierne, skoficzonym — wymierne'!.

Zrazu wydaje sie, punktéw na prostej jest po prostu wiecej: ,prosta L jest
nieskoniczenie bogatsza w indywidua punktowe niz dziedzina R liczb wymiernych
w indywidua liczbowe”. Odpowiednio, na osi (R, <) jest mniej punktéw, co Dede-
kind identyfikuje jako ,istnienie luk”:

,2Powyzsze poréwnanie dziedziny R liczb wymiernych z linia prosta doprowadzi-
lo do rozpoznania w tej pierwszej istnienia luk, niezupelnosci lub nieciagtosci,
podczas gdy linii prostej przypisujemy zupelnosé, brak luk lub ciagtosé. Na czym
wlasciwie polega owa ciaglosé? Wszystko zawarte musi by¢ w odpowiedzi na to
pytanie i tylko przez nia uzyska sie¢ naukowa podstawe dla badania wszystkich
dziedzin ciaglych”.

W nastepnym akapicie pojecie to zyska techniczny sens i cigglo$é zostanie
zdefiniowana jako brak luk; Dedekind troche patetycznie pisze nawet o istocie
cigglodci: LIstote ciaglodci odnajduje [...] w nastepujacej zasadzie”:

,Jesli wszystkie punkty linii prostej wpadaja do dwoch klas tego rodzaju, ze kazdy
punkt pierwszej klasy lezy na lewo od kazdego punktu klasy drugiej, to istnieje
jeden i tylko jeden punkt, ktéry dostarcza tego podzialu wszystkich punktéw na
dwie klasy, tego rozciecia linii prostej na dwa kawaltki”.

Jakkolwiek zdanie to traktuje o ,linii prostej”, to z dalszego przebiegu rozprawy
wynika, ze chodzi w nim o dowolny zbiér liniowo uporzadkowany (X, <), gdzie
porzadek < jest gesty. Klasy, o ktérych tu mowa — oznaczmy je jako A, B — tworza
przekréj (X, <), co znaczy

AUB =X, oraz (Vzxe A)(Vy € A)(x < vy).

Biorac pod uwagg to, co dzieje si¢ ,na styku” zbioréw A, B, sa cztery mozli-
wodéci, przedstawione na ponizszym rysunku.

11Zob. W. Narkiewicz, Teoria liczb, PWN, Warszawa 1977. Zauwazmy jednak, ze twierdzenia
o utamkach tancuchowych zaktadaja arytmetyke liczb rzeczywistych zapoczatkowang w rozprawie
Dedekinda.
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Fig. 1. Przekroje zbioru liniowo uporzadkowanego

Czarne kropki w przypadku (1) oznaczaja, ze w klasie A istnieje element naj-
wiekszy 1 w klasie B istnieje element najmniejszy. Z uwagi na gesto$é¢, w zbiorze
(X, <) nie istnieja przekroje tego typu, co wiecej, mozna pokazaé, ze gesto$é
porzadku jest réwnowazna warunkowi, iz zaden przekrdj nie jest typu (1).

Biale kropki w przypadku (2) oznaczaja, ze ani w klasie A nie ma elementu
najwiekszego, ani w klasie B nie ma najmniejszego. Przekroje tego typu to luki
(w technicznym sensie).

Przypadek (3) obrazuje taki przekrj, ze w klasie A nie ma elementu najwiek-
szego, a w klasie B jest element najmniejszy. W przypadku (4) w klasie A jest
element najwiekszy, a w klasie B nie ma elementu najmniejszego.

Definicja ciaglosci sprowadza sie do stwierdzenia, ze kazdy przekrdj zbioru
(X, <) jest typu (3) albo (4).

Spéjrzmy teraz na rewers ciaglodci — nieciggtosé. W §4 Dedekind wskazuje, ze
oS liczb wymiernych (R, <) jest nieciagla:

»W tej wlasnosci, iz nie wszystkie przekroje [osi (R, <) — P.B.] sa wytworzone przez
liczby wymierne zasadza si¢ niezupelnosé lub niecigglosé dziedziny R wszystkich
liczb wymiernych”.

Przekréj ,wytworzony przez liczbe wymierna” ¢ jest postaci

Ai={ceR:c<q}, As={ceR:c>q},

lub
A1={c€R:¢c<q}, Ay={ceR:c>q}.

W pierwszym przypadku jest on typu (3), w drugim — typu (4). Porzadek liczb
wymiernych jest gesty, wiec na osi (R, <) nie ma przekrojéw typu (1). Nieciaglosé
liczb wymiernych polega wiec na tym, ze istnieja przekroje typu (2) (zob. Fig. 2).
Nieskoriczenie wiele przekrojéw tego typu wskaze Dedekind w §4.

(2) O O
(3) O @
(4) ® O

Fig. 2. Przekroje osi liczb wymiernych

4.2 Kluczowe dla filozoficznej wymowy rozprawy jest nastepne zdanie:

,Jesli teraz chcemy, a to wlasnie jest nasze zyczenie, oddaé¢ na sposob arytmetyczny
wszystkie zjawiska na prostej, to liczby wymierne do tego nie wystarcza, a stad jest
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bezwarunkowo konieczne, aby instrument R, ktory zostal skonstruowany poprzez
stworzenie liczb wymiernych, uczyni¢ istotnie subtelniejszym poprzez stworzenie
nowych liczb tego rodzaju, by owa dziedzina liczbowa uzyskata te sama zupetnosé,
lub, jak chcemy teraz powiedzieé, te sama cigglosé, co linia prosta”.

Dedekind co prawda pisze, ,chcemy [...] oddaé na sposéb arytmetyczny wszyst-
kie zjawiska na prostej”, ale w Przedmowie cel rozprawy zostal inaczej sformutowa-
ny, mianowicie: ,odnalezé czysto arytmetyczne i w peini precyzyjne podstawy dla
zasad analizy infinitezymalnej”. Celem jest wiec nie tyle arytmetyzacja geometrii,
ile zbudowanie struktury arytmetycznej, ktéra z uwagi na ciagtosé, bedzie podobna
do linii prostej. Perspektywa arytmetyczna jest zreszta podkreslana w rozprawie
wielokrotnie. Czytamy:

,Zwyklte jak dotad wprowadzenie liczb niewymiernych wiaze si¢ mianowicie bez-
posrednio z pojeciem wielkosci rozciaglej — ktére samo jednak nie jest nigdzie
precyzyjnie zdefiniowane — i objasnia liczbe jako wynik mierzenia jednej takiej
wielkosci przez druga tego samego rodzaju. Zamiast tego, zadam, aby arytmetyka
byla rozwijana sama z siebie”.

Obok ewidentnych odniesien geometrycznych, po stronie niearytmetycznej
umieszcza Dedekind takze antyczna teorie proporcji. Newton, a pdzniej Euler
definiowali liczbe jako stosunek wielko$ci, przez co rozumieli pojecia pochodzace
z Ksiegi V Elementéw'?. Jednym z pojeé¢ technicznych teorii Euklidesa byto tez
mierzenie. Dedekind zas wskazuje, ze z tego pojecia nie da sie wyprowadzi¢ definicji
liczby zespolonej, a w przypisie dodaje:

,wedle mojego ujecia, pojecie stosunku pomiedzy dwiema wielko$ciami tego samego
rodzaju moze dopiero wtedy zostaé¢ jasno opracowane, gdy liczby niewymierne
zostaty juz wprowadzone”.

W tym miejscu ma na uwadze definicje stosunku, jako ilorazu dwéch liczb
rzeczywistych. Faktycznie, wspolczesnie tak rozumiane jest to pojecie, ale — po-
wtérzmy — nie ma to zwiazku z matematyka grecka's.

Watek geometryczny, w tym linii prostej, ma wylacznie dydaktyczny charak-
ter i jest prowadzony tylko do miejsca, w ktérym sformulowana zostanie zasada
cigglosci. Dedekind tak charakteryzuje swoja metode:

»Tak jak liczby ujemne oraz ulamki wymierne wprowadzane sa w swobodnym akcie
twérczym i jak prawa rachowania na tych liczbach musza i moga by¢ sprowadzone
do praw rachowania na dodatnich liczbach catkowitych, tak tez nalezy dazy¢ do
tego, aby liczby niewymierne zostaly w pelni zdefiniowane wylacznie poprzez liczby
wymierne”.

Jest tez swiadom, ze nie mozna udowodnié, iz linia geometryczna jest ciagta
W pOwWYyZzZszym sensie:
,Przyjecie tej wlasnosci linii prostej jest niczym innym jak aksjomatem, dopiero
na mocy ktérego przyznajemy linii prostej jej ciaglo$é, na mocy ktérego wmyslamy
sie [hineindenken] w ciaglo$é linii prostej. Jesli przestrzeri ma w ogdle jakas realna

12Faktycznie, w teorii Euklidesa sens matematyczny ma tylko proporcja, a nie stosunek; zob.
P. Blaszczyk, K. Mréwka, Fuklides, Elementy, Ksiegi V-VI. Tlumaczenie i komentarz, Coper-
nicus Center Press, Krakéw 2013, s. 98-126.

13Zob. ibidem, s. 176-178.
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egzystencje, to wcale nie musi koniecznie by¢ ciagla; niezliczone jej wlasnosci po-
zostalyby takie same, gdyby byla nieciagta. I gdyby$my wiedzieli z pewnoscia, ze
przestrzen jest nieciagla, to i tak nic nie mogtoby nas powstrzymaé, gdybySmy tego
chcieli, aby w my$li uczyni¢ ja ciagta, poprzez wypetnienie jej luk; to wypelnie-
nie polegaloby jednak na tworzeniu nowych indywiduéw punktowych i musiatoby
zosta¢ przeprowadzone wedle powyzszej zasady”.

Wobec powyzszego, uwaga , by owa dziedzina liczbowa [tj. liczby rzeczywiste
— P.B.] uzyskala te sama zupelno$é, lub, jak chcemy teraz powiedzieé, te sama
cigglosé, co linia prosta” nie ma sensu matematycznego: o linii prostej nie mozna
udowodnié, ze jest ciagla, natomiast w §5 Dedekind dowodzi, ze porzadek liczb
rzeczywistych jest ciagly. Linia prosta — pomijajac fakt, ze jest ono bardzo niedo-
okreslonym obiektem — nie jest wzorcem ciaglosci. Ostatecznym kryterium definicji
cigglosci jest nie to, ze linia prosta posiada tak rozumiana ciaglosé, ale fakt,
ze z definicji cigglosci mozna wyprowadzi¢ podstawowe twierdzenia rachunku
rozniczkowego

5. Paragraf czwarty rozwija juz paradygmat arytmetyczny, nalezy jedynie dopo-
wiedzieé, ze rozumiemy przez to strukture, ktéra wspélczesnie nazywa sie cialem
uporzadkowanym. Dedekind zaczyna od definicji przekroju:

»Jesli teraz dany jest jakikolwiek podzial systemu R na dwie klasy A;, Ag, ktory
ma tylko te wlasno$é¢ charakterystyczna, ze kazda liczba a; w A; jest mniejsza od
kazdej liczby as w Ao, to dla zwieztosci bedziemy nazywacé taki podzial przekrojem
i oznaczaé przez (A, As)”.

Na osi (R, <) kazda liczba wymierna wyznacza przekrdj, gdy za$ dany jest
przekréj (Aq, As) typu (3) lub (4), to jest ,on wyznaczony przez owa najwigksza
lub najmniejsza liczbe wymierna” (zob. Fig. 2).

Dla rozwijanej teorii kluczowe jest stwierdzenie, ze istnieja przekroje (R, <)
typu (2):

»istnieje tez nieskonczenie wiele przekrojéw, ktore nie sa wytworzone przez zadng
liczbe wymierna”.

Spéjrzmy na dowdd. Niech D bedzie liczba naturalng, ktéra nie jest kwadratem,
D =2,3,5 itd. Przekréj (A1, A2) definiowany jak nastepuje:

Al = R\AQ, Ay = {q € R+ : q2 > D}

w(w2+3D)

Przyjmujac y = =555~ dostajemy
2x(D — z? 2_ D)3
yop= D=2 s o @ DF
3z2+D (3z2 + D)2

Gdy z > 0iz?2 < D, toy > z oraz y?2 < D. Zatem dla kazdego = € A;, istnieje
takie y € Ay, ze y > x. To oznacza, ze w A; nie ma najwiekszej liczby. Z drugiej
strony, gdy = € Ag, to y < x oraz y?> > D. To oznacza, ze w klasie Ay nie ma
najmniejszej liczby.

Opisany wyzej przekrdj (A, As) zostal zdefiniowany za pomoca dziatan aryt-
metycznych w R. Gdyby$my chcieli uzupelni¢ wszystkie szczegoty tego rozumowa-
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nia, to musielibyémy przyjaé, ze liczby wymierne stanowig cialo uporzadkowane
(Ra +, Oa 17 <)14'

»W tej wlasnosci, iz nie wszystkie przekroje sa wytworzone przez liczby wymierne
zasadza si¢ niezupelno$¢ lub nieciaglosé dziedziny R wszystkich liczb wymiernych”.

Po zidentyfikowaniu luk w (R, <) Dedekind przechodzi do definicji liczby nie-
wymiernej:

»Za kazdym razem, gdy przedlozony jest przekr6j (Aj, As), ktéry nie jest wy-
tworzony przez zadna liczbe wymierna, stwarzamy [erschaffen wir] pewna nowa
liczbe niewymierng o, ktéra mozemy poczytywaé za w pelni zdefiniowana przez
ten przekrdj (A1, A2); bedziemy méwié, ze liczba o odpowiada temu przekrojowi,
lub ze wytwarza ten przekrdj. Odtad zatem kazdemu ustalonemu przekrojowi
odpowiada jedna i tylko jedna liczba wymierna lub niewymierna i uwazamy dwie
liczby za rozZne zawsze i tylko wtedy, gdy odpowiadaja one istotnie réznym przekro-
jom”.

Z perspektywy ontologicznej, liczba wymierna ma dwa przedstawienia albo jest
elementem R, albo przekrojem (R, <) ,wytworzonym” przez dana liczbe. Niektore
sformulowania rozprawy sugeruja, ze z liczbami niewymiernymi jest podobnie, ze
swytwarzaja” one przekroje osi liczb rzeczywistych (R, <): ,bedziemy méwié, ze
liczba [niewymierna] a odpowiada temu przekrojowi lub ze wytwarza ten przekréj”.
W tym przypadku nie ma jednak zadnego innego obiektu poza przekrojem (R, <)
typu (2). Te odmienno$é prébuje Dedekind oddaé zwrotem erschaffen wir, ktéry
jednak nie ma zadnego matematycznego znaczenia.

W zbiorze wszystkich przekrojéow (R, <), czyli w dziedzinie R, Dedekind wpro-
wadza najpierw porzadek. W tym celu formutuje kilka wlasnosci przekrojéow.

1. ,Przekrdj (A1, As) jest [...] w pelni okredlony, gdy znana jest jedna z obu
klas, np. pierwsza A;”'°

2. Dwa przekroje (41, A2), (B1, Bs) sa rézne jesli zbiér Ay \ By lub By \ A
zawiera nieskonczenie wiele liczb wymiernych. Warunek ten wynika z faktu, ze
istnieja dwa przekroje odpowiadajace liczbie wymiernej; wtedy réznica odpowied-
nich klas dolnych zawiera tylko jedna liczbe; w pozostatych przypadkach réznica
klas dolnych zawiera co najmniej dwie liczby wymierne, a stad, po uwzglednieniu
gestosci, wynika, ze jest ich nieskonczenie wiele.

Odpowiednio, dwa przekroje sa rowne, gdy ich klasy dolne réznia si¢ co naj-
wyzej jednym elementem.

3. Jesli przekroje (A1, As), (B1, B2) sa rézne (w znaczeniu opisanym wyzej),
gdzie pierwszy wyznacza liczbe a, a drugi 8, i zachodzi By C Ay, to a > 3.

4. Prawo trychotomii dla przekrojow

,Jako iz wszystkie przypadki zostaly wyczerpane, wynika z tego, ze z dwoch

147 darza sie, ze streszczajac rozprawe Dedekinda przekrdj ten jest przestawiany w postaci
Az = R\ A1, A1 = {qg € Ry : ¢ < V/2}. To jest bledne ujecie, liczba niewymierna nie moze
wystapi¢ w tej definicji, wrecz przeciwnie — liczba v/2 jest definiowana jako przekréj (A1, Az),
gdzie D = 2. Z drugiej strony, wiadomo, ze nie mozna przyjaé ograniczenia, iz rozwazane sg
jedynie przekroje definiowane przez formulty w jezyku teorii cial uporzadkowanych.

15G. Peano w roku 1899 podal zmodyfikowana wersje konstrukcji Dedekinda, w ktérej liczba
rzeczywiste jest utozsamiana nie z przekrojem liczb wymiernych, ale tylko z klasa dola; zob.
G. Peano, Sui numeri irrazionali, Revista di Matematica 6, 126—140.
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roznych liczb jedna koniecznie musi by¢ wigksza, a druga mniejsza, co daje dwie
mozliwoéci. Trzeci przypadek jest niemozliwy”.
Bardzo ciekawa jest kolejna uwaga dotyczaca terminologii:

»Miescilo sie to juz w wyborze komparatywu (wiekszy, mniejszy) na oznaczenie
zwigzku miedzy «, (3; ale wybdr ten dopiero teraz, po fakcie, jest uzasadniony”.

Wynika stad, ze prawo trychotomii utozsamia Dedekind z liniowo$cig porzadku.
Faktycznie, prawo to wprost wystepuje Euklidesa i Arystotelesa w zwigzku z poréw-
naniem wiekszy-mniejszy. Ale z perspektywy wspoélczesnej wiemy, ze aby porzadek
byl liniowy musi spelnia¢ prawo trychotomii i byé¢ przechodni.

5. Niech liczba « bedzie wyznaczona przez przekréj (Ap, Az). Wowezas dla
dowolnej liczby wymiernej ¢ € R zachodzi

c<a=c€A;, c>a=ce A, (1)

»[J]esli liczba « sama jest wymierna, to moze ona naleze¢ do jednej lub drugiej
klasy”.

W tym wnioskowaniu Dedekind wykorzystuje podwdjne przedstawienie liczby
wymiernej — moze by¢ ona przekrojem (R, <) albo elementem R — co wiecej, ele-
ment R jest poréwnywany z przekrojem (R, <). Ta dwoistos¢ bedzie wykorzystana
w dowodzie kolejnej, niezmiernie waznej wtasnosci.

6. Niech dalej a bedzie wyznaczona przez przekréj (Ai, As), zas [ przez
przekrdj (By, Ba).

SJesli a > B, czyli istnieje tez nieskonczenie wiele liczb w Aj, ktore nie naleza do
By, to istnieje réwniez nieskoriczenie wiele takich liczb, ktore sa jednoczesnie rézne
od « i f; kazda taka liczba wymierna ¢ jest < «, poniewaz nalezy do Aj i jest
jednoczesnie > 3, poniewaz nalezy do By”.

Faktycznie, z (1) dostajemy

ceAi=>c<a ce€Ar=c>a. (2)

Wisréd liczb wymiernych nalezacych do A1\ By sa takie, ktore spelniaja warunek
a > ¢ > (. Stosujac to samo rozumowanie do pary «,c, otrzymamy — miedzy «
i B lezy nieskonczenie wiele liczb wymiernych. Innymi slowy zbiér R jest gesty
w dziedzinie liczb rzeczywistych (R, <).

Wilasnosé ta okaze sie kluczowa w dowodzie ciaglosci (R, <). Wiemy, ze w ciele
uporzadkowanym warunek ten jest réwnowazny aksjomatowi Archimedesa; za-
piszmy go w najbardziej znanej postaci:

(Va,y)(3An)(0 < x < y = nxz > y).

W matematyce greckiej aksjomat Archimedesa funkcjonowal jako definicja
V.4, w matematyce nowozytnej zostal zidentyfikowany dopiero w roku 1885'6,
u Dedekinda wystepuje za$ pod postacia osrodkowoéci. Dodajmy, ze ani Heine, ani

16Zob. P. Blaszczyk, Nota o rozprawie Otto Holdera Die Axiome der Quantitit und die Lehre
vom Mass, Annales Universitatis Paedagogicae Cracoviensis. Studia ad Didacticamm Mathema-
ticae Pertinentia 5, 2013, 129-144.
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Cantor nie wprowadzili do swoich prac aksjomatu Archimedesa w zadnej postaci
w sposéb jawny.

6. Dziedzina (R, <) jest liniowo uporzadkowana, co oznacza, ze spelnia warunki
(1)—(3) przedstawione w §1. Ponadto porzadek < jest ciagly. Czytamy:

»Jedli system R wszystkich liczb rzeczywistych rozpada si¢ na dwie klasy 2A; oraz
2y tego rodzaju, ze kazda liczba a; klasy 2; jest mniejsza od kazdej liczby aq
klasy 2, to istnieje jedna i tylko jedna liczba «, przez ktéra ten rozklad jest
wytworzony”.

Innymi slowy, kazdy przekrdj osi (R, <) jest typu (3) lub (4) (zob. wyzej
Fig. 2).

Dowéd Dedekinda jest nastepujacy. Przekr6j (2(p,%ds2) systemu (R, <) wy-
znacza, przekrdj (Aj, As) systemu (R, <), mianowicie:

Ai={ceR:cey}, As={ceR:ceU}.

Niech liczba rzeczywista « bedzie wyznaczona przez (A;, As). Zostaje pokazad,
ze liczba ta jest albo najwieksza w klasie %1, albo najmniejsza w klasie 2s, tj.

BeA=pB<a peAy=a<p.
Wobec trychotomii oraz wlasnosci 2; Uy = R, warunki te oznaczaja
b<a=peA, a<f=pecAs.

I wlasnie te implikacje sa dowodzone w rozprawie.

Niech wiec 8 < a. Z gestosci R w R wynika, ze miedzy i « lezy jakas liczba
wymierna, $ < ¢ < «, gdzie ¢ € R. Dalej, skoro ¢ < a, to ¢ € A; 1 w konsekwencji
c € U,. A skoro 8 < ¢, to zachodzi takze 8 € 21;. Podobnie dowodzona jest druga
implikacja. Ostatecznie:

ykazda liczba 8 rézna od a nalezy do klasy 21 lub do klasy 2ls, w zaleznosci od
tego, czy B < « czy tez B > a; w konsekwencji sama « jest albo najwieksza liczba
w 21 lub najmniejsza liczbg w s, tj. « jest jedna i oczywiscie jedyna liczba, przez
ktora wytworzony jest rozklad R na klasy 2A; oraz 205, co nalezalo wykazaé”.

7. W paragrafie széstym definiowana jest arytmetyka przekrojéw. Dedekind po-
kazuje, jak dzialania na liczbach rzeczywistych mozna ,sprowadzi¢ do dziatan na
liczbach wymiernych”.

»Aby sprowadzi¢ rachowanie na dwoch liczbach rzeczywistych a, 8 do rachowania
na liczbach wymiernych trzeba tylko zdefiniowaé przez przekroje (Ap, As) oraz
(B1, Ba), ktére sa wytworzone przez liczby a i 8 w systemie R, przekrdj (Cq, Cs),
ktoéry ma odpowiadaé¢ wynikowi rachowania ~”.

Przekréj (Cy,Cs), ktéry ma wyznaczaé sume « + 3 definiowany jest jak na-
stepuje:

Cl = {01 cR: (30,1 c Al)(EIbl c Bl)(Cl <ai+ bl)}, CQ = R\Cl

Tak zdefiniowane dodawanie po zawezeniu do liczb wymiernych sprowadza si¢
do ,,zwyklego” dodawania:
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,Nie narusza si¢ przy tym definicji obowiazujacej w arytmetyce liczb wymiernych,
gdy we wszystkich przypadkach przez sume o + 8 dowolnych dwdéch liczb rzeczy-
wistych «, 8 rozumie sie te liczbe vy, przez ktéra wytworzony jest przekrdj (Cq, Ca)"

Pominiemy dalsze szczegdly, aby zwrdcié¢ uwage na kwestie, ktora w ogdle
nie zostala zauwazona w omoéwieniach Stetigkeit und irrationale Zahlen. Ot6z
wprowadziwszy dzialania na przekrojach, Dedekind zauwaza, ze odpowiednie pra-
wa, jak np. rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania, mozna otrzymac nie przez
bezpoérednie sprawdzenie, a za pomocg szczegdlnego tricku:

Jlatwo sie przekonaé, ze wszystko tu sprowadza sie do tego, aby udowodnié¢, ze
same operacje arytmetyczne posiadaja pewna ciaglosé [Stetigkeit]”.

Dedekind przyjmuje, aby dodawanie i mmnozenie potraktowaé¢ jako funkcje
ciagle dwéch zmiennych:

,Jesli liczba A jest wynikiem rachunku na liczbach «, 3,7, ... oraz A lezy wewnatrz
przedziatu L, to mozna podaé przedzialy A, B, C, ..., w ktérych leza, odpowiednio,
liczby «, 8,7, .. ., tego rodzaju, ze wynik tego samego rachunku, w ktérym zamie-
nimy liczby «, 3,7, ... na dowolne liczby z przedzialéw, odpowiednio, A, B,C, ...
bedzie zawsze liczba lezaca wewnatrz przedziatu L”.

W przypadku dodawania definicje te mozna tak zapisaé¢

(VL)(3A, B)(Vz € A)(Vy € B)(z +y € L),

przy czym L, A, B sa takimi przedzialami, ze A\ € L, a« € A, f € B oraz A = a+ (.

Korzystajac z ciaglosci dzialan oraz gestosci R w SR mozna pokazaé, ze odpo-
wiednie wlasnosci w ciele liczb wymiernych ,,przenosza sie” na dziatania w ciele
liczb rzeczywistych.

,Odstraszajaca ociezalo$é zwiazana z wyrazeniem takiego twierdzenia [jak rozdziel-
no$é¢ mnozenia wzgledem dodawania — P.B.] przekonuje nas, ze trzeba co$ uczynicé,
aby dopomoc jezykowi; w istocie, osiagniete to moze by¢ w sposéb najdoskonal-
szy, gdy wprowadzi sie pojecia zmiennych wielkosci, funkcji, wartosci granicznej
i przy tym najbardziej celowe bedzie oprzeé definicje nawet najprostszych operacji
arytmetycznych na tych pojeciach; co jednak tutaj nie moze by¢ dalej rozwijane”.

W §6 znajdujemy wiec, po pierwsze, definicje ciagloéci funkcji, po drugie,
idee, aby liczby rzeczywiste ujaé jako cialo topologiczne, czyli cialo algebraiczne,
w ktérym dzialania (dodawanie, mnozenie, oraz operacje z — —x, ¥ — x~!) sa
ciagte'”.

8.1 W ostatnim paragrafie Dedekind wraca do pytania, jak z ,istoty ciaglosci”
wynikajg podstawowe twierdzenia rachunku rézniczkowego:

,Nalezy tu na koniec objasni¢ zwiazek miedzy naszymi dotychczasowymi rozwaza-
niami a pewnymi gtéwnymi twierdzeniami analizy infinitezymalnej”.
Wybrane zostaja dwa twierdzenia. Pierwsze brzmi”

(T1) ,,Jesli wielko$¢ x rosnie stale, ale nie ponad wszelkie granice, to zbliza si¢ ona
do wartosci granicznej”.

Dowéd poprzedza definicja pojecia ,wielkosci zblizajacej sie do wartosci gra-
nicznej”:

17Z0b. P. Blaszczyk, Analiza filozoficzna... , op. cit., 291-300.
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,Mowi sie, ze wartos¢ zmienna x, ktora przebiega kolejne okreslone wartosci liczbo-
we zbliza sie do ustalonej wartosci granicznej o, gdy x w przebiegu tego procesu
ostatecznie znajdzie sie miedzy kazdymi dwiema liczbami, miedzy ktérymi lezy
sama «, lub, co jest tym samym, gdy warto$¢ bezwzgledna réznicy x — « staje sie
ostatecznie mniejsza od kazdej danej, roznej od zera wartosci”.

O ile druga cze$¢ zdania mozemy zapisa¢ formula

(Ve > 0)(Ja — z| <€)

i w tym sensie jest ona zrozumiala, to pojecie ,wielko$¢ zmienna z” wymaga inter-
pretacji. Moze by¢ ono rozumiane albo jako ciag liczb rzeczywistych (z,,), albo jako
podzbiér liczb rzeczywistych, X C R. W pierwszym przypadku zwrot ,wielkos¢
zmienna x zbliza si¢ do pewnej statej granicy a” bedzie interpretowany jako granica

ciagu, « = lim z,. W drugim — jako kres zbioru, o = sup X. Wéwczas twierdzenie
n—oo

T1 bedzie interpretowane odpowiednio albo jako (1) Ciag rosnacy i ograniczony
z gbry posiada granice, albo (2) Zbiér niepusty i ograniczony z géry posiada supre-
mum.
W Stetigkeit podany jest dowod implikacji DC' = ZS, co znaczy, ze musimy
przyjaé interpretacje druga'®. Jest to klasyczny, powtarzany do dzisiaj dowdd.
Niech wiec X C R bedzie zbiorem ograniczonym z géry. Definiujemy pare zbiordw

(Q[l,glg):
W ={p eR:Tx e X[z > o]}, Ur={azs€eR:Vre X[r <]}

Ograniczonos$é X oznacza, ze zbiér s jest niepusty. Para (2, 2As) jest przekro-
jem, na mocy DC ,jistnieje liczba «, ktora albo jest najwicksza w klasie 203, albo
najmniejsza w klasie 205", Z definicji zbioru 2(; oraz zalozenia, ze ,x rosnie” wynika,
ze musi by¢ a € As. To ze « jest ,wartoscia graniczna” Dedekind opisuje krotkim
zdaniem:

sJakakolwiek teraz weZmiemy liczbe «; [tj. dowolny element klasy 2, ], to zawsze
bedzie ostatecznie oy < = < «, tj. x zbliza sie do wartosci granicznej a”.
W podsumowaniu tego wywodu znajdujemy zdanie:

, Twierdzenie to jest réwnowazne z zasada ciaglosci, tj. traci ono swoja moc obow-
iazujaca [Giiltigkeit], gdy uznamy, ze chocby tylko jedna liczba rzeczywista nie
znajduje si¢ w dziedzinie fR; lub inaczej méwiac: jesli to twierdzenie jest prawdziwe,
to takze twierdzenie IV w §5 jest prawdziwe”.

8.2 Drugie z wybranych przez Dedekinda twierdzen brzmi:

(T2) ,Jesli w procesie zmiany wielkoSci  mozna dla kazdej podanej wielkosci
dodatniej § wyznaczy¢ tez odpowiednie miejsce, poczawszy od ktorego = zmienia
si¢ 0 mniej niz J, to x zbliza sie do wartosci granicznej.”

W tym przypadku zwrot ,wielko$¢ zmienna x” zinterpretujemy jako ciag (x,,).
Odpowiednio twierdzenie T2 oznacza zupelnosé w sensie Cauchy’ego (CC):

(Vo € BRy)(3FkYn > k) (Jag — 20| < 0) = (Ba € R)( lim z, = a).

n—roo

18 Przypomnijmy, DC to zasada Zaden przekrdj nie wyznacza luki, ZS to zasad supremum.
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To, ze ciag (z,) spelnia warunek Cauchy’ego jest interpretacja stéw:

»Niech § bedzie dowolna wielkoScia dodatnia [tj. § > 0], wtedy na mocy zalozenia
nadejdzie moment [Jk], od ktérego x [z, gdzie n > k] zmienia sie o mniej niz 0,
tj. jesli x w tym momencie ma warto$¢ a, to pézniej bedzie zawsze x > a — § oraz
r<a+d |y — x| <]

Dedekind pisze, ze twierdzenie T2 jest

yodwrotne do dajacego sie tatwo udowodni¢ twierdzenia gloszacego, iz kazda wiel-
kos¢ zmienna, ktéra zbliza sie do pewnej granicy, zmienia sie ostatecznie o mniej
niz jakakolwiek liczbe dodatnia”.

W przyjetej tu interpretacji oznacza to, ze ciag zbiezny spelnia warunek Cau-
chy’ego.

Dowdéd implikacji DC' = C'C podany przez Dedekinda jest do$¢ skomplikowany,
dlatego podamy jego transkrypcje na wspolczesna notacje.

Niech wiec ciag (x,,) spelnia warunek Cauchy’ego, czyli niech bedzie spelnione
zalozenie warunku CC.

1. ,Odkladam na razie na bok pierwotne zalozenie i trzymam si¢ wyzej udowod-
nionego faktu, ze wszystkie pézniejsze wartosci zmiennej x leza miedzy dwiema
danymi skonczonymi wartosciami”.

Zdanie to oznacza: gdy ustalone jest § > 0, to istnieje takie k(d), ze dla n >
k(6) zachodzi |25y — | < 0 i dalej rozwazany jest nie caly ciag (z,), ale prawie
wszystkie wyrazy ciagu, czyli {z,, : n > k(d)}. Definicje, ktére nizej podamy, beda
odnosily sie do zbioru {z, : n > k(d)}, inaczej, indeksy n, j, ktére wystapia nizej
spelniaja warunek j,n > k(9).

2. ,Na tym opieram podwdjny podzial wszystkich liczb rzeczywistych. Przyjmuje
liczbe g (np. a+ §) do systemu s, gdy w przebiegu rozwazanego procesu bedzie
ostatecznie x < awo; do systemu 2; przyjmuje kazda liczbe, ktéra nie nalezy do 2s;
jesli oy jest taka liczba, to jakkolwiek daleko bedzie éw proces postepowal, jeszcze
nieskonczenie wiele razy bedzie tak, iz x > «ay”.

A ={a1 € R: (VjIn > j)[z, > aa]}, Ao ={a2 € R: (FjVn > j)[z, < ao]}

3. ,Poniewaz kazda liczba 4 jest mniejsza od kazdej liczby aia, wigc istnieje w petni

okreslona liczba «, ktéra wytwarza ten przekrdj (2, 2s) systemu R i ktéra nazy-

wam goérna wartodcia graniczng pozostajacej ciagle skoniczong zmiennej x”.
Przekrdj (21, 2s) wyznacza liczbe a. Mozna pokazaé, ze a = lim sup z,.

4. ,Podobnie bedzie wytworzony przez zachowanie si¢ zmiennej x drugi przekrdj
(B1, B2) systemu R: liczba F1 (np. a—9) zostanie przyjeta do B4, jesli w przebiegu
rozwazanego procesu ostatecznie bedzie x > 1; kazda inna liczba s, przyjeta do
B ma te wlasnoéé, ze nigdy ostatecznie nie jest x > (o, a wiec jeszcze nieskoncze-
nie wiele razy bedzie © < [o; liczbe 3, przez ktora wytworzony jest ten przekrdj
nazywam dolng wartoscia graniczna zmiennej ="

By ={01 € R:(FjVn > j)xn > P1]}, Ba={f2 € R: (¥VjIn > j)[z, < B2]}.

Przekrdj (B1,9B2) wyznacza liczbe 8. Mozna pokazaé, ze 8 = liminf z,,.
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5. ,,Obie liczby «, 5 sa oczywiscie scharakteryzowane takze poprzez nastepujaca
wlasnosé: jesli € jest dowolnie mala wielkoscia dodatnia, to zawsze mamy ostatecz-
nie r < o+ ¢ oraz x > 3 — ¢, ale nigdy nie mamy ostatecznie z < a — ¢ i nigdy
nie mamy ostatecznie z > 3 + &”.

(Ve e Ry)(FjVn > j)[zn, € (a —e,a+e)N (B —¢e,8+¢)].

6. ,,5a teraz mozliwe dwa przypadki. Jesli a i 8 sg od siebie rézne, to z koniecznosci

jest a > [, poniewaz w przeciwnym razie byloby as > f1; zmienna z oscyluje

i, jakkolwiek dlugo trwalby rozwazany proces, podlega zmianom, ktérych wielkosé

przekracza warto$é (a— 3) — 2e, gdzie € oznacza dowolnie mata wielko$é dodatnia”.
Po pierwsze, a > . Z przyjetych definicji wynika, ze

(VOZQ S 2[2)[042 > 61}

Istotnie, rozumujac nie wprost, pokazemy, ze zalozenie —(a < ) prowadzi do
sprzecznoéci. Gdy a < 3, to dla pewnej liczby wymiernej 31 zachodzi o < 81 < .
Z warunku a < f; wynika istnienie takiej liczby wymiernej v, ze @ < v < Sy.
Z nieréwnoéci o < y wnosimy, ze v € 2, i w rezultacie dochodzimy do sprzecznosci:

(VO&Q S Q[z)[OéQ > 61] A (30&2 S ng)[ag < ﬂl]

7. ,Pierwotne zalozenie, do ktérego teraz wracam, stoi jednak w sprzecznosci z ta
konsekwencja; pozostaje zatem tylko drugi przypadek o = [, a poniewaz juz
dowiedziono, ze, jakakolwiek mala bylaby wielko$¢ dodatnia e, to zawsze bedzie
ostatecznie * < a4 ¢ oraz x >  — €, wiec x zbliza si¢ do wartosci granicznej «,
czego nalezalo dowies¢”.

9. Jaki jest matematyczny sens Stetigkeit und irrationale Zahlen? Przede wszyst-
kim w rozprawie: (1) wprowadzono pojecie przekroju zbioru liniowo uporzad-
kowanego, (2) sformulowano zasade supremum, (3) ciaglos$é stala si¢ charakte-
rystyka porzadku liniowego.

Jaki jest jej filozoficzny sens? Spéjrzmy na kilka stosowanych wspétezesnie
sformulowan aksjomatu ciagtosci.

(C1) Zaden przekréj Dedekinda zbioru (F, <) nie wyznacza luki.

(C2) Dla dowolnego, niepustego zbioru A C F ograniczonego z géry istnieje taka
liczba a € F, ze a = sup A.

(C3) Dla dowolnego, niepustego zbioru A C F ograniczonego z dotu istnieje taka
liczba a € F taka, ze a = inf A.

(C4) (F,+,-,0,1,<) jest cialem archimedesowym oraz dla dowolnego ciagu
(zn) C F spekliajacego warunek Cauchy’ego istnieje takie a € F, ze
lim z,, = a.
n—oo

(C5) (F,+,-,0,1,<) jest cialem archimedesowym oraz jesli {A,| n € N} CF jest
rodzing przedzialow domknietych takich, ze dla dowolnego n € N zachodzi

Api1 C Ay, to () An # 0.

neN
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C6) Dla dowolnego ograniczonego, nieskonczonego zbioru A C F istnieje taki
go og g g ]
punkt p € F, ze p jest punktem skupienia A'?, gdzie (F,+,-,0,1,<) jest
cialem uporzadkowanym.

Wszystkie wskazane wersje aksjomatu ciaglosci wprost postuluja istnienie pew-
nego punktu: supremum lub infimum zbioru, granicy ciagu, przeciecia rodziny
zbioréw, punktu skupienia. Trzy pierwsze sa zwigzane z rozprawa Dedekinda,
a C1 to ,istota ciaglosci”. Warunek ,nie istnieje luka” oznacza de facto, ze kazdy
przekrdj osi (R, <) jest typu (3) lub (4).

(3) O @
(4) ® O

Fig. 3. Przekroje osi liczb rzeczywistych

Definiujac przekr6j (R, <) — lub niepusty i ograniczony podzbidr, lub ciag
rosnacy, lub cigg Cauchy’ego — na mocy C1 otrzymujemy pewien punkt. Dzisiaj
tak wtaénie definiowane sa obiekty w analizie rzeczywistej: funkcje /o, o, log o,
czy pochodna funkcji, catka Riemanna, catka Lebesgue’a. Aksjomat C1 otworzyt
wiec matematyce mozliwosé definiowania nowych obiektow. Ich istnienie wynika
wlasénie z aksjomatu, co z czasem doprowadzilo do alternatywnych wersji rachunku
rozniczkowego rozwijanych w ramach réznych ruchéw konstruktywistycznych.

Instytut Matematyki

Uniwersytet Pedagogiczny

ul. Podchorgzych 2

PL-30-084 Krakow

e-mail piotr.blaszczyk@up.krakow.pl

9Pojecia topologiczne wystepujace w aksjomatach (C6) i (CT) zwiagzane sa z topologia porzad-
kowa.



