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CIAGLOSC 1 LiczBY NIEWYMIERNE

RICHARD DEDEKIND

Przedmowa

Rozwazania stanowiace przedmiot niniejszej niewielkiej rozprawy pochodza
z jesieni 1858 roku. Wtedy to, jako profesor Politechniki w Zurychu, po raz pierw-
szy znalazlem sie w sytuacji, gdy musiatem wykltadaé¢ elementy rachunku réznicz-
kowego i bardziej dotkliwie niz kiedykolwiek wczesniej odczuwalem brak rzeczy-
wiscie naukowych podstaw arytmetyki. Przy omawianiu zblizania sie wielkosci
zmiennej do ustalonej wartosci granicznej, a konkretnie w dowodzie twierdzenia,
ze kazda wielko$é, ktéra wzrasta stale, lecz nie w sposéb nieograniczony, musi
zbliza¢ sie do pewnej warto$ci granicznej, uciekalem sie do $wiadectw geome-
trycznych. Nawet teraz uwazam takie odwotanie do intuicji geometrycznych we
wstepnym wykladzie rachunku rézniczkowego za nad wyraz pozyteczne z dydak-
tycznego punktu widzenia, a nawet wrecz niezbedne, gdy nie chce sie traci¢ zbyt
wiele czasu. Nikt jednak nie zaprzeczy, iz taki sposéb wprowadzenia do rachunku
rézniczkowego nie moze rosci¢ sobie zadnych praw do bycia naukowym. To poczu-
cie dyskomfortu bylo wtedy dla mnie tak przytlaczajace, ze powzialem mocna
decyzje, aby rozmy$laé¢ tak dlugo, az uda mi sie odnalezé czysto arytmetyczne
i w pelni precyzyjne podstawy dla zasad analizy infinitezymalnej. Jakze czesto
moéwi sie, ze rachunek rézniczkowy zajmuje sie wielko$ciami cigglymi, a jednak
nigdzie nie przedstawia si¢ wyjasnienia tej ciagtosci i nawet najbardziej precyzyjne
przedstawienia rachunku rézniczkowego nie opieraja swoich dowodéw na ciaglodci,
lecz albo apeluja mniej lub bardziej Swiadomie do wyobrazen geometrycznych lub
sugerowanych przez geometrie, albo zaleza od takich twierdzen, ktore same nigdy
nie sg dowodzone na sposob arytmetyczny. Nalezy do nich na przyklad przy-
wolane wyzej twierdzenie, a dokladne badania przekonaly mnie, Zze to twierdze-
nie, lub jakiekolwiek z nim réwnowazne, w pewien sposéb moze by¢ uwazane za
wystarczajaca podstawe dla analizy infinitezymalnej. Chodzilto tylko jeszcze o to,
aby wykry¢ jego wlasciwe zrédlo w elementach arytmetyki i przez to jednoczesnie
uzyskaé rzeczywista definicje istoty ciagtosci. Udato mi si¢ to 24 listopada 1858
roku, a pare dni pézniej podzielilem si¢ wynikami moich przemyslenn z moim
drogim przyjacielem DUREGE, co doprowadzilo do dlugiej i ozywionej rozmowy.
Pézniej przedstawitem takze niektérym moim uczniom te przemyslenia na temat
naukowych podstaw arytmetyki, a tu w Braunschweig mialem réwniez odczyt
w profesorskim towarzystwie naukowym, nie moglem sie jednak zdecydowaé na
publikacje, poniewaz, po pierwsze przedstawienie tematu nie jest catkiem tatwe,
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po drugie rzecz ta jest tak malo owocna. I gdy tak rozmyslatem, czy moze jed-
nak wybraé ten temat jako przedmiot tej okolicznosciowej publikacji, oto przed
kilkoma dniami, 14 marca, trafila w moje rece, dzieki uprzejmosci jej szanownego
autora, rozprawa E. HEINE'GO Die Elemente der Functionenslehre (Crelle’s Jour-
nal, tom 74), co umocnilo mnie w mojej decyzji. W istocie zgadzam si¢ co prawda
w zupelnodci z trescia tej rozprawy, bo przeciez nie moze by¢ inaczej, ale szczerze
wyznam, ze moje przedstawienie wydaje si¢ prostsze w formie i bardziej precyzyjne
w ujeciu zasadniczej kwestii. Podczas pisania tej przedmowy (20 marca 1872 roku)
otrzymalem interesujaca rozprawe G. CANTORA Uber die Ausdehnung eines Satzes
aus der Theorie der trigonometrischen Reihen (Mathematische Annalen, tom 5),
za ktéra uprzejmie dzigkuje jej wnikliwemu autorowi. Pobiezne przejrzenie tej
pracy pozwala na stwierdzenie, ze aksjomat 2 w jej §2, pomijajac zewnetrznag
postaé sformutowania, w pelni zgodny jest z tym, co ponizej w §3 oznaczam jako
istote ciaglosdci. Jakie korzysci, choéby tylko czysto pojeciowe, mogloby przyniesé
rozréznienie rzeczywistych wielkosci liczbowych jeszcze wyzszego typu nie potrafie
jeszcze rozpoznaé, wychodzac od mojego ujecia dziedziny liczb rzeczywistych jako
w sobie zupelne;j.

§1. Wtasnosci liczb wymiernych

Cho¢ zaklada si¢ tutaj rozwinieta arytmetyke liczb wymiernych, to uwazam
za wlasciwe przywotaé bez dyskusji pewne jej wazne punkty, aby wprzoédy okresli¢
stanowisko, ktére przyjmuje w dalszym ciagu. Uwazam caly arytmetyke za ko-
nieczng, lub co najmniej naturalna konsekwencje najprostszego aktu arytmetycz-
nego, liczenia, a samo liczenie nie jest niczym innym jak tworzeniem w kolejnych
krokach nieskonczonego ciagu catkowitych liczb dodatnich, w ktérym kazde in-
dywiduum jest definiowane poprzez indywiduum bezposrednio je poprzedzajace;
ten najprostszy akt jest przejsciem od juz stworzonego indywiduum do majacego
zostaé¢ stworzonym indywiduum po nim nastepujacego. Lancuch tych liczb juz
sam w sobie tworzy niezwykle uzyteczny dla ludzkiego umystu instrument i ofe-
ruje niewyczerpane bogactwo osobliwych praw, do ktérych dochodzi sie poprzez
wprowadzenie czterech podstawowych operacji arytmetycznych. Dodawanie jest
zebraniem w pojedynczy akt dowolnego powtdérzenia powyzszego najprostszego
aktu, a z niego w podobny sposéb powstaje mnozenie. Podczas gdy te dwie ope-
racje sa zawsze wykonalne, operacje odwrotne, odejmowanie i dzielenie, cechuja
sie tylko ograniczong dopuszczalnoscia. Pozostawmy teraz na uboczu jakiekol-
wiek okoliczno$ci, poréwnania lub analogie z doswiadczeniem oraz intuicje; to
wlasnie ta ograniczono$¢ stosowania tych odwrotnych [indirekten] operacji jest
w kazdym przypadku wlasciwym powodem nowego aktu tworzenia; tak zostaly
stworzone przez umyst ludzki liczby ujemne oraz utamki, a w systemie wszyst-
kich liczb wymiernych uzyskano instrument o nieskonczenie wigkszej doskonatosci.
Ten system, ktory bede oznaczal przez R, posiada przede wszystkim wlasnosé zu-
pelnoéci oraz zamknietosci, ktéra w innym miejscu' okreslitem jako wyréznik ciala
liczbowego, a ktora polega na tym, ze te cztery operacje wykonalne sg zawsze na

I Vorlesungen iiber Zahlentheorie, P.G. Lejeune Dirichlet, wydanie drugie, §159.
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dowolnych dwodch elementach R, tj. ze ich wynik zawsze daje okreslony element
w R, o ile wykluczy sie pojedynczy przypadek dzielenia przez liczbe zero.

Dla naszego najblizszego celu jeszcze wazniejsza jest jednak inna wiasno$é
systemu R, ktéra mozna wyrazié¢ przez to, ze system R tworzy uporzadkowana
[wohlgeordnetes|, z obu przeciwleglych stron nieskoriczong dziedzine jednowymia-
rowa. Co nalezy przez to rozumieé jest wystarczajaco objasnione przez wybér
wyrazen, ktére zapozyczone sa z wyobrazen geometrycznych; jest jednak tym
bardziej konieczne uwydatnienie odpowiednich wlasnosci czysto arytmetycznych,
réwniez po to, aby oddali¢ pozoér, iz arytmetyka potrzebuje takich obcych jej
wyobrazen.

Aby wyrazié to, ze znaki a i b oznaczaja jedna i te sama liczbe wymierna,
piszemy zaréwno a = b, jak tez b = a. Rdézno$¢ dwoéch liczb wymiernych a, b
widoczna jest w tym, ze réznica a — b ma albo warto$¢ dodatnia, albo ujemna.
W pierwszym przypadku mowi sie, ze a jest wieksza od b, b jest mniejsza od a, co
tez zaznaczane bedzie symbolami a > b, b < a?. Poniewaz w drugim przypadku
b — a ma warto$¢ dodatnia, wiec jest wtedy b > a, a < b. Ze wzgledu na te
podwdjna mozliwosé w sposobie réznienia sie liczb, zachodzg nastepujace prawa.

I. Jesli a > b oraz b > ¢, to a > c. Chcemy, aby za kazdym razem, gdy a,c sa
dwiema réznymi (lub nieréwnymi) liczbami oraz gdy b jest wigksza od jednej
z nich, a mniejsza od drugiej, bez obaw o uleganie sugestiom ze strony pojec¢
geometrycznych moéc to krétko wyrazié¢ tak: b lezy pomiedzy obydwiema
liczbami a, c.

II. Jesli a,c sa dwiema réznymi liczbami, to zawsze jest nieskonczenie wiele
roznych liczb b, ktére leza pomiedzy a,c.

IIT. Jedli a jest okreslona liczba, to wszystkie liczby systemu R wpadaja do dwéch
klas, A oraz As, z ktérych kazda ma nieskoniczenie wiele indywiduéw; pierw-
sza klasa A; obejmuje wszystkie liczby a1, ktére sa < a, druga klasa A, obej-
muje wszystkie liczby aq, ktore sa > a; sama liczba a moze zosta¢ dowolnie
przypisana do pierwszej lub drugiej klasy i jest wtedy, odpowiednio, naj-
wieksza liczba w pierwszej klasie lub najmniejsza liczba w klasie drugie;j.
W kazdym razie, rozklad systemu R na dwie klasy A; i Az jest tego rodzaju,
ze kazda liczba z pierwszej klasy Ay jest mniejsza od kazdej liczby z drugiej
klasy As.

§2. Poréwnanie liczb wymiernych z punktami linii prostej

Przywolane wyzej wlasnoéci liczb wymiernych przypominaja wzajemne relacje
polozenn punktéow linii prostej L. Jesli oba istniejace w niej przeciwne kierunki
odréznimy jako ,prawy” oraz ,lewy” i jesli p,q sa dwoma réznymi punktami, to
albo p lezy na prawo od ¢ i jednoczesnie ¢ lezy na lewo od p, albo odwrotnie, ¢
lezy na prawo od p, a p lezy jednoczesnie na lewo od g. Niemozliwy jest trzeci

> - - P s C ey . »
Tak wiec, w dalszym ciggu mamy na mysli wiekszo$¢ oraz mniejszos¢ ,algebraiczna”, o ile
nie zostanie dodane slowo ,,absolutna”.
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przypadek, o ile rzeczywiscie p, ¢ sg réznymi punktami. Ze wzgledu na te réznice
polozenia zachodza nastepujace prawa.

I. Jesli p lezy na prawo od ¢, a ¢ na prawo od r, to takze p lezy na prawo od
r; méwimy, ze ¢ lezy miedzy punktami p oraz r.

II. Jesli p,r sa dwoma réznymi punktami, to zawsze jest nieskoriczenie wiele
punktow g, ktére leza miedzy p oraz r.

III. Jedli p jest ustalonym punktem na L, to wszystkie punkty na L wpadaja do
dwéch klas Py, Ps, z ktorych kazda zawiera nieskoriczenie wiele indywidudw;
pierwsza klasa P; obejmuje te wszystkie punkty p;, ktore leza na lewo od
p, a druga klasa P, obejmuje te wszystkie punkty, ktére leza na prawo od
p; sam punkt p moze zosta¢ dowolnie przypisany do pierwszej lub drugiej
klasy. W kazdym przypadku rozktad linii prostej L na klasy lub kawatki
Py, P, jest tego rodzaju, ze kazdy punkt pierwszej klasy P; lezy na lewo od
kazdego punktu drugiej klasy Ps.

Ta analogia miedzy liczbami wymiernymi a punktami linii prostej staje sie,
jak wiadomo, rzeczywista odpowiednioscia, jesli wybierzemy na prostej ustalony
punkt poczatkowy lub zerowy o oraz wybierzemy jakas okre$lona jednostke dhu-
gosci dla mierzenia odcinkéw. Za pomoca tej ostatniej mozna dla kazdej liczby
wymiernej a skonstruowaé¢ odpowiedniag dlugosé i jezeli odtozymy ja na linii prostej
na prawo lub lewo od punktu o, w zaleznosci od tego, czy a jest dodatnia czy
ujemna, to otrzymamy pewien okreslony punkt koncowy p, ktéry mozemy uwazaé
za odpowiadajacy liczbie a; liczbie wymiernej zero odpowiada punkt o. W ten
sposob kazdej liczbie wymiernej a, tj. kazdemu indywiduum w R, odpowiada jeden
i tylko jeden punkt p, tj. indywiduum w L. Jesli dwoém liczbom a, b odpowiadaja,
odpowiednio, dwa punkty p,q oraz a > b, to p lezy na prawo od g. Prawom I,
IT i IIT z poprzedniego punktu w pelni odpowiadajg prawa I, IT i III z niniejszego
punktu.

§3. Ciagtos¢ linii prostej

Najwazniejszy jednakze jest teraz fakt, ze na prostej L jest nieskoriczenie wiele
punktoéw, ktore nie odpowiadaja zadnej liczbie wymiernej. Jedli mianowicie punkt
p odpowiada liczbie wymiernej a, to, jak wiadomo, dlugosé op jest wspolmierna
z uzyta w konstrukcji niezmienna jednostka dlugosci, tj. istnieje trzecia dlugosé,
tak zwana wspélna miara, ktérej catkowitymi wielokrotnosciami sa obie te diu-
gosci. Ale juz starozytni Grecy wiedzieli i udowodnili, ze istnieja dtugosci, ktére
nie sg wspolmierne z dana jednostka dlugosci, np. przekatna kwadratu, ktorego
bok jest jednostka dlugosci. Jesli odlozymy taka diugo$é od punktu o na prostej,
to otrzymamy punkt koncowy, ktéry nie odpowiada zadnej liczbie wymierne;j.
Dalej, poniewaz tatwo udowodnié, ze istnieje nieskonczenie wiele dtugosci, ktére
nie sg wspélmierne z jednostka dlugosci, wiec mozemy stwierdzi¢: prosta L jest
nieskoniczenie bogatsza w indywidua punktowe niz dziedzina R liczb wymiernych
w indywidua liczbowe.
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Jedli teraz chcemy, a to wiasnie jest nasze Zyczenie, odda¢ na sposob aryt-
metyczny wszystkie zjawiska na prostej, to liczby wymierne do tego nie wystar-
cza, a stad jest bezwarunkowo konieczne, aby instrument R, ktory zostal skon-
struowany poprzez stworzenie liczb wymiernych, uczyni¢ istotnie subtelniejszym
poprzez stworzenie nowych liczb tego rodzaju, by owa dziedzina liczbowa uzyskala
te samg zupelnos¢, lub, jak chcemy teraz powiedzie¢, te sama cigglo$é, co linia
prosta.

Dotychczasowe rozwazania sa wszystkim tak dobrze znane, ze wielu uzna
ich powtarzanie za zbyteczne. Jednakze uwazam te rekapitulacje za konieczna,
aby nalezycie przygotowaé¢ gtéwne pytanie. Zwykle jak dotad wprowadzenie liczb
niewymiernych wiaze sie mianowicie bezposrednio z pojeciem wielko$ci rozcigglej —
ktére samo jednak nie jest nigdzie precyzyjnie zdefiniowane — i objasnia liczbe jako
wynik mierzenia jednej takiej wielkoéci przez drugg tego samego rodzaju®. Zamiast
tego zadam, aby arytmetyka byla rozwijana sama z siebie. Mozna w ogdlnosci
przyznaé, ze takie odwolania do pojeé¢ niearytmetycznych dostarczaly okazji do
rozszerzania pojecia liczby (choé zdecydowanie nie bylo tak w przypadku wpro-
wadzenia liczb zespolonych); w tym jednak z pewnoscia nie lezy powdd, aby tego
rodzaju obce rozwazania wprowadza¢ do samej arytmetyki, nauki o liczbach. Tak
jak liczby ujemne oraz utamki wymierne wprowadzane sg w swobodnym akcie
tworczym i jak prawa rachowania na tych liczbach muszg i moga by¢ sprowadzo-
ne do praw rachowania na dodatnich liczbach catkowitych, tak tez nalezy dazy¢
do tego, aby liczby niewymierne zostaly w pelni zdefiniowane wylacznie poprzez
liczby wymierne. Pozostaje tylko pytanie, jak to zrobié.

Powyzsze poréwnanie dziedziny R liczb wymiernych z linig prosta doprowa-
dzito do rozpoznania w tej pierwszej istnienia luk, niezupetnosci lub nieciagtodci,
podczas gdy linii prostej przypisujemy zupetnosé, brak luk lub ciagtosé. Na czym
wlasciwie polega owa ciaglo$¢? Wszystko zawarte musi by¢ w odpowiedzi na to
pytanie i tylko przez nig uzyska sie naukowa podstawe dla badania wszystkich
dziedzin cigglych. Nie uzyskamy naturalnie niczego mglistymi uwagami o nie-
rozerwalnym polaczeniu najmniejszych czesci; chodzi o to, aby podaé¢ precyzyjny
wyréznik ciaglosci, ktéry moze zostaé uzyty jako podstawa rzeczywistych dedukcji.
Przez dlugi czas daremnie o tym rozmyslatem, lecz w koncu znalaztem to, czego
szukalem. Odkrycie bedzie by¢ moze réznie oceniane przez rézne osoby, sadze jed-
nak, ze wiekszos¢ z nich uzna jego tres¢ za bardzo trywialna. Sprowadza sie ono do
rzeczy nastepujacej. W poprzednich paragrafach zwracano uwage na to, ze kazdy
punkt p linii prostej dostarcza rozktadu tej ostatniej na dwa kawalki tego rodzaju,
iz kazdy punkt jednego z kawalkéw lezy na lewo od kazdego punktu drugiego
kawaltka. Istote ciaglosci odnajduje w czyms$ odwrotnym, a wiec w nastepujacej
zasadzie:

»Jesli wszystkie punkty linii prostej wpadaja do dwéch klas tego rodzaju, ze
kazdy punkt pierwszej klasy lezy na lewo od kazdego punktu klasy drugiej, to ist-
nieje jeden i tylko jeden punkt, ktéry dostarcza tego podziatu wszystkich punktéw
na dwie klasy, tego rozciecia linii prostej na dwa kawatki”.

3Pozorna korzyéé ogdlnosci tej definicji znika natychmiast, gdy pomyéli si¢ o liczbach ze-
spolonych. Natomiast wedle mojego ujecia, pojecie stosunku pomiedzy dwiema wielkoSciami tego
samego rodzaju moze dopiero wtedy zostaé jasno opracowane, gdy liczby niewymierne zostaty
juz wprowadzone.
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Jak juz powiedziano, sadze, iz sie nie myle przyjmujac, ze kazdy uzna natych-
miast prawdziwosé¢ tego stwierdzenia; wigkszos¢é moich czytelnikow bedzie bardzo
rozczarowana dowiadujac sie, ze tak trywialnie mozna odstonié tajemnice ciagltodci.
Skwituje to nastepujaco. Jestem wielce rad, jesli kazdy znajduje powyzsza zasade
tak oczywista i zgodna z jego wyobrazeniami linii prostej; ani nie jestem bowiem
w stanie poda¢ jakiegokolwiek innego dowodu jej poprawnosci, ani nikt nie moze
tego zrobi¢. Przyjecie tej wlasnosci linii prostej jest niczym innym jak aksjomatem,
na mocy ktoérego przyznajemy linii prostej jej ciagtosé, na mocy ktérego wmyslamy
sie [hineindenken] w cigglosé linii prostej. Jesli przestrzen ma w ogdle jakas realna
egzystencje, to wcale nie musi koniecznie by¢ ciagla; niezliczone jej wlasnosci po-
zostalyby takie same, gdyby byta nieciagta. I gdybysSmy wiedzieli z pewnoscia, ze
przestrzen jest nieciagla, to i tak nic nie mogloby nas powstrzymaé, gdybys$my tego
chcieli, aby w my$li uczynié¢ ja ciagla, poprzez wypelnienie jej luk; to wypelnie-
nie polegaloby jednak na tworzeniu nowych indywiduéw punktowych i musiatoby
zostaé przeprowadzone wedle powyzszej zasady.

§4. Stworzenie liczb niewymiernych

Na mocy ostatnich uwag jest juz wystarczajaco jasne, w jaki sposéb nieciagta
dziedzina R liczb wymiernych musi zosta¢ uzupetniona do dziedziny ciagtej. W §1
podkreslono (III), ze kazda liczba wymierna a dostarcza rozdzielenia systemu R
na dwie klasy Aj, As tego rodzaju, ze kazda liczba a; z pierwszej klasy A; jest
mniejsza od kazdej liczby as z klasy drugiej As; liczba a jest albo najwieksza
liczba klasy Ai, albo najmniejsza liczbag klasy As. Jedli teraz dany jest jakikol-
wiek podziat systemu R na dwie klasy A1, As, ktory ma tylko te wlasnosé¢ charak-
terystyczna, ze kazda liczba a; w A; jest mniejsza od kazdej liczby as w As, to dla
zwiezlodci bedziemy nazywadé taki podzial przekrojem i oznaczaé przez (Aj, As).
Mozemy wtedy powiedzie¢, ze kazda liczba wymierna a wytwarza [hervorbringt]
przekréj, lub wtasciwie dwa przekroje, ktoérych jednak nie chcemy uwazaé za istot-
nie r6zne; przekroj ten ma ponadto te wlasnosé, ze albo wsrod liczb pierwszej klasy
istnieje liczba najwigksza, albo wérdd liczb klasy drugiej istnieje liczba najmniejsza.
I na odwrdt, jesli jaki$§ przekrdj ma te wlasnoéé, to bedzie on wyznaczony przez
owa najwieksza lub najmniejszg liczbe wymierna.

Fatwo sie jednak przekonaé, ze istnieje tez nieskonczenie wiele przekrojéw,
ktére nie sa wytworzone przez zadng liczbe wymierna. Nasuwajacy sie przyklad
jest nastepujacy.

Niech D bedzie dodatnig liczba catkowita, lecz nie kwadratem liczby catkowitej.
Wtedy istnieje dodatnia liczba catkowita A tego rodzaju, ze zachodzi:

M <D< (A+1)2

Jesli przyjmiemy do klasy drugiej A, kazda dodatnia liczbe wymierna asg, ktorej
kwadrat jest > D, a do pierwszej klasy A; wszystkie pozostalte liczby wymierne a;,
to podzial ten tworzy przekroj, tj. kazda liczba a; jest mniejsza od kazdej liczby
as. Jesli mianowicie a; = 0 lub jest ujemna, to a; juz z tego powodu jest mniejsza
od kazdej liczby as, gdyz ta ostatnia na mocy definicji jest dodatnia; jesli jednak
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a1 jest dodatnia, to jej kwadrat jest < D, a w konsekwencji a1 jest mniejsza od
kazdej liczby dodatniej, ktérej kwadrat jest > D.

Ten przekrdj nie jest jednak wytworzony przez zadng liczbe wymierng. Aby
tego dowiesé, trzeba przede wszystkim udowodnié, ze nie istnieje liczba wymierna,
ktérej kwadrat = D. Chociaz jest to fakt znany z elementarnej teorii liczb, to
jednak nastepujacy dowdd nie wprost wydaje sie na miejscu. Jedli istnieje liczba
wymierna, ktérej kwadrat = D, to istnieja tez dwie dodatnie liczby calkowite t,
u, spelniajace réwnanie

t? —Du?=0

i mozna zalozyé, ze u jest najmniejszqg dodatnia liczba catkowita o tej wlasnodci,
ze jej kwadrat przemnozony przez D przeobraza sie na kwadrat liczby catkowitej
t. Poniewaz oczywiscie

A<t < (A+1u,

wiec liczba
u=t—u

jest dodatnia liczba catkowita, w dodatku mniejszq od u. Jesli przyjmiemy dalej
t' = Du — M\t
to t’ réwniez bedzie dodatnia liczba catkowita i otrzymujemy
t"* — Du'® = (\2 = D)(* — Du?) =0,

co stoi w sprzecznosci z zalozeniem o u.

Tak wiec, kwadrat kazdej liczby wymiernej « jest albo < D, albo > D. Latwo
z tego wynika, ze ani w klasie A; nie istnieje liczba najwieksza, ani w klasie A
nie istnieje liczba najmniejsza. Jesli bowiem przyjmiemy

x(x? + 3D)
312+ D

to mamy

22(D — x?)
=2 )
Y 322 + D

2 M3
(322 + D)?

Jedli wezmiemy tu za x liczbe dodatnig z klasy A;, to mamy 22 < D, a w kon-
sekwencji y > x oraz y> < D, a wiec y réwniez nalezy do klasy A;. Jedli jednak
przyjmiemy za x liczbe z klasy As, to mamy 22 > D, a w konsekwencji y < =,
y > 0 oraz y? > D, a wiec y takze nalezy do klasy Ay. Ten przekréj nie jest zatem
wytworzony przez zadng liczbe wymierna.

W tej wlasnodci, iz nie wszystkie przekroje sa wytworzone przez liczby wymier-
ne, zasadza sie niezupelnosc lub nieciaglo$é¢ dziedziny R wszystkich liczb wymier-
nych.

Za kazdym razem, gdy przedlozony jest przekr6j (Ap, Az), ktéry nie jest wy-
tworzony przez zadna liczbe wymierna, stwarzamy [erschaffen wir] pewna nowa

oraz
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liczbe niewymierng «, ktéra mozemy poczytywaé za w pelni zdefiniowana przez
ten przekrdj (A, A2); bedziemy méwié, ze liczba o odpowiada temu przekrojowi,
lub ze wytwarza ten przekrdj. Odtad zatem kazdemu ustalonemu przekrojowi
odpowiada jedna i tylko jedna liczba wymierna lub niewymierna i uwazamy dwie
liczby za rozne zawsze i tylko wtedy, gdy odpowiadaja one istotnie réznym przekro-
jom.

Aby uzyskaé teraz podstawe do uporzadkowania wszystkich liczb rzeczywistych,
tj. wszystkich liczb wymiernych oraz niewymiernych, musimy najpierw zbadaé
zwiazki miedzy jakimikolwiek dwoma przekrojami (A, As) oraz (B, Bs2), ktére
sa wytworzone przez jakiekolwiek liczby « i 8. Przekrdj (A1, As) jest oczywiscie
juz w pelni okreslony, gdy znana jest jedna z obu klas, np. pierwsza A;, poniewaz
druga klasa As zlozona jest ze wszystkich liczb wymiernych nie nalezacych do A;
i cechg charakterystyczng takiej pierwszej klasy A; jest to, ze jesli nalezy do niej
liczba a;, to naleza do niej rowniez wszystkie liczby mniejsze od a;. Jesli teraz
poréwnuje sie ze soba dwie takie pierwsze klasy A1, By, to moze by¢ tak, ze:

1. Sa one calkowicie identyczne, tj. kazda liczba a; nalezaca do Aj, nalezy
takze do By oraz kazda liczba b nalezaca do B; nalezy takze do A;. W tym przy-
padku z koniecznoéci réwniez As jest identyczna z By, oba przekroje sa catkowicie
identyczne, co symbolicznie zaznaczamy przez o = [ lub przez 8 = a.

Jesli jednak obie klasy Aj, Bj nie sa identyczne, to w jednej z nich, np. w Ay,
istnieje liczba o) = bly, ktéra nie nalezy do pozostalej By i ktéra, w konsekwencji,
znajduje sie w Bs; tak wiec z pewnoscia wszystkie liczby b; nalezace do By sa
mniejsze od tej liczby a) = bj, a w konsekwencji wszystkie liczby by naleza tez do
Ay

2. Jedli teraz ta liczba af jest jedyng liczba w Aj, ktéra nie nalezy do By, to
kazda inna liczba a1 nalezaca do A; nalezy do By i w konsekwencji jest mniejsza od
aly, tj. af jest najwieksza wérdd liczb aq, a zatem przekrdj (A, As) jest wytworzony
przez liczbe wymierna o = aj = bj. O pozostalym przekroju (By, By) wiemy
juz, ze wszystkie liczby by w B; nalezg tez do A; oraz sa mniejsze od liczby
ay = bly, ktéra nalezy do Bs; kazda inna liczba be nalezaca do By musi by¢ jednak
wieksza od b}, gdyz w przeciwnym przypadku bylaby tez mniejsza od af, a wiec
nalezalaby do A; i w konsekwencji takze do By; tak wiec, b, jest najmniejsza wéréd
wszystkich liczb nalezacych do Ba, a w konsekwencji réwniez przekrdj (By, Ba) jest
wytworzony przez te sama liczbe wymierna 8 = by = af = a. Oba przekroje sa
wiec tylko nieistotnie rézne.

3. Jedli jednak w A; istnieja co najmniej dwie rézne liczby a) = b}, oraz af =

4, ktére nie naleza do By, to istnieje tez takich liczb nieskoriczenie wiele, poniewaz
wszystkie sposrdd nieskoriczenie wielu liczb lezacych miedzy a} oraz af (§1, II)
nalezg oczywiscie do A1, ale nie do By. W tym przypadku nazywamy réznymi od
siebie liczby « i 8, odpowiadajace tym dwém istotnie réznym przekrojom (Aj, As)
oraz (Bi1, Bs), a mianowicie méwimy, ze « jest wicksza od 3, ze 8 jest mniejsza
od «a, co symbolicznie wyrazamy przez zaréwno « > 3, jak i przez 5 < «. Nalezy
przy tym podkredli¢, ze ta definicja jest w pelni zgodna z wczesniejsza, gdy obie
liczby «,  sa wymierne.

Pozostale mozliwe przypadki sa takie.

4. Jesli w By istnieje jedna i tylko jedna liczba b] = af, ktéra nie nalezy do Ay,
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to oba przekroje (Aq, Ag) oraz (Bi, Bs) réznia sie tylko nieistotnie i sa wytworzone
przez jedng i te sama liczbe wymierng a = af, = b} = 3.

5. Jesli jednak w Bj sa co najmniej dwie rézne liczby, ktére nie naleza do A,
to mamy 8 > «, a < .

Jako iz wszystkie przypadki zostaly wyczerpane, wynika z tego, ze z dwdch
réznych liczb jedna koniecznie musi by¢ wigksza, a druga mniejsza, co daje dwie
mozliwoéci. Trzeci przypadek jest niemozliwy. Miescito sie to juz w wyborze kom-
paratywu (wigkszy, mniejszy) na oznaczenie zwiazku miedzy «, f3; ale wybér ten
dopiero teraz, po fakcie, jest uzasadniony. Wtasnie przy takich badaniach trzeba
si¢ z najwyzsza troska strzec, aby — chocby z najlepszymi checiami dochowania
rzetelnosci — nie da¢ sig¢ sktoni¢ do dokonywania niedozwolonych przeniesien z jed-
nej dziedziny do drugiej, przez pospieszny wyboér wyrazen, ktore sa wypozyczone
od innych rozwinietych juz wyobrazen.

Jesli teraz rozwazymy jeszcze raz dokladnie przypadek a > [, to okaze sie,
ze mniejsza liczba (, o ile jest wymierna, z pewnoscia nalezy do klasy Aj; jesli
bowiem w A; istnieje liczba a)] = bj, ktéra nalezy do klasy Bs, to liczba 8, bedac
czy to najwieksza liczba w By czy tez najmniejszg liczba w By, z pewnoscia jest
< a1, a w konsekwencji nalezy A;. Podobnie z o > 3 wynika, ze wigksza liczba
a, o ile jest wymierna, z pewnoscia nalezy do klasy Bs, poniewaz mamy « > df.
Jesli polaczy sie oba rozwazania, to otrzyma sie nastepujacy wynik: Jesli przekroj
(A1, As) jest wytworzony przez liczbe «, to jakakolwiek liczba wymierna nalezy
albo do klasy Aj, albo do klasy As, w zaleznosSci od tego, czy jest mniejsza czy
wigksza od «; jesli liczba o sama jest wymierna, to moze ona naleze¢ do jednej
lub drugiej klasy.

Wynika z tego w konicu co nastepuje. Jedli a > (3, czyli istnieje tez nieskoncze-
nie wiele liczb w Ay, ktére nie nalezg do B, to istnieje réwniez nieskoriczenie wiele
takich liczb, ktére sa jednoczes$nie rézne od « i ; kazda taka liczba wymierna ¢
jest < «, poniewaz nalezy do Aj i jest jednoczeénie > S, poniewaz nalezy do Bs.

§5. Ciagtos¢ dziedziny liczb rzeczywistych

Jak wynika z poczynionych wyzej rozroznien, system R wszystkich liczb rzeczy-
wistych tworzy jednowymiarowa dziedzine uporzadkowana [wohlgeordnetes|; nie
da sie przez to powiedzie¢ nic wiecej, niz tylko to, ze rzadza nim nastepujace
prawa:

I. Jesli @ > 8 oraz B >, to réwniez a > . Powiemy wtedy, ze liczba 5 lezy
miedzy ai 7.

II. Jedli o, v sa dwiema réznymi liczbami, to zawsze istnieje nieskonczenie wiele
roznych liczb 3, ktére leza miedzy a oraz .

III. Jedli o jest ustalona liczba, to wszystkie liczby systemu R wpadaja do dwéch
klas 2(; oraz 2s, z ktérych kazda zawiera nieskonczenie wiele indywiduéw;
pierwsza klasa 2(; obejmuje te wszystkie liczby aq, ktére sa < «, druga
klasa 2[5 obejmuje te wszystkie liczby aq, ktore sg > «; sama liczba a moze
zostaé dowolnie przydzielona do pierwszej lub drugiej klasy i jest wtedy,
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odpowiednio, albo najwicksza liczba w pierwszej, albo najmniejsza liczba
w drugiej klasie. W kazdym przypadku rozklad systemu R na obie klasy 2(;
oraz 2y jest tego rodzaju, ze kazda liczba pierwszej klasy 2(; jest mniejsza
od kazdej liczby drugiej klasy 25 i méwimy, ze podzial ten jest wytworzony
przez liczbe a.

Dla zwiezlosci oraz po to, aby nie nudzié¢ czytelnika pomijam dowody tych
twierdzen, ktore wynikaja bezposrednio z definicji poprzedniego paragrafu.

Poza tymi wlasnosciami, dziedzina R posiada tez cigglosc, tj. zachodzi nastepu-
jace twierdzenie:

IV. Jesli system R wszystkich liczb rzeczywistych rozpada sie na dwie klasy 24y
oraz 25 tego rodzaju, ze kazda liczba aq klasy 2; jest mniejsza od kazdej
liczby aqg klasy 2, to istnieje jedna i tylko jedna liczba «, przez ktéra ten
rozktad jest wytworzony.

Dowdéd. Rozklad lub podziat systemu R na klasy 2; oraz 2y daje jednoczesnie
przekr6j (Ap, As) systemu R wszystkich liczb wymiernych, ktéry zdefiniowany
jest przez to, ze A; zawiera wszystkie liczby wymierne z klasy 211, a Ao zawiera
wszystkie pozostale liczby wymierne, tj. wszystkie liczby wymierne z klasy 2As.
Niech « bedzie w pelni okreslong liczba, ktéra wytwarza ten przekréj (Aj, As).
Jesli teraz [ jest jakakolwiek liczba rézna od «, to zawsze istnieje nieskoinczenie
wiele liczb wymiernych ¢, ktére lezg miedzy « oraz . Jesli 8 < a, to ¢ < «;
stad ¢ nalezy do klasy A;, a w konsekwencji do klasy 211, a poniewaz jednoczesnie
B < ¢, wiec B nalezy do tej samej klasy 20, gdyz kazda liczba w 21 jest wieksza
od kazdej liczby ¢ w 2. Jedli jednak 8 > «, to ¢ > «; stad ¢ nalezy do klasy
Ao, a w konsekwencji do klasy 25, poniewaz kazda liczba w 2, jest mniejsza od
kazdej liczby ¢ w 20s. A zatem kazda liczba 8 rézna od « nalezy do klasy 23 lub
do klasy (o, w zaleznosci od tego, czy 8 < « czy tez 5 > a; w konsekwencji sama
« jest albo najwieksza liczba w 2(; lub najmniejszg liczbg w 2o, tj. « jest jedna
i oczywiscie jedyna liczba, przez ktéra wytworzony jest rozklad R na klasy 2y
oraz 2o, co nalezalo wykazac.

§6. Rachowanie na liczbach rzeczywistych

Aby sprowadzi¢ rachowanie na dwoch liczbach rzeczywistych «, 8 do rachowa-
nia na liczbach wymiernych trzeba tylko zdefiniowaé przez przekroje (A1, As) oraz
(B1, By), ktére sa wytworzone przez liczby a i § w systemie R, przekréj (Cq, Cs),
ktory ma odpowiada¢ wynikowi rachowania . Ogranicze sie tu do omowienia
najprostszego przyktadu, czyli dodawania.

Jesli ¢ jest jakakolwiek liczba wymierna, to wlaczamy ja do klasy C7, gdy ist-
nieje liczba a; w Aj oraz liczba by w B; tego rodzaju, ze ich suma a; + by > ¢;
wszystkie pozostale liczby wymierne wlaczamy do klasy Cs. Ten podzial wszyst-
kich liczb wymiernych na obie klasy C7, Cs tworzy oczywiscie przekrdj, poniewaz
kazda liczba ¢; w C jest mniejsza od kazdej liczby co w Cy. Jesli teraz obie liczby
«, B sa wymierne, to dla kazdej liczby ¢; nalezacej do C; mamy ¢; < ay + b1, gdyz
a; < a, by < B, a wiec takze a1 + by < a + ; dalej, gdyby do Cs nalezata liczba
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ca < a+ B, czyli a4+ 8 = co + p, gdzie p oznacza catkowita liczbe wymierna, to
mieliby$my
1 1
c2 = (a=5p)+ (8- 35p),

co stoi w sprzecznosci z definicja liczby co, poniewaz av— %pjest liczba w Ay, a Bf%p
jest liczba w By; w konsekwencji, dla kazdej liczby co w Cy mamy co > a+ 8. Tak
wiec, w tym przypadku przekrdj (Cq, Cy) jest wytworzony przez sume a + 5. Nie
narusza sie przy tym definicji obowiazujacej w arytmetyce liczb wymiernych, gdy
we wszystkich przypadkach przez sume a+ 3 dowolnych dwdch liczb rzeczywistych
«, 8 rozumie sie te liczbe v, przez ktéra wytworzony jest przekréj (Cq, Cq). Jesli,
dalej, tylko jedna z obu liczb «, (8, np. « jest wymierna, to latwo sie przekonaé,
ze nie ma wplywu na sume v = a + [ to, czy przyjmie sie liczbe a do klasy A;
czy tez do klasy As.

Podobnie jak dodawanie mozna zdefiniowaé takze pozostale zwykle operacje
tak zwanej arytmetyki elementarnej, a mianowicie tworzenie réznic, iloczynéw,
utamkéw, poteg, pierwiastkéw, logarytmoéw i dochodzi sie w ten sposéb do po-
prawnych [wirklichen] dowodéw twierdzeri (jak np. V2 /3 = V6), ktére, o ile
mi wiadomo, dotad nigdy nie byly udowodnione. Znaczne rozwleklosci, ktérych
mozna sie obawiaé przy definicjach bardziej zltozonych operacji leza po czesci
w naturze rzeczy, ale sa w wiekszej czesci do unikniecia. W zwiazku z tym wielce
uzyteczne jest pojecie przedzialu, tj. pewnego systemu A liczb wymiernych, ktory
posiada nastepujaca charakterystyczng wlasnos§é: jesli a oraz a’ sg liczbami sys-
temu A, to réwniez wszystkie liczby wymierne lezace miedzy a i @’ naleza do A.
System R wszystkich liczb wymiernych, jak réwniez obie klasy kazdego przekroju
sa przedzialami. Jedli jednak istnieje liczba wymierna a;, ktéra jest mniejsza
od wszystkich liczb przedzialu A oraz liczba wymierna as, ktéra jest od wszyst-
kich tych liczb wieksza, to A nazwiemy przedzialem skonczonym; istnieje wtedy
oczywiscie nieskonczenie wiele liczb o tej samej wlasnosci co a; oraz nieskoncze-
nie wiele liczb o tej samej wlasnosci co as; cala dziedzina R rozpada si¢ na trzy
kawalki, A;, A, Ay i pojawiaja sie¢ dwie w pelni okreslone liczby wymierne lub
niewymierne a;, e, ktére moga zosta¢ nazwane, odpowiednio, dolna i gérna (lub
mniejsza i wieksza) granicg przedzialu A; dolna granica «; jest okredlona przez ten
przekrdj, w ktérym klasa pierwsza jest utworzona przez system Aj, a gérna granica
przez ten przekréj, w ktérym Ao tworzy druga klase. O kazdej liczbie wymierne;
lub niewymiernej, ktora lezy miedzy a; i ag mozna méwic, ze lezy ona wewngtrz
przedziatu A. Jesli wszystkie liczby przedziatu A sa tez liczbami przedziatu B, to
A nazywa sie kawalkiem B.

Wydaje sie, ze pojawia sie o wiele wigksze rozwleklosci, gdy chcemy przejsé
do tego, aby przenie$¢ na dowolne liczby rzeczywiste niezliczone twierdzenia aryt-
metyki liczb wymiernych (jak np. twierdzenie (a + b)c = ac + bc). Tak jednak nie
jest. Latwo sie przekonaé, ze wszystko tu sprowadza sie do tego, aby udowodni¢,
ze same operacje arytmetyczne posiadaja pewna ciagltosé. Co przez to rozumiem,
chcialbym wyrazi¢ w postaci ogdlnego twierdzenia:

,Jesli liczba A jest wynikiem rachunku na liczbach «,8,7,... oraz A lezy
wewnatrz przedzialu L, to mozna podaé przedzialy A, B,C,..., w ktérych leza,
odpowiednio, liczby «, ,7,..., tego rodzaju, ze wynik tego samego rachunku,
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w ktérym zamienimy liczby «, 3,7, ... na dowolne liczby z przedzialéw, odpowied-
nio, A, B,C, ... bedzie zawsze liczba lezaca wewnatrz przedzialu L”.

Odstraszajaca ociezaloéé zwigzana z wyrazeniem takiego twierdzenia przeko-
nuje nas, ze trzeba co$ uczyni¢, aby dopoméc jezykowi; w istocie, osiagniete to
by¢ moze w sposob najdoskonalszy, gdy wprowadzi sie pojecia zmiennych wielkosci,
funkcji, warto$ci granicznej i przy tym najbardziej celowe bedzie oprze¢ definicje
nawet najprostszych operacji arytmetycznych na tych pojeciach; co jednak tutaj
nie moze by¢ dalej rozwijane.

§7. Analiza infinitezymalna

Nalezy tu na koniec objasni¢ zwiazek miedzy naszymi dotychczasowymi roz-
wazaniami a pewnymi gléwnymi twierdzeniami analizy infinitezymalnej.

Moéwi sie, ze wartos¢ zmienna x, ktora przebiega kolejne okreslone wartosci
liczbowe zbliza sie do ustalonej wartosci granicznej «, gdy x w przebiegu tego
procesu ostatecznie znajdzie sie miedzy kazdymi dwiema liczbami, miedzy ktérymi
lezy sama «, lub, co jest tym samym, gdy warto$¢ bezwzgledna réznicy x — « staje
sie ostatecznie mniejsza od kazdej danej, réznej od zera wartosci.

Jedno z najwazniejszych twierdzen brzmi nastepujaco: ,,Jesli wielko$¢ x rosnie
stale, ale nie ponad wszelkie granice, to zbliza sie ona do wartosci graniczne;j”.

Dowodze tego twierdzenia w sposéb nastepujacy. Na mocy zalozenia istnieje
jedna, a w konsekwencji takze nieskonczenie wiele liczb as tego rodzaju, ze stale
pozostaje x < aso; oznaczam przez s system wszystkich tych liczb asq, a przez 2
system wszystkich pozostalych liczb «4; kazda z tych ostatnich ma te wlasnosé,
ze w przebiegu tego procesu ostatecznie bedzie x > a3, a zatem kazda liczba
a1 jest mniejsza od kazdej liczby ao, a w konsekwencji istnieje liczba «, ktoéra
albo jest najwicksza w 20, albo najmniejsza w s (§5, IV). To pierwsze nie moze
mieé¢ miejsca, gdyz x nie przestaje rosnac, a wiec asq jest liczbg najmniejsza w 2As.
Jakakolwiek teraz wezmiemy liczbe ay, to zawsze bedzie ostatecznie oy < x < «,
tj. « zbliza sie do wartosci granicznej a.

Twierdzenie to jest réwnowazne z zasada ciagtosci, tj. traci ono swoja moc
obowiazujaca [Giiltigkeit], gdy uznamy, ze choéby tylko jedna liczba rzeczywista
nie znajduje sie w dziedzinie fR; lub inaczej mowiac: jesli to twierdzenie jest
prawdziwe, to takze twierdzenie IV w §5 jest prawdziwe.

Inne twierdzenie analizy infinitezymalnej, takze réwnowazne z ta zasada, a kté-
re jeszcze czeSciej jest stosowane, brzmi nastepujaco: ,Jesli w procesie zmiany
wielkosci  mozna dla kazdej podanej wielkos$ci dodatniej § wyznaczyé tez odpo-
wiednie miejsce, poczawszy od ktérego x zmienia sie o mniej niz 8, to x zbliza sie
do wartosci granicznej”.

Odwrocenie tatwego w dowodzie twierdzenia, ze kazda wielko$é zmienna, ktora
zbliza si¢ do wartosci granicznej, zmienia si¢ w konicu mniej od jakiejkolwiek danej
wielkodci dodatniej, daje sie rownie dobrze wywies¢ z poprzedniego twierdzenia,
jak i bezpoérednio z zasady ciaglosci. Proponuje te ostatnig droge. Niech ¢ bedzie
dowolna wielkoscia dodatnia (tj. 6 > 0), wtedy na mocy zalozenia nadejdzie mo-
ment, od ktérego x zmienia sie o mniej niz 46, tj. je$li z w tym momencie ma
wartos$é¢ a, to pézniej bedzie zawsze x > a — 0 oraz x < a + ¢. Odkladam na
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razie na bok pierwotne zalozenie i trzymam sie¢ wyzej udowodnionego faktu, ze
wszystkie pézniejsze wartosdci zmiennej x leza miedzy dwiema danymi skonczonymi
wartosciami. Na tym opieram podwdjny podzial wszystkich liczb rzeczywistych.
Przyjmuje liczbe as (np. a + §) do systemu s, gdy w przebiegu rozwazanego
procesu bedzie ostatecznie r < aso; do systemu 2A; przyjmuje kazda liczbe, ktora
nie nalezy do %s; jesli oy jest taka liczba, to jakkolwiek daleko bedzie 6w pro-
ces postepowal, jeszcze nieskonczenie wiele razy bedzie tak, iz © > ;. Poniewaz
kazda liczba a; jest mniejsza od kazdej liczby as, wiec istnieje w pelni okreslona
liczba a, ktéra wytwarza ten przekrdj (2, 2s) systemu R i ktéra nazywam gérna
wartoscia graniczna pozostajacej ciagle skoniczong zmiennej x. Podobnie bedzie
wytworzony przez zachowanie si¢ zmiennej x drugi przekrdj (B1,Bs) systemu R:
liczba 1 (np. a — &) zostanie przyjeta do B1, jesli w przebiegu rozwazanego
procesu ostatecznie bedzie x > f1; kazda inna liczba s, przyjeta do Bs ma te
wlasnosé, ze nigdy ostatecznie nie jest x > P2, a wiec jeszcze nieskonczenie wiele
razy bedzie x < fBa; liczbe 5, przez ktora wytworzony jest ten przekrdj nazywam
dolna wartoscia graniczng zmiennej x. Obie liczby «, 8 sa oczywiscie scharaktery-
zowane takze poprzez nastepujaca wilasnosé: jesli € jest dowolnie mala wielkoscia
dodatnia, to zawsze mamy ostatecznie x < « + € oraz z > [ — ¢, ale nigdy
nie mamy ostatecznie x < « — € i nigdy nie mamy ostatecznie x > [ + e. Sa
teraz mozliwe dwa przypadki. Jesli @ i 8 sa od siebie rézne, to z koniecznosci
jest a > B, poniewaz w przeciwnym razie byloby as > (1; zmienna x oscyluje
i, jakkolwiek dlugo trwalby rozwazany proces, podlega zmianom, ktérych wielkosé
przekracza warto$é (o — ) — 2¢, gdzie € oznacza dowolnie malag wielko$¢ dodat-
nig. Pierwotne zalozenie, do ktérego teraz wracam, stoi jednak w sprzecznosci z
ta konsekwencja; pozostaje zatem tylko drugi przypadek a = 3, a poniewaz juz
dowiedziono, ze, jakakolwiek mala bylaby wielko$¢ dodatnia e, to zawsze bedzie
ostatecznie x < o+ ¢ oraz © > [ — ¢, wiec x zbliza sie do wartosci granicznej «,
czego nalezalo dowiesé.

Przyklady te niech wystarcza do ukazania zwiazku miedzy zasada ciaglosci
a analizg infinitezymalna.

* %k %

Podstawa przektadu: Richard Dedekind Stetigkeit und Irrationale Zahlen.
Friedrich Vieweg & Sohn, Braunschweig 1872.

k) %k X%

Ttumaczenie: Jerzy Pogonowski

Przypis tlumacza. Ttumaczenia tej rozprawy Dedekinda dokonalem we wrze-
$niu 2010 roku. Poréwnalem podzniej swéj przektad z tlumaczeniem dokonanym
wezesniej przez Romana Murawskiego i zamieszczonym w jego pracy Filozofia
matematyki. Antologia tekstow klasycznych, Wydawnictwo Naukowe UAM, Poz-
nani 2003 (wydanie 11T poprawione) na stronach 152-167. Poréwnanie to przekon-
alo mnie, ze w wielu miejscach przektad Romana Murawskiego jest bardziej trafny,
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poddatem zatem stosownym korektom moj pierwotny przektad. Jesli zawiera on
w obecnej postaci jeszcze jakies niedoktadnosci, to w zadnym przypadku nie nalezy
tego wiazac¢ z przekladem Romana Murawskiego, natomiast catkowicie odpowiada
za to piszacy te stowa.

Nie miatem mozliwosci dotarcia do jeszcze wczesniejszego przekladu rozprawy
Dedekinda na jezyk polski, a mianowicie ttumaczenia autorstwa Stanistawa Stra-
szewicza, opublikowanego w 1914 roku w Warszawie w wydawnictwie Gebethner
i Wolff, ktore wyszto takze w Bibliotece Wektora, seria A, nr 2, 1914. O ile mi
wiadomo, Roman Murawski réwniez nie korzystal z tego ttumaczenia.
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