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entgegengesetzetes Resultat gewahren,
wenigstens eine reelle Wurzel der Gleichung liege

1. Rozprawa Bernarda Bolzano Rein analytischer Beweis' sklada sie z dlugiej
Przedmowy po$wieconej kwestiom metodologicznym oraz czeSci matematycznej
podzielonej na osiemnagcie paragraféw. Kulminacyjnym punktem calosci jest
twierdzenie o przyjmowaniu wartosci posrednich (w skrécie IVT) przez wielomiany
jednej zmiennej. Twierdzenie to bylo znane w XVIII wieku i Bolzano wie, ze jego
dowdd nie jest pierwszy; w rozprawie nie chodzi wiec o kolejny, ale o szczegdlny,
czysto-analityczny dowdd. Czytamy: ,Przedstawie tu jeden dowdd, ktory [...] za-
wiera nie tylko potwierdzenie, ale i obiektywne uzasadnienie dowodzonej prawdy,
tzn. jest éciéle naukowy”2. Co to znaczy? Dlaczego wezeéniejsze dowody nie byty
naukowe?

W Przedmowie poddano analizie pie¢ wczesniejszych dowodéw IVT, wyrdz-
nionych z uwagi na metode, sa to kolejno: (1) dowdd geometryczny oparty na
twierdzeniu o linii cigglej, (2) dowdd oparty na pojeciu ruchu, (3) dowdd zwiazany

*Introduction to a Bernard Bonzalo’s Memoir Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes, dass
zwischen je zwei Werthen, die ein entgegengesetzetes Resultat gewdhren, wenigstens eine reelle
Wurzel der Gleichung liege

1B. Bolzano, Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes, dass zwischen je zwei Werthen, die
ein entgegengesetzetes Resultat gewdhren, wenigstens eine reelle Wurzel der Gleichung liege,
Gottlieb Hasse, Praga 1817. Dalej, z uwagi na dlugo$¢ tytulu bedziemy stosowaé skrét Rein
analytischer Beweis. Rozprawe cytujemy za: B. Bolzano, Czysto-analityczny dowdd twierdzenia,
z2e miedzy kazdymi dwoma wartosSciami, ktore dajq wyniki przeciwnych znakéw, lezy jakis rzeczy-
wisty pterwiastek réwnania, tt. M. Fila, w niniejszym tomie; w tym przypadku takze bedziemy
uzywaé skrétu Czysto-analityczny dowdd twierdzenia.

2B. Bolzano, Czysto-analityczny dowdd twierdzenia, s. 17.
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z funkcjami przyjmujacymi nieskoriczone wartosci, (4) dow6d oparty na btednym
zalozeniu dotyczacym struktury osi liczbowej, (5) dowdd oparty na wnioskach
z zasadniczego twierdzenia algebry.

Bolzano nie zwraca szczegdlnej uwagi na to, czy dowdd, ktéry omawia, trak-
tuje o wielomianach czy dowolnych funkcjach. Jego metoda jest taka, ze IVT dla
wielomianéw wynika z IVT dla dowolnej funkcji.

2. Analiza pierwszego dowodu bazuje na scholastycznych dystynkcjach. Bolzano
odr6znia matematyke czysta, ogdlng, do ktorej zalicza arytmetyke, analize (dzisiaj
powiedzieliby$my: rachunek rézniczkowy) i algebre, od matematyki stosowanej,
specjalnej, przez co rozumie geometrie. Odpowiednio w matematyce wystepuja
dwa rodzaje prawd: ogdlne, obejmujace matematyke czysta, i szczegdtowe, trak-
tujace o geometrii. Podobne rozréznienie dotyczy rozumowan, ktére sg dzielone
na ogdlne i szczegdlowe. Pierwsze dotycza matematyki czystej i tycza sie prawd
og6lnych, drugie dotycza geometrii i traktuja o prawdach szczegbétowych.

Przywolujac autorytet Arystotelesa Bolzano przekonuje, ze rozumowan ogdl-
nych i szczegdltowych nie wolno taczyé. Czytamy: ,nie nalezy lamaé zasady, iz
prawd matematyki czystej, czy ogdlnej, to jest prawd arytmetyki, algebry, ana-
lizy, nie nalezy wyprowadza¢ z rozwazan, ktore naleza jedynie do matematyki
stosowanej, lub specjalnej, czyli geometrii. Czyz nie jest tak, ze od dawna czuliSmy
i przyjmowali$my, ze niewlasciwe jest przechodzenie z jednego rodzaju do innego?”>.
Arystoteles za$ pisal wprost: ,nie mozna w dowodzeniu przejéé z jednego rodzaju
do innego, na przyktad dowiesé tego geometrycznego arytmetycznie™.

Podzial na arytmetyke i geometrie byl u Arystotelesa zwigzany z podzialem
na liczby naturalne (to, co dyskretne) oraz obiekty geometryczne (to, co ciggle)®.
Bolzano powtarza ten argument piszac: ,prawdziwie naukowe dowody (...), ktére
stosuja sie do wszystkich wielkosci, zaréwno tych w przestrzeni, jak i innych, nie
mogg wynikaé¢ z prawd, ktére stosuja sie jedynie do wielkoéci w przestrzeni”®.
Jednak od czasu Geometrii Kartezjusza, gdy teoria proporcji zostala zastapiona
arytmetyka, scholastyczny podzial liczba vs wielko$¢ stracil znaczenie: liczba nie
byla juz wylacznie liczba naturalna (tak, jak w matematyce greckiej), ale stala sie
elementem ciala uporzadkowanego”.

Podziat prawd matematycznych na ogdlne i szczegdtowe doprowadzit Bolzano
do dwdéch wersji twierdzenia IVT: dla linii oraz dla funkcji. W pierwszym przy-
padku uzywa poje¢ odcieta, rzedna, w drugim — wielkosé, wartosé; ciagtosé linii
oddaje stowem kontinuierlich, ciaglos¢ funkcji — stetigkeit. Twierdzenie w wersji
geometrycznej jest tak formulowane: ,kazda linia ciagla o zwyklej krzywiznie,
ktorej rzedne sa najpierw dodatnie, a pdzniej ujemne (lub odwrotnie), musi ko-

3Ibidem, s. 12.

4 Arystoteles, Analityki Wtére, 1,7,75 a, w: 1. Bekker (ed.), Aristotelis Opera, Georg Reimer,
Berlin 1831, ti. P. Blaszczyk, K. Mréwka.

5Zob. ,Iloé¢ jest dyskretna, albo ciaggla. Ponadto, pewne ilosci sa takie, iz kazda cze$é catodci
ma jakie$ polozenie wzgledem innych, inne za$ nie sa zlozone z czesdci, ktére maja potozenie.
Przykladami iloéci dyskretnej jest liczba i mowa, za$ ciaglej sa linie, powierzchnie, bryly, a précz
tego czas i miejsce”, Arystoteles, Kategorie, 6.4 b, w: 1. Bekker (ed.), Aristotelis Opera, op. cit.,
tt. P. Blaszczyk, K. Mréwka.

6B. Bolzano, op. cit., s. 13.

7Zob. P. Blaszczyk, K. Mréwka, Kartezjusz, Geometria. Tlumaczenie i komentarz, Univer-
sitas, Krakow 2015, s. 145-166.
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niecznie przeciaé o$ odcigtych w punkcie lezacym miedzy tymi rzednymi”®. W wer-
sji dla funkcji brzmi tak: , jezeli dwie funkcje ciagle zmiennej x, fx i px, maja te
wlasnosé, ze dla x = a jest fa < pa, adlax = 8 jest f8 > ¢f, to zawsze musi by¢
jakaé wartoéé¢ x lezaca miedzy « i 3, dla ktérej zachodzi fz = @z, lub w wersji
dla jednej funkcji: ,miedzy dwoma wartosciami, « i 3, ktore daja wyniki przeciw-
nych znakéw, zawsze istnieje jaki§ rzeczywisty pierwiastek”? funkcji cigglej f.

IVT w wersji geometrycznej jest prawdq szczegolowq, w wersji dla funkcji —
prawdq ogolng; z prawdy ogdlnej mozna wyprowadzaé szczegbélowa, ale nie na
odwrét. W zwiazku z tym Bolzano pisze: ,Rozwazmy teraz obiektywna pod-
stawe, dla ktérej linia w wyzej wymienionych okolicznosciach przecina 0§ odcie-
tych. Kazdy zapewne szybko przyzna, ze podstawa tego lezy nie gdzie indziej,
jak w ogdlnej prawdzie, ze kazda funkcja ciaggla, ktora jest dodatnia dla jednej
wartosdci z i ujemna dla drugiej, musi by¢ zerem dla pewnej wartosci posredniej x.
Ale to jest wlasnie ta prawda, ktéra ma byé¢ tu udowodniona. Dlatego nie mozna
pozwolié, by zostala ona wyprowadzona z pierwszej [...]. Raczej odwrotnie, pierw-
sza musi wynika¢ z drugiej jeéli chcemy reprezentowa¢ prawdy naukowe w taki
sam sposéb, w jaki sa one ze soba obiektywnie potaczone™!t.

Oczywisto$¢ twierdzenia o linii wynika — jest pisze Bolzano — z prawdy ogélnej,
czyli twierdzenia o funkcji. Zatem dowdd IVT dla funkcji nie moze opieraé sie na
twierdzeniu geometrycznym.

2.1. U Bolzano obiekty geometryczne sa charakteryzowane bardzo niekompletnie.
Ale podobnie jest u przedstawicieli ruchu nazywanego ,arytmetyzacja analizy”,
Cantora czy Dedekinda, ktérzy takze deklarowali, ze chca wyeliminowaé argu-
menty geometryczne z analizy. Z perspektywy XX wieku mozna to tak ocenié¢: pro-
ces arytmetyzacji analizy zostal w pelni zrealizowany dopiero wtedy, gdy za pod-
stawe przyjeto analityczne rozumienie funkcji, a linia zostala pojeta jako wykres,
czyli reprezentacja funkcji.

Zobaczmy dokladnie, jak przedstawia sie dwoistos¢ geometryczne-analityczne
w rozprawie Bolzano!2. Po pierwsze, ani linia, ani funkcja nie sa zdefiniowane.
Po drugie, twierdzenie IVT w wersji geometrycznej traktuje o linii ciagtej, ale
ciggloséc¢ linii, w odrdéznieniu od ciaglosci funkcji, nie zostala zdefiniowana. Dalej,
Bolzano pisze, ze prawdziwos¢ IVT w wersji geometrycznej ,lezy nie gdzie indziej,
jak w ogdélnej prawdzie, ze kazda funkcja ciagta..”. To zdanie kryje jednak zatoze-
nie, ze kazda linie ciagla mozna reprezentowaé jakas funkcja ciggla — nie jest to
bynajmniej oczywiste. Nie wiadomo nawet, jaka funkcje przyja¢ w tak prostym
przypadku, jak krzywa zamknieta, powiedzmy okrag czy elipsa, ktora przecina o$
odcietych!3. O ile wiec zgodzimy sie, ze IVT w wersji dla funkcji nie moze byé

8B. Bolzano, op. cit., s. 12.

9bidem, s. 28.

0Tbidem, s. 11.

Hlbidem, s. 13.

12Jak to jest u Cantora pokazujemy w P. Blaszczyk, Analiza filozoficzna rozprawy Richarda
Dedekinda Stetigkeit und irrationale Zahlen, Wydawnictwo Naukowe AP, Krakéw 2007, s. 126—
127; jak to jest u Dedekinda zob. op. cit., s. 28-32.

3Buler pojmowal funkcje jako funkcje wielowartoéciows we wspélczesnym rozumieniu i byé
moze Bolzano podobnie rozumiat funkcje.
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wnioskiem z twierdzenia IVT dla linii, to trudno uznaé, ze drugie twierdzenie
wynika z pierwszego, bo w istocie nie wiadomo, o czym traktuje twierdzenie IVT
w wersji geometryczne;j.

2.2. W wyodrebnionej na koncu Przedmowy czeéci znajdujemy pewne ogdlniejsze
rozwazania na temat metody aksjomatycznej. Bolzano odréznia aksjomaty, prawdy
podstawowe, od zdan, ktére wynikaja z aksjomatéw, prawd wynikajgcych. W tym
kontekécie tak pisze o geometrycznej wersji IVT:  Latwo widaé, ze jej pojecia
skladowe sa tak powiazane, iz bez wahania powiemy, ze nie moze by¢ ona jedna
z tych prawd prostych, ktére nazywamy prawdami podstawowymi, czy aksjo-
matami, poniewaz stanowia one podstawe innych prawd, a same nie wynikaja
z innych. Wrecz przeciwnie, jest to twierdzenie, czy prawda wynikajaca, czyli
taka prawda, ktéra musi by¢ wyprowadzona z innych prawd, bo ma podstawe
w pewnych innych prawdach”.

Bolzano opowiada sie za metoda aksjomatyczno-dedukcyjng. Dowdd $cisle
naukowy jest dlan uzasadnieniem, przedstawieniem obiektywnych racji. W istocie
jest to jednak scholastyczne podejécie oparte na odrdznieniu istoty i przypadtosci.
Najpierw pokazuje sie, ze musza istnie¢ prawdy, ktore nie majg dowodu. Arystote-
les tak to tlumaczy: ,twierdzimy, ze nie cala wiedza jest dowodzona, przeciwnie,
znajomos¢ przestanek pierwszych jest niezalezna od dowodu, a koniecznosé tego
jest oczywista; jesli bowiem musimy poznaé te pierwsze, z ktérych wyprowadza
sie dowdd, zad cofanie musi mie¢ koniec w tych bezposrednich, to musza by¢ one
niedowodliwe”!®. Nastepnie za$, prawdy pierwsze sa przyjmowane na podstawie
wgladu w istote.

Motyw poznania istoty przedmiotu, ktéry istnieje poza jezykiem, poza syste-
mem aksjomatow, definicji i twierdzen, znajdujemy w nastepujacym zdaniu: ,,jesli
chcemy reprezentowaé prawdy naukowe w taki sam sposob, w jaki sa one ze soba
obiektywnie polaczone”!S.

Metoda aksjomatyczna zapoczatkowana w XX wieku przez Hilberta, wyr6znia
pojecia pierwotne i aksjomaty, ale nie w oparciu o wglad w istote rzeczy, lecz
o kryteria metamatematyczne: niezalezno$é¢ i niesprzecznosé aksjomatéw.

Gdy spojrzymy na rozprawe Bolzano z punktu widzenia wspdlczesnej metody
aksjomatycznej to ma ona taka oto strukture: Tytulowe twierdzenie IVT dla
wielomianéw jest dowodzone w oparciu o IVT dla dowolnej funkcji ciaglej (§15)
i twierdzenie o tym, ze wielomian jest funkcja ciagla (§17). Ciaglo$é wielomianu
jest dowodzona na podstawie sformulowanej w pracy definicji ciaglosci funkcji
(Przedmowa, 11a). Dowdd IVT dla dowolnej funkcji ciaglej oparty jest na zasadzie
supremum (§12). Zasada supremum dowodzona na mocy zalozenia, ze kazdy ciag
spelniajacy warunek Cauchy’ego posiada granice (§5). W calej rozprawie w sposéb
niejawny przyjmowany jest aksjomat Archimedesa i to w kilku réznych wersjach.

Majac na uwadze stosowanie zasady supremum, mozna przyjac, ze twierdze-
nie Bolzano traktuje o funkcjach rzeczywistych'”. Przyjmujac dalej wspélczesna

4B, Bolzano, op.cit., s. 13.

15 Arystoteles, Analityki wtdre, 72 b, w: 1. Bekker (ed.), Aristotelis Opera, op. cit., ti.
P. Blaszczyk, K. Mréwka.

16B. Bolzano, op. cit., s. 13.

17 Jest to szczegélowo wykazane w artykule: M. Fila, Aksjomat cigglosci w rozprawie Bernarda
Bolzana Rein analytischer Beweis, w niniejszym tomie.
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perspektywe, widzimy, Ze zasade supremum (ZS) dowodzi Bolzano w oparciu
o zupelno$¢é w sensie Cauchy’ego (ZC). Wiadomo jednak, ze ZC dopiero w ko-
niunkcji z aksjomatem Archimedesa (AA) jest rownowazna ZS. Dalej wiadomo, ze
twierdzenie IVT w odniesieniu do funkcji cigglej jest jeszcze jedna wersja aksjo-
matu cigglodci, czyli nie tylko z ZC+AA wynika IVT dla funkcji, ale i odwrotnie,
z IVT dla funkcji wynika ZC+AA'®. Wiecej, naczelnym celem rozprawy Bolzano
jest nie tyle IVT dla funkcji, ile IVT dla wielomianu, a to twierdzenie zachodzi
nie tylko dla wielomianéw rzeczywistych, ale jest prawdziwe w cialach rzeczy-
wiscie domknietych; ciala te moga to by¢ niearchimedesowe (jak niestandardowe
liczby rzeczywiste), moga byé takze podcialami liczb rzeczywistych, jak liczby

algebraiczne!®.

2.3. W ostatniej czeéci Przedmowy znajdujemy uwagi Bolzano na temat rozlegte-
go systemu obejmujacego — jak mozna wnosi¢ — calo$¢ matematyki, a nie tylko
jej wyrézniony fragment, jak na przyklad aksjomaty liczb rzeczywistych. Czy-
tamy: ,Nie nalezy oczekiwaé, ze zostang tu przesledzone wszystkie zasady bu-
dowanego przeze mnie prawdziwego wykladu naukowego opisane w Beytrigen zu
einer begrindeteren i.t.d (Przedmowa, 11a.). Bede wciaz przekonywal o calkowitej
prawdziwosci tych zasad; dokladnos¢ ich obowigzywania jest taka sama tylko tam,
gdzie to mozliwe, gdzie wyklad naukowy rozpoczyna sie od zdan podstawowych
i pojeé; ale nie tam, gdzie po prostu niektore jego nauki traktuje sie¢ w kontekscie
caloéci, jak to sie dzieje tutaj”?°.

Bolzano wiec zdawal sobie sprawe z tego, ze jego praca nie spelnia wymogdw
metody aksjomatycznej. Nie ma w niej bowiem ani wyréznionych pojeé¢ pierwot-
nych, ani aksjomatéw. Thumaczy to jednak tym, ze rozprawe Rein analytischer
Beweis nalezy ujmowa¢ w kontekscie innych prac, a nie jako samodzielny wyktad:
,Poglady obejmujace cale obszary jednej lub kilku nauk moga by¢ poznane na
dwa sposoby: moga by¢ podane raz w ostatecznej rozprawie albo prezentowane
stopniowo w kolejnych pracach”?'. Bolzano opowiada sie za drugim sposobem
przedstawiania wynikéw badan, a praca Rein analytischer Beweis ma by¢ jednym
z dokumentéw skladajacych sie na kompletng teorie. Czytamy: ,I jesli po wielu
poprawkach bedzie mi dane zosta¢ wyrdéznionym sposrdéd czesci spoleczenstwa,
tylko wtedy nalezy rozwazy¢ zlozenie calego systemu”?2.

3. Drugi z analizowanych dowod6éw pochodzi od Lagrange’a. Zacytujemy klu-
czowy fragment pracy, do ktérej odnosi sie Bolzano:

,Przedstawmy ogdlnie proponowane réwnanie jako P — @Q = 0, gdzie P jest suma
wszystkich wyrazéw, ktére maja znak plus, zas @, sumg wszystkich tych, ktére
maja znak minus. Przyjmijmy wpierw, ze dwie liczby p i ¢ sa dodatnie i ze ¢
jest wigksze od p. Przyjmujac dalej x = p, mamy P — @) < 0, przyjmujac x =
q, mamy P — @ > 0. Jest jasne, ze w pierwszym przypadku P bedzie < Q,

1870b. P. Blaszczyk, A purely algebraic proof of the fundamental theorem of algebra, An-
nales Universitatis Paedagogicae Cracoviensis. Studia ad Didacticam Mathematicae Pertinentia
8, 2016, 5-21.

19Z0b. ibidem.

20B. Bolzano, op. cit., s. 17, przypis 16.

21Tbidem, s. 18.

22Ibidem, s. 19.
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a w drugim P bedzie > Q). Zatem, z postaci wielkosci P i @, ktére zawieraja tylko
wielkosdci dodatnie oraz potegi catkowite i dodatnie, wynika w sposéb oczywisty,
ze wielkosSci te wzrastaja koniecznie w miare jak wzrasta x, a zwigkszajac x przez
wszystkie niewidoczne stopnie, od p do ¢, wzrastaja one réwniez przez stopnie
niewidoczne, ale w ten sposéb, ze P wzros$nie bardziej niz @), poniewaz im mniejsza
byla, tym wieksza sie staje. Tak wiec koniecznie bedzie musial byé¢ wyraz miedzy
dwiema warto$ciami p i g, gdzie P bedzie rowne @), tak jak dwa poruszajace sie
ciata, o ktérych zaklada sie, ze poruszaja sie po tej samej linii w tym samym
kierunku, i ktére, wyruszajac jednocze$nie z dwoch réznych punktéw, docieraja
w tym samym czasie do dwéch innych punktow, ale w ten sposob, ze ten, ktory
byl wpierw z tylu, znajduje si¢ nastepnie przed drugim, musza koniecznie spotkac
sie na swej drodze. Wartoé¢ x, ktéra uczyni P réwnym @, bedzie wiec jednym
z pierwiastkéw réwnania, i znajdzie sie miedzy wartosciami p i q. Tak samo, jesli
przyjmiemy z = p, otrzymamy P —Q > 0, a gdy przyjmiemy = = ¢, to otrzymamy
P — Q < 0; w pierwszym wypadku otrzymamy wiec Q < P, a w drugim @ > P;
a zwiekszajac x od p az do ¢, wielko$¢ () wzrosnie bardziej niz wielko$é¢ P, i zréwna
si¢ z nia w punkcie miedzy p i ¢”23.

Bolzano streszcza ten dowdd jednym zdaniem po czym pisze: ,Jest to dalej
ilustrowane przyktadem ruchu dwéch cial, z ktérych jedno najpierw jest za drugim,
a nastepnie przed nim. Stad ma wynikaé¢, ze w pewnym momencie beda one mu-
siaty sie minaé¢”?4.

Twierdzenie Lagrange’a traktuje o wielomianie zapisanym w postaci P — @,
Bolzano za$ przyjmuje, ze chodzi o dowolng funkcje ciagla w postaci f —¢. Dowdd
Lagrange’a w istocie powoluje sie na stynny paradoks Achillesa. To znaczace
odwrécenie: podczas gdy wspolczesnie rozwiazujemy paradoks Achillesa na pod-
stawie twierdzenia IVT, to Lagrange przywoluje sytuacje opisana w paradoksie,
aby udowodnié¢ twierdzenie TVT?25.

Bolzano jasno ocenia dowoéd oparty na pojeciu ruchu: przyklad z ruchem
»sam w sobie nie dowodzi twierdzenia, a raczej shuzy temu, by twierdzenie zostalo
udowodnione”?%. W tym kontekscie podaje definicje ciaglosci funkcji: to, ze ,funk-
cja fx zmienia sie zgodnie z prawem ciggloéci dla wszystkich wartosci x wewnatrz
lub na zewnatrz pewnych granic oznacza po prostu, ze jezeli = jest jaka$ warto-
Scia, to réznica f(z 4+ w)— fx moze sta¢ sie mniejsza niz kazda dana wielkosé pod
warunkiem, Ze w moze by¢ dowolnie mata. Czyli f(x +w) = fo + Q7?7.

W tradycji scholastycznej przyjmowano Arystotelesa rozumienie ciaglosci:
,ciagle jest podzielne na czesci dalej podzielne”. Odnosito sie ono i do ruchu, i do
czasu, i do przestrzeni?®. Innymi stowy, w tradycji, w ktérej wyrastal Bolzano

23], L. Lagrange, Traité de la résolution des équations numériques de tous les degrés, Courcier,
Paris 1808, s. 98-99, tl. P. Blaszczyk, K. Mréwka.

24B. Bolzano, op. cit., s. 13.

25Zob. P. Blaszczyk, Ciqglosé versus kontinuum. Rewizja stanowiska Zenona i jego wspdi-
czesnych krytykéw, w: I. Bondecka-Krzykowska, J. Pogonowski (eds.), Swiaty matematyks.
Tworzenie czy odkrywanie? Ksiega Jubileuszowa ofiarowana Panu Profesorowi Romanowi Mu-
rawskiemu, Wydawnictwo Naukowe UAM, Poznan 2010, 107-121.

26B. Bolzano, op. cit., s. 14.

2"Ibidem, s. 14.

2870b. P. Blaszczyk, K. Mréwka, Euklides i Arystoteles o cigglosci. Czesé I. Euklides, Filo-
zofia Nauki 21, 2013, 91-115.
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czas i ruch byty ciagle w tym samym sensie. W rozprawie Rein analytischer Be-
weis ciaglodé jest definiowana jako ciaglo$é¢ funkcji, ciagltosé czasu i przestrzeni
jako ciagtosé liczb rzeczywistych. Bolzano nie jest do konca swiadom wagi tego
rozstrzygniecia, juz chociazby dlatego, ze zasada supremum, czy zupeilno$é w sen-
sie Cauchy’ego, nie sg jasno przedstawiane jako wlasnos¢ porzadku liniowego. Tym
niemniej mozna przyjac, ze rok 1817 jest przelomowy dla matematycznego rozu-
mienia cigglodci: od tego czasu ciggloéé jest odnoszona albo do funkcji, albo do
porzadku liniowego i w kazdym z tych przypadkéw jest inaczej definiowana.

4. Jako trzecie omawiane jest twierdzenie: ,Kazda zmienna wielko$¢é moze przejéc
ze stanu dodatniego do ujemnego przez stan zero lub nieskoriczonosé”?”. Bolzano
pokazuje, jak wyeliminowa¢ z tej wersji pojecie ,przejécia” i sprowadzi¢ ja do
postaci czysto matematycznej: ,,Jezeli zmienna wielko$é, ktéra zalezy od zmiennej
x, jest dodatnia dla x = a i ujemna dla = = 3, to zawsze istnieje wartos¢ x lezaca
miedzy o« i 3, dla ktérej osiggana jest wielkos$é zero lub nieskoriczonogé”3?.

Przypadki, w ktérych funkcja przyjmuje nieskonczone wartosci, odnosza sie
— przyjmujac wspoOlczesna perspektywe — do punktow, w ktorych nie jest ona
okreslona. Bolzano, nie dysponujac jasna definicja, wiaze funkcje ze wzorem, for-
mutla; stad zas wynikaja rozwazania, ktére z perspektywy funkcji pojetej jako zbiér
par uporzadkowanych sg do$¢ osobliwe.

Tak wiec zdaniem Bolzano, funkcje przyjmujace nieskoniczone wartos$ci nie
spelniajg zalozenia cigglosci. Czytamy: , jesli ograniczymy twierdzenie do wielko-
$ci, ktére roznig sie w sposob ciagly, musimy réwniez wykluczy¢ te funkcje, ktére
staja sie nieskoniczone dla pewnych wartoéci swych pierwiastkéw”3!. Aby to wyka-
zac, przywoluje podana wezesniej definicje i pisze: ,,Funkcja taka jak 32— w rzeczy-
wisto$ci nie zmienia si¢ w sposob ciagly dla wszystkich wartosci z, tylko dla tych,
ktére sa > lub < b. Zatem dla wartosci x = b nie ma zadnej okreslonej wartosci,
ale funkcja staje sie wtedy nieskoniczenie duza. Nie mozemy wiec powiedzieé, ze
wartosci, jakie przyjmuje funkcja dla = b+ w, wszystkie sa znane i moga podejéé
do wartosci x = b tak blisko, jak tylko sie chce”32. Innymi stowy, nie jest spetniony
warunek f(b+ w) = fb+ Q, gdzie w oraz Q sa dowolnie male. Wartosé f(b+ w)
jest — mozemy dopowiedzie¢ — liczba skoriczona, zas f(b) + Q — nieskoriczona.

Krétko: przypadek IIT wynika z niejasnej definicji funkcji.

5. Jako kolejny dowodd twierdzenia IVT rozwazana jest teza: ,Poniewaz fx jest
dodatnia dla z = « i ujemna dla x = 3, to musza by¢ miedzy a i § dwie wielkoSci
a i b, w ktérych przejécie od wartoéci dodatnich do ujemnych fx odbywa sie tak,
ze miedzy a i b nie ma wigcej wartosci x, dla ktérych fz nadal bylaby dodatnia
albo ujemna”33.

Bolzano jest przekonany o blednoéci ukrytego tu zalozenia i pisze, ze ,funkcja
ciagla nie ma ostatnich z, dla ktérych jest ona dodatnia i nie ma pierwszych,
dla ktérych jest ujemna”*. Uzasadnienie jest nastepujace: ,Dobrze wiadomo,

29B. Bolzano, op. cit., s. 15.
30Ibidem, s. 15.
31Tbidem, s. 15.
32Ibidem, s. 15.
33Ibidem, s. 16.
34Ibidem, s. 16.
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ze miedzy dwoma bliskimi warto$ciami zmiennej niezaleznej, na przyklad pier-
wiastka mi x pewnej funkcji, zawsze jest przyjmowanych nieskonczenie wiele war-
todci posrednich. W ten sam sposéb funkcja ciggta |[...] nie ma zadnych liczb a i b,
ktére tutaj opisano”3°.

Pierwsze zdanie traktuje o gestosci osi liczbowej. Z gestosci nie wynika jednak
zdanie drugie. W istocie potrzebny bylby dowdd tak zwanej zasady zachowania
znaku: jezeli f(xg) > 0, to istnieje taki przedzial otwarty U, ze xo € U oraz dla
kazdego x nalezacego do U zachodzi f(x) > 0. Zasada ta, acz w troche innej
postaci, jest wprost przywotana w rozprawie3S.

6. Duzo uwagi po$wieca Bolzano dowodowi opartemu na zasadniczym twierdzeniu

algebry. Dokladniej, chodzi o nastepujacy wniosek: Kazdy wielomian rozklada
sie na wielomiany co najwyzej drugiego stopnia (FW). Bolzano pisze: ,Nie ma
watpliwosci, ze jedli ostatnie twierdzenie [czyli FW] jest poprawne, to poprzednie
[czyli IVT] mozna z niego wywnioskowaé”. W tym punkcie wiec wyraznie chodzi
o IVT dla wielomianu.

Bolzano wskazuje na popelniany tu btad metodologiczny: ,drugie twierdzenie
[FW] jasno wyraza prawde bardziej zlozona niz pierwsze [IVT]. Dlatego drugie
z pewnosciag moze by¢ oparte na pierwszym, ale nie odwrotnie — pierwsze na
drugim”37.

Analizujac dowdd zasadniczego twierdzenia algebry, podany przez Gausa w ro-
ku 1799, Bolzano pisze®®: ,,Wyraznie odnosi sie on do naszego twierdzenia, kiedy
zaklada [...] rdwnanie nieparzystego stopnia jest z pewnoscig rozwigzalne; do-
brze wiadomo, ze twierdzenie to jest prostym wnioskiem z naszego twierdzenia”3°.
W zwiazku z dowodem podanym przez Gaussa w roku 1816 zauwaza: ,Opiera
si¢ m.in. na nastepujacym twierdzeniu: Jezeli funkcja ma wartosci dodatnie dla
wszystkich zmiennych wielkoéci x lezacych miedzy « i 3, to jej catka od z = «
do x =  ma dodatnie wartosci. W dowodzie tego twierdzenia podanym przez
pana Lagrange’a nie znajdujemy co prawda wyraznego odwolania do naszego
twierdzenia, ale dowéd Lagrange’a nadal ma luki”°.

Dalej analizowany jest dowod Lagrange’a:

L,Wymagane jest w nim przyja¢ wielkosci ¢ tak male, by
fla+i) - fa S+ J'@+8) 4 f @+ 20) o+ S (2 + (0= 1)i)

—f/.’E< )
1 n

gdzie iloczyn i -n pozostaje rowny pewnej danej wielkosci, a dobrze znane oznacze-
nie [’z przedstawia pierwszg pochodng funkeji fz. Teraz pojawia si¢ pytanie: czy
mozna spehié ten wymég? Jakkolwiek mate i przyjmiemy, aby zmniejszy¢ réznice

flz+1i) — fo

7

f'=,

35Tbidem, s. 16.

36Zob. nizej pkt. 7(a).

37B. Bolzano, op. cit., s. 16.

38Gauss podal cztery dowody zasadniczego twierdzenia algebry, kolejno w latach 1799, 1816
(dwa dowody) i w 1848.

39B. Bolzano, op. cit., s. 16.

40Tbidem, s. 16.
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to dzielnik prawej strony, n, musi staé si¢ wigkszy, jezeli i - n pozostanie stale.
Ponadto zwigkszenie zbioru wyrazéw w liczniku spowoduje zwiekszenie wartosci
jego mianownika; mozna tez pokazaé, ze warto$¢ calego utamka zmniejsza sie wraz
ze zmniejszaniem ¢, tak samo lub bardziej niz wyrazenie

co samo jest jeszcze do udowodnienia. Ta luka powinna zosta¢ wypelniona, a to
zapewne mozna zrobi¢ jedynie w oparciu o nasze obecne twierdzenie, poniewaz
wspomniany juz dowdd Lagrange’a, choé znacznie prostszy, musi si¢ do niego
odnosi¢™!,

Konkluzja Bolzano nie jest jednak tak jednoznaczna, jak w poprzednich przy-
padkach: ,Ta luka powinna zosta¢ wypelniona, a to zapewne mozna zrobi¢ jedynie
w oparciu o nasze obecne twierdzenie”*2.

Faktem natomiast jest, ze Lagrange implicite stosuje twierdzenie o zachowaniu
znaku. Odnoszac sie do liczb

f'@), fle+i), [z +20),.. f'(e+ (n—1)i)

pisze bowiem: ,Zatem, jesli wszystkie te ostatnie wielkosci sg tego samego znaku,
to znaczy, wszystkie pozytywne lub wszystkie negatywne, to tatwo stwierdzié...”*3.

7. Konczac Przedmowe Bolzano streszcza cze$¢ matematyczna swojej rozprawy.
Twierdzenie IVT dla wielomianu bedzie przedstawione jako wniosek z ogédlniejszej
prawdy: ,jezeli dwie funkcje ciaglte zmiennej x, fr i px, maja te wlasno$é, ze
dla z = a jest fa < pa, adla z = g jest f8 > ¢fB, to zawsze musi by¢ jakas
wartoéé = lezaca miedzy a i 3, dla ktérej zachodzi fr = pa”**. Przypomnijmy
wiec, ze IVT dla wielomiandéw zachodzi w klasie cial rzeczywiscie domknietych,
gdzie twierdzenie IVT dla dowolnej funkcji ciaglej nie jest prawdziwe. Majac na
uwadze ten fakt, IVT dla funkcji nie jest wiec ogdlniejszq prawdq.

Kluczowe lematy rozprawy — w relacji Bolzano — sa nastepujace:

(a) zasada zachowania znaku zastosowana do funkcji f — ¢: ,Jedli fa < ¢a,
to na mocy prawa ciaglosci jest f(a+1i) < p(a+1), gdy tylko 7 jest wystarczajaco
male”,

(b) zasada supremum: , gdy pewna wlasno$é M przystuguje wszystkim warto-
$ciom zmiennej wielkosci ¢, ktére sa mniejsze od pewnej wielkoséci danej, ale nie dla
wszystkich wartoéci w ogdle, to zawsze jest jakas najwigksza warto$¢ u, o ktorej
mozna pokazaé, ze wszystkie i, ktére sa < u maja wlasnosé¢ M7,

(¢) dla u spelniajacego warunek u = sup{i > 0: (f — ¢)(a + 1) < 0} zachodzi
(f —p)(@+u) = 0: ,Dla tej wartosci u nie moze byé¢ f(a + u) < p(a+u) [...]
Tym bardziej nie moze by¢ prawda, ze f(a+u) > p(a+ u) [...] Musi zatem byé
fla4+u) = p(a+u), tj. istnieje wartos$¢ = lezaca miedzy « i 8, mianowicie a + u,
dla ktorej funkcje fz i px sa sobie rowne”,

41Tbidem, s. 16.

42Ibidem, s. 16.

43J. L. Lagrange, Lecons sur le Calcul des Fonctions, nowe wydanie, Courcier, Paris 1806,
. 91, tt. P. Blaszczyk, K. Mrowka.

448, Bolzano, op. cit., s. 17.
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(d) dowdd zasady supremum: ,Pozostaje juz tylko kwestia wspomnianego
dowodu. Twierdzenie udowodnimy, pokazujac, ze te wartosci ¢, o ktérych mozna
pokazaé, ze wszystkie mniejsze od nich posiadaja wlasno$é M i te, o ktérych nie
mozna tego pokaza¢ moga byé umieszczone tak blisko siebie, jak tyko chcemy.
Dlatego kazdy, kto ma poprawne pojecie wielkoSci, uzna najwieksze i, o ktérym
mozna pokazac, ze wszystko wielkoSci ponizej niej maja wlasnosé M za wtasciwa,
tj. prawdziwa wielkoS¢é”.

W punktach (a)—(c) dowéd Bolzano pokrywa sie z klasycznym dowodem twier-
dzenia IVT dla funkcji ciaglej*®. W punkcie (d) Bolzano chce udowodnié to, co
wspolczesnie przyjmujemy jako aksjomat. Ciekawe jest przesledzi¢ to zmaganie.
Wiemy, ze IVT dla funkcji ciagtej jest réwnowazne zasadzie supremum, oceniajac
rozprawe Bolzano z perspektywy metodologicznej, popelnia on wiec blad, ktory
wskazywal w Przedmowie, analizujac inne prace. Na czym zatem polega wklad
Rein analytischer Beweis w rozw(j matematyki? Szukajac pierwszych prawd, for-
mulujac zasade supremum czy zupelnos¢ w sensie Cauchy’ego, Bolzano zainicjowal
proces, ktérego zwienczeniem jest wspodlczesna aksjomatyka liczb rzeczywistych.

8. W roku 1799 Gauss opublikowal rozprawe doktorska Demonstratio nova The-
orematis, omnem functionem algebraicam rationalem integram unius variabilis in
factores reales primi vel secundi gradus resolvi posse. Praca zawiera pierwszy
z czterech jego dowoddéw zasadniczego twierdzenia algebry. W rozbudowanym
wstepie mlody, 22-letni doktorant szczegbltowo analizuje wezesniejsze dowody, wska-
zujac bledy m.in. w pracach Eulera i Lagrange’a a polegajace na przyjmowaniu
dowodzonej tezy w jakie$ innej postaci, na przykiad w takiej, ze wielomian n-
tego stopnia ma n pierwiastkow. Bolzano w Rein analytischer Beweis wyraznie
nasladuje Gaussa: analizowane przez niego dowody zakladaja twierdzenie o przyj-
mowaniu wartosci posredniej w jakiej$ innej postaci. Ale miedzy tymi pracami
jest jeszcze jedno, wazniejsze nawet podobienstwo. Podejscie Gaussa rézni sie
od poprzednich tym, ze jego dowdd jest egzystencjalny: wykazuje istnienie pier-
wiastkow, ale ich nie konstruuje. Dowdd podany przez Bolzano takze jest egzy-
stencjalny: jakkolwiek pokazuje, ze (f — ¢)(a 4+ u) = 0, to u jest wyznaczone na
mocy zasady supremum. Gauss i Bolzano otworzyli wiec matematyke na nowy
rodzaj dowodéw — dowody o istnieniu obiektu spelniajacego dane warunki, bez
wskazania jego konstrukcji.
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4570b. P. Blaszczyk, A purely algebraic proof of the fundamental theorem of algebra, op. cit.,
s. 89.
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