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Przedmowa

W teorii rownan sa dwa twierdzenia, ktérych dowody jeszcze do niedawna
byly nieznane. Pierwsze to twierdzenie, ze miedzy dwoma wartosciami [Werthen|
nieznanej wielkosci [Grofie], ktére daja wyniki przeciwnych znakéw, zawsze lezy
jaki$ rzeczywisty [reelle] pierwiastek réwnanial. Drugie to, ze kazda algebraiczna
wymierna funkcje catkowita zmiennej wielkoSci mozna roztozy¢ na czynniki rzeczy-
wiste pierwszego lub drugiego stopnia?.

Po kilku nieudanych prébach d’Alemberta, Eulera, de Foncenexa, Lagrange’a,
Laplace’a, Kliigela i innych, w ubieglym roku Gauss podal dwa niemal w pelni za-
dowalajace dowody drugiego twierdzenia. Istotnie, ten wybitny uczony przedstawit
dowéd tego twierdzenia juz w 1799 rokul, ale — jak przyznal — byl on wadliwy,
gdyz czysto analityczne prawdy opieraly sie na rozwazaniach geometrycznych. Jego
dwa ostatnie dowody' nie maja juz tej wady, gdyz wystepujace w nich funkcje
trygonometryczne mozna, a nawet nalezy, traktowaé czysto analitycznie.

Chociaz pierwsze ze wspomnianych wyzej twierdzen nie zaprzatalo mysli ba-
daczy w jaki$ szczegdlny sposob, to mozna wskazaé uznanych matematykéw, kto-
rzy si¢ nim zajmowali. Probowano réznych dowodow. Latwo si¢ o tym przekonaé,

*Purely Analytical Proof of a Claim, that Between Each Two Values Resulting in Opposite
Signs, There is a Real Equation Element
**Przypisy dolne pochodza od Bolzano, konicowe — od tlumacza.
I Demonstratio nova Theorematis, omnem functionem algebraicam rationalem integram unius
variabilis in factores reales primi vel secundi gradus resolvi posse, Helmstadii, 1799.
5W Demonstratio nova altera etc., oraz Demonstratio nova tertia; oba z roku 1816.
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poréwnujac dziatania podejmowane przez Kistnerall, Clairaut’a’™, Lacroix¥, Met-
ternicha'!, Kliigela'!!, Lagrange’a¥!!, Roslinga™ i wielu innych. Dokladniejsze ba-
danie pokazuje jednak, ze zaden z tych dowodéw nie jest poprawny.

I. Najbardziej rozpowszechniona wersja dowodu opiera si¢ na prawdzie za-
czerpnietej z geometrii, ze kazda linia ciagla [kontinuierliche Linie] o zwyklej
krzywizZnie, ktérej rzedne sa najpierw dodatnie, a p6Zniej ujemne (lub odwrot-
nie), musi koniecznie przeciaé¢ 0§ odcietych w punkcie lezacym miedzy tymi rzed-
nymi®. Wéwczas, istotnie, nie ma watpliwoéci co do poprawnosci czy oczywistosci
tego geometrycznego twierdzenia. Ale réwnie oczywiste jest i to, ze nie nalezy ta-
ma¢ zasady, iz prawd matematyki czystej czy ogdlnej, to jest arytmetyki, algebry,
analizy, nie nalezy wyprowadza¢ z rozwazan, ktére naleza jedynie do matematyki
stosowanej lub specjalnej, czyli geometrii. Czyz nie jest tak, ze od dawna czuliSmy
i przyjmowalismy, ze niewlasciwe jest petofaoic eic ohho yevoc??.

Czyz nie odkryto stu innych przypadkéw, w ktérych tego unikano, przypisu-
jac zarazem duza wage temu unikaniu?* Czyz wiec, gdy chcemy by¢ konsekwentni,
nie musimy postapic¢ tak samo i tutaj? Istotnie, kto sadzi, ze dowody naukowe nie
sa bynajmniej zwyklymi potwierdzeniami, lecz raczej uzasadnieniami, tj. przed-
stawieniami obiektywnych podstaw prawd, ktére powinny by¢ udowodnione, ten
jasno widzi, ze prawdziwie naukowe dowody (lub obiektywne podstawy prawd),
ktore stosuja sie do wszystkich wielkosci, zaréwno tych w przestrzeni, jak i innych,
nie moga wynika¢ z prawd, ktére stosuja sie jedynie do wielko$ci w przestrzeni®.
Przeciwnie, przyjmujac ten punkt widzenia, zauwazamy, ze dowody geometryczne
takie jak ten, sa w wielu przypadkach blednym kotem.

Bo chociaz prawda geometryczna, o ktérej tu mowa, jest — jak juz wiadomo —
oczywista i nie potrzebuje dowodu w sensie potwierdzenia, to jednak potrzebuje
uzasadnienia. Latwo widaé, ze jej pojecia sktadowe sa tak powiazane, iz bez waha-
nia powiemy, ze nie moze ona by¢ jedna z tych prawd prostych, ktére nazywamy
prawdami podstawowymi czy aksjomatami, poniewaz stanowig one podstawe in-
nych prawd, a same nie wynikaja z innych®. Wrecz przeciwnie, jest to twierdzenie
czy prawda wynikajaca, czyli taka, ktora musi by¢ wyprowadzona z innych prawd,
bo ma podstawe w pewnych innych prawdach.

Rozwazmy teraz obiektywna podstawe, dla ktérej linia w wyzej wymienionych
okoliczno$ciach przecina o$ odcietych. Kazdy zapewne tatwo przyzna, ze podstawa
tego lezy nie gdzie indziej, jak w ogdlnej prawdzie, ze kazda funkcja ciagla [stetige
Funktion], ktéra jest dodatnia dla jednej wartosci z i ujemna dla drugiej, musi byé
zerem dla pewnej wartosci poéredniej x. Ale to jest wladnie ta prawda, ktéra ma
by¢ tu udowodniona. Dlatego nie mozna pozwoli¢, by zostala ona wyprowadzona

il podstawy analizy wielkosci skoriczonych, wydanie 3, §316.
v Eléments d’algébre, wydanie 5, suplement, rozdzial I, nr 16.
v Eléments d’algébre, wydanie 7.
ViW swoim ttumaczeniu powyzszej pracy Lacroix, Mainz 1811, §211.
VIW swoim Slowniku matematycznym 2, §447.
Vill Traité de la resolution des équations numeriques de tous les degrés, Paryz 1808.
x Podstawowe postaci, Téznice. Réziniczki i calki funkcji, czesé 1, §49.
*Przyktadem sa wczedniej cytowane prace pana Gaussa.
XiPoréwnaj Przyczynek do uzasadnionego przedstawienia matematyki, wydanie pierwsze,
Praga 1810, §§2, 10, 20, 21, w ktérych mozna znalezé rozwiniecie zasad logicznych, ktére tu
sa uzywane i zakladane jako znane.
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z pierwszej (jak w dowodzie, ktéry teraz rozwazamy). Raczej odwrotnie, pierwsza
musi wynika¢ z drugiej jeéli chcemy reprezentowaé prawdy naukowe w taki sam
spos6b, w jaki sa one ze sobg obiektywnie polaczone”.

II. Nie mniej naganne sa dowody, ktére wyprowadzane sa z pojecia ciaglosci
funkcji z uzyciem koncepcji czasu i ruchu. ,Jezeli dwie funkcje fx i gz zmieniaja
sie zgodnie z prawem cigglosci i gdy dla © = «, fa < pa, ale f8 > @8, dla
x = f3, to miedzy « i 8 musi leze¢ jakas wartos¢ u, dla ktorej zachodzi fu = pu.
Jesli bowiem wyobrazimy sobie, ze wielko$¢ zmienna x obu tych funkcji stopniowo
przyjmuje wszystkie wartosci miedzy « i 5, i to w tym samym momencie zawsze
te same wartosci, to na poczatku tej ciagltej zmiany z jest fax < px, za$ na koricu
fx > px. Ale poniewaz obie te funkcje, z uwagi na swoja cigglosé, musza najpierw
przejé¢ przez wszystkie wartosci posrednie zanim przyjma wiekszg warto$¢, to musi
by¢ jakis posredni moment, w ktérym beda sobie réwne”. Jest to dalej ilustrowane
przyktadem ruchu dwoch cial, z ktorych jedno najpierw jest za drugim, a nastepnie
przed nim. Stad ma wynikaé, ze w pewnym momencie beda one musialy si¢ minaé.

Nikt nie zaprzeczy, ze pojecia czasu i ruchu sa tak samo obce ogdlnej matema-
tyce jak pojecie przestrzeni. Nie mamy nic przeciwko tym dwoém pojeciom, o ile
zostaly tu wprowadzone jedynie w celu wyjasnienia.

Poniewaz w zadnym razie nie jesteSmy zwolennikami przesadnego puryzmu,
ktory — w celu utrzymania nauki wolnej od wszystkiego, co obce — wymaga, by
w wyktadzie nigdy nie uzywaé wyrazen zapozyczonych z innych dziedzin, nawet
w sensie metaforycznym i w celu opisania faktéw krocej i wyrazniej niz mozna to
osiagnaé opisem z uzyciem technicznych terminéw; ani nawet tylko w celu uniknie-
cia powtarzania tego samego stowa, albo w taki sposéb, by — przez nadanie nazwy
— zapamiegtaé przyktad, ktéry bedzie stuzyl potwierdzeniu tezy. Mozna zatem za-
uwazy¢, ze nie uwazamy przykladéw i zastosowan za skaze na doskonalej formie
wykladu naukowego. Z drugiej strony jednak, stanowczo zadamy, by przyklady
nigdy nie zastepowaly dowodéw i by istota wnioskowania nigdy nie byla oparta
na metaforycznym wykorzystaniu zwrotéw i powiazanych z nimi wyobrazen tak,
ze ostatni wniosek zniknie, gdy one same zostana zmienione.

Zgodnie z tymi zasadami uzycie pojecia czasu w powyzszym dowodzie nadal
moze by¢ usprawiedliwione, bo wniosek nie opiera sie na wyrazeniach, ktore po-
chodza od pojecia czasu, ale moze by¢ przyjety bez nich. Ostatnia ilustracja wyko-
rzystujaca ruch ciala w zaden sposéb nie moze by¢ postrzegana jako co$ wiecej niz
tylko zwykly przyklad, ktory sam w sobie nie dowodzi twierdzenia, a raczej stuzy
tylko temu, by twierdzenie zostalo udowodnione.

a) Pomirimy ten przyktad i zbadajmy reszte rozumowania. Zauwazmy przede
wszystkim, ze u jego podstaw lezy bledna koncepcja ciaglosci. Wedlug wlasci-
wej definicji wyrazenie, ze funkcja fxr zmienia sie zgodnie z prawem cigglosci
dla wszystkich wartosci © wewngtrz lub na zewngtrz pewnych granic™ oznacza
po prostu, zZe jezeli x jest jakqs wartoscig, to réinica f(x +w) — fx moze stac sie
mmniejsza niz kazda dana wielkosé pod warunkiem, Ze w moze byé dowolnie mala.

xiiSa to funkcje, ktére dla wszystkich wartosci ich pierwiastkéw zmieniaja sie w sposéb
ciagly, np. ax + bx. Ale sa tez inne, ktére tylko wewnatrz lub na zewnatrz pewnych wartosci
granicznych ich pierwiastkéw zmieniajg sie zgodnie z prawem ciagtosci. Zatem zmiany funkcji
z + /(1 —2)(2 — x) rosnag tylko dla tych wszystkich wartodci z, ktére sa < +1 lub > +2, ale
nie dla wartoéci, ktére leza miedzy +1 a +2.
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Czyli f(x 4+ w) = fz + Q (zgodnie z oznaczeniami przyjetymi w §14. Twierdzenia
dwumianowego itd., Praga 1816). Ale, jak zaklada sie¢ w tym dowodzie, funkcja
ciagla to taka, ktéra nigdy nie osiagnie wickszej wartosci bez uprzedniego przej-
$cia przez wszystkie wartosci poérednie, tj. f(x + n A ) moze przyja¢ kazda
warto$é miedzy fz i f(z+ A x), gdy n przyjmuje wartoéci miedzy 0 i +1. Jest
to z pewnoécig prawdziwe twierdzenie, ale nie moze by¢ ono postrzegane jako
wyjadnienie pojecia ciaglosci. Jest to raczej twierdzenie o ciagtosci, ktére mozna
udowodni¢ tylko przy zatozeniu dowodzonej tezy. Bo jezeli M jest jakas wielkoScia
miedzy fz a f(z+ A x), to twierdzenie, ze istnieje warto$é n miedzy 0 a +1, dla
ktorej f(zx +n A x) = M jest tylko szczegblnym przypadkiem ogdlnej prawdy,
ze jezeli fr < px i f(z+ A z) > p(z+ A ), to musi istnie¢ warto$é posrednia
x+n Az, dlaktorej f(x+n A x) = p(x+n A x). Ta ogblna prawda daje pierwsze
twierdzenie w przypadku, gdy funkcja px przyjmuje stala wartosé M.

b) Ale nawet, gdyby mozna bylo udowodnié¢ to twierdzenie w inny sposéb,
to dowdd, ktéry badamy miatby inny blad. Z faktu, ze fa > pa i f8 < ¢f
wynikaloby, ze tylko wtedy, gdy u przyjmuje niektére wartosci miedzy « i 3, dla
ktérych pu > pa, ale < pf, to fx takze bedzie = pu przy przejsciu od fa do ff,
tj. dla pewnego x miedzy « i 8. Ale czy to zachodzi dla tej samej wartosci x, ktora
jest = u (bo u moze byé¢ dowolng wartoscig miedzy « i 8, ktéra daje pu > pa
i < @pB), tj. czy istnieje jakas warto$é¢ x lezaca miedzy « i 8, dla ktérej obie funkeje
fx i oz beda réwne miedzy soba, to jeszcze nie wynika.

¢) Zwodniczo$é catego dowodu polega przede wszystkim na wlaczeniu do niego
pojecia czasu. Jedli je pominaé, to od razu widaé, ze dowdd bylby niczym innym,
jak tylko powtérzeniem w innych stowach dowodzonego twierdzenia. Stwierdzamy
zatem, ze funkcja fx przechodzac od stanu mniejszego do wiekszego, musi najpierw
osiagnac stan rowny @z, tj. bez pojecia czasu, ze wéréd wartosci jakie przyjmuje
fx jest zawsze jedno takie x miedzy « i 3, ktére daje fx = px, co jest dokladnie
twierdzeniem, ktére nalezy udowodnié.

III. Inne przyktady naszego twierdzenia podane sa zupelnie bez dowodu
i poparte jedynie pewnymi przykladami z geometrii lub bazuja na nastepuja-
cym stwierdzeniu: ,Kazda zmienna wielkos¢é moze przejéé¢ ze stanu dodatniego
do ujemnego przez stan zero lub nieskonczonosé”. Skoro rozwiazanie réwnania nie
moze staé si¢ nieskonczenie duze dla zadnej skonczonej wartosdci pierwiastka, wiec
trzeba dojé¢ do wniosku, ze przejécie musi nastapi¢ przez zero.

a) Jezeli oddzielimy od powyzszego twierdzenia niewlasciwa idee przejscia,
ktéora obejmuje zmiany w czasie i przestrzeni, omijajac tym samym absurdalny
wyraz stanu niebytu, to w koricu otrzymamy nastepujace twierdzenie: ,Jezeli
zmienna wielkos¢, ktora zalezy od zmiennej = jest dodatnia dla © = « i ujemna
dla x = 3, to zawsze istnieje wartos¢ x lezaca miedzy « i 3, dla ktérej osiggana
jest wielkoé¢ zero lub nieskoriczono$é”®. Teraz kazdy z pewnoécia zauwazy, ze takie
twierdzenie nie jest aksjomatem, lecz musi by¢ udowodnione, chociaz jego dowod
moglby by¢ troche tatwiejszy od dowodu twierdzenia wyjsciowego.

b) Rzeczywiscie, dokladniejsze badania pokazuja, ze twierdzenie to jest za-
sadniczo identyczne z twierdzeniem wyjSciowym. Ale nie mozna zapominaé, ze
twierdzenie to jest prawdziwe tylko wtedy, gdy odnosi sie do wielkoéci, ktore réznia

sie w sposob ciagly. Zatem na przyklad funkcja x + 1/(z — 2)(x 4+ 1) jest dodat-
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nia dla z = 42 i ujemna dla * = —1, niemniej jednak, poniewaz wewnatrz tych
granic nie zmienia si¢ zgodnie z prawem cigglodci, to nie ma wartodci = lezacej
wewnatrz +2 i —1, dla ktérej funkcja przyjmuje warto$é zero lub nieskoniczonosé.
Jednakze jesli ograniczymy twierdzenie do wielkosci, ktére réznia sie w sposéb
ciggly, musimy rowniez wykluczyé¢ te funkcje, ktére staja si¢ nieskonczone dla
pewnych wartosci swych pierwiastkéw. Funkcja taka jak ;%— w rzeczywistosci nie
zmienia sie¢ w sposéb ciagly dla wszystkich wartosci x, tylko dla tych, ktére sa >
lub < b. Zatem dla wartosci = b nie ma zadnej okreslonej wartosci, ale funkcja
staje sie wtedy nieskoniczenie duza. Dlatego nie mozemy powiedzieé, ze wartosci,
jakie przyjmuje funkcja dla x = b + w, wszystkie sg znane i moga podej$¢ do
wartosci z = b tak blisko, jak tylko sie chce. I to nalezy do pojecia ciaglosci
(I1.a). Jedli teraz do powyzszego twierdzenia dodamy pojecie ciaglosci, to pomija-
jac przypadek, kiedy funkcja staje sie nieskonczona, otrzymamy twierdzenie stowo
w slowo identyczne z tym, ktére nalezy udowodnié¢; mianowicie, ze kazda funkcja
ciggla zmiennej x, ktéra jest dodatnia dla z = « i ujemna dla x = 8 musi przyjac¢
zero miedzy a i f.

IV. Gdzies mozna znalez¢ nastepujacy wniosek: ,Poniewaz fz jest dodatnia dla
x = aiujemna dla z = 3, to musza by¢ miedzy « i § dwie wielkosci a i b, w ktérych
przejécie od wartosci dodatnich do ujemnych fx odbywa sie tak, ze miedzy a i b
nie ma wiecej wartoéci x, dla ktérych fz nadal bylaby dodatnia albo ujemna” itd.
Ten blad musi zostaé¢ odrzucony i nie bylby tu cytowany, gdyby nie stuzyl jako
dowdd, ze takie sa poglady niektorych szanowanych matematykow na ten temat.
Dobrze wiadomo, ze miedzy dwoma bliskimi wartoSciami zmiennej niezaleznej,
na przyklad pierwiastkami [Wurzel] 2 pewnej funkcji, zawsze jest przyjmowanych
nieskonczenie wiele wartosci posrednich. W ten sam sposob funkcja ciagla nie ma
ostatnich z, dla ktérych jest ona dodatnia i nie ma pierwszych, dla ktérych jest
ujemna, wiec nie ma zadnych liczb a i b, ktére tutaj opisano!

V. Niepowodzenie tych préb udowodnienia twierdzenia doprowadzito do po-
mystu wyprowadzania go z drugiego twierdzenia, o ktérym wspomnieliémy na
poczatku, mianowicie z rozkladu kazdej funkcji na czynniki®. Nie ma watpli-
wosci, ze jedli ostatnie twierdzenie jest poprawne, to poprzednie mozna z niego
wywnioskowaé. Ale faktem jest, ze takiego wyprowadzenia nie mozna nazwaé
prawdziwie naukowym uzasadnieniem, bo drugie twierdzenie jasno wyraza prawde
bardziej zlozona niz pierwsze'®. Dlatego drugie z pewnoécia moze byé oparte
na pierwszym, ale nie odwrotnie — pierwsze na drugim. Nikomu tak naprawde
jeszcze nie udalo sie dowies¢ drugiego bez zakladania pierwszego. W odniesieniu
do dowodu pana Gaussa z 1799 roku, poniewaz juz zostal uznany za niewlasci-
wy, nie ma potrzeby zbadania czy opiera si¢ on na naszym twierdzeniu, czy nie.
Dowdd pana Laplace’a*l, podobnie zawiera bledy, na ktére nie musimy tu zwracaé
uwagi, poniewaz dowdd ten jest wyraznie oparty na naszym twierdzeniu. Podobnie
nie musimy braé¢ pod uwage pierwszego opublikowanego dowodu pana Gaussa, bo
opiera sie on na rozwazaniach geometrycznych. Tymczasem tatwo byloby pokazac,
ze nawet w tym dowodzie nasze twierdzenie jest milczaco przyjete, a rozwazania
geometryczne w nim zawarte sg bardzo podobne do tych, ktére uzasadnialiSmy

XV jego Journal de ’école normale lub tez w Lacroix Traité du calcul différentiel et intégral,
T. I. nr. 162, 163.
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w . Wszystko zalezy wiec od Demonstratio nova altera i tertia pana Gaussa'l.

Wyraznie odnosi si¢ on do naszego twierdzenia, kiedy zaklada na stronie 30
Aequationem ordinis imparis certo solubilem esse'?; dobrze wiadomo, ze twierdze-
nie to jest prostym wnioskiem z naszego twierdzenia. Nie jest jednak oczywiste,
ze Demonstratio nova tertia zalezy od naszego twierdzenia. Opiera sie m.in. na
nastepujacym twierdzeniu: Jezeli funkcja ma wartosci dodatnie dla wszystkich
zmiennych wielkosci x lezacych miedzy « i 3, to jej caltka [Integral] od z = «
do x =  ma dodatnie wartosci. W dowodzie tego twierdzenia podanym przez
pana Lagrange’a*V nie znajdujemy co prawda wyraznego odwolania do naszego
twierdzenia, ale dowdéd Lagrange’a nadal ma luki. Wymagane jest w nim przyjac¢
wielkosci ¢ tak male, by

fleti)=fz L, fat Pt s @420 bt Pt (= i)

. )
i n

gdzie iloczyn i-n pozostaje rowny pewnej danej wielkosci, a dobrze znane oznacze-
nie f'x przedstawia pierwsza pochodng funkcji fz. Teraz pojawia si¢ pytanie: czy
mozna spelnié¢ ten wymég? Jakkolwiek male ¢ przyjmiemy, aby zmniejszy¢ réznice

flz+i) — fo

2

f'z,

to dzielnik prawej strony, n, musi staé sie wiekszy, jezeli ¢ - n pozostanie stale.
Ponadto zwigkszenie zbioru wyrazéow w liczniku spowoduje zwiekszenie wartosci
jego mianownika; mozna tez pokazaé, ze warto$¢ catego utamka zmniejsza si¢ wraz
ze zmniejszaniem ¢, tak samo lub bardziej niz wyrazenie

fti)—fr

i
co samo jest jeszcze do udowodnienia. Ta luka powinna zosta¢ wypelniona, a to
zapewne mozna zrobi¢ jedynie w oparciu o nasze obecne twierdzenie, poniewaz
wspomniany juz dowdd Lagrange’a, cho¢ znacznie prostszy™V, musi si¢ do niego
odnosi¢.

Podsumowujac, wszystkie dotychczasowe dowody twierdzenia stanowiacego ty-
tul tej rozprawy sa wadliwe. Przedstawie tu jeden dowdd, ktéry — jak mniemam —
zawiera nie tylko potwierdzenie, ale i obiektywne uzasadnienie dowodzonej prawdy,
tzn. jest $ciéle naukowy i,

Nizej przedstawie krétkie podsumowanie przyjetych metod.

Prawda do udowodnienia jest, ze twierdzenie gloszace, ze miedzy dwoma war-
tosciami, i 3, ktére daja wyniki przeciwnych znakéw, zawsze istnieje jakis rzeczy-
wisty pierwiastek, wyraznie opiera sie na bardziej ogdlnej prawdzie, ze jezeli dwie

XV Lecons sur le Calcul des fonctions, nowe wydanie, Paryz 1806, Lekcja 9, s. 89.

*VMianowicie twierdzenie z §29 w traktacie: Twierdzenie dwumianowe itd.

*ViNie nalezy oczekiwaé, ze przesledze tu wszystkie zasady budowanego przeze mnie prawdzi-
wego wykladu naukowego opisane w Przyczynek do uzasadnionego przedstawienia matematyki
(IT A). Bede wciaz przekonywal o catkowitej prawdziwosci tych zasad; dokladnos$é ich obowigzy-
wania jest jednakowa tylko tam, gdzie to mozliwe, gdzie wyktad naukowy rozpoczyna sie od zdan
i pojeé¢ podstawowych, ale nie tam, gdzie po prostu niektére jego nauki traktuje sie w kontek-
$cie calosci, jak to sie dzieje tutaj. Ta uwaga ma na celu lepsze zrozumienie dyskusji na temat
twierdzenia o szeregu dwumianowym.
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funkcje ciagle zmiennej x, fz i px, maja te wlasnosé, ze dla x = a jest fa < pa,
a dla x = g jest f8 > ¢f, to zawsze musi by¢ jakas warto$é¢ = lezaca miedzy o
i B, dla ktérej zachodzi fz = px.

Jesli fa < pa, to na mocy prawa ciagtosci jest f(a+1) < p(a+1), gdy tylko
i jest wystarczajaco male. Dlatego wlasnoéé¢ bycia mniejszym zalezy od funkcji
zmiennej ¢ reprezentowanej przez wyrazenie f(a + i) dla wszystkich wartosci ¢
mniejszych od pewnej. Niemniej jednak ta wlasnosé nie zachodzi dla wszystkich
i bez ograniczen; mianowicie gdy i = 8 — «, wtedy bedzie ff > ¢fB. Zachodzi
natomiast takie twierdzenie: gdy pewna wlasnos¢ M przystuguje wszystkim war-
tosciom zmiennej wielkoSci i, ktére sa mniejsze od pewnej wielkosci danej, ale
nie wszystkim wartoSciom w ogole, to zawsze jest jakad najwicksza wartos¢ u,
o ktérej mozna pokazaé, ze wszystkie ¢, ktére sa < u maja wlasnos¢ M. Dla tej
wartosci u nie moze by¢ f(a+u) < ¢(a+u), bo zgodnie z prawem ciaglosci bedzie
wtedy fla+u+w) < p(a+ u+ w), gdy w jest wystarczajaco male; zatem nie
bedzie prawda, ze u jest najwieksza wartoscia, dla ktérej zachodzi twierdzenie, ze
wszystkie wartosci ponizej ¢ daja f(a + 1) < (a4 1), bo u + w bedzie wigksza
wartoscia, dla ktérej nadal zachodzi to twierdzenie. Tym bardziej nie moze by¢
prawda, ze f(a+ u) > ¢(a + u). Wtedy bowiem réwniez zajdzie f(a+u —w) >
p(a+u—w), gdy tylko w bedzie wystarczajaco male; zatem nie bedzie prawda, ze
dla wszystkich wartodci 4, ktdre sa < u, bedzie f(a+1) < ¢(a+1i). Musi zatem by¢
fla+u) = p(atu), tj. istnieje warto$é = lezaca miedzy a i 8, mianowicie a+wu, dla
ktorej funkcje fx i px sa sobie réwne. Pozostaje juz tylko kwestia wspomnianego
dowodu. Twierdzenie udowodnimy pokazujac, ze te wartosci ¢, o ktérych mozna
pokazaé, ze wszystkie mniejsze od nich posiadaja wlasno$é¢ M i te, o ktérych nie
mozna tego pokaza¢ moga by¢ umieszczone tak blisko siebie, jak tyko chcemy.
Dlatego dla kazdego, kto ma poprawne pojecie wielkosci istnienie ¢, ktore jest naj-
wigksze z tych, o ktorych bedzie mozna powiedzieé, ze wszystkie wielkosci ponizej
niej maja wlasnos¢ M, jest rzeczywiste, tj. ¢ jest prawdziwa [wirkliche] wielkoscia.

K3k

Zanim skoncze te przedmowe pozwole sobie na wyznanie dotyczace wszyst-
kich moich wczedniejszych pism i, jesli Bég pozwoli, réwniez pdzniejszych. Do tej
pory ukazalo sie ich niewiele, w szczegdlnosci zarys nowej logiki dany w pierw-
szym numerze Przyczynek do uzasadnionego przedstawienia matematyki, w jego
drugiej czesci zatytulowanej O metodzie matematycznej. Czytelnik zauwazy, ze
pewne poglady, jesli nie zostang uznane za catkowicie bledne, musza prowadzi¢
do pewnej reorganizacji we wszystkich naukach apriorycznych. Najwicksza i naj-
wazniejsza cze$¢ tych pogladéw badalem dlugo z najwieksza starannoscia i nad-
szedl juz czas, bym o$mielit sie mowi¢ o nich glo$niej. Poglady obejmujace cate
obszary jednej lub kilku nauk moga by¢ zaprezentowane na dwa sposoby: moga by¢
podane raz w ostatecznej rozprawie albo wykladane stopniowo w kolejnych pra-
cach. Pierwszy sposéb byt dotychczas zdecydowanie bardziej powszechny. Uwazam
jednak, ze dla doskonalenia nauki drugi sposéb jest duzo bardziej korzystny, a to
z nastepujacych powodéw.

Po pierwsze, dlatego, ze dzieki temu autor, ktory odkryl kilka nowych idei,
zmniejsza ryzyko zwiazane ze zbytnim po$piechem. Stopniowe wyjasnianie pozwala
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odlozy¢ na pdzniej wyjasnienie tych pogladow, co do ktoérych wezesniej byly pewne
watpliwosci. Pozwala wyciagnaé¢ wnioski z krytyki, od odbiorcéw publikowanych
artykutéw i poprawié to, co bylo nieprawidlowe.

Po drugie, taki systematyczny rozwdj pogladéw moze spotkaé sie z bardziej
rygorystycznym podejéciem ze strony samego czytelnika. Autor, ktéry prezentuje
juz gotowy system, oferuje jego umystowi zbyt wiele nowych twierdzen. Nalezy
jednak mie¢ nadzieje, ze zostana one sprawdzone z taka sama starannodcia, jak
gdyby byty przedstawione oddzielnie. Ten, kto przedstawia w pelni ukonczone kon-
cepcje, pokazuje lub przynajmniej powinien pokazaé¢, w jaki sposéb jedne prawdy
wynikaja z poprzednich. To za$ sprawia, ze latwiej zgadzamy si¢ z tymi kon-
cepcjami niz gdyby byly przedstawione oddzielnie i pozostawialy watpliwosci, czy
i w jakim stopniu powiazane sa ze wszystkimi innymi prawdami, ktére przyjmu-
jemy. Na koniec nie sposéb zaprzeczyé¢, ze sam widok opaslej ksiegi opisujacej
kompletny system, wzbudza swego rodzaju szacunek nim jeszcze ja przeczytamy.
Czytajac, odkrywamy pewne powigzania miedzy twierdzeniami, strukture ludzkiej
wiedzy przedstawiong od podstaw w przyjemnej formie. A jesli wszystko to jest
wylozone wedle miary, liczby i symetrii, to ma wplywaé na nasz osad i mozemy
nawet zyczy¢ sobie, by okazalo sig, ze jest to ten wlasciwy system, ktorego tak
dhugo szukalidémy! Ostatnia rzecza, jaka moze wtedy nastapié, to wyobrazenie, ze
z uwagi na zauwazona spéjnos¢ dopuszczamy tylko dwie mozliwosci: albo przyj-
miemy system w calodci, albo go w calosci odrzucimy, podczas gdy ani jedno, ani
drugie nie powinno sie zdarzy¢!

Gléwnie z uwagi na te zagrozenia w roku 1804 zdecydowalem sig¢ nie pu-
blikowa¢ kompletnego podrecznika, a w zamian najpierw przedstawi¢ moje kon-
cepcje w mniejszych pracach. I jesli po wielu poprawkach, bedzie mi dane zostaé
wyrédznionym sposrod czesci spoleczenstwa, to tylko wtedy nalezy rozwazy¢ ztoze-
nie calego systemu. Oczywiscie, o ile Smieré¢ nie zostawi tego zadania dla innych.

Kariere matematyczna rozpoczatem od pracy zatytulowanej: Refleksje nad
niektérymi obiektami geometrii elementarnej (Praga; C. Barth, 1804), w ktorej
przedstawilem moje poglady wraz z nows teoria réwnolegtoéci*V. Kilka lat pézniej
postanowitem opublikowaé calo$¢ moich opinii na matematyke w serii pism pod
tytutem: Przyczynek do uzasadnionego przedstawienia matematyki. Pierwsze z nich
(Praga; C. Widtmann, 1810), chociaz warto$ciowe, nie mialo szczescia, w jednych
czasopismach naukowych odméwiono publikacji, w innych zostato bardzo powierz-
chownie oméwione i ocenione. To zmusilo mnie do zawieszenia kontynuacji tych
wyktadow, by tymczasem daé sie bardziej poznaé¢ $wiatu naukowemu, publiku-
jac prace, ktérych tytuly zwicksza szanse zwrdcenia na nie uwagi. W tym celu
w 1816 ukazal sie wspomniany juz wezesniej Szereg dwumianowy itd. (Praga, En-
ders). Mam nadzieje, ze ten artykul réwniez bedzie stuzyl temu celowi. Ponadto
jego publikacja byla konieczna, poniewaz dowodze w nim twierdzen, ktoére sfor-
mutowalem w poprzedniej pracy. Niektére inne prace sa juz gotowe do druku, np.
Trzy problemy rektyfikacji, kwadratury i kubatury bez zalozen Archimedesa i bez
Zadnego Scisle dajgcego sie udowodnié warunku wstepnego i czekaja na wydawce!3.

xviiTeoria ta powinna skupié wiecej uwagi z dwéch powodéw: po pierwsze dlatego, ze jest je-
dyna, w ktérej nie mozna wykry¢ zadnego oczywistego btedu, nastepnie, poniewaz obecnie zyjacy
geometra francuski Legendre, w dziesiatej edycji swoich Elémens de Géométrie. Paryz. 1813,
z pewnoscia niezaleznie ode mnie, doszedl do dokladnie takiego samego ogladu rzeczy.
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Powinienem teraz postapi¢ w sposéb, ktéry wydaje mi sie najlepszy: musze
polega¢ na zyczliwosci opinii publicznej i prosi¢ ja, by nie pomijalta tej rozprawy
z uwagi na mata objetosé, lecz ocenita mozliwie surowo wyniki tych badan i podata
je do publicznej wiadomosci. W ten sposéb to, co jest niewystarczajaco jasne moze
zostaé wyjaénione, a co jest zupelnie bledne moze zosta¢ odrzucone. Im szybciej
to sie stanie, tym lepiej dla osiagniecia powszechnej akceptacji.

§1

Konwencja. Zalézmy, ze dla szeregu [Reihe] wielkosci nie zachodzi szczegdlny
przypadek, ze wszystkie wyrazy [Gliede] od pewnego miejsca sa zerami tak jak
to jest na przyklad po (n + 1)-szym wyrazie w szeregu'* dwumianowym dla
kazdej dodatniej liczby catkowitej. Jest zatem jasne, ze wartosé¢ tego szeregu,
tj. wielko$¢ powstala z sumowania jego wyrazéw, nie zawsze bedzie taka sama,
gdy zbiér wyrazéw bedzie dowolnie zwiekszany. Przeciwnie — warto$¢ ta musi sie
zmieniaé za kazdym razem, gdy liczba wyrazdéw zostaje zwickszona o jeden nieze-
rowy wyraz. Dlatego warto$¢ szeregu zalezy nie tylko od reguly determinujacej
budowe poszczegdlnych wyrazoéw, lecz takze od ich liczby. Warto$¢ ta reprezentuje
zatem wielko$¢ zmienng chociaz ksztalt i wielko$¢ poszczegdlnych wyrazéow po-
zostaja niezmienione. Majac to na uwadze oznaczmy przez F(z lub F"z funkcje
x , ktora sklada sie z dowolnie dlugiego szeregu wyrazdw i ktérej wartos¢ w zwigzku
z tym zalezy nie tylko od x, ale takze od liczby wyrazéw, r. Zatem na przyktad

A+ Bz +Cz?+ .. +Rz" = F'x,
a z drugiej strony
A+ Br+Ca?+ ...+ Ra" + ... 4 Sa’ts = FUr+o)g,
§2

1. Komentarz. Zmiana wartosci, tj. wzrost lub spadek wartosci szeregu spowo-
dowany zwigkszeniem liczby jego wyrazoéw przez jakis okreslony zbiér, np. przez je-
den, moze by¢, w zaleznosci od okolicznosci, wielkoscia stala (gdy wszystkie wyrazy
tego szeregu beda sobie réwne), ale takze moze by¢ wielkodcia zmienng. W tym

drugim przypadku wielkos$¢ ta moze czasami rosnaé, czasami male¢, czasami moze
by¢ stala, a takze moze stale zwiekszac¢ sie lub zmniejsza¢. Zatem zmiana szeregu

1+14+1+1+...
jezeli jest on zwigkszany o jeden wyraz jest wielkoScig stala. Zmiana szeregu
a+ ae + ae® + ae® + ...

przez zwiekszenie o jeden wyraz jest wielko$cia zmienna, chyba, ze e = 1. Staje sie
ona coraz wieksza gdy e > £1 i mniejsza gdy e < £1.
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§3

2. Komentarz. Jezeli zmiana wartosci (wzrost lub spadek) spowodowana zwiek-
szeniem zbioru jego wyrazéw o okreslong liczbe (np. o jeden) pozostaje tej samej
wielkosci lub zawsze sie zwieksza — i jezeli w obu przypadkach zachowuje ten sam
znak — to jest oczywiste, ze warto$é¢ tego szeregu bedzie wigksza od kazdej danej
wielkoéci, o ile szereg bedzie kontynuowany wystarczajaco daleko. Zatézmy, ze
wzrost szeregu, ktéry zachodzi wraz ze zwiekszeniem go o kazde n wyrazéw jest
= lub > d i chcemy, by szereg byl wiekszy od danej wielkosci D. Wezmy liczbe
catkowita r, ktéra jest = lub > D/d i wydluzmy szereg o r-n wyrazéw. Uzyskamy
wzrost, ktéry jest

:lub>(r-d:lub>§-d:D).
§4

3. Komentarz. Jednak sa takze szeregi, ktorych wartosci nie moga przekroczy¢
pewnej wielkosci, jakkolwiek daleko moga by¢ te szeregi kontynuowane. Tego ro-
dzaju jest szereg

a—a+a—a-+..,

ktorego wartosé — jakkolwiek daleko go kontynuowaé — jest zawsze réwna albo 0,
albo a, wiec nigdy nie przekracza wielkosci a.

§5

4. Komentarz. Szczegdlnie interesujaca wsrdd takich szeregéw jest klasa szere-
géw posiadajacych wlasnoéé, ze wraz z ich przedtuzaniem o kolejne wyrazy, zmiana
wartosci (wzrost lub spadek) pozostaje zawsze mniejsza od pewnej wielkosci, ktéra
to znowu moze by¢ traktowana jako tak mala, jak to pozadane pod warunkiem,
ze szereg bedzie przedtuzany wystarczajaco daleko. Istnienie takich szeregdéw jest
udowodnione nie tylko przez przyklad szeregow, w ktérych od pewnego miejsca
wszystkie wyrazy sa zerami i ktore wlasciwie nie maja kontynuacji po tym wyrazie
i nie sg zdolne do dalszej zmiany wartosci, jak szereg dwumianowy w §1, lecz takze
przez szeregi, ktorych wyrazy zmieniaja sie w tym samym tempie lub szybciej niz
wyrazy w postepie geometrycznym, w ktérym stosunek wyrazéw jest odpowiednim
utamkiem. O warto$ci szeregu geometrycznego

a+ ae+ ae® + ...+ ae” + ...

wiadomo, ze

1— er+1
=q——r
1—e
Jezeli szereg ten wydluzymy o s wyrazéw, to wzrost jest
r+1 r+2 r+3 r+s r+1 1—¢°
ae + ae + ae +...tae = ae 1T—e
—e

Gdy e < +1 oraz r sa odpowiednio duze, to wzrost pozostaje mniejszy od
kazdej danej wielkosci, bez wzgledu na to jak duze jest s. Poniewaz e® zawsze jest
< %1, to oczywiste, ze
1—¢*
l1-e

ae'r+1
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jest zawsze mniejsze niz
2

1—e

Ale ta ostatnia wielko$¢ wraz ze wzrostem r moze by¢ mniejsza niz kazda dana
[wielko$¢], poniewaz kolejna warto$é powstaje z poprzedniej przez pomnozenie
przez e (Zobacz Twierdzenie dwumianowe §22). Dlatego tak dzieje si¢ w kazdym
postepie geometrycznym, w ktérym stosunek wyrazéw jest odpowiednim utamkiem
i ktéry moze by¢ kontynuowany tak dtugo, az wzrost spowodowany przedtuzaniem
szeregu bedzie mniejszy niz pewna dana wielko$¢é. Tym bardziej wiec musi to
zachodzi¢ dla szeregbéw, ktérych wyrazy maleja szybciej niz wyrazy malejacego
postepu geometrycznego.

r4+1

ae

§6

5. Komentarz. Jezeli wartosci sum pierwszych
nn+1l,n+2,...n+r
wyrazow szeregu takiego jak w §5 oznaczymy odpowiednio przez
Frg, F" e Fnt2g,  F"g
(§1), to powstalte wielkosci
Flo, F?z, Fz, ... F"z, .. F""x

przedstawiaja nowy szereg (zwany szeregiem sum poprzedniego). Zalozylismy tu
specjalng wlasnos¢, ze roznica pomiedzy n-tym wyrazem F™x i kazdym pozniej-
szym F"T"z, bez wzgledu na to, jak daleko jest od n-tego wyrazu, pozostaje
mniejsza od kazdej danej wielkosci jezeli wezmiemy wystarczajaco duze n. Ta
réznica jest wzrostem od pierwotnego szeregu do tego, ktory jest kontynuowany
poza n-ty wyraz, a wzrost ten moze by¢ z zalozenia tak maty, jak tylko sie chce
jesli n jest wystarczajaco duze.

§7

Twierdzenie. Jezeli szereg wielkosci
Flz F?z, F3z, ... . Fz, ..., F" "z, ...

ma te wlasnodé, ze réznica miedzy n-tym wyrazem F™zx i kazdym poézniejszym
Ftry, jakkolwiek daleko od poprzedniego, moze byé mniejsza od kazdej danej
wielkosci, gdy wezmiemy odpowiednio duze n, to zawsze jest pewna stala wielkos¢,
i to tylko jedna, do ktérej wyrazy szeregu sie zblizaja i do ktorej moga podejsé tak
blisko jak tylko sie chce, gdy szereg jest kontynuowany odpowiednio daleko.
Dowdd. Istnienie szeregu takiego jak opisany w twierdzeniu wynika z §6. Ale
zalozenie, ze istnieje wielko$¢ X, do ktérej wyrazy szeregu moga sie zblizaé coraz
bardziej nie jest niemozliwe, gdy szereg jest przedluzany coraz dalej i jesli sie
jeszcze nie zaklada, ze wielkos$¢ ta jest tylko jedna i niezmienna. Jezeli jest to
wielko$é, ktéra moze sie zmienia¢, to moze by¢ ona zawsze brana odpowiednio
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blisko wyrazu F"z, z ktérym jest poréwnywana lub nawet moze byé mu réwna. Ale
zalozenie niezmiennej [unverdnderlichen| wielkosci, ktéra ma wlasnosé, ze zbliza sie
do wyrazdw szeregu nie niemozliwe; stad wynika, ze wielko$¢ te mozna okresli¢ tak
dokladnie, jak tylko sie chce. Zalézmy, ze chcemy, by X bylo okre§lone doklad-
nie tak, by réznica miedzy przyjeta a prawdziwa wartoécia X nie przekraczata
ustalonej malej wielkosci d. Wtedy w danym szeregu szukam wyrazu F"x o tej
wlasnosci, ze kazdy nastepny F""z rézni sie od niego o mniej niz +d. F"x; z za-
lozenia musza istnie¢ takie [wyrazy|. Méwie teraz, ze warto§¢ F™x rézni sie od
prawdziwej wartosci X o co najwyzej +d. Bo jezeli r jest dowolnie zwickszane, to
przy tym samym n, réznica X — F" "z = 4w moze byé tak mala jak tylko sie
chee. Ale réznica Fx — F™" "z zawsze jest < =+d, bez wzgledu na to, jak duze
bedzie r. Dlatego réznica

X —F'z=(X—-F"""x)— (F'x — F""x)

zawsze musi by¢ < £(d + w). Ale poniewaz to samo n jest wielkoScia stala, i w
mozna uczyni¢ tak malg jak tylko sie chce poprzez zwiekszanie r, to X — F"x musi
byé¢ = lub < +d. Bo gdyby bylo wigksze, np. réwne £(d + ¢), byloby niemozliwe,
aby d 4+ e < d 4+ w, tj. e < w zachodzito, gdy w bedzie dalej zmniejszana. Dlatego
tez prawdziwa [wahre] warto§é¢ X rézni sie od wartosci wyrazu F™x o co najwyzej
d, a zatem mozna ja dokladnie okresli¢, poniewaz d mozna wzia¢ dowolnie mata.
Istnieje zatem rzeczywista [reelle] wielko$é, ktérej wyrazy szeregu beda tak blisko
jak tylko sie chce, jesli bedzie on kontynuowany wystarczajaco daleko. Ale istnieje
tylko jedna taka wielko$¢. Przypusémy, ze oprocz X jest inna stata wielko$¢ Y, taka
ze wyrazy szeregu sa tak blisko niej, jak tylko sie chce, gdy jest on kontynuowany
odpowiednio daleko. Zatem réznice X — F"™"x = w oraz Y — F""z = w; moga
by¢ tak mate jak tylko sie chce, gdy wezmiemy wystarczajaco duze r. Dlatego maja
[one] tez wlasna réznice, tj. X —Y = w — wy, co — jedli X i Y sa stalymi — jest
niemozliwe, gdy nie jest prawda, ze X =Y, dlatego X =Y.

§8

Uwaga. Jesli probuje sie okresli¢ wielkos¢ X w sposéb opisany w poprzednim
paragrafie, a mianowicie przez jeden z wyrazow, z ktorych dany szereg jest zlozony
[zusammengesetzt], wéwczas X nigdy nie bedzie dokladnie okreslone; chyba ze
wyrazy tego szeregu od pewnego miejsca sa rowne. Ale nalezy uwazaé, by nie
wyciagnaé stad wniosku, ze wielkos¢ X musi by¢ zawsze niewymierna [irrational].
Bo jezeli wezmiemy np. szereg

0,1;0,11;0,111;0,1111;...
(ktéry jest szeregiem sum postepu geometrycznego
tor ot 1 )
1071007 1000" 10000

to wielko$¢, ktorej wyrazy beda tak blisko jak tylko sie chce, nie jest niewymierna,
ale jest utamkiem %. Dlatego to, ze wielko$¢ ta nie moze byé¢ dokladnie okreslona
nie oznacza jeszcze, ze nie moze by¢ podana w inny sposéb i dlatego jest niewy-
mierna.
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§9

Komentarz. W zwiazku z tym, gdy pewne szeregi maja te wlasnosé, ze kazdy
wyraz jest skoniczony, ale zmiana, ktéra zachodzi przy kontynuowaniu szeregu jest
mniejsza od kazdej danej wielko$ci pod warunkiem, ze liczba wzietych wyrazéw
jest wystarczajaco duza, to wéwczas zawsze jest tylko jedna stala wielko$é¢, do
ktorej wartosci tego szeregu moga podejé¢ tak blisko jak tylko sie chce, gdy jest
on kontynuowany odpowiednio daleko. Taki szereg opisano w §5 i, co za tym idzie,
wartosci, ktére sg sumami n,n + 1,n + 2, ... wyrazéw spelniaja warunki takie, jak
te z §6 1 §7 Dlatego taki szereg ma wlasno$¢ opisana w §7.

§10

Uwaga. Nie nalezy sadzi¢, ze w powyzszym zdaniu z §9 warunek ,zmiana
(wzrost lub spadek), ktéra zachodzi dla kazdego wyrazu kontynuujacego szereg,
musi pozosta¢ mniejsza od kazdej danej wielkoéci, gdy szereg jest kontynuowany
odpowiednio daleko” jest zbedny i Zze zdanie mogtoby byé¢ wyrazone w wigkszej
ogélnosci: ,,Jezeli wyrazy szeregu, wraz z jego kontynuowaniem, mogg by¢ coraz
mniejsze i sta¢ sie tak male jak tylko sie chce, to zawsze jest pewna stala wielkos¢,
ktorej wartosci tego szeregu moga zblizy¢ sie tak bardzo jak tylko sie chce”. To
twierdzenie byloby obalone przez nastepujacy przyklad: wyrazy szeregu

1 1 1 1

5 + 3 + 1 + 5 + ...
moga by¢ tak male jak tylko sie chce, a znany jest fakt, z wlasnosci hiperboli
prostokatnej (ale takze z rozwazan czysto arytmetycznych), ze jesli szereg ten jest
kontynuowany odpowiednio daleko, to jego warto$é moze powigkszac sie do kazdej
danej wielkosci.

§11

Uwaga wstepna. W badaniach matematyki stosowanej czesto powstaje sytu-
acja, ze dla pewnych zmiennych wielko$ci x zachodzi, ze wszystkie ich wartoéci,
ktore sa mniejsze niz pewne u, maja ustalona wtasnosé M, przy czym nie wiadomo,
czy ta wlasno$¢ zachodzi dla wszystkich wartosci, ktore sa wieksze niz u. W ta-
kich przypadkach moga by¢ pewne uq, ktore sa > w i dla ktérych w taki sam
sposo6b jak dla w zachodzi, ze wszystkie wartosci  ponizej [wartosci uq] posiadaja
wlasnosé M. Ta wlasnosé moze nawet zachodzi¢ dla wszystkich x bez wyjatku.
Ale jedli wiadomo, ze M nie zachodzi dla wszystkich x w ogdlnosci, to laczac te
dwa warunki, istnieje pewna wielkos¢ U, ktéra jest najwieksza wsrod tych, dla
ktorych jest prawda, ze wszystkie x mniejsze [od nich] posiadaja wlasnosé M. Jest
to udowodnione w nastepnym twierdzeniu.

§12

Twierdzenie. Jezeli wlasno$¢ M nie zachodzi dla wszystkich wartosci zmiennej
wielkosci x, ale dla wszystkich, ktore sg mniejsze niz pewne u, to zawsze jest
pewna wielko$é¢ U, ktora jest najwieksza wérdd tych, o ktérych mozna stwierdzié,
ze wszystkie x mniejsze [od nich] maja wlasnosé M.
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Dowdd. 1. Poniewaz wlasnosé M zachodzi dla kazdego x mniejszego niz u, ale
nie dla kazdego  w ogdlnosci, to jest pewna wartos¢ V. = u + D (gdzie D jest
pewna dodatnig [wielkoscia]), o ktérej mozna stwierdzié, ze M nie zachodzi dla
wszystkich z, ktére sa < V = u+ D. Gdy zapytam, czy M zachodzi dla wszystkich
x, ktore sa < u + %, gdzie wykladnik m jest najpierw 0, potem 1, potem 2,
potem 3, itd., to jestem pewny, ze na pierwsze z moich pytan musze odpowiedzie¢
przeczaco. Pytanie, czy M zachodzi dla wszystkich x, ktére sa < u + 220 jest
takie samo, jak pytanie, czy M zachodzi dla wszystkich = ktére sa < v+ D, to
jednak jest sprzeczne z zatozeniem. Zatem to zalezy od tego, czy na kazde kolejne
pytanie, gdy m bierze sie coraz wieksze, bedzie trzeba odpowiedzie¢ przeczaco.
Powinno by¢ jasne, Zze u jest najwieksza wartosciag, dla ktérej twierdzenie zachodzi
— ze kazdy z, ktéry jest od niego mniejszy ma wiasnoé¢ M. Na razie nie byloby
wiekszego, np. u + d, dla ktérego twierdzenie by zachodzilo, tj. wszystkie z, ktére
sa < u + d mialyby wlasnosé M. Ale jasne jest, ze jesli wezme odpowiednio duze
m, to dla niego u + 2% bedzie = lub < u + d, wiec gdyby M zachodzito dla
wszystkich z, ktore sg < u + d, to takze zachodzitoby dla wszystkich, ktére sa
<u+ 2%, wiec na pytanie nie mégltbym odpowiedzie¢ przeczaco, lecz koniecznie
twierdzaco. W ten sposéb udowodniono, ze w tym przypadku (gdy na wszystkie
powyzsze pytania odpowiem przeczaco) istnieje okreslona wielko$¢ U (nazwana u),
ktéra jest najwieksza wsrod tych, dla ktorych zachodzi twierdzenie, ze wszystkie
x ponizej posiadaja wlasno$é¢ M.

2. Lecz kiedy odpowiemy twierdzaco na powyzsze pytanie, za$ m jest pierw-
sza wartosdcia wykladnika, dla ktérego jest ono spelnione (m moze byé 1, ale jak
widzieliémy nie 0), to wiem, ze wlasno$¢ M zachodzi dla wszystkich z, ktére sa
< u+ 2%, ale nie dla wszystkich x, ktére sa < u + QM%. Ale r6znica miedzy
U+ QM% oraz u+ % jest = %. Zatem postepujac jak poprzednio z réznicami D,
tj. ponownie zapytam, czy M zachodzi dla wszystkich x, ktére sa < u+ 2% + 2,,LD+,L ,
gdzie wykladnik n jest réwny najpierw 0, potem 1, potem 2, potem 3, itd. Zatem
znéw mozna by¢é pewnym, ze przynajmniej odpowiedZ na pierwsze pytanie musi
by¢ przeczaca. Pytanie, czy M zachodzi dla wszystkich x, ktére sa < u+ 2% + wn%
jest takie samo jako to, czy M zachodzi dla wszystkich x, ktore sa < u+ W%, na
ktére juz odpowiedzieliSmy przeczaco. Ale jesli wszystkie kolejne pytania — gdy n
jest coraz wieksze — sa odrzucane, to bedzie jak przedtem, ze u + 2% lub U jest
najwieksza wartoscia, dla ktérej zachodzi twierdzenie, ze wszystkie x ponizej niej
maja wlasnosé M.

3. Jednak, jesdli odpowiedz na jedno z powyzszych pytan jest twierdzaca i n
jest wartosdcia, dla ktérej zachodzi [teza postawiona w pytaniu], to wiem, ze M
zachodzi dla wszystkich x, ktore sa < u + 2% + %, ale juz nie dla wszystkich
x, ktore sa < u + % + W%. Ro6znica miedzy tymi dwoma wartoSciami jest

= 2,,1%, wiec powtarzamy procedure dla 2% itd.
4. Jezeli kontynuuje to postepowanie odpowiednio dlugo, to wida¢, ze wynik
musi by¢ jedna z dwoch mozliwosci:

a. Moge znalez¢é warto$¢ postaci u + 2% + % + .+ W, ktora jest

najwieksza, dla ktérej zachodzi twierdzenie, ze wszystkie x stojace ponizej
niej maja wlasno$¢ M. Dzieje sie tak wtedy, gdy pozytywnie odpowiem na
pytanie, czy M zachodzi dla wszystkich z, ktére sa < u+ & + 52+ + ... +
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W%, dla kazdej wartosci s.
b. Lub moge stwierdzi¢, ze M zachodzi dla wszystkich x, ktére sa < u+ 2% +
2m+n + .+ W%, ale juz nie dla tych, ktére sg < u+ 5% 2m Qnan +...+

W Tu zawsze zaznaczam, ze dobrze jest zwigkszac¢ liczbe wyrazow
obu wielkosci, zadajac kolejne pytania.

5. Gdyby zachodzi pierwszy przypadek, wtedy prawdziwos¢ twierdzenia jest juz
udowodniona. W drugim przypadku mozna zauwazy¢, ze wielkoS¢ u+ % + Q,ﬂH +

vt W% przedstawia po prostu szereg, ktérego liczbe wyrazow mozna dowol-
nie zwiekszac i ktéry nalezy do klasy opisanej w §5. Poniewaz, zaleznie od tego, czy
m,n,...,r sa badz = 1, czy tez cze$é z nich jest wieksza od 1, [szereg ten]| maleje
tak samo lub szybciej jak postep geometryczny, ktérego wykladnik jest utamkiem
wlasciwym 3. Dlatego ma [on] wlasnosé z §9, tj. istnieje taka stala wielkos¢, ze
jego wyrazy moga by¢ tak blisko jak tylko sie chce, jesli ich zbidr jest dostatecznie
zwiekszany. Niech tg wielkoécig bedzie U. Twierdze teraz, ze wlasnos¢ M zachodzi
dla wszystkich z, ktére sa < U. Bo jedli nie zachodzi dla niektérych x, ktére sa
< U, np. dla U — §, to wielkos¢

taka, ze kazdy x, ktéry jest od niej mniejszy i dla ktérego zachodzi wlasnosé M,
musialaby by¢ w odleglosci § od U. Zatem dla kazdego x, ktéry jest

D D D
=u+ 2? + ot om-+n +o Tt om+n+...+r -

gdzie w jest mate, zachodzi wlasnos¢ M. Z drugiej strony M nie zachodzi dla
x =U —§, wiec musi by¢:

U_s D D D
—0>u+ 27m + om+n tot omtn+...+r —w
lub
D D
U- (u+2 +2m+n+...+72m+n+_“+7‘)>5—w.

Dlatego réznica pomiedzy U i szeregiem nie moze byé¢ tak mala jak tylko sie
chce, bo § — w nie moze by¢ tak mate jak tylko sie chce; podczas gdy § nie moze
si¢ zmienia¢, w moze byé¢ mniejsza od kazdej danej wielkosci. Ale M nie moze
zachodzi¢ dla wszystkich z, ktére sa < U + . Ale wartosé szeregu

D D
u+ 27m + om+n tot 2m+n+...+r71

moze by¢ traktowana jako dowolnie bliska wartosci

D D D
u+ 27771 + om+n +..t 2m+n+“.+r’
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poniewaz réznica miedzy nimi wynosi tylko W% Ponadto, poniewaz wartosci
w drugim szeregu moga by¢ dowolnie blisko U i wartos$ci w pierwszym szeregu moga
dowolnie blisko U, dlatego

+..+

D
u+ om + o 2m+n+...+r—1

2 2m+n

z pewnoscia moze sta¢ sie < U 4 €. Ale na mocy zalozenia, M nie zachodzi dla
wszystkich x, ktore sa

D D

D
<u+ 27m + om+n +ot 2m+n+...+r71’

lecz dla znacznie mniejszych, tym bardziej dla wszystkich x, ktére sa < U + ¢.
Zatem U jest najwieksza wartoscia, dla ktorej twierdzenie zachodzi, tj. wszystkie
T ponizej niej posiadaja wlasnosé M.

§13

Uwaga 1. Ostatnie twierdzenie ma ogromne znaczenie i jest uzywane we wszyst-
kich dziedzinach matematyki, zaréwno w analizie, jako i matematyce stosowanej,
w geometrii, chronometrii i mechanice. Nierzadko w przesztosci zamiast niego
stosowano falszywe zdanie: ,Jezeli wlasnos¢ M zachodzi nie dla wszystkich x,
ale dla wszystkich mniejszych niz pewna [warto$é], to zawsze jest jaki$ najwiekszy
x, dla ktérego wlasnosé M zachodzi”. To, jak juz pokazano, jest falszywe w $wietle
twierdzenia. Bo jesli istnieje pewna wielkos¢ U, ktora jest najwieksza z tych, ze
wszystkie x ponizej niej maja wlasnos¢ M, to nie ma najwickszego z, dla ktorego
wlasnosé zachodzi pod warunkiem, ze x jest wartoscia zmieniajaca sie w sposéb
ciagly. Poniewaz zgodnie z prawem ciaglosci nie ma najwigkszej wielkosci mniejszej
niz okredlona granica U, nawet gdy uwzglednimy wielkoSci stojace przy granicy,
to wciaz mozemy braé wielkosci blizej niej. W celu zilustrowania tego rozwazmy
prostokatna hiperbole: wezmy oS x jako jedna z jej asymptot i poczatek, jednak nie
w srodku ¢, ale w innym punkcie a, ktory jest w odlegtoéci D od ¢. Teraz obierzmy
dodatnia o$ = za kierunek ac i dodatnia pétos osi y za kierunek ab, ktory jest
prostopadly do osi rzednych. Nastepnie kazda wspolrzedna z, ktéra jest mniejsza
niz pewna [warto$é], powiedzmy mniejsza niz %, ma te wlasnosé, ze odpowiada-
jaca jej rzedna jest dodatnia. Jednak ta wlasno$é (M) nie bedzie zachodzila dla
wszystkich dodatnich wspolrzednych x, tzn. nie dla tych, ktére sa wieksze niz D.
Czy jest tu najwiecksza warto$¢ x, dla ktérej zachodzi wlasno$¢ M? W zadnym
wypadku; prawdopodobnie U jest odcieta x, ktéra jest najwieksza wsréd tych,
o ktorych mozna powiedzie¢, ze wszystkie mniejsze niz ona maja dodatnie rzedne,
tj. posiadaja wlasnos¢ M. Ta odcieta jest +D.

§14

Uwaga 2. By¢ moze kto$ méglby stwierdzié, ze dowdd twierdzenia z §12 mozna
bylo osiggnaé¢ w nastepujacy sposéb: ,,Gdyby nie bylo najwiekszego U, dla ktorego
zachodzi twierdzenie, iz wszystkie x ponizej niego posiadaja wlasno$é¢ M, to za-
wsze bylibySmy w stanie wzia¢ u coraz wigksze, tak duze jak tylko si¢ chce,
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a w konsekwencji M musialoby zachodzi¢ dla wszystkich = bez wyjatku”. Jed-
nak prowadziloby to do blednego wniosku, bo opiera si¢ na ukrytym zalozeniu,
ze ,wielko$¢, ktora moze byé¢ zawsze brana wieksza i wigksza, moze staé¢ sie tak
duza jak tylko sie chce”. To falsz, jak mozna wykaza¢ na przykladzie znanego
szeregu 1/2 4+ 1/4 4+ 1/8 + ..., ktérego warto$é¢ moze byé¢ zawsze wieksza niz jest
obecnie, a mimo to zawsze pozostaje < od 1! Nie wspomnieliSmy nawet tego tak
latwo zauwazalnego bledu, bo popelniali go nie tyle matematycy, co pewien autor
w niedawnej ,,Kompletnej teorii réwnolegtosci”.

§15

Twierdzenie. Jedli dwie funkcje x, fx oraz ¢z, réznia si¢ zgodnie z prawem
ciaglosci albo dla wszystkich wartosci x lub tylko dla tych, ktore lezg miedzy o
if,ijesli fa < pa oraz ffB > @B, to zawsze miedzy a i 8 jest pewna wartosé¢ z,
dla ktorej fxr = px.

Dowdéd. Musimy pamietaé, ze w tym twierdzeniu wartosci funkcji fx i px sa
poréwnywane ze soba w ich wielkosciach bezwzglednych, tj. bez wzgledu na znak
lub tak, jak gdyby te wielkosci nie byly przeciwnych znakéw. Ale to zalezy od
oznaczenia a i (.

I. 1. Zalézmy najpierw, ze obie [wielkosci] o i 8 sa dodatnie i (bez straty
ogolnosci) B jest wieksza z nich; wiec 8 = a+1, gdzie i oznacza dodatnia wielkosé.
Poniewaz fa < ¢a, to jezeli w jest jaka$ dodatniag wielkoscia, ktéra zawsze moze
byé wzieta tak mala jak tylko sie chce, to f(a + w) < p(a + w). Poniewaz fx
i px sa ciagle dla wszystkich z, ktore leza miedzy a i § oraz a + w lezy miedzy «
i B ilekro¢ w < i, musimy wziaé¢ f(a + w) — fa oraz p(a + w) — pa, ktére moga
by¢ tak male jak tylko sie chce, jezeli w jest odpowiednio male. Stad jezeli Q1 @/
oznaczajg wielkosci, ktére mozemy uczyni¢ tak malymi jak tylko sie chce,

flatw) — fa=0

pla+w) —pa=Q,

to
ola+w) - flat+w)=pa— fa+Q —Q.

Ale z zalozenia pa — fa jest réwne pewnej dodatniej wartosci A, dlatego
platw) - flatw)=A+Q -Q,

co pozostaje dodatnie, gdy Q i ' beda odpowiednio male, tj. jesli dane w jest
bardzo mala wartoscia, to tym bardziej zachodzi dla wszystkich mniejszych wiel-
koéci. Zatem mozna stwierdzié, ze dla wszystkich wielkoSci w mniejszych od pewnej
[ustalonej wielkosci] dwie funkcje f(a + w) 1 ¢(a + w) sa w stosunku mniejsza do
wigkszej.

Oznaczmy te wlasno$é¢ przez M. Mozemy zatem powiedzieé, ze wszystkie w,
ktére sa mniejsze niz pewna [wielko$é] posiadaja wlasno$é M. Ale ta wlasnosé
nie zachodzi dla wszystkich w, mianowicie nie [zachodzi] dla w = 4, poniewaz
fla+1i) = fB, z zalozenia jest wigc nie <, lecz > p(a + i) = pfB. Stad, zgodnie
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z §12, musi by¢ dana pewna wielkosé U, ktéra jest najwieksza z tych, dla ktorych
zachodzi, ze wszystkie w, ktore sa < U maja wlasnosé M.

2. To U musi leze¢ miedzy 0 oraz i.

Po pierwsze, nie moze by¢ = 4, poniewaz to oznaczaloby, ze f(a+w) < p(a+w)
ilekro¢ w < 17 jest dowolnie blisko wartosci i. Ale wlaénie udowodniono, ze zalozenie
fa < pa, daje f(a+w) < p(a+w), jezeli w jest wziete wystarczajaco male, wiec
mozna réwniez wykazaé, ze zalozenie f(a + 1) > (o + i) daje fa+1i—w) >
p(ati—w) jezeli w jest wystarczajaco male. Zatem nie jest prawda, ze dwie funkcje
fr i ¢r sa w stosunku mniejsza wielkosé do wiekszej dla wszystkich wartosci «,
ktore sa < o + 1.

Po drugie, jeszcze mniej moze byé prawda, ze U > i, bo wtedy ¢ byloby jedna
z wartosci w, ktére sa < U, zatem takze musialoby byé¢ f(a+i) < ¢(a+1), co jest
sprzeczne z zalozeniem twierdzenia. Dlatego, poniewaz U jest dodatnie, to lezy
miedzy 0 oraz i, w konsekwencji o + U lezy miedzy « i .

3. Mozna teraz zapytaé jaka relacja zachodzi miedzy fx a @z dla wartosci
r=a+U.

Po pierwsze, nie moze by¢ prawda, ze f(a+ U) < p(a+ U), bo to daloby tez
fla+U+w) < pla+ U+ w), gdy w jest wystarczajaco male, zatem « + U nie
byloby najwieksza wartoscia, dla ktérej mozna stwierdzié, ze wszystkie mniejsze x
maja wlasno$é¢ M.

I po drugie f(a4U) > p(a+U) nie moze by¢ prawda, poniewaz wtedy réwniez
fla+U—w) > pla+U —w) jezeli w jest wystarczajaco male i byloby sprzeczne
z warunkiem, ze wtasnos¢ M jest prawdziwa dla wszystkich z, ktére sa ponizej
a+U. Zatem pozostaje tylko f(a+U) = p(a+U) i jest udowodnione, ze miedzy
a i B jest wartosé z, dla ktorej fz = pux.

II. Ten sam dowdd dotyczy tez przypadku, gdy « i 8 sa obie ujemne; skoro
tylko wezmie sie w, i oraz U jako ujemne wielkosci; podczas gdy a + w, a + i,
a+ U, a+ U —w sag w podobny sposéb wielkosciami miedzy « i 5.

III. Jezeli « = 0 i B jest dodatnie, to bierzemy i(= ), w, U dodatnie; jezeli 3
jest ujemne, to te inne [czyli w, U] bierzemy ujemne, i dow6d moze by¢ zastosowany
dostownie.

IV. Jezeli wreszcie o i § sa przeciwnych znakéw (bez utraty ogélnosci), np.
« jest ujemne, 5 dodatnie, to zalozenie o ciaglosci funkcji fz i gz stwierdza,
ze ciaglosé dotyczy wszystkich wartoséci x, ktére w przypadku ujemnych sa < «,
a w przypadku dodatnich sa < #. Wérdd nich jest warto$¢ z = 0. Bada sie wiec
stosunek fxipz dlaz = 0. Jezeli f(0) = ¢(0), to twierdzenie jest juz udowodnione.
Ale jezeli f(0) > (0), to poniewaz fa < @, to mamy z III warto$é miedzy 0 i «,
ijezeli f(0) < (0), warto$¢ miedzy 0 i 3, dla ktérej fo = ¢x. Zatem w kazdym
przypadku istnieje warto$¢ x miedzy « i 8, ktéra daje fo = pux.

§16

Uwaga. W zaden sposob nie mozna stwierdzi¢, ze istnieje tylko jedna wartosé
x, ktora daje fx = px. Mianowicie, jesli fa < pai f(a+U) = p(a+U), to musimy
rzeczywiscie mieé f(a 4+ U +w) > ¢(a+ U + w) jezeli w jest brane odpowiednio
male, tj. funkcja fz ktora wczesniej byla mniejsza niz pzr musi, po tym jak sa
sobie rowne, sta¢ sie wieksza niz ¢x. Jednak z coraz wigkszym wzrostem w jest
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z pewno$cia mozliwe, ze przed o + U + w = [ jest wartos¢, dla ktérej fx jest
za kazdym razem < @z. W takim przypadku z naszego twierdzenia bezposrednio
wynika, ze muszg by¢ dwie inne rézne wartosci miedzy « i § oprécz U, ktére
sprawia, ze fo = px. W przypadku, gdy f(a+U+k) < p(a+U +k&), to poniewaz
f(a+ U + w) byto juz wieksze niz (o + U + w), to musi byé¢ wartosé¢ x miedzy
a+U+wia+ U+ k, tj. taka, ze miedzy « i B jest x, dla ktorego fz = ¢=x.
I w ten sam sposéb, poniewaz f(a+ 1) lub f8 > @0, to istnieje warto$é x miedzy
a+ U + k oraz (3, dla ktérej fx = px. W ten sposob jasno dostajemy, ze musi byé
zawsze wartosé z, ktéra daje fx = pz.

§17

Twierdzenie. Kazda funkcja postaci a + bx™ + cx™ + ... + px”, gdzie m,n, ...,r
oznaczaja dodatnie wykladniki, jest wielkoscia, ktéra zmienia sie zgodnie z prawem
cigglodci dla wszystkich wartosci x.

Dowdd. Jezeli x zmienia si¢ do = 4+ w, to zmiana funkcji jest

=b(z+w)" —z"|+[(z+w)" —z"]+ ... +p[(x +w)" —z"]

co, jak mozna latwo wykazac¢, jest wielkoscia tak mala jak tylko sie chce. Na
podstawie wzoru dwumianowego, ktérego prawdziwosé dla dodatnich poteg (§8)
jest niezalezna od wynikéw badan niniejszej pracy, wielkosé ta jest rowna:

-1
wlmbz™ + mmexmdw 4o F ™

-1
tnez" L+ n” 5 cx" 2w ™
F, +
+rpz” Tt 4+ rl— pr" 2w 4+ pw

Zbiér wyrazoéw z czynnikami zawartymi w nawiasie jest, jak wiadomo, zawsze
skoniczony i [to, ze jest skoficzony| nie zalezy od wartosci wielkosci 2 i w. Poniewaz
te wystepuja tylko z dodatnimi potegami, to warto$¢ kazdego wyrazu, a w kon-
sekwencji calego wyrazenia dla kazdej wartosci x (wiec tez dla x = 0) jest zawsze
skoniczona. Ale jeSli przy tym samym x warto$¢ w jest zmniejszana, to wyrazy,
w ktérych pojawia sie [warto$é w], beda zmniejszone, podczas gdy inne pozostaja
bez zmian. Oznaczmy zatem przez S wielkosé, ktéra powstaje z tego wyrazenia,
gdy do kazdego jego wyrazu wstawi¢ pewne okre$lone w, np. wy. Teraz dodajmy
do siebie wyrazy tak jakby wszystkie mialy ten sam znak. To jest faktyczna [wirk-
liche] warto$é, jaka przyjmuje wyrazenie dla wy. Z pewnoscig nie jest ona > S, lecz
gdy wzia¢ dowolne mniejsze w, jest na pewno < .S. Wniosek stad taki, ze zmiany,
ktorym podlega funkcja a 4+ bx™ 4+ cx™ + ... + px”, wypadaja < D. Dlatego, gdy
wezmie sie tylko takie w, ktore jest < w; i takie, ze < %, to w - .S, a tym bardziej
iloczyn z w jako wielkoscia, ktéra jest < S, musi byé¢ < D.

§18
Twierdzenie. Jezeli funkcja postaci:

"+ az" b+ L pr+q,
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gdzie n oznacza liczbe dodatnia, przyjmuje dodatnia wartos¢ dla x = « i ujemna
dla x = 8, to réwnanie

" +ar" b 24 L Fpr+qg=0

ma jedno rozwiagzanie rzeczywiste miedzy « i 5.

Dowéd. 1. Jezeli v i f sa tych samych znakéw (obie dodatnie lub obie ujemne),
to jest oczywiste, ze dodatnie lub ujemne wyrazy funkcji dla x = « zachowuja ten
sam znak dla x = § i dla wszystkich wartosci x, ktére leza miedzy « i 8. Zatézmy
teraz, ze wartos¢ funkcji jest dodatnia dla x = «, ale ujemna dla x = 8. Ta zmiana
moze powstaé tylko dlatego, ze suma dodatnich wyrazéw okazuje si¢ wigksza niz
ujemnych dla x = «, ale mniejsza niz ujemnych wyrazéw dla z = 5. Ale suma
pierwszych, jak réwniez tych ostatnich ma postac:

a+bx™ +cax™ + ... + px”

z §17, jest zatem funkcja ciagla. Oznaczmy wiec pierwsze przez ¢z, drugie przez
fx. Nastepnie, poniewaz fa < pa oraz fB > ¢f, to z §15 musi byé jakas wartosé
x miedzy « 1 3, dla ktérej fox = px. Ale dla tej wartosci fx — px, tj. dana funkcja
jest zerem. Dlatego ta warto$¢ jest rozwiazaniem réwnania

" +az" b 24 .+ pr+q=0.

2. Ale jesli o i B sa przeciwnych znakéw, to zwracamy uwage na to, jaka
wartos¢ funkcja przyjmuje dla x = 0. Jedli zero, to wiadomo, ze dane réwnanie
ma rzeczywisty pierwiastek lezacy miedzy a i 8, tzn. x = 0. Jesli jednak wartos¢
(wielko$¢ ¢) jest dodatnia dla x = 0, ale ujemna dla z = S i poniewaz te same
wyrazy, ktére sa dodatnie lub ujemne dla x = 8 zachowuja te znaki dla wszystkich
wartoéci znajdujacych sie miedzy 0 i 3, to mozna udowodni¢ za pomoca tych
samych argumentow, co w czeéci 1 dowodu, ze musi by¢ warto$é¢ = pomiedzy 0
a f3, ktéra powoduje zerowanie sie funkcji. Wreszcie, jesli ¢ jest ujemne, to, jak juz
powiedziano, wlasnosé¢ wciaz zachodzi pod warunkiem, ze w miejsce 3 przyjmiemy
a. A skoro wartos¢ lezaca miedzy 0 i 8 lub miedzy 0 i «, lezy takze miedzy « i 5,
gdy sg one przeciwnych znakéw, to twierdzenie okazalo sie prawdziwe w kazdym
przypadku.

Przypisy od ttumacza

I Tytulowe twierdzenie nalezy rozumieé jako traktujace o wielomianach jednej zmiennej. Bol-
zano odréznia jego dwie wersje: pierwsza odnosi sie do funkcji, w szczegdlnosci wielomianéw,
druga — do linii rozumianej jako obiekt geometryczny. Odpowiednio odréznia tez dowdd czysto-
analityczny i geometryczny.

2 Algebraiczna wymierna funkcja catkowita, Algebraische rationale ganze Funktion, to funkcja
postaci 5 , gdzie f, g sa wielomianami zmiennej x o wspétczynnikach catkowitych. W szczegdl-
nosci s to wiec takze wielomiany o wspélczynnikach wymiernych. Bolzano ma zatem na uwadze
twierdzenie, ktére wspdlczesnie jest przedstawiane jako wniosek z zasadniczego twierdzenia al-
gebry: Kazdy wielomian o wspélczynnikach wymiernych mozna rozlozyé w pierécieniu R[z] na
czynniki liniowe lub 2-giego stopnia.

3Wspblczesnie punkt P lezacy na plaszczyZznie opisujemy para liczb (z,y), gdzie, zgodnie
z tradycja siegajaca matematyki greckiej, x nazywamy odcietq, y — rzedng. Niech f oznacza
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funkcje spelniajaca zalozenia okreslone w komentowanym zdaniu. Twierdzenie, o ktérym pisze
Bolzano mozna wéwczas tak zapisaé: Jedli f(z1) < 0, f(z2) > 0, to musi istnieé¢ taki punkt z3,
ze ©1 < 3 < w2 oraz f(x3) = 0. Pojecia odcieta i rzedna, ktérymi postuguje si¢ Bolzano nie
oddaja tego z nalezyta precyzja. W rozprawie istotne jest jednak odréznienie linii, Linie, i funkcji,
Funktion. Odcieta i rzedna sa stosowane do linii. W odniesieniu do funkcji Bolzano uzywa pojeé
warto$é, Werth — to pojecie zwykle oznacza argument, oraz wielkosé, Grofle, ktore najczesciej
oznacza warto$¢ funkcji w dzisiejszym rozumieniu, czyli f(z).

4 Przejscie z jednego rodzaju ma inny. Ten cytat z Arystotelesa odnajdujemy w traktatach
O niebie, 1,1,268 b, oraz Analityki Wtore, 1,7,75 a. Przytoczymy szerszy kontekst, w ktérym pada
to zdanie, bo odréznienie prawd geometrycznych i arytmetycznych jest wazne w kontekscie uwag
metodologicznych zawartych Przedmowie. ,Zatem, nie mozna w dowodzeniu przejéé¢ z jednego
rodzaju do innego, na przyklad dowies¢ tego geometrycznego arytmetycznie. W dowodzeniu
bowiem istnieja te trzy: pierwszy, to, co jest dowiedzione, to znaczy istotny atrybut rodzaju;
drugi, aksjomaty, to znaczy aksjomaty bedace przestankami dowodu; trzeci, przyjmowany rodzaj,
ktérego wlasnosci, to znaczy istotne atrybuty sg pokazane przez dowéd. Aksjomaty, ktére tworzg
podstawe dowodu moga by¢ te same, ale w przypadku réznych rodzajéw, takich jak arytmetyka
i geometria, nie mozna zastosowaé arytmetycznego dowodu do wlasnosci wielkoéci, chyba ze te
wielko$ci sg liczbami”, Arystoteles, Analityki Wtdre, 1,1, 75 a—=75 b, w: I. Bekker (ed.), Aristotelis
Opera, tt. P. Blaszczyk, K. Mréwka.

5 Potwierdzenia, Gewimachungen, dostownie uczynienie pewnym; uzasadnienia, Begrindun-
gen; przedstawienia, (opisy), Darstellungen; podstawa, Grund.

Sproste prawdy, einfachen Wahrheiten; prawdy podstawowe, Grundsditze, dostownie: zdania
podstawowe; aksjomaty, Grundwahrheiten, dostownie: podstawowe prawdy.

"Pierwsza prawda dotyczy linii (Linie), druga — funkcji (Funktion).

8przejscie, Uberganges; stan niebytu, Nichtvorhandenseyns.

9Funkcje nalezy tu rozumieé jako funkcje wielomianows, jednej zmiennej rzeczywistej.

Orozklad, Zerlegbarkeit; wyprowadzenie, Herleitung; rozwazania, Betrachtungen.

HMowa tu o pracy: C. F. Gauss, Demonstratio nova altera theorematis omnem functionem
algebraicum rationalem integram unius variabilis in factores reales primi vel secundi gradus
resolvi posse, Getynga 1816.

12 Réwnanie stopnia nieparzystego jest z pewnoscig rozwigzywalne.

13Chodzi o zagadnienia wyznaczenia: dtugosci krzywej, kwadratury figury, czyli pola powierzch-
ni, oraz objetosci bryty.

14Mimo ze Bolzano w calej pracy uzywa slowa szereg, Reihe, paragrafy 1-5 i czesciowo 9
traktuja o ciggach.

*okk

Thlumaczenie: Marlena Fila

Przedkladane ttumaczenie pracy Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes, dafs
zwischen je zwei Werthen, die ein entgegengesetztes Resultat gewdhren, wenigstens
eine reelle Wurzel der gleichung liege zostalo przygotowane przez Marlene Fila.
Jest to pierwsze tlumaczenie tej rozprawy na jezyk polski. W pracy nad przekta-
dem Autorka wspierala sie takze tlumaczeniem na jezyk angielski zamieszczonym
w ksiazce The mathematical Works of Bernard Bolzano pod redakcja Steve’a
Russa.
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