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Refleksje na temat okreslania wiedzy

przedmiotowej nauczycieli matematyki

Abstract. This article presents the author’s reflections, comments and pro-
blems that arise in relation to the issue of defining the subject matter
knowledge a teacher should have in the context of Even’s theoretical fra-
mework. They incline to start working on a considerable modification
of this conception in order to explore its adaptability in other contexts.
This paper also includes initial results of this modification.

1. Wprowadzenie

Czy wiedza przedmiotowa przecigtnego przyszlego nauczyciela matematyki
jest zadowalajaca? Jaka wiedza przedmiotowg powinien dysponowad, aby uczy¢
o poszczegdlnych pojeciach matematycznych?

Istnieje potrzeba stworzenia takiej koncepcji, ktora okresli nauczycielska
wiedze¢ przedmiotowa. Pomoglaby ona w ulepszaniu procesu przygotowywania
matematycznego przysztych nauczycieli, a takze w konstruowaniu i analizie
badan nad wyposazeniem przyszlych nauczycieli w te wiedze. Celowe wydaje sie
rozwazanie wiedzy przedmiotowej nauczycieli w kontekscie wybranego pojecia.
Dla matematyki jako dyscypliny naukowej jest bowiem charakterystyczne, ze
to wladnie pojecia same w sobie sg przedmiotem badan.

Nauczyciel matematyki podczas swej pracy boryka si¢ z problemami on-
tologicznymi — wszak uczy o bytach istniejacych jedynie w umysle cztowieka,
o bytach, ktérych nie moze pokazaé uczniom. Organizujac proces ksztaltowania
poszczegdlnych pojeé¢ u uczniéw dobiera rozmaite metody i srodki dydaktycz-
ne, konstruuje przyktady i kontrprzyktady. Poprzez tego typu dziatania ukazuje
uczniom — zazwyczaj niewiadomie — swoj wlasny obraz ksztaltowanych pojec.

Termin obraz pojecia (concept image) definiuje S. Vinner (1983) nastepujaco’:

ITermin ten jest zdefiniowany réwniez w (Tall, Vinner, 1981).
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Wyjasnijmy najpierw, jak rozumiemy termin wyobrazenie pojecia® (men-
tal picture of concept). Niech P oznacza pojecie, a O oznacza pewna
osobe. Woéwczas wyobrazeniem pojecia P u danej osoby O jest zespot
wszystkich obrazéw, ktére kiedykolwiek byly zwiazane z pojeciem P
w umysle osoby O. (Ta definicja zostala po raz pierwszy podana w pracy
(Vinner, 1975, s. 339)

Stowo ,obraz” jest tutaj uzyte w najszerszym jego znaczeniu i zawiera
wszelkie wizualne reprezentacje tego pojecia, a nawet symbole. W przy-
padku pojecia funkcji w czyims wyobrazeniu pojecia moga by¢ potaczone:
wykres konkretnej funkcji i symbole "y = f(x)” wraz z wieloma innymi
wyobrazeniami o funkcjach.

Oprécz wyobrazenia pojecia moze wystepowaé tez zespét cech zwiaza-
nych z pojeciem (w umysle naszej osoby P). (...) Na przyktad kto§ moze
uwazaé, ze funkcje zawsze powinny by¢ zdefiniowane w formie wyrazen
algebraicznych. Ten zestaw wlasnosci razem z wyobrazeniem pojecia jest
okredlany jako obraz pojecia® (concept image).

Jest oczywistym, ze oba zdefiniowane terminy zaleza od osoby, o ktérej
moéwimy.

(Vinner, 1983, s. 293)

Warto wiec dolozyé wszelkich staran, aby uksztaltowaé u przyszlego na-
uczyciela jak najlepszy obraz pojeé¢ matematycznych. Niektére sposrod pojeé
sg kluczowe dla matematyki i dla jej nauczania w szkole. Przykladem takie-
go pojecia jest z pewnoscia funkcja (wsréd innych mozna by wymienié takie
jak: liczba rzeczywista, réwnania wraz z metodami ich rozwigzywania, granica
i ciaglo$é funkcji itd.). Sa to zazwyczaj pojecia, o ktérych student uczy sie
na réznych zajeciach i ktorymi wciaz operuje. Jednak jego wiedza z zakresu
tych poje¢ nie jest sprawdzana kompleksowo, a jedynie w kontekécie danego
przedmiotu?.

Zbyt rzadko podejmowane sg prace naukowe zwigzane z okreslaniem i bada-
niem nauczycielskiej wiedzy przedmiotowej. Przez termin ten rozumiem wypo-
sazenie nauczycieli w wiedze i umiejetnosci z zakresu matematyki abstrakcyjnej
i jej metod oraz elementarna wiedze zwiazana z historycznym rozwojem pojecé
matematycznych nauczanych w szkole.

Z dostepnej mi literatury anglojezycznej mozna wymieni¢ tu artykul
R. Even (1990), w ktérym podjeto prébe okreslenia nauczycielskiej wiedzy
przedmiotowej z zakresu wybranego pojecia matematycznego. Nie jest to
opracowanie najnowsze, ale wydaje sie wciaz aktualne. Swiadezy o tym cho-
ciazby fakt, iz jest ono przywolywane w najnowszych publikacjach o mie-
dzynarodowym zasiegu, poruszajacych zaréwno tematyke dotyczaca ksztalce-

2Wyréznienie w cytacie — M. Sajka.

3Wyréznienie w cytacie — M. Sajka.

4Ostatnio podjete zostaly badania diagnostyczne nad rozumieniem wybranych pojeé ma-
tematycznych przez studentéw (np. Bugajska-Jaszczolt, Trelinski, 2002; Major, Powazka,
2006; Powazka, 2005; Przeniosto, 2002; 2004).
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nia nauczycieli (np. Peressini, Borko, Romagnano, Knuth, Willis, 2004), jak
i zwiazana z badaniami na temat pojecia funkcji w procesie nauczania (np.
Moschkovich, 2004).

Celem niniejszego artykulu jest zatem zaréwno przedstawienie tej koncepcji,
ktéra okredla nauczycielska wiedze przedmiotowa, jak i sformutowanie nasuwa-
jacych sie uwag i probleméw oraz podjecie proby jej modyfikacji.

Przedstawiam koncepcje R. Even na podstawie artykulu Subject Matter
Knowledge for Teaching and the Case of Functions opublikowanego na tamach
Educational Studies in Mathematics (Even, 1990)°. Do tej pory nie zostala
ona opisana w jezyku polskim — a uwazam, ze warto ja poznaé¢. Z wieloma
ideami autorki zgadzam sie, z pewnymi polemizuje, a jeszcze inne sa dyskusyjne
i moga postuzyé¢ Czytelnikowi zainteresowanemu dydaktyka szkolty wyzszej jako
material do refleksji.®

2. Krétka charakterystyka pracy R. Even

R. Even tworzac swoja koncepcje analizowala i integrowalta trzy aspekty
wiedzy przedmiotowej nauczycieli: role i znaczenie danej tematyki w matema-
tyce teoretycznej i w programie nauczania matematyki; badania nad uczeniem
sie, znajomoscia i rozumieniem pojeé¢ matematycznych (zaré6wno ogdluie, jak
i w poszczegélnych tematach) oraz badania nad wiedza przedmiotowa nauczy-
cieli matematyki i rola tej wiedzy w nauczaniu.

Rezultatem powyzszych rozwazan sa wyréznione i opisane przez nia elemen-
ty wiedzy na temat wybranego pojecia matematycznego. Autorka zilustrowalta
swoja koncepcje charakteryzujac nauczycielskg wiedze przedmiotowa z zakresu
funkcji oraz podajac wybrane przyklady pochodzace z badan empirycznych.

3. Wuyrdznione przez R. Even elementy nauczycielskiej wiedzy
przedmiofowej z zakresu wybranego pojecia

R. Even wyréznita siedem elementéw wiedzy zwiazanej z wybranym poje-
ciem matematycznym:

1. Gléwne cechy pojecia (Essential Features),
Rézne reprezentacje pojecia (Different Representations),
Rozne sposoby podejscia do pojecia (Alternative Ways of Approaching),
Sita pojecia (The Strength of the Concept),
Podstawowy repertuar (Basic Repertoire),

U N

5Rozszerzenie tej koncepcji o opis badan nad diagnozowaniem wiedzy przedmiotowej na-
uczycieli matematyki mozna znalezé réwniez w publikacji R. Even (1993).

6Sktadam serdeczne podzigkowania prof. dr hab. Maciejowi Klakli za cenne wskazéwki
udzielone mi podczas pracy nad niniejszym artykulem.
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6. Wiedza o pojeciu i jego rozumienie (Knowledge and Understanding of a
Concept),

7. Wiedza o matematyce (Knowledge about Mathematics).

Ponizej przedstawiam jak autorka motywowata i opisata wyrdznione aspekty
nauczycielskiej wiedzy przedmiotowej o danym pojeciu matematycznym.

31 Gtéwne cechy pojecia

Z opisu R. Even dowiadujemy si¢, ze ten element nauczycielskiej wiedzy
przedmiotowej dotyczy obrazu rozwazanego pojecia uksztattowanego u nauczy-
ciela oraz stopnia dopasowania (correspondence, Resnick, Ford, 1984) tego ob-
razu do wlasciwego pojecia matematycznego.

Nastepnie autorka stwierdzita:

(-..) z pewnoscia nauczyciele powinni byé w stanie rozstrzygnaé, czy
obiekt jest desygnatem pojecia, czy nim nie jest, bazujac na samym ro-
zumowaniu analitycznym — a nie na osadzaniu w oparciu o model czy pa-
radygmat. Pierwszy typ rozumowania jest oparty na samych warunkach
definicyjnych pojecia, (...) drugi natomiast polega na uzyciu przyktadu
paradygmatycznego jako punktu odniesienia.

(Even, 1990, s. 523)

Autorka rozréznita dalej dwa sposoby uzycia paradygmatu: albo nauczy-
ciel bezposrednio prébuje dopasowaé badany obiekt do paradygmatu (niejako
nakladajac obraz jednego na drugi), albo poréwnuje atrybuty wlasne paradyg-
matu z wlasnoéciami badanego obiektu.

Zdaniem autorki nie wystarczy to, ze nauczyciele potrafig dokonaé rozroz-
nienia pomiedzy obiektem, ktéry jest desygnatem pojecia, a tym, ktéry nim
nie jest — jesli dopasowuja go tylko do swojego obrazu pojecia. Wedlug niej
nauczyciele powinni zna¢ wspélczesne definicje poje¢ matematycznych.

Nalezaloby tu dokonaé¢ pewnych uzupelnien i podkresli¢, ze nauczyciele po-
winni nie tylko zna¢ wybrana definicje pojecia, ale réwniez inne réwnowazne
sformulowania definicji (np. rézne réwnowazne definicje poszczegblnych czwo-
rokatéw). W przeciwnym razie nauczyciele nie potrafiliby zweryfikowaé bardzo
waznej aktywnosci ucznia — definiowania, co wiecej, akceptowaliby jako defini-
cje poprawng tylko te, ktéra sami znaja, co w dalszej perspektywie mogloby
zrodzi¢ u ucznia poczucie koniecznosci uczenia si¢ matematyki na pamiec.

R. Even ponadto uwaza, ze nie wystarczy, jesli nauczyciel prawidlowo roz-
roznia desygnaty pojecia od obiektow, ktére nimi nie sa, jesli nie opiera swo-
jego osadu na definicji. Mozna zada¢ sobie w tym kontekécie kilka pytan. Czy
potrafimy dowiedzie¢ sig, na jakiej podstawie nauczyciel wydaje swoj osad?
Czy nalezy dyskryminowaé¢ dobry werdykt oparty, w pierwszym odruchu, na
samym obrazie pojecia w sytuacji, gdy obiekt do niego pasuje? Nie nalezy zu-
pelnie negowaé korzystania z wlasnego obrazu pojecia, pod warunkiem, ze jest
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to umiejetne korzystanie. Trzeba tu podkresli¢ z moca, ze osoba, ktora wydala
osad na podstawie samego obrazu pojecia, musi w kazdej chwili umie¢ go zwe-
ryfikowaé¢ w oparciu o sama definicje. Taki powrdt musi byé zawsze mozliwy.
Mozna zatem ten postulat troche inaczej sformulowaé — nie koncentrujac uwagi
na samym rozstrzygnieciu, lecz na jego uzasadnieniu: nauczyciel powinien za-
wsze umie¢ uzasadni¢, w oparciu o definicje, czy dany obiekt jest desygnatem
pojecia, czy nim nie jest, przynajmniej w zakresie obiektéw pojawiajacych sie
w nauczaniu na danym poziomie.

Umiejetnosé takiego rozstrzygania w oparciu o definicje jest niewatpliwie
jedna z najbardziej elementarnych aktywnosci matematycznych. Z pewnoscia
nauczyciel musi ja posiadaé. Zauwazmy jeszcze, ze rozwazania na ten temat
mozna umieéci¢é w punkcie Wiedza o matematyce (paragraf 3.7). Matematy-
ka nie zna bowiem innego sposobu rozstrzygania, czy obiekt jest desygnatem
pojecia, czy nie — jak tylko w oparciu o definicje.

R. Even nazwata ten aspekt glownymi cechami pojecia. Wydaje sie, ze takie
jego sformutowanie moze budzi¢ watpliwosci. Co to znaczy gldwne cechy? Nie-
stety, autorka nie odpowiada na to pytanie. Trudno bytoby odpowiedzieé na py-
tanie, jakie sa gtéwne cechy na przyklad pojecia liczby rzeczywistej? W punkcie
4.1 przedstawiam gléwne cechy pojecia funkcji wyszczegdlnione przez autorke.

3.2. Rdzne reprezentacje

W opisie tego aspektu autorka najpierw zwrdcila uwage na to, ze czesto
operujemy pojeciami matematycznymi uzywajac réznych nazw, notacji i re-
prezentacji. W zaleznoséci od kontekstu teoretycznego moze zosta¢ wlaczona
i rozwinigta inna reprezentacja danego pojecia.

R. Even podkreslita dalej:

(...) rozumienie pojecia w jednej reprezentacji niekoniecznie oznacza, ze
bedzie ono rozumiane w innej. Nauczyciele nie tylko powinni rozumieé
pojecie w jego réznych reprezentacjach, ale tez powinni umie¢ budowaé
i formowaé powigzania miedzy tymi reprezentacjami.

(Even, 1990, s. 524)

Autorka poruszyla problematyke znajomosci reprezentacji niejako w dwéch
aspektach. Najpierw podkreélila, ze nauczyciele powinni opanowaé zaréwno
umiejetno$é¢ przejscia z jednej reprezentacji do drugiej, jak i znajomosé po-
wiazan miedzy nimi, gdyz w poszczegdlnych reprezentacjach rézne wlasnosci
pojecia lub jego cechy (inne niz definicyjne) latwiej mozna dostrzec lub badaé.
Nastepnie stwierdzita, ze operowanie przyktadami pojecia w réznych reprezen-
tacjach przyczynia sie do wyabstrahowania samego pojecia. A zatem rozwazala
proces ksztaltowania tego pojecia.

R. Even stwierdza, ze mozna pojecie matematyczne rozumie¢ w jednej re-
prezentacji, a w drugiej nie. Teza ta budzi watpliwo$ci — co to znaczy ,rozumieé
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pojecie w reprezentacji”? Czy chodzi tu o rozumienie samego pojecia, czy tez
o rozumienie reprezentacji pojecia? Czy jest taka mozliwosé, aby abstrakcyjne
pojecie bylo rozumiane ogdlnie, a niezrozumiane w jakiej$ reprezentacji? To
karkotomna hipoteza. Mozna w takim kontekscie jedynie méwi¢ o niezrozumie-
niu samej reprezentacji, a nie pojecia w tej reprezentacji. Reprezentacja poje-
cia, z punktu widzenia filozofii matematyki, jest pojeciem wtérnym wzgledem
samego pojecia abstrakcyjnego. Istnienie réznych reprezentacji poje¢ matema-
tycznych zostalo bowiem wymuszone przez abstrakcyjny charakter tych pojeé
— nie mozna ich bowiem ani narysowaé, ani pokaza¢ (Klakla, 2003b). Dodajmy
jeszcze, ze:

(-..) w matematyce przedmiotem badan sa pojecia abstrakcyjne same

w sobie. (...) Wszystkie wnioskowania i rozumowania dotycza samych

abstrakcyjnych poje¢, a nie ich reprezentacji. Reprezentacje tych pojeé

pochodza niejako z innego swiata, sa podpdrka, oparciem dla mysli, od-

dzialuja one na wyobrazenia, ale nie mogg zosta¢ utozsamione z samymi

pojeciami.

(Klakla, 2003b, s. 29)

Utozsamianie pojecia z jego reprezentacja moze stanowi¢ powazng przeszko-
de w rozumieniu danego pojecia. Niewatpliwie nauczyciele powinni nie tylko
pokonaé te przeszkode, ale tez mie¢ jej pelna $wiadomosé i uwrazliwié si¢ na
nia.

3.3. Rdzne sposoby podejscia do pojecia

Ten aspekt wiedzy nauczycielskiej nie zostal przez R. Even Scisle sformuto-
wany. W jej opisie dowiadujemy sie jedynie, ze:
Zlozone pojecia nie tylko przyjmuja rézne nazwy, formy i reprezentacje
i notacje, ale tez sa uzywane w rézny sposéb (...). Te rézne sposoby
podejscia i1 uzycia pojecia nie pasuja do wszystkich sytuacji. (...) Na-
uczyciele powinni o tym wiedzie¢ i umie¢ je stosowac.

(Even, 1990, s. 525)

Autorka formuluje swoja koncepcje ogdlnie — dla wybranego pojecia mate-
matycznego. Czy potrafilibySmy odpowiedzie¢ na pytanie: jakie moga by¢ rézne
sposoby podejscia na przykitad do pojecia figury wypuklej? Prawdopodobnie
R. Even chciala zwréci¢ uwage na rézne sposoby badania wlasno$ci wybranego
desygnatu danego pojecia, zadanego w jednej reprezentacji. W paragrafie 4.3
powrdcee do tego problemu i przedstawie jak autorka opisata ten element wiedzy
przedmiotowej dla pojecia funkcji.

3.4. Sita pojecia

Ten aspekt nauczycielskiej wiedzy z zakresu danego pojecia jest opisany
przez R. Even réownie ogdélnie jak poprzedni. Dowiadujemy sie jedynie, ze:
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(...) sukces danego pojecia w matematyce jest zakorzeniony w nowych
mozliwosciach, jakie ono otwiera. Nauczyciele powinni zatem dobrze ro-
zumieé te wyjatkowe i pelne mocy cechy pojecia, ktére otwieraja nowe
mozliwosci.

(Even, 1990, s. 525)

Na czym wiec polega sila pojecia matematycznego? Czy jest to termin
obiektywny? Wydaje sie, ze matematyk-teoretyk inaczej bedzie postrzegatl site
danego pojecia niz fizyk stosujacy dane pojecie, jeszcze inaczej spostrzeze ja
nauczyciel. Oczywiscie mozemy od razu doprecyzowaé: w tych rozwazaniach
interesuje nas sila pojecia z punktu widzenia istotnego dla nauczania. A zatem
nasuwa sie kolejne pytanie — jak daleko powinna siega¢ wiedza nauczyciela o si-
le pojecia w matematyce abstrakcyjnej? Powrdce do tego pytania w kontekscie
rozwazania sily pojecia funkeji (paragraf 4.4).

35. Podstawowy repertuar

Autorka podkre$lila, ze nauczyciel powinien bardzo dobrze znaé pewne
szczegblne przyklady pojecia, a zestaw takich niezbednych desygnatéw na-
zwala podstawowym repertuarem. Even stwierdzila, ze trzeba zaliczyé do nich
wszystkie przykltady ilustrujace pewne wazne reguty, wlasnosci czy twierdzenia
dotyczace danego pojecia.

Warto tu jeszcze dodac, iz praca nad doskonaleniem podstawowego repertu-
aru nie powinna nigdy zostaé¢ zakonczona. Proces wilaczania nowych desygna-
téw do podstawowego repertuaru wraz z ich wnikliwym badaniem powoduje
bowiem poszerzenie obrazu danego pojecia, a wiec polepsza si¢ owo dopaso-
wanie obrazu pojecia do wlasciwego matematycznego pojecia postulowane po-
wyzej w opisie pierwszego elementu wiedzy — gldwnych cech pojecia (paragraf
3.1).

Mozna byloby sformutowaé pytanie: czy podstawowy repertuar przyktadow
dla nauczyciela ma sie pokrywac¢ z desygnatami poje¢ proponowanymi w pro-
gramach nauczania jako podstawowe dla ucznia? Oczywiscie nie. Nauczyciel
powinien mie¢ zdecydowanie szerszy repertuar podstawowych desygnatéow po-
jecia. I znéw pojawia si¢ problem — czy mozemy okresli¢, jak bardzo musi on
by¢ szeroki?

3.6. Wiedza o pojeciu i jego rozumienie

R. Even opisala tu najpierw dwa rézne rodzaje wiedzy o pojeciu w oparciu
o prace J. Hieberta i P. Lefevere’a (1986). Pierwsza z nich to wiedza pojecio-
wa (conceptual knowledge), bogata w zaleznosci, opisana przez przywolanych
autoréw jako sie¢ pojeé i zaleznoéci. Uczenie si¢ nowych pojeé¢ lub zaleznosci
polega na dodaniu do istniejacych struktur poznawczych nowego potaczenia.
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Drugi rodzaj to wiedza proceduralna (procedural knowledge), ktéra jest tworzo-
na z formalnego jezyka matematyki i algorytméw.

R. Even, powolujac si¢ na rézne wyniki badan, stwierdza, ze w uczeniu
matematyki szkolnej ktadzie sie nadmierny nacisk na wiedze proceduralna, bez
powiazania jej z wiedza pojeciowa.

Mozemy od razu dopowiedziec, ze tak prowadzone nauczanie — skrajnie eks-
ponujace schematy o charakterze algorytmicznym — moze prowadzi¢ do zaha-
mowania rozwoju matematycznego mys$lenia ucznia, pojawienia sie formalizmu
zdegenerowanego (Krygowska, 1977), a w konsekwencji nawet do catkowitego
zniechecenia ucznia do matematyki.

Autorka podsumowujac swoje rozwazania stwierdza, ze wiedza o pojeciu
matematycznym powinna zawiera¢ zaréwno wiedze pojeciowa jak i procedural-
na wraz ze zwiazkami miedzy nimi.

Jak nalezy zatem rozumie¢ aspekt: wiedza o pojeciu i jego rozumienie? Od-
powiedZ na to pytanie nie jest latwa. Z zamieszczonego powyzej opisu wyni-
ka jedynie wniosek, ze nauczyciel dysponowaé¢ powinien powiazanymi ze sobg
i w pelni wyksztatconymi dwoma rodzajami wiedzy: pojeciowa i proceduralna.

Kwestia samego rozumienia pojecia pojawila sie¢ juz fragmentarycznie
w punkcie 3.1. Problematyka ta jednak jest niezwykle szeroka i podejmowana
przez wielu badaczy — poczawszy od préb zdefiniowania, co to znaczy rozumieé
pojecie matematyczne, poprzez proby okreslania pozioméw rozumienia pojecia
lub tez wyrdznianie réznych aspektow lub kategorii czynnosci rozumienia.

Poruszona w tym punkcie problematyka jest zatem zbyt ogdélna i bogata,
by mogta stanowi¢ wybrany element nauczycielskiej wiedzy przedmiotowej. Po-
nadto zawiera inne sposréd wyréznionych elementéw (np. gléwne cechy pojecia,
rézne reprezentacje, rézne sposoby podejscia do pojecia).

37. Wiedza o matematyce
W opisie tego aspektu czytamy:

Wiedza o wybranych zagadnieniach matematyki zawiera nie tylko wiedze
proceduralng i pojeciowa. Zawiera réwniez wiedze o naturze matematyki.
Jest to ogdlniejsza wiedza o dyscyplinie, ktéra kieruje tworzeniem i uzy-
waniem wiedzy proceduralnej i pojeciowej. Zawiera ona sposoby, $rodki
i procesy, dzieki ktérym tworzone sg nowe pojecia i twierdzenia. Pozwala
tez wciaz na nowo ustanawiaé hierarchie poszczegdlnych pojeé. (...) Na-
tura matematyki zawiera rowniez nieustannie zmieniajacy sie charakter
matematyki, oraz uznaje, ze nauka ta jest wolnym wynalazkiem intelek-
tu ludzkiego, ktéry ulega wplywom réznych sil matematycznych i spoza
matematyki (...).

(Even, 1990, s. 527)

Ten aspekt wiedzy przedmiotowej nauczycieli zawiera miedzy innymi wy-
brane elementy metody matematycznej. Wsréd innych nie wymienionych przez
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autorke elementéw metody matematycznej jest na przyklad formalna logika
matematyczna i teoria mnogosci — jako metamatematyka i metajezyk, powsta-
wanie systemow dedukcyjnych, rozumienie réznych motywacji i schematéw kon-
struowania poprawnej definicji matematycznej, rozumienie zwiazkéw miedzy
pojeciami pierwotnymi a definiowanymi i inne.

Sadze, ze nazwa tego aspektu jest zupelnie chybiona. Wiedza o matematy-
ce to zbyt bogaty i pelen tresci termin, aby mégt stanowi¢ wybrany element
nauczycielskiej wiedzy przedmiotowej.

L. Opis koncepcji R. Even dla funkcji

R. Even opisala elementy nauczycielskiej wiedzy przedmiotowej z zakresu
funkcji. Przeprowadzila réwniez badania nad diagnozowaniem wiedzy przed-
miotowej przysztych nauczycieli matematyki szkoty sredniej w ostatnim sta-
dium ich przygotowania do zawodu w osmiu srodkowozachodnich uniwersy-
tetach w Stanach Zjednoczonych. Nie wiadomo jednak, jaka byla ogranizacja
i przebieg badan. Autorka stwierdzila jedynie, ze badani uzupelniali kwestio-
nariusz z otwartymi pytaniami, ktore byly niestandardowymi zadaniami bada-
jacymi siedem powigzanych ze soba aspektéw wiedzy o funkcjach.

Niestety, autorka nie przedstawila w swoim artykule tresci wszystkich za-
dan i pytan zawartych w kwestionariuszu. W zwiazku z powyzszym pomine
rozwazania na temat doboru wlasciwych narzedzi do badania wyszczegdélnio-
nych aspektéw wiedzy o funkeji”.

4. Niezbedne cechy — co fo jest funkcja?

W opisie tego aspektu wiedzy na temat funkcji autorka przywotuje opra-
cowanie H. Freudenthala (1983), ktéry analizujac rozwdj historyczny pojecia
funkcji wyréznil dwie gléwne jego cechy: arbitralnosé (arbitrariness) i jed-
nowarto$ciowo$é (univalence). W polskiej terminologii dydaktyki matematyki
o arbitralnodci funkcji méwimy jako o funkcji w ogdlnym sensie (Krygowska,
1977), a zamiast stowa jednowartosciowosé uzywamy raczej okredlenia jedno-
2nacznose.

411 Arbitralnos$é funkcii

R. Even stwierdza, ze arbitralna natura funkcji odnosi si¢ zaréwno do zwiaz-
ku pomiedzy dwoma zbiorami, na ktérych jest ona zadana, jak i do samych

7Sadze, ze warto jednak podjaé te tematyke w odrebnym opracowaniu, polemizujac z wy-
branymi zadaniami zaproponowanymi przez autorke i przedstawiajac propozycje innych za-
dan — narzedzi diagnostycznych do badania wiedzy przedmiotowej nauczycieli dotyczacej
funkcji. Uwazam, ze role narzedzi diagnozujacych wybrane aspekty rozumienia tego pojecia
moga pelnié¢ zadania zwiazane z réwnaniami funkcyjnymi (Sajka, 2003; 2005a).
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zbioréw. Nastepnie wyjasnia te dwa rodzaje arbitralnoéci. Pierwszy polega na
tym, ze funkcje nie musza by¢ opisane przez zadne specjalne wyrazenie, nie mu-
sza wykazywac¢ zadnej regularnosci ani nie musza by¢ opisane przez wykresy
o jakims szczegdlnym ksztalcie — autorka podaje tu przyklad funkcji opisuja-
cych zaleznos¢ pomiedzy czasem a temperatura powietrza w danym miejscu.
Drugi natomiast, dotyczacy arbitralnej natury zbioréw, oznacza, ze funkcje nie
musza by¢ zdefiniowane na specjalnych zbiorach obiektow, w szczegélnosci nie
muszg to by¢ zbiory liczbowe. Autorka podaje tu przyktad obrotu ptaszczyzny
jako funkcji zadanej na zbiorze punktow.

R. Even przypomina dalej, ze osiemnastowieczni matematycy dltugo zmagali
sie z arbitralnoscia koncepcji tego pojecia i zaczeli ja rozwazaé dopiero w XIX
w., kiedy Dirichlet wprowadzil swoja funkcje. Nastepnie oprécz arbitralnosci
relacji pomiedzy zmiennymi zaakceptowano rowniez dowolnosé samych zbioréw
zmiennych.

Autorka podkresla, ze przyszli nauczyciele powinni zatem akceptowaé ar-
bitralnoé¢ funkcji. Badania, o ktérych wspomniala, wykazuja jednak, ze prze-
szkoda w akceptowaniu arbitralnosci funkcji moga by¢ ograniczone obrazy tego
pojecia. R. Even twierdzi, ze niepelny obraz pojecia u nauczycieli jest po-
waznym problemem, bo moze si¢ przyczyni¢ do cyklu niezgodnosci pomiedzy
definicja pojecia a jego obrazem u uczniow.

412. Jednowartosciowos¢ funkeji

W opisie tej cechy funkcji autorka zauwaza, ze arbitralnosé funkcji wyni-
ka z definicji funkcji, natomiast jednowarto$ciowosé¢ jest wymaganiem sformu-
lowanym oddzielnie i wyraziScie, jest uwypuklona w prawie kazdym tekscie
definicyjnym.

Nie jest jednak wystarczajaca sama wiedza o tym, ze funkcje musza by¢
jednowartoéciowe. Nauczyciele szkét érednich powinni wiedzieé¢, dlacze-
go funkcje sg zdefiniowane w ten sposéb. Powinni znaé rozwdj histo-
ryczny tego pojecia, poniewaz wyjasnia, dlaczego funkcje sg dzisiaj tak
wladnie zdefiniowane (...).

(Even, 1990, s. 530)

Autorka porusza tu kwestie motywacji wprowadzania definicji. Wyjasnia-
jac, dlaczego na funkcje narzucony jest warunek jednoznacznosci, powoluje
sie na H. Freudentala (1983), ktéry motywowal ten fakt dazeniem matema-
tykow do tego, by pojecia staly sie mozliwe do opanowania w celu postugiwa-
nia sie nimi. Rzeczywiscie w matematyce pragnienie jednoznaczno$ci jest tak
silne, ze wprawdzie istnieje pojecie funkcji wielowarto$ciowych, na przykltad
f(x) = {x,x + 1}, ale de facto sa to funkcje f: R — 2%. Skoro ich warto-
Sci sa ze zbioru potegowego, to postulat jednowartosciowosci jest zachowany.
Matematycy tez wola nazywaé takie funkcje jako set-valued functions.
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Czy to pragnienie jednoznacznosci jednak do konca wyjasnia poruszona
kwestie? To dazenie nie jest przeciez rozstrzygajacym kryterium formutowania
definicji. Mozemy to zobaczy¢ na przykladzie definicji pierwiastka kwadrato-
wego uzywanych w réznych krajach. W polskiej definicji arytmetycznego pier-
wiastka stopnia drugiego — zaktadamy nie tylko konieczna nieujemnosé liczby
podpierwiastkowej, ale dodatkowo réwniez nieujemno$é wyniku pierwiastko-
wania. Nie we wszystkich krajach jest formulowany warunek jednoznacznosci
w definicji pierwiastka. Czytajac tekst R. Even mozna bylo si¢ o tym przeko-
naé — dla niej pierwiastek stopnia drugiego jest symbolem dwuwartosciowym?.
Podobnie w matematyce teoretycznej wprowadzamy terminy wielowarto$ciowe
(np. zespolone funkcje pierwiastkowe). Oczywiscie zawsze wybdr odpowiednie-
go warunku w formulowaniu definicji ma jakas motywacje.

Motywacje wprowadzania definicji moga by¢ wzgledne i o tym nauczyciele
tez powinni wiedzie¢. Ponadto moga mie¢ rézne podtoza — na przyklad estetycz-
ne, strukturalne, dydaktyczne, uwarunkowane zaréwno historycznym rozwojem
pojecia, jak i wynikajace z aktualnych badan matematyki abstrakcyjnej. Te roz-
wazania na temat definicji w oczywisty sposéb poruszaja kwestie metodologii
matematyki — opisywang réwniez w punkcie 4.7.

W przypadku procesu formutowania definicji funkcji te motywacje byty réw-
niez bardziej ztozone, a ich wnikliwe zbadanie wymaga odrebnych analiz. Wy-
daje si¢ zatem przesada, bySmy oczekiwali od nauczycieli doglebnej wiedzy na
ten temat. Istotne jest natomiast, aby nauczyciele znali ogdlny zarys historii
ksztaltowania sie pojecia funkcji. Ta wiedza powinna by¢ przez nich wykorzy-
stana podczas przygotowywania procesu ksztaltowania tego pojecia u uczniéw.

Z badan R. Even wynika, ze prawie zaden z przyszlych nauczycieli nie po-
trafit wyjasni¢, dlaczego warunek jednowartosciowoéci jest tak wazny i dlaczego
funkcje zostaly zdefiniowane w ten sposob. Co wiecej, R. Even relacjonuje, ze
wielu praktykujacych nauczycieli nie wyjasnito, jaka jest réznica miedzy funk-
cjami a relacjami i w czym funkcje maja przewage nad relacjami. To podejscie,
wedlug autorki, moze przyczynic si¢ do tworzenia obrazu matematyki jako zbio-
ru odgoérnie narzuconych regut i definicji.

W dalszych rozwazaniach R. Even czytamy:

Arbitralno$é i jednowartosciowo$é sa istotg wspoétczesnego pojecia funk-
cji. Twierdzimy, ze obrazy pojecia funkcji wytworzone u nauczycieli po-
winny by¢ dobrze dopasowane do wspdlczesnego pojecia matema-
tycznego. Jednak to niekoniecznie oznacza, ze maja oni zna¢ wspélcze-
sng formalng definicje funkcji, gdzie funkcja f jest zdefiniowana jako
dowolny zbiér uporzadkowanych par takich elementéw, ze jesli (a, b) € f,
(¢,d) € fia=c,tob=d. Innymistowy nauczyciele niekoniecznie musza
mys$le¢ o funkcji jako o szczegblnym podzbiorze iloczynu kartezjanskiego
dwoéch zbioréw, w ktérym dowolny element dziedziny (zbioru wszyst-
kich pierwszych elementéw par uporzadkowanych) tworzy pare z jednym

8Réwniez w wielu innych panistwach pierwiastek kwadratowy jest dwuwartodciowy.
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i tylko jednym elementem ze zbioru wartosci (zbioru wszystkich drugich
elementéw par uporzadkowanych). Pomimo, iz typowo mnogoséciowa defi-
nicja funkcji jest oczywiscie poprawna, to nie wyraza ona takiego znacze-
nia, w jakim funkcja jest czesto uzywana w matematyce, innych naukach
czy w zyciu codziennym (...). W wielu przypadkach funkcja ma forme
odpowiedniosci, przypisania, zalezno$ci pomiedzy dwoma zbiorami lub
zmiennymi.

(Even, 1990, s. 531-532)

Chcialabym wyraznie sprzeciwié sie powyzszej tezie, co wiecej, wydaje sie
ona wrecz niezgodna z ,duchem” omawianego artykulu. R. Even pisze, ze na-
uczycielskie obrazy pojecia funkcji powinny by¢é dobrze dopasowane do no-
woczesnego matematycznego pojecia. Czy mozliwe jest zatem takie dobre do-
pasowanie, jesli nauczyciel nie zna i nie potrafi mysle¢ o pojeciu w katego-
rii formalnej definicji? Uwazam, ze nauczyciel powinien nie tylko znaé¢ peina
definicje formalna (nie tylko w pélformalnym brzmieniu przytoczonym przez
autorke), ale réwniez powinien umieé elastycznie ,przelaczaé” sposéb mysle-
nia o funkcji z dynamicznego (funkcja jako proces) na statyczny (funkcja jako
obiekt), w tym réwniez traktujac funkcje jako szczegdlna relacje. Przypomnij-
my — A. Sfard (1991) podkresla, ze te dwa podejécia, na pozér niekompatybilne,
powinny wzajemnie uzupelniaé si¢ tworzac calo$¢ — jak dwie strony tej samej
monety. Co wiecej, A. Sfard twierdzi, ze koncepcja operacyjna pojecia jest dla
wigkszo$ci ludzi pierwszym krokiem w nabywaniu i formowaniu poje¢ matema-
tycznych jako obiektow.

A. 7Z. Krygowska podsumowujac krotki rys historyczny pojecia funkcji,
stwierdza ponadto:

Nowoczesne pojecie funkeji bedace rezultatem dlugiego tancucha kolej-
nych uogdélnien okazalo sie wiec w istocie rzeczy jedna z najprostszych
struktur definiowanych dzis za pomoca skromnych srodkéw w teorii mno-
gosci, a wiec w fundamentach matematyki.

(Krygowska, 1977, s. 33)

Moim zdaniem warunkiem koniecznym, aby nauczyciel mégt wypracowaé
sobie jak najlepszy obraz pojecia funkcji, jest umiejetnos¢ spojrzenia na funk-
cje wszechstronnie, rowniez z punktu widzenia szerszej struktury — traktujac
funkcje jako punkt innej przestrzeni. Do tego potrzebna jest znajomosé for-
malnej definicji i umiejetnosé myslenia o funkcji jako o pewnym podzbiorze.
Oczywiécie to rozumienie nie moze eliminowaé spojrzenia operacyjnego, ktére
jest wlasciwe dla nauczania szkolnego.

Dodajmy na koniec tych rozwazan jeszcze jedno spostrzezenie:

Przyktad rozwoju pojecia funkcji ilustruje pewna ogélniejsza prawidto-
woéé, ktérg dostrzegamy w historii matematyki.
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Matematyka rosnie nie tylko w gére i wszerz, ale zstepuje coraz glebiej
do wlasnych fundamentéw, odkrywajac je w bardzo prostych ogdélnych
schematach abstrakcyjnych.

(Krygowska, 1977, s. 33)

Nauczyciel musi zatem znaé te proste, ogdlne schematy abstrakcyjne.

4.2. Rdzne reprezentacje funkcji

R. Even podkreslita, ze funkcje sa obecne niemal w calej wspdlczesnej ma-
tematyce i pojawiaja sie w rozny sposob, maja rézne nazwy, notacje i reprezen-
tacje. Rozwazala jednak glownie funkcje liczbo-liczbowe, okreslone na zbiorze
liczb rzeczywistych, piszac na przyklad, ze najbardziej powszechng reprezen-
tacja jest wzor funkcji oraz wykres w uktadzie wspélrzednych. Wydaje sie, ze
dla funkcji okreslonych na zbiorze skoniczonym o malej liczbie elementéow inna
bedzie ,najbardziej powszechna reprezentacja”.

Streszczajac opis tego aspektu wiedzy o funkcjach — zaproponowany przez
autorke — mozemy stwierdzi¢, ze nauczyciele powinni elastycznie poruszac sie
w Swiecie” réznych rodzajéw funkcji i ich reprezentacji oraz powinni umieé
dokonywaé wtasciwych wyboréw w zaleznosci od kontekstu i potrzeby.

Wydaje mi sig, ze nalezy jeszcze dodaé¢ do powyzszych postulatow kwestie
rozumienia reprezentacji. Czasami reprezentacja moze by¢ pojeciem bar-
dzo trudnym i zlozonym. Dla przykladu rozumienie wykresu funkcji wymaga
rozumienia wielu innych poje¢: ukladu wspolrzednych, czyli tez osi liczbowej
— a zatem rowniez funkcji bedacej bijekcja, wspolrzednych punktu — a zatem
pary uporzadkowanej lub ciagu dwuwyrazowego (Semadeni, 2002b), czyli tez
funkcji, a skoro mamy wspoélrzedne punktu — to pojawia si¢ problem rozumie-
nia liczby rzeczywistej. Zatem mozna byltoby dlugo wymienia¢ pojecia istotne
dla rozumienia tej jednej reprezentacji.

Shusznym wydaje sie wiec dodanie do rozwazan R. Even stwierdzenia: na-
uczyciele powinni mie¢ $wiadomosé zlozonosci reprezentacji pojecia funkcji,
powinni rozumie¢ pojecia z nimi zwiazane oraz dobrze znaé¢ i umie¢ stosowaé
umowy i konwencje zwiazane z tymi reprezentacjami.

43. Rdzne sposoby podejscia do pojecia funkcji

R. Even rozréznita trzy rodzaje podejécia do badania funkcji. Pierwszym
z nich jest ukierunkowanie na punkty, ktére wykorzystujemy, gdy interesuja
nas na przyktad wybrane punkty wykresu lub wartosci funkcji dla poszczegdl-
nych argumentéw. Drugim jest ukierunkowanie na przedziaty, gdy na przyktad
poszukujemy ekstremum lokalnego danej funkcji. Trzecim jest ukierunkowanie
na ogdlne wlasnosci, wykorzystywane na przyktad wtedy, gdy analizujemy jej
przebieg. Autorka podkredlita, ze w niektérych sytuacjach mozna wykorzystaé
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wiecej niz jeden sposob podejscia, ale wowcezas ktérys z nich moze sie okazaé
bardziej efektywny.

Autorka podkreslita nastepnie, ze wszyscy przyszli nauczyciele bioracy
udzial w jej badaniach uczyli si¢ rachunku rézniczkowego i catkowego oraz in-
nych zaawansowanych przedmiotéw matematycznych. Wszyscy zatem powinni
byli wiedzie¢, ze na przyklad przy rysowaniu wykresow niezwykle istotna jest
analiza pewnych charakterystycznych wlasnosci funkcji. Z jej relacji wynika jed-
nak, ze zdecydowana wigkszo$¢ badanych prébowala rysowaé wykres zadanej
funkcji wymiernej w sposéb wyraznie ukierunkowany na punkty. Trudno byto-
by nie zgodzi¢ si¢ z oczywistym wnioskiem z analizy wspomnianego fragmentu
badan stwierdzajacym, ze skoro przyszli nauczyciele maja pomagaé uczniom
w ksztaltowaniu umiejetnoéci badania funkcji, to najpierw oni sami powinni to
doskonale opanowacé.

W tym momencie znéw mozna zarzuci¢ autorce, ze prowadzita rozwazania
dotyczace jedynie funkcji liczbo-liczbowych. Wydaje sie jednak, ze mozna po-
dobne sposoby podejscia do badania pojecia przenie$¢ na inne rodzaje funkcji
— na przyktad na przeksztalcenia plaszczyzny.

Mozna na koniec jeszcze podkreslié, ze nazwa tego aspektu wiedzy przed-
miotowej nie jest adekwatna do jego opisu. Autorka nie rozwazalta bowiem spo-
sobow podejécia do ogoblnego pojecia funkcji, lecz badata réznymi sposobami
jego wybrany desygnat w wyraznie okreélonej reprezentacji.

44 Sita pojecia — funkcja odwrotna i ztozenie funkji

W opisie tego aspektu R. Even powolujac sie na H. Freudenthala (1983)
stwierdzila, ze sila pojecia funkcji jest zakorzeniona w dwéch operacjach —
sktadaniu i odwracaniu funkcji, gdyz one kreuja bogactwo nowych obiektéw
i mozliwosci.

Autorka podkresla, ze umiejetnosci podstawiania jednych funkcji do innych
i odwracania ich stworzyly nowe funkcje i pomogly w badaniu pochodnych
i calek a takze przyczynily sie do dynamicznego rozwoju analizy. Rozumie-
nie pojecia funkcji musi zatem zawiera¢ rozumienie skladania funkcji i ich
odwracania.

Na podstawie przeprowadzonych badan R. Even opisala nastepnie trudnosci
przyszlych nauczycieli zwiazane z rozumieniem pojecia funkcji odwrotnej. Au-
torka podsumowata swoj opis stwierdzeniem, ze prawdziwe rozumienie funkcji
odwrotnej przez nauczycieli nie moze poprzestawa¢ na intuicyjnym poszukiwa-
niu operacji odwrotnej, tylko musi by¢ oparte na formalnej wiedzy.

Podsumowujac rozwazania R. Even na temat sily pojecia funkcji, mozna
stwierdzié¢, ze traktowala ona funkcje jako element pewnej struktury. Jest to
odmienne spojrzenie od dotychczasowego, w ktorym funkcja jawila sie jako
obiekt do badania.
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Piszac o sile pojecia autorka zakorzenita ja w operacjach sktadania i odwra-
cania funkcji. Mozna zada¢ pytanie — czy tylko te dwie operacje stanowia sile
funkcji? Uwazam, ze nie. Na sile tego pojecia mozemy spojrze¢ ogélniej. Funk-
cja jest pojeciem, ktore pozwala na zamiane pewnych probleméw dotyczacych
réznych pojeé i obiektéw (w tym réwniez probleméw dotyczacych innych nauk)
na problemy dotyczace na przyktad liczb. A zatem pozwala ona na transpor-
towanie problemoéw jednej struktury do innej.

R. Skemp piszac o funkcjach formuluje to wyraziscie:

Mozna wyrézni¢ dwie klasy uzycia funkcji. W pierwszej jesteSmy gtéwnie
zainteresowani tym, ktory element danego zbioru jest przypisany ktore-
mu (na przyklad o ktérej godzinie pociag jest na stacji Euston). W dru-
giej umozliwia si¢ nam ominiecie problemu poprzez przetransportowanie
(mapping)® go na odwzorowany zbiér [zbiér wartodci funkcji] i rozwiaza-
nie prostszego problemu zamiast danego.

(Skemp, 1971, s. 256)

Uwazam, ze nauczyciel powinien mie¢ §wiadomo$¢ réwniez tak opisanej sity
pojecia funkcji.

Postrzeganie sily tego pojecia zalezy od rodzaju i zakresu wiedzy, ktéra dys-
ponujemy. Z pewno$cia jednak, jesli nauczyciel chce zobaczy¢ sile tego pojecia,
musi spojrze¢ na funkcje ogdlniej. Rodzi sie wiec kolejne pytanie: jak daleko
powinna siegaé¢ wiedza nauczyciela o sile pojecia?

45. Podstawowy repertuar — funkcje w programie szkoty Sredniej

R. Even rozpoczeta opis tego aspektu od pytania, jakie przyktady para-
dygmatyczne powinien zawiera¢ podstawowy dla nauczyciela szkoly sredniej
repertuar przykladéw (zob. paragraf 3.5), a nastepnie podala przyklad, ktéry
uwydatnia, jak wazna jest doglebna znajomo$¢ takich przyktadéw.

W tym aspekcie wiedzy o funkcjach R. Even koncentruje uwage na zestawie
paradygmatéw pojawiajacych sie w nauczaniu w szkole $redniej. Podkredla, iz
nauczyciele powinni gleboko i szczegdlowo je znaé i rozumieé. Nie twierdzi, ze
sg one podstawowe dla samego nauczyciela — natomiast kwestii okreslenia pod-
stawowego repertuaru przyktadéw funkcji dla nauczyciela w ogdle nie porusza.

4.6. Wiedza i rozumienie pojecia funkcji

W opisie tego aspektu autorka omawianej koncepcji przedstawita dwa przy-
ktady, ktore mialy ilustrowa¢ waznosé obu rodzajéw wiedzy: proceduralnej i po-
jeciowej, oraz zwigzkéw miedzy nimi.

9Dodajmy tu na marginesie, ze w jezyku angielskim czesto uzywa si¢ terminu mapping
jako synonimu funkcji.
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Nastepnie w konkluzji stwierdzita, ze nauczyciel moze mie¢ ogromne trudno-
$ci z rozumieniem pojeé, gdy jego wiedza nie jest spéjnym potaczeniem wiedzy
proceduralnej z pojeciowa.

47. Wiedza o matematyce

R. Even zwrécila najpierw uwage na to, ze wiedza o naturze matematyki
wplywa na faktyczna wiedze o funkcji, a nieprawidlowe zastosowanie matema-
tycznych narzedzi moze prowadzi¢ do niewlasciwej wiedzy o funkcjach.

Nastepnie podkreslala wage umiejetnoéci rozumowania indukcyjnego i de-
dukcyjnego, wnioskowania, uogélniania, weryfikowania, szukania kontrprzykta-
dow, formutowania hipotez i innych.

7 pewnoscia mozna si¢ zgodzi¢ z autorka, ze nauczyciele powinni wykazaé
sie takimi umiejetnosciami. Jednak nie mozna sie zgodzi¢ z teza, ze opisane tu
umiejetnosci stanowia wiedze o matematyce. Sa to bowiem podstawowe aktyw-
no$ci matematyczne — czyli cele z Il poziomu nauczania matematyki wg A. Z.
Krygowskiej (1986).

Wskazane jest rowniez, aby nauczyciel osiagnal cele nauczania z IIT pozio-
mu, czyli opanowat podstawowe postawy i zachowania intelektualne mozliwe do
ksztaltowania poprzez matematyke, a przenoszone przez transfer na sytuacje
zyciowe funkcjonujace poza matematyka (np. dyscyplina i krytycyzm myslenia
(Klakla, 2003a)).

Ponadto nauczyciel powinien osiggnaé¢ umiejetnosé samoobserwacji aktyw-
nodci myslowej, ktora zdefiniowal i opisal J. Konior (1993).

Ten element wiedzy przedmiotowej powinien zawiera¢ tez inny aspekt. Dla
rozumienia pojecia funkcji potrzebna jest bowiem znajomos¢ i rozumienie ele-
mentéw logiki i teorii mnogosci — wsréd pojeé zwiazanych z funkcja wymienié
mozna na przyktad takie, jak zbiér, relacja nalezenia, iloczyn kartezjanski zbio-
row, para uporzadkowana, kwantyfikatory, koniunkcja, implikacja i inne.

Wszystkie wspomniane tu postulaty zaliczam do kultury matematycz-
nej.

5. Modufikacja koncepcji

Uwazam, ze w przypadku pojecia funkcji (a przypuszczam, ze réwniez dla
niektérych innych pojeé) nalezaloby uzupelnié te koncepcje przynajmniej o je-
den — moim zdaniem bardzo wazny aspekt: rozumienie jezykéw zwigzanych
z pojeciem i wlaSciwe nimi operowanie.

Jezyk uzywany w kontekscie pojecia funkcji jest niezwykle réznorodny. Do-
tyczy on zaréwno rozmaitych reprezentacji, dzialéw matematyki, réoznych ty-
pow funkcji oraz réznych pozioméw matematycznej abstrakcji.

To bogactwo jezyka funkcyjnego zaréwno przynosi korzysci, jak i rodzi nie-
bezpieczenstwa. Na przyktad jezyk, ktorym operuje sie w kontekécie przeksztal-
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cen geometrycznych, przenika do terminologii funkcji liczbo-liczbowych tworzac
czasami obrazowe przedstawienie danego aspektu pojecia funkcji (np. ,,Co jest
obrazem zbioru A przez funkcje f7”) lub tworzac niejako skrét myslowy, ktory
moze zrodzi¢ nieporozumienia (np. ,wezmy punkt x = 57) lub wrecz prowo-
kowaé bledy poprzez niewlasciwe skojarzenia (np. ,miejsce zerowe”, ,granica
i ciaglo$é funkcji w punkcie”).

Gdy polaczymy jezykowo rézne swiaty funkcji, to czasami otrzymamy twor
sensowny (np. ,,Czy funkcja kwadratowa ma punkty stale?”), a czasami non-
sensowny (np. ,,Czy izometria jest funkcja rosnaca?”).

Niekiedy $wiat pewnych funkcji jest tak hermetyczny jezykowo, ze potrzeba
duzego wysitku, aby zobaczy¢ analogie. Trudno jest uczniowi zobaczy¢ w zapisie
(1,2,3,4) funkcje i narysowaé jej wykres, trudno tez dwunasty wyraz ciagu
uznaé za f(12), jeszcze trudniej zobaczy¢ funkcje w zapisie macierzy. Ten brak
powiazania rodzi bledy jezykowe §wiadczace o niezrozumieniu pojeé (np. wtedy,
gdy przyszly nauczyciel czytajac zapis a,, méwi: ja-enty wyraz ciagu”.)

Niewatpliwie nauczyciel musi rozumieé jezyk dotyczacy funkcji i umiec sie
nim poprawnie postugiwaé. Powinien by¢ réwniez uwrazliwiony na rézne pu-
tapki jezykowe i powinien potrafi¢ wskazaé¢ analogie i réznice w uzywaniu tego
jezyka w roznych kontekstach.

Warto jeszcze zatrzymad sie nad szczegdlnym rodzajem jezyka funkcyjne-
go — mianowicie nad jezykiem symbolicznym, specyficznym dla matematyki.
W omawianej koncepcji znajdujemy oczywiscie wzmianki o istnieniu réznych
symboli reprezentujacych funkcje i koniecznosci ich uznawania. Uwazam jed-
nak, ze nalezy tej kwestii po$wieci¢ wiecej uwagi. Nie tylko ze wzgledu na jej
niezwykla réznorodnosé w przypadku tego pojecia (symbole f(z), a,, symbo-
le macierzy czy przeksztalcenn geometrycznych). Réwniez nie tylko przez to, ze
czesto sprawia ona olbrzymie trudnosci zaréwno uczniom (taki skrajny ,sposéb
rozumienia” symboliki funkcyjnej przez uczennice szkoly $redniej szczegdlowo
analizowalam w (Sajka, 2003)) jak i studentom — przyszlym nauczycielom.

Wspomniatam powyzej o konieczno$ci elastycznego rozumienia pojecia ma-
tematycznego — operacyjnie i strukturalnie. E. Gray i D. Tall (1994) twierdza,
ze kluczowg role w dyskusji nad zaleznosciami pomiedzy procesem a obiektem
odgrywa sposéb uzywania symboli. Na pytanie A. Sfard (1991): ,,Jak co$ moze
by¢ procesem i obiektem w tym samym czasie?” — odpowiadaja, ze nalezy po-
dejrzeé, w jaki sposéb radza sobie z tym problemem profesjonalni matematycy.
Bardzo prosto: uzywaja oni tej samej notacji do reprezentowania obu rzeczy
— procesu oraz produktu tego procesu. E. Gray i D. Tall zdefiniowali zatem
nowe pojecie proceptu, aby okresli¢ to polaczenie obiektu i procesu reprezen-
towanych przez ten sam symbol. Symbol staje sie wiec nierozerwalna czescia
skonstruowanego przez nich modelu poznawczego. Pisza oni:

Sadzimy, ze dwuznacznosé¢ w interpretowaniu symboliki, poprzez swg, ela-
stycznosé jest zrodtem wlasciwego myslenia matematycznego. (...)
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Przypuszczamy, ze dualne uzycie notacji jako procesu i jako obiektu
umozliwia lepsza zdolnoé¢ do ,okietznania proceséw matematyki do po-
staci statycznego opanowania.” Dobry matematyk zamiast borykaé sie
z dualizmem obiektu i procesu rozumie elastycznie symbolike uzywana
dla procesu i jego produktu.

(Gray, Tall, 1994, s. 120-121)

Taka wygodng elastyczno$é w rozumieniu i postugiwaniu si¢ symbolika po-
winni posiadaé przyszli nauczyciele. Co wiecej, moim zdaniem powinni oni mieé
rowniez pelng §wiadomosé owej dwuznacznosci. Rzadko bowiem moéwi sie o niej
otwarcie, gdyz uwaza sie ja za wstydliwg dla Scislej i jednoznacznej matematy-
ki. Przyszli nauczyciele powinni zatem znaé jej przyczyny. Dopiero wtedy beda
mogli wladciwie uczy¢ jej rozumienia i uzywania.

Opisany tu aspekt wiedzy przedmiotowej o funkcjach mozna by sformuto-
waé jako dodatkowy element koncepcji. Jest on jednak $cidle zwiazany z re-
prezentacjami pojecia. Dlatego uwazam, ze lepiej bedzie polaczyé omawiane
dwa elementy: rozZne reprezentacje pojecia oraz rozumienie jezykow zwigzanych
z pojeciem w jeden element nauczycielskiej wiedzy przedmiotowe;j.

Ponadto, w zwiazku z uwagami uczynionymi w paragrafach 3.6 oraz 4.6
uwazam, ze mozna pominaé element: wiedza o pojeciu i jego rozumienie, wy-
rozniony przez R. Even. Zaréwno wiedza proceduralna i pojeciowa jak i obraz
pojecia zawieraja pozostale elementy wiedzy przedmiotowej o pojeciu i przez
nie si¢ ujawniaja. Te teze potwierdzaja podjete analizy moich badan empirycz-
nych w $wietle zmodyfikowanej teorii (M. Sajka, 2005a).

Uwazam, ze proces formutowania i doskonalenia tej koncepcji zostal dopiero
rozpoczety. Zapewne wymagaé ona bedzie dalszych zmian. Przedstawiam zatem
wstepna, ogélng prébe modyfikacji koncepcji R. Even'®. Proponuje wyréznienie
nastepujacych elementéw nauczycielskiej wiedzy przedmiotowej:

1. Istota pojecia, czyli znajomos¢ definicji pojecia i jego genezy, rozumie-
nie zasadnicze] ,idei” pojecia oraz jego gtéwnych cech (Dyrszlag, 1978;
Even, 1990; Konior, 2002a; Semadeni, 2002a; Sierpinska, 1992; Sfard,
1991).

2. Reprezentacje i jezyki zwiazane z pojeciem, czyli wiedza o repre-
zentacjach pojecia oraz rozumienie réznych jezykow zwiazanych z po-
jeciem i wlasciwe nimi operowanie (Even, 1990; Gray, Tall, 1994; Kla-
kla, 2003b; Sierpinska, 1992).

3. Podstawowy repertuar desygnatéw pojecia, czyli dysponowanie do-
stosowanym do poziomu nauczania zestawem desygnatow pojecia i ich
doglebne rozumienie (Even, 1990; Dyrszlag, 1978).

10Elementy nauczycielskiej wiedzy przedmiotowej z zakresu funkcji, wyréznione w zmody-
fikowanej teorii, przedstawilam w artykutach (Sajka, 2005b; 2005c).
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4. Badanie desygnatéw pojecia, czyli umiejetnosé wszechstronnego ba-
dania desygnatéw pojecia oraz konstruowania desygnatéw pojecia spel-
niajacych okreglone warunki (Even, 1990; Dyrszlag, 1978; Konior, 2002b).

5. Sila pojecia, czyli wiedza o roli i znaczeniu pojecia w matematyce oraz
umiejetno$é¢ wykorzystywania tej wiedzy w rozwiazywaniu problemoéw
(Even, 1990; Freudenthal, 1983; Mioduszewski, 1996).

6. Kultura matematyczna, czyli:

(a) znajomos$é elementéw metody matematycznej (Even, 1990; Krygow-
ska, 1977),

(b) osiagniecie celéw ksztalcenia z II i III poziomu (Krygowska, 1986;
Klakla 2002a; 2002b; 2003a),

(¢) umiejetno$é samoobserwacji aktywnosci myslowej (Konior, 1993).

Te trzy warunki rozwazam w zakresie koniecznym do rozwiazywania pro-
blemoéw zwiazanych z pojeciem.

6. Uwagi koricowe

W ostatnich latach mozemy zaobserwowaé¢ wzrost zainteresowania bada-
czy z dziedziny dydaktyki matematyki osoba nauczyciela — jego przygotowa-
niem, postawa i rolag w procesie nauczania. Z pewnoscia warto zapoznaé sie
z konstruowanymi, poddawanymi krytyce i dyskutowanymi obecnie nowymi
koncepcjami zwiazanymi z ksztalceniem nauczycieli matematyki (np. Peressini
i inni, 2004; Skott, 2004) lub badajacymi wiedze przedmiotowa przyszlych na-
uczycieli o wybranym pojeciu. Wymieni¢ tu mozna nastepujace prace dotycza-
ce pojecia granicy funkcji i kresu zbioru ograniczonego (Bugajska-Jaszczolt,
Trelinski, 2002; Przeniosto, 2002; 2004); wartosci bezwzglednej (Major, Powaz-
ka, 2006) i innych poje¢ analizy matematycznej (Powazka, 2005).

Z pewnoscia warto réwniez podkresli¢ osiagniecia polskiej dydaktyki szkoty
wyzszej — prace J. Koniora (np. 1993), A. Z. Krygowskiej (np. 1965; 1983),
B. J. Noweckiego (np. 1981; 1983a; 1983b; 2005), B. J. Noweckiego i E. Urban-
skiej (1996), Z. Mosznera (np. 1968; 1973; 1974; 2004), S. Turnaua (np. 2003)
i innych — przedstawiajace problematyke i koncepcje ksztalcenia matematycz-
nego nauczycieli, w ktérych mozna znalezé réwniez ogdlny rys specjalistycznego
przygotowania nauczycieli z zakresu przedmiotéw kierunkowych.

Konkluzja wyptywajaca z powyzszych rozwazan moga by¢ stowa A. Z. Kry-
gowskiej:

Wiedza matematyczna daje dydaktykowi i nauczycielowi tylko ,suro-

wiec”, ktéry musi by¢é poddany przetworzeniu dydaktycznemu. Pierw-
szym warunkiem umiejetnodci wlasciwego przetworzenia tego surowca
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na uzytek nauczania jest znajomos$é jego charakterystycznych cech,
ktére w tym procesie nalezy mieé¢ na uwadze. (...) Wymaga to nie tylko
wiedzy, ale i refleksji nad sama matematyka i matematyczna aktywnoscia.

(Krygowska, 1977, s. 14)
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