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Abstract. This article presents the author’s research results concerning the
teaching of introductory notions and theorems of mathematical analysis.
The research was carried out among the first-year students of mathe-
matics.
The main objects of the research were:
— the observation of the degree of assimilation of the basic notions
and theorems by the students;

— the investigation of the students’ progress in proving theorems and
constructing suitable examples and counterexamples.

The final part of the article presents the research conclusions concer-
ning the teaching of mathematical analysis of the first-year students of
mathematics.

1. Wstep

Analiza matematyczna nalezy do podstawowego kanonu przedmiotéw na
wszystkich typach studiéw matematycznych. Znajduje ona zastosowania w r6z-
nych dzialach matematyki, a sukces w jej studiowaniu moze w istotny sposob
zaleze¢ od matematycznego przygotowania ze szkoly sredniej. Wprowadzona
w roku 2002 reforma edukacji w szkolach ponadgimnazjalnych spowodowala
zmniejszenie zakresu poje¢ matematycznych potrzebnych do studiowania ana-
lizy matematycznej. Fakt ten stwarza okre$lone wyzwania dla wyktadowcow
tego przedmiotu i zwieksza trudnosci tak zwanego progu miedzy szkola po-
nadgimnazjalna a wyzsza uczelnia. W zwiazku z tym zagadnienia omawiane na
zajeciach z analizy matematycznej, tempo wykladu, jak réwniez stopien ogélno-
$ci podawanego materialu powinny by¢ zwiazane z zasobem wiedzy wyniesionej
przez studentéw przyjetych na I rok studiow.
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Zgodnie z obowiazujacym planem studiéw (http://www.ap.krakow.pl/mat/
sprawydyd/PlanPrg) zajecia z analizy matematycznej na pierwszym roku stu-
diéw w obu semestrach byly prowadzone w wymiarze 2 godzin wyktadu i 4 go-
dzin ¢wiczen tygodniowo. Z zamieszczonego tam minimum programowego tego
przedmiotu obowiazujacego w roku 2003 wynika, ze celem kursu jest przyswo-
jenie przez studentéw elementarnych dzialow analizy matematycznej, tzn. ra-
chunku rézniczkowego i catkowego funkcji rzeczywistej (jednej lub wielu zmien-
nych). Wybér materialu pozwala uwypukli¢ zwiazki z innymi dziatlami mate-
matyki, takimi jak geometria, topologia, algebra, rachunek prawdopodobief-
stwa. Zatem w trakcie wykladu i éwiczen z tego przedmiotu nalezy z jednej
strony wyposazy¢ studenta w podstawowe pojecia niezbedne do studiowania
matematyki, a z drugiej zapoznaé go za podstawowymi metodami dowodzenia
oraz sposobami przeprowadzania niezbednych rachunkéw, takich jak obliczanie
granic ciggdw i funkcji, obliczanie pochodnych oraz catkowanie réznych typow
funkcji.

Dla studiowania matematyki konieczne jest mozliwie szybkie wdrazanie my-
Slenia abstrakcyjnego, oderwanego od konkretnych modeli. Nie da sie go jednak
rozwija¢ bez sensownej podbudowy z analizy klasycznej. Bez niej studenci nie
dysponuja bowiem niezbednymi pojeciami i przykladami, ktére mozna nastep-
nie uogdélniaé.

Konstrukcja zajec¢ z kazdego przedmiotu matematycznego na wszystkich po-
ziomach edukacji powinna opiera¢ sie na dobrze przemyslanych i odpowiednio
sformulowanych celach nauczania matematyki. W literaturze z zakresu dydak-
tyki matematyki znaleZé mozna rézne podejscie do tych celéw (Krygowska,
1977b, s. 47-65, 1981; Turnau, 1990, s. 28-37). W swej praktyce i na uzytek
tej pracy przyjmuje za podstawe cele sformulowane przez Z. Krygowska (1986).
Autorka zdefiniowala trzy poziomy celéw nauczania. Sg nimi:

1. cele dotyczace podstawowych wiadomos$ci i umiejetnosci w dziedzinie ma-
tematyki;

2. cele dotyczace postaw i zachowan specyficznych dla aktywnosci matema-
tycznej oraz elementéw metodologii matematyki;

3. cele zwiazane z ksztaltowaniem postaw i zachowan intelektualnych funk-
cjonujacych poza aktywnoscig matematyczna, rozwijane przez transfer
postaw i specyficznych zachowan do innych dziedzin wiedzy.

Wynikaja z nich nastepujace istotne komponenty wiedzy przekazywanej
przez nauczyciela:

— tresci nauczania, okreslone w programie przedmiotu, rozumiane tu jako
wiadomo$ci podawanie stuchaczom;

— umiejetnosci, rozumiane tu jako techniki intelektualne, czyli metody po-
dejscia do aktywnego rozwigzywania probleméw, w tym réwniez metody
dowodzenia i sposoby rozwiazywania typowych zadan, odkrywanie analo-
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gii miedzy pojeciami, konstruowanie przyktadéw i kontrprzyktadéw (por.
Nowak, 1989, s. 144);

— jezyk, rozumiany tu jako zespoét regut i symboli, w ktorym formuluje sie
definicje i twierdzenia teorii oraz opisuje si¢ przy ich pomocy zagadnienia
pokrewne.

W czasie prowadzenia zajeé¢ (wykladu i éwiczen) dokonuje sie w umysle
stuchaczy proces poznawczy. J. Kozielecki uwaza, ze:

czlowiek jest pewnym ukladem poznawczym, ktéry przetwarza informa-
cje (information processing system). Przyjmuje informacje ze $wiata ze-
wnetrznego, czyli spostrzega, koduje je w pamieci trwatej, wreszcie ope-
ruje tymi informacjami czyli mysli.

(Kozielecki, 1976, s. 183)

Powstaje wtedy w umysle stuchacza swoisty obraz wyktadanej teorii, zto-
zony z obrazow poszczegllnych poje¢ w niej wystepujacych. Przez obraz po-
jecia (concept image) rozumiemy tu pewne schematy myslowe, reguly poste-
powania, intuicje i fakty przyjete za prawdziwe w wyniku logicznej analizy
lub zaakceptowane jako obowiazujace, choé¢ niekoniecznie zgodne z intuicja-
mi. (Bugajska-Jaszczolt, 2001; Bugajska-Jaszczolt, Trelifiski, 2002; Przeniosto,
2001; Tall, Vinner, 1981)

Adekwatno$é¢ obrazdéw poszczegdlnych pojeé z tymi pojeciami zalezy od
mozliwoéci poznawczych i motywacji poszczegdlnych odbiorcéw oraz dydak-
tycznych umiejetnosdci prowadzacych zajecia.

Proces ten mozna przyréownaé do serii zdje¢ wykonanych spontanicznie
w roznych okolicznodciach tym samym aparatem przez osoby posiadajace nie-
jednakowe umiejetnosci fotograficzne. Dopiero po obrébcee tych fotografii, przy
zastosowaniu stosownych technik, otrzymujemy obrazy o mozliwie wysokiej
jakosci.

Podczas studiowania przedmiotu, jak réwniez przy spiralnej koncepcji na-
uczania, w wyniku powracania do poszczegdlnych poje¢ w réznym stopniu ogdl-
noéci moze uksztaltowaé sie¢ w Swiadomosdci studenta wlasciwy obraz pojecia.
Proces ten jest jednakze diugi. O tym, czy rzeczywiscie nastapil, mozemy do-
wiedzie¢ sie przez badanie skutecznoéci uczenia, do ktérej W. Nowak zalicza:
wiedze werbalna, techniki intelektualne, strategie poznawcze, postawy i tech-
niki motoryczne (Nowak, 1989, s. 145).

W. Nowak (1989, s. 145) cytujac prace psychologa J. Lompschera twierdzi,
ze na wiedze werbalng skladaja sie cztery rodzaje wiadomosci. Sa one $cidle
uzaleznione od siebie i nawzajem si¢ przenikaja. Naleza do nich:

— znajomosé faktéw (tresci),
— znajomos$¢ sposobéw dzialania (np. algorytmoéw),
— znajomos$¢ przepiséw dzialania (np. regul postepowania),

znajomos¢ kryteriéw oceny.
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Badania tego psychologa wskazuja na wyrazne zwiazki miedzy wiadomo-
Sciami i umiejetno$ciami.

Przez techniki intelektualne rozumie sie tu za E. Wittmannem (Wittmann,
1975, s. 39-40; Krygowska, 1981, s. 47-52):

— klasyfikowanie,
— porzadkowanie,
— specyfikowanie,
— postugiwanie si¢ analogiami,

— formalizowanie.
Wsréd strategii poznawczych wyrédznia sie (Krygowska, 1981, s. 50):

— argumentowanie — rozumiane tu jako uzasadnianie, logiczne porzadko-
wanie rozumowan zgodne z definicja poje¢ lub z zalozeniami twierdzen,
kontrolowanie poprawnosci rozumowan i dowodéw, odrzucanie btednych
hipotez przez konstruowanie kontrprzyktadow;

— twdbrceza postawe w stosunku do zadan i probleméw — charakteryzujaca sie
przeksztalcaniem sytuacji problemowej, jej przedtuzaniem, odkrywaniem
nowych mozliwosci, wychodzeniem poza posiadane informacje, samodziel-
nym poszukiwaniem drég rozwiazania problemow;

— matematyzowanie sytuacji, w szczegdlnosci sytuacji rzeczywistych z ota-
czajacego Swiata.

Opierajac si¢ na psychologii dzialania stwierdzi¢ nalezy za Z.Krygowska
(1977a, s. 85), ze Zrodlem abstrakcyjnych operacji matematycznych w procesie
poznawczym jest w pierwszym rzedzie dzialajgcy podmiot, ktérym w naszym
przypadku sa studenci. Zatem aktywna postawa w zdobywaniu wiedzy, umie-
jetnie kierowana i inspirowana przez prowadzacych zajecia, w najskuteczniejszy
sposob prowadzi do osiggania przez studentow pozadanych efektéw dydaktycz-
nych. Trafnie charakteryzuje ten proces A. Sierpinska jako:

budowanie stalego wzajemnego oddzialywania miedzy uczniem a sytu-
acjami problemowymi, oddzialywania dialektycznego, w ktérym angazo-
walby swoja poprzednia wiedze, poprzednie koncepcje, poddawal rewizji,
modyfikowal, uzupeinial lub odrzucat w celu wyksztatcenia nowych kon-
cepcji.

(Sierpifiska, 1985)

Wynika stad postulat prowadzenia zaje¢ w inny niz klasyczny sposob, w kto-
rym student jedynie biernie rejestruje, a nastepnie odtwarza podane tresci.

Jak pokazuja przeprowadzone przeze mnie badania wsrod studentow I se-
mestru studiéw matematycznych w Akademii Pedagogicznej w Krakowie, kaz-
da z wyréznionych przez J. Lompschera skladowych wiedzy werbalnej sprawia
studentom I roku okreslone trudnosci. Pewna pomoca w tworzeniu popraw-
nych obrazéw opracowywanych poje¢ moga by¢ wlasciwie uzyte kalkulatory
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lub komputery wyposazone w stosowne programy (np. Derive, Mathematica).
One jednak przede wszystkim przyspieszaja rachunki lub demonstruja wykre-
sy. Nie zastapia zatem dowodéw zaobserwowanych prawidlowosci. Z tym jest
najtrudniej. Duza przeszkode stanowig tu rowniez ciagle reformowany program
edukacji szkolnej, w wyniku ktérego kandydaci na studentéw rokrocznie dys-
ponuja mniejszym doswiadczeniem w postugiwaniu sie dedukcja.

W roku akademickim 2003/2004 prowadzitlem wyklad i ¢wiczenia z analizy
matematycznej na I roku matematyki. W trakcie tych zaje¢ podjalem badania
dotyczace:

— stopnia opanowania przez studentéw podstawowych poje¢ i twierdzen,
— ksztaltowania sie umiejetnosci dowodzenia twierdzen,
— konstruowania stosownych przyktadéw i kontrprzyktadéw.

W niniejszym artykule pragne opisa¢ wyniki moich badan. Narzedziem ba-
dawczym byly, obok naturalnej obserwacji postaw studentéw, analiza wytwo-
réw ich dzialania wykonana na podstawie prac z egzaminu pisemnego po I se-
mestrze, obserwacja indywidualna podczas rozmowy egzaminacyjnej oraz an-
kieta sondazowa dotyczaca przygotowania ze szkoly $redniej do studiowania
matematyki, a takze zainteresowan i trudnosci napotkanych w zgltebianiu tre-
S$ci z analizy matematycznej. Duza grupa studentéw poddana egzaminowi po
pierwszym semestrze (145 oséb) i ankietowanych na poczatku drugiego seme-
stru (70 oséb) pozwala na sformulowanie pewnych hipotez badawczych.

2. Cele i zadania pracy

Badania prowadzone byly w czasie, gdy w szkole podstawowej i gimnazjum
wdrazano juz reforme edukacji. Jednym z jej celow jest odejscie od tradycyj-
nego nauczania, polegajacego na przekazywaniu tzw. wiedzy encyklopedycznej
na rzecz rozwijania aktywnosci poznawczej i twérczej u dzieci i mtodziezy. Aby
jednak nauczyciele mogli realizowaé takie nauczanie, sami musza zdoby¢ sto-
sowne do$wiadczenie. Jak pisze B. Nowecki:

Nauczyciel, ktéry ma ,wszechstronnie rozwija¢ kazdego ucznia na kaz-
dym przedmiocie”, bez wyposazania go w ,wiedze encyklopedyczna”,
musi poznaé taki sposdb pracy z uczniami z autopsji, musi sam prze-
zy¢ ten proces. Obowiazkiem organizatoréw [prowadzacych réznego typu
studia nauczycielskie] jest mu to umozliwic.

(Nowecki, 2004)

Obserwacja wiekszosci zaje¢, prowadzonych w wyzszych uczelniach, a tak-
ze w wielu jeszcze szkolach podstawowych, gimnazjach i ponadgimnazjalnych
pokazuje, ze nauczanie jest tradycyjne, tzn. nauczani otrzymuja od prowadza-
cego zajecia pewng ilos¢ wiadomosci, przyswajaja je nierzadko ,na pamied”
bez glebszego zrozumienia, nastepnie zdaja egzamin i w efekcie koncowym za-
pominaja zdecydowana wiekszo$¢ wyuczonych tresci.
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Celem niniejszych badan wstepnych byta préba takiej organizacji zaje¢, aby
ograniczy¢ podawanie encyklopedycznej wiedzy na rzecz rozbudzania zaintere-
sowan i motywacji do samodzielnego rozwijania dziatalno$ci poznawczej. Jest
oczywiste, ze kazdy wyktad musi zawieraé¢ sporo nowych tresci. Nie da si¢ bo-
wiem operowaé pojeciami bez znajomosci ich definicji i wzajemnych zwiazkéw
miedzy nimi. Istotne jest jednak wilasciwe ksztaltowanie tych pojeé¢ w $wia-
domosci stuchacza. Odbywa sie ono w wyniku proceséw myslowych, ktore za-
chodza w $wiadomodci studenta. Z. Krygowska bardzo mocno akcentuje ten
fakt:

my$slenie w dziedzinie matematyki nie jest kontemplacja, ale dynamicz-
nym systemem — ostrzej niz w innych dziedzinach — sprecyzowanych
w $wiadomosci operacji.

7 tego powodu uwaza autorka, ze:

jest duzo stusznosci w lapidarnym stwierdzeniu (...) ,matematyka — to
w mniejszym stopniu wiedzie¢, co umieé¢ dziataé”.

(Krygowska, 1977a, s. 85)
Jak stusznie zauwaza B. Nowecki, takie nauczanie wymaga

konstrukcji planéw studidéw, programéw nauczania, doboru metod pra-
cy ze studentami, organizacji zajeé¢, zapewnienia odpowiedniej literatury
i innych materiatéw dydaktycznych, konsultacji indywidualnych i zbio-
rowych, podejmowania préb wlasnych ze strony stuchaczy itp.

(Nowecki, 2004)

W moich badaniach bylem zwiazany planem studiéw i programem naucza-
nia. Pozostale, wspomniane wyzej, komponenty mogtem ksztaltowaé wedlug
wlasnej koncepcji. Zostala ona opisana szczegdélowo w paragrafach 4 i 5. Po-
stuzylem sie tu zasadami, ktére sformutowala Z. Krygowska (1975) w wyni-
ku miedzynarodowych dyskusji na temat nauczania matematyki (por. takze
Nowecki, 2004). Cytuje:

Mozna z tych dyskusji wylowié¢ nastepujace jadro:

1. Wiadomosci racjonalne i bardzo oszczednie wybrane (... ) tresci bar-
dzo dobrze i w sposéb przemyslany zintegrowane. Sprawnosci rowniez
racjonalnie ograniczone, ale umozliwiajace swobodne postugiwanie sie
posiadanymi wiadomosciami (... ).

2. Rozumienie formalnego charakteru matematyki jako nauki o wielo-
znacznych schematach i tym samym rozumienie stosunku matematyki
do innych dziedzin rzeczywistosci.

3. Rozumienie prostych pojeé metodologicznych jak definicja, twierdze-
nie, warunek, dowéd itp.

4. Elementarne, podstawowe doswiadczenia w matematycznym dziata-
niu (abstrahowanie, schematyzowanie, matematyzowanie, dedukowa-
nie, odkrywanie prostych wnioskéw ilosciowych i jakosciowych i opi-
sywanie ich w matematycznym jezyku, kodowanie i postugiwanie sie
symboliky, graficznymi schematami, rzeczywistymi i pomyslanymi
modelami, racjonalne organizowanie danych problemu itp.).
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5. Umiejetnos¢ poprawnego wyrazania wlasnych, matematycznych
my$li (definiowanie w okreslonym jezyku pojeé intuicyjnie ujetych, ja-
sne przedstawianie ogniw rozumowania, formutowanie pytan czy pro-
bleméw itp.).

6. Opanowanie najprostszych elementéw techniki uczenia sie matema-
tyki (umiejetnos$é czytania tekstu matematycznego, kontrolowanie re-
zultatow wilasnej pracy, poszukiwanie i poprawianie btedéw w tej pra-
cy, ostrozno$é i krytycyzm w ocenianiu wynikéw itp.).

(Krygowska, 1975)

Przystepujac do realizacji wspomnianego wyzej celu, sformutowano naste-
pujace zagadnienia badawcze:

1. Jakie byto przygotowanie studentéw do studiowania matematyki, w szcze-
gblnosci analizy matematycznej i jakie byly ich motywacje do studiowania
matematyki (paragrafy 3 i 6.2.1).

2. W jaki sposob zmieniona koncepcja prowadzenia zaje¢ pomogla studen-
tom w poznawaniu tresci i metod analizy matematycznej, (paragrafy:
6.2.2,6.2.3, 6.2.5).

3. Na jakie trudnosci napotkali studenci w pierwszym semestrze studiow
matematycznych, a w szczegdlnosci podczas studiowania analizy mate-
matycznej (paragrafy: 6.1, 6.2.4, 6.2.6).

4. Na ile wykorzystywali polecana im literature przedmiotu (paragraf 6.2.7).

3. Charakterystyka badanych

W tej czesci pracy przedstawiona zostanie analiza populacji studentow,
przystepujacych do egzaminu po I semestrze I roku studiéw, ze wzgledu na
ich osiagniecia z analizy matematycznej uzyskane w trakcie ¢wiczen oraz wy-
niki egzaminu.

Ponadto zaprezentowane zostang takze opinie studentéow, uzyskane we wspo-
mnianej wyzej ankiecie sondazowej, na temat ich motywacji do podjecia stu-
di6w na kierunku matematyka (pytanie 3) oraz ich do$wiadczen i preferencji
w stosunku do dzialéw matematyki w szkole Sredniej (pytanie 2).

W wyniku rekrutacji w roku 2003 na I rok studiéw matematycznych w Aka-
demii Pedagogicznej w Krakowie przyjeto 188 oséb. W tabeli 1 podano, jakie
szkoly ukonczyli ci studenci.

7 przedstawionych danych wynika, ze zdecydowana wiekszosé studentéw, to
absolwenci liceéw ogélnoksztalcacych. Nie omawiamy tu osiagnieé, jakie uzy-
skali podczas egzaminu wstepnego, gdyz zostaly one juz opublikowane (por.
Ciesielska, Czaplinska, Powazka, 2004).

W tabeli 2 podano wyniki, jakie osiagneli studenci na koniec pierwszego
semestru z analizy matematycznej. Wynika z niej, ze z ogdlnej liczby 188 stu-
chaczy zaliczenie uzyskato w terminie 167 osob, a w sesji jeszcze 11 os6b. Zatem
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jedynie 10 studentéw nie zaliczylo tego przedmiotu i musialo przerwaé studia
na kierunku matematyka.

Tabela 1. Rodzaj szkét $rednich ukonczonych przez studentéw

Rodzaj szkoly Liczba Procent ogétu
studentow przyjetych
Liceum ogolnoksztaltcace 172 91,46%
Liceum techniczne
lub technikum 8 4,26%
Technikum lub liceum
ekonomiczne 5 2,66%
Absolwenci po tzw. ,nowej
maturze” w roku 2002 1 0,53%
Osoby studiujace drugi
kierunek 2 1,06%
RAZEM 188 100,00%

Tabela 2. Wyniki egzaminu z analizy matematycznej po I semestrze

Lp. | Ocena Zaliczenie Egzamin pisemny | Egzamin ustny
przed | w sesji I ter- IT ter- I ter- | II ter-
sesja min min min min

1. | ndst 29 80 4 46 6
2. dst 74 49 29 53 30
3. | +dst 19 11 5 7 22 14
4. db 31 11 10 17
5. | +db 14 6
6. | bdb 1

RAZEM | 167| 11| 145 50 145] 50

Egzamin w pierwszym terminie zdalo na ocene¢ pozytywna 99 oséb, a w se-
sji poprawkowej jeszcze 44 studentéw. Zatem rezultat uzyskany na egzaminie
mozna uznaé za zadawalajacy, gdyz tacznie 143 stuchaczy zdalo ten egzamin
(na 188 wszystkich, ktérzy zaczynali studia).

Na poczatku drugiego semestru poproszono studentéw o wypelnienie an-
kiety (zalacznik nr 1). Ankieta byla anonimowa. Wypelnilo ja 70 studentéw.
Z odpowiedzi na pytanie 1 tej ankiety wynika, ze w tej liczbie znalazlo sie 27
absolwentéw klas matematycznych z licebw ogdlnoksztalcacych (grupa I), 28
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0s6b z klas licealnych o profilu ogélnym (grupa IT) oraz 15 studentéw z réznego
typu technikéw i klas licealnych o profilu biologiczno-chemicznym (grupa III).

Odpowiedzi na pozostale pytania ankiety beda w ciagu dalszym analizowane
w kazdej z tych grup.

Rysunek 1 przedstawia odpowiedZ na pytanie 2 ankiety. W pytaniu tym
studenci wskazywali swoje preferencje w stosunku do poszczegdlnych dzialéw
matematyki szkolnej. Na tym rysunku na osi poziomej oznaczono liczbami od
1 do 13 nastepujace dziaty:

—_

— elementy logiki,

— badanie wlasnosci funkcji bez uzycia pochodnej,

— badanie funkcji z wykorzystaniem rachunku rézniczkowego,
— réwnania i nieréwnoéci liniowe i kwadratowe,

— rownania i nieréwnosci z wartoscia bezwzgledna,

— rownania i nieréwnosci wielomianowe i wymierne,

— rownania i nieréwnosci wyktadnicze i logarytmiczne,

— ciagi arytmetyczne i geometryczne,
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— badanie granic ciagéw liczbowych,

—_
o

— geometria analityczna,

—_
—_

— planimetria,

—
(N}

— stereometria,

13 — rachunek prawdopodobienstwa.

Na osi pionowej zaznaczono $érednia liczbe punktéw, jakie przypisywali stu-
denci poszczegblnym dzialom z zachowaniem zasady, ze im mniejsza liczba, tym
bardziej ulubione zagadnienia.

Na tym wykresie przedstawiono trzy tamane prezentujace uzyskane wyniki
w poszczegdlnych grupach badanych oraz czwarta (oznaczong nazwa ,suma”,
ktéra przedstawia wyniki uzyskane w calej grupie badanych. Analizujac te wy-
niki zauwazamy, ze dzialy 4, 5, 6, 7 1 8 sa jednakowo lubiane przez wszystkie
grupy badanych (w przedziale [4, 8] wykresy niewiele odchylaja sie od siebie).
Zasadnicze réznice pojawiaja sie w przedziale (8,13] i nieco mniejsze w prze-
dziale [1,4). Sprébujmy zastanowié sie nad przyczynami takiej sytuacji.

Na tym wykresie przedstawiono trzy tamane prezentujace uzyskane wyniki
w poszczegdlnych grupach badanych oraz czwarta (oznaczong nazwa ,suma”,
ktéra przedstawia wyniki uzyskane w calej grupie badanych. Analizujac te wy-
niki zauwazamy, ze dzialy 4, 5, 6, 7 1 8 sa jednakowo lubiane przez wszystkie
grupy badanych (w przedziale [4, 8] wykresy niewiele odchylaja sie od siebie).
Zasadnicze réznice pojawiaja sie w przedziale (8,13] i nieco mniejsze w prze-
dziale [1,4). Sprébujmy zastanowié sie nad przyczynami takiej sytuacji.

Drzialy 4, 5, 6, 71 8, to typowe dzialy rachunkowe zwiazane z ¢wiczeniem
umiejetnosci stosowania algorytmoéow do rozwiazywania probleméw. Najbardziej
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ulubione przez wszystkich respondentéw sa réwnania oraz nieréwnosci pierw-
szego lub drugiego stopnia z jedng niewiadoma, a nastepnie réwnania i nieréw-
noéci z wartoécia bezwzgledna. Wyniki uzyskane w poszczegdlnych grupach sa
nieco zroéznicowane, ale jest to zrozumiale, gdyz w klasach matematycznych
zagadnienia te omawia sie dokladniej niz w klasach o profilu ogélnym lub
biologiczno-chemicznym czy w technikum. Zapewne ankietowani mieli tu na
mys$li proste zadania bez dyskutowania réwnan i nieréwnosci z parametrem.
Jak wskazuja bowiem badania J. Czaplinskiej (2003a), z tego typu réwnaniami
ci sami respondenci mieli duze trudnosci.

10 —
9 —_4
8
7 4
6 -+
5 —_4
4 4
3 —_4
o Grupal
2 A Grupa II
A  Grupa IIT
1 -+ O SUMA
Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il
T T T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Rysunek 1

Nie dziwia takze preferencje studentow w stosunku do réwnan i nieréwnoéci
wielomianowych, wymiernych, wyktadniczych, logarytmicznych oraz do bada-
nia wykreséw funkcji przy pomocy pochodnej. Ten material jest w duzej mierze
zwiazany z wykonaniem sporej ilosci w miare prostych rachunkow, co jest dla
mlodziezy tatwiejsze od zagadnien wymagajacych przeprowadzania rozumowan
(np. badanie wlasnosci funkcji bez uzycia pochodnej). W tym zagadnieniu nale-
zy poshuzy¢ sie formalnymi definicjami poszczegdlnych wlasnosci funkcji i czesto
zastosowaé rozumowanie pojeciowe, a nie algorytmiczne (Turnau, 1990, s. 59-
61). Zauwazmy, ze na maturze nie pojawiaja sie juz zadania z zastosowaniem
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pochodnych, cze$¢ mlodziezy z grupy trzeciej, majaca zapewne niewiele okazji
do stosowania tego aparatu, uwaza go za trudny i nielubiany.

Interesujacy jest rozrzut preferencji w pozostalych, wymienionych wyzej
zagadnieniach. Najbardziej nielubianym dziatem jest stereometria w pierwszej
i drugiej grupie badanych, czego nie potwierdzaja ankietowani z grupy trze-
ciej. Fakt ten mozna tlumaczyé np. tym, ze w klasach matematycznych lub
o profilu ogélnym rozwiazuje si¢ duzo trudniejsze zadania stereometryczne niz
w pozostatych typach szkét.

Absolwenci klas matematycznych oraz respondenci z grupy trzeciej ujawnili
rowniez swoje pozytywne nastawienie do geometrii analitycznej. Moze nieco
dziwi¢ odmienne stanowisko uczniéw z klas o profilu ogélnym, ale wobec sto-
sunkowo nieduzej liczb oséb, mozna potraktowaé to jako blad statystyczny.

Ciekawe sg rowniez rézne preferencje dotyczace rachunku prawdopodobien-
stwa. Nie ma on w calej populacji bardzo zlych notowan, chociaz ankietowani
z klas matematycznych zdecydowanie nie lubig tego dziatu. Nic tez dziwnego,
ze zadania egzaminacyjne z tych dzialéw nie wypadaja najlepiej (por. Major,
1996).

Respondenci nie lubia na ogdl elementéw logiki matematycznej. Zaskakuja
natomiast preferencje tego dzialu przez uczniéw z trzeciej grupy.

Ankieta ujawnila rowniez fakt, ze zblizajaca sie reforma egzaminu matu-
ralnego wplywa na obnizanie si¢ poziomu merytorycznego zaje¢ z matematyki
w szkole $redniej. Na 70 os6b bioracych udzial w ankiecie, 18 stuchaczy nie
poznalo w szkole elementéw logiki matematycznej, 4 osoby nie zajmowaly sie
badaniem wlasnosci funkcji elementarnych bez uzycia pochodnej, 9 studentéw
nie poznalo podstaw rachunku rézniczkowego, 2 studentéw nie poznalo sposo-
bow obliczania granic ciagéw oraz dwu respondentow nie rozwigzywato rownan
i nieréwnosci wielomianowych i wymiernych. Nalezy przypuszczaé, ze w latach
nastepnych problem ten bedzie sie nasilal.

W odpowiedzi na pytanie 3 ankiety studenci ujawnili réwniez swoje moty-
wacje wyboru kierunku studiéw.

Mozna podzieli¢ je na nastepujace grupy:

a) Motywy tkwiace w samej matematyce.

Zaliczam do nich zainteresowania wywotane réznymi problemami,
jak rowniez zaskakujacymi i interesujacymi sposobami ich rozwiazywa-
nia oraz fascynacje logiczng budowa przedmiotu, dzigki ktérej, jak pisze
jeden z respondentéw, nie trzeba bezsensownie zapamietywac tresci bez
ich zrozumienia, ale mozna je wyprowadzi¢ i uzasadnic.

Pojawity sie wérod zainteresowan réowniez takie, ktére byly zwiazane
z rozwiazywaniem zadan jako przygotowanie do réznych konkurséw mate-
matycznych. Zaliczam je do tej grupy, gdyz zadania konkursowe w istotny
sposob wykraczajg poza program szkolny.

b) Motywy tkwiace w nauczaniu matematyki na poziomie szkolnym.
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Wymienié tu nalezy czeste stwierdzenie studentéw (18 oséb), ze mate-
matyka nie stwarzala im trudno$ci lub umieli jq lepiej niz inne przedmio-
ty. Niektorzy z respondentéw ocenili za wlasciwe swoje przygotowanie ze
szkoly $redniej do studiéw matematycznych. Jedna z absolwentek liceum
ekonomicznego napisala, ze wybrala studiowanie matematyki, poniewaz
byla dobra z tego przedmiotu w swej klasie. Z grona 70 respondentéw,
25 0s6b deklarowalo, ze bardzo lubi matematyke, ale nie zawsze uzasad-
niali z jakich powodéw. Warto odnotowaé¢ wypowiedzi, ktére uzasadnialy
swbj matematyczny sentyment zamilowaniem do rozwigzywania wielu za-
dan. Nie ujawnili, niestety, jakiego typu zadania mieli na my$li. Analiza
odpowiedzi na pytania ankiety potwierdza zatem stuszno$é¢ stwierdzenia
Z. Krygowskiej (1977c, s. 3) ze uczen tworzy sobie takg koncepcje mate-
matyki, jaka mu sie ukazuje przez pryzmat rozwigzywanych przez niego
zadan.

Pojawilo sie rowniez wyjasnienie w pewnym sensie negatywne: nie
lubie innych przedmiotow, lubie matematyke.
Motywy tkwiace w aspiracjach studentéw dotyczacych ich przysztego zy-
cia zawodowego.

Stosunkowo niewielka grupa ankietowanych (16 oséb) wybrala stu-
dia na uczelni pedagogicznej, gdyz chce w przysztosci uczy¢ matematyki.
Powoluja si¢ tu oni niekiedy na wzorce swych nauczycieli lub rodzicéw.
Trzy osoby przyznaje sie nawet do swych rodzinnych powiazan z wy-
branym zawodem. Wsréd nich sa osoby, ktore przyznaja sie do pomocy
innym, mlodszym od siebie w uczeniu sie matematyki. Sa jednak i tacy,
ktérzy wiaza z wybranym kierunkiem studiéw nadzieje na dobra prace po-
za szkola. Ale nalezy odnotowaé tu stwierdzenie: chce byé matematykiem,
ale nie nauczycielem.

Motywy wynikajace z osobowosci studenta.

Pragne tu wymieni¢ kilka stwierdzen $wiadczacych o pewnej dojrza-
tosci ich autoréw. Zaliczam do nich migdzy innymi deklarowang cheé roz-
wijania swoich umiejetnosci matematycznych, cheé¢ sprawdzenia wlasnych
mozliwoéci i wiadomoéci oraz stwierdzenie o Scistosci wlasnego umystu.
Obok tych wypowiedzi znalazly sie i takie, ktore deklaruja realizacje ma-
rzen o studiowaniu matematyki, jak réwniez pewnego buntu w stosunku
do podstawowej umiejetnosci, jaka jest czytanie. Student pisze: nie lubie
czytac 1 uczyl sie z ksigzek, a w matematyce tego nie trzeba robic.

4. Organizacja i przebieg badan

Badania, o ktérych mowa w paragrafie pierwszym tej pracy, byly prowa-
dzone na I roku matematyki w roku akademickim 2003/04. Zlozyly sie na nie:
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— metody prowadzenia zajeC z analizy matematycznej,

biezaca kontrola postepéw studentow,
— egzamin pisemny i ustny,

ankieta sondazowa.

Metody prowadzenia przedmiotu i egzaminowania nie odbiegaly od tradycji
akademickiej, ale jak sie okaze w dalszej czesci tej pracy, zawieraly elementy,
ktére miaty pomée studentom w wyrdéwnaniu réznic w przygotowaniu ze szkoty
$redniej oraz we wdrozeniu do samodzielnego studiowania i wlasnej twérczej
pracy studenta.

Jak juz wspomniano powyzej, zajecia byly prowadzone w wymiarze 2 go-
dzin wykladu i 4 godzin éwiczen tygodniowo (por. www.ap.krakow.pl/mat/
sprawydyd/PlanPrg). W zwiazku z duza iloscia studentéw zajecia prowadzo-
ne byly w auli, mogacej pomiesci¢ ponad 200 oséb. Poniewaz sala ta nie jest
catkowicie przygotowana do prowadzenia wyktadu z uzyciem tablicy, postano-
wilem dostarcza¢ studentom scenariusz wykladu zawierajacy podstawowe de-
finicje i twierdzenia oraz odsytacze do literatury. Studenci otrzymali w sumie
11 scenariuszy. Dwa przykladowe znajduja sie w zalgczniku nr 2. Materialy te
mialy pomoéc w sporzadzaniu wlasnych notatek z wyktadu, a takze w przygo-
towaniu do egzaminu.

Cwiczenia byly prowadzone w siedmiu grupach. Nie jest oczywiscie mozliwe,
aby wszystkie grupy byty prowadzone przez te sama osobe. Dla zapewnienia
wiec w miar¢ poréwnywalnego sposobu prowadzenia zajeé¢ pozostal jedynie sta-
ly kontakt wyktadowcy z prowadzacymi ¢wiczenia, polegajacy na systematycz-
nej wymianie dodwiadczen. Przecigtnie dwa razy w miesiacu wymienialiSmy
z prowadzacymi zestawy zadan i problemow, opracowywanych na zajeciach
w poszczegdlnych grupach. Zestawy byly opracowywane zaréwno przez pro-
wadzacych ¢wiczenia jak i wykladowce. W zwiazku z duza liczba uczestnikow
zespolu przedmiotowego (7 os6b), kazdy z nas przygotowal co najmniej jedna
liste zagadnien do wybranego tematu. Listy te stanowily podstawe do budo-
wania w kazdej grupie listy zadan i probleméw przeznaczonych dla studentow.
Nie byly one zawsze jednakowe dla calego roku, ale zawsze zawieraly wspodlne
elementy dotyczace zagadnien podstawowych dla realizacji programu wyktadu.
Prowadzacy ¢wiczenia otrzymywali rowniez scenariusze wykladu. W ten sposéb
staraliSémy si¢ rownolegle rozwija¢ niezbedne aktywnoéci u studentéw i pano-
waé nad poziomem oraz tempem opracowywanego materialu. Poniewaz pro-
wadzacymi ¢wiczenia byli doswiadczeni nauczyciele akademiccy, pozostawitem
im swobode w doborze form prowadzenia zajec i liczby kartkéwek. Umébwilismy
sie jedynie, ze studenci napisza dwa dluzsze sprawdziany oraz co najmniej trzy
kilkunastominutowe kartkéwki ze znajomosci definicji i twierdzen z wyktadu.
Sporadycznie hospitowatem zajecia najmlodszych kolegdéw. Jak wykazala an-
kieta, mimo tych zabiegéw niektorzy studenci narzekali na przeznaczenie zbyt
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malej ilodci czasu na éwiczeniach na niektére pojecia (por. 5.2). Moglo to jed-
nak wynika¢ ze stabego przygotowania studentéw do studiowania matematyki.
Waznym etapem w opisywanych badaniach byl egzamin. Skladal si¢ on
z czedci pisemnej 1 ustnej. W czesci pisemnej (tematy zamieszczono w zalaczni-
ku nr 5) sprawdzane byly podstawowe umiejetnosci niezbedne w studiowaniu
matematyki, a w szczegdlnoéci analizy matematycznej takie, jak:
a) poprawne poslugiwanie sie definicja (np. kresu zbioru, granicy ciagu licz-
bowego),
b) sporzadzanie wykreséow funkcji (ze szczegélnym uwzglednieniem funkcji
definiowanych przy pomocy wartosci bezwzglednej),
c¢) stosowanie twierdzen (np. do obliczania granic ciagéw liczbowych),
d) przeprowadzanie prostych rozumowan z wykorzystaniem poznanych
twierdzen (np. twierdzenia o indukeji),
e) konstruowania przykladéw i kontrprzyktadéw (np. przy uzasadnianiu po-
jecia symbolu nieoznaczonego).

Studenci rozwiazywali 6 zadan w czasie dwu jednostek lekcyjnych. Dokladne
omoéwienie tematow znajduje sie w nastepnym paragrafie tej pracy.

W trakcie egzaminu ustnego studenci odpowiadali na pytania dotyczace
wykladanego materiatu. Kazdy z nich dostawatl trzy pytania, przy czym jedno
losowal z listy zamieszczonej w aneksie (zalacznik nr 6). Dwa pozostale zada-
walem osobiscie po uslyszeniu odpowiedzi na pierwsze pytanie. Dotyczyty one
przede wszystkim powiazania lub przedluzania faktéw z wylosowanego pytania
z pozostalym materialem wyktadowym. Studenci, przygotowujac si¢ do odpo-
wiedzi na wylosowane pytanie, mieli obowiazek przygotowaé¢ dowod twierdze-
nia wystepujacego w temacie pytania. Rozmowa egzaminacyjna trwata okoto
30 minut.

Na poczatku letniego semestru zwroécilem sie do studentéw z prosba o wy-
pelnienie ankiety sondazowej. Zawarte w niej pytania dotyczyly opinii stu-
dentéw na temat ich przygotowania ze szkoty éredniej do studiowania analizy
matematycznej, sposobu prowadzenia wykladu i ¢wiczen z analizy matema-
tycznej, trudnosci w studiowaniu przedmiotu oraz opinii o dostarczanych im
materiatach dydaktycznych.

5. Metody i narzedzia badawcze

Podstawowa metoda badawcza zastosowana w opisywanych badaniach byta
metoda obserwacji. Polegala ona na tym, ze prowadzacy wyktad, po dokladnym
zapoznaniu sie z réznymi sposobami realizacji materialu oraz analizie potencjal-
nie posiadanej wiedzy studentéw, zdecydowal si¢ na pewien sposéb ogélnosci
i poziom abstrakcji wyktadu, dostosowany jego zdaniem, do mozliwosci inte-
lektualnych studentéw. Zaproponowal do swego wykladu stosowna literature
(podrecznik i zbiory zadan).
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Nastepnie wykladowca obserwowal reakcje stuchaczy, ich frekwencje i ak-
tywno$¢ na wyktadzie i ¢éwiczeniach, utrzymywal $cisty kontakt z prowadzacymi
¢wiczenia w celu orientacji w postepach i trudnosciach studentéw. Celem od-
subiektywizowania obserwacji w prowadzonej przez siebie grupie ¢wiczen prze-
prowadzal krétkie kartk6wki i dluzsze kolokwia (tematy wraz z punktacja w za-
taczniku nr 4). Na podstawie analizy wynikéw tych prac mogl sie orientowaé
sie w postepach studentéw. Prace pisemne zajely jednak niewielka czedé czasu
¢wiczen. Najwiecej czasu na tych zajeciach przeznaczono na dyskusje ze studen-
tami i poszukiwanie przez nich rozwiazan dostarczonych im zadan i probleméw.
Uczestnicy ¢wiczen otrzymywali wezesniej listy zagadnien, a na zajeciach do-
browolnie (,na ochotnika”) referowali swoje wyniki. Mogli réwniez korzystaé
z cotygodniowych konsultacji u wyktadowcy i prowadzacych ¢wiczenia. W ten
sposob wykladowca staral si¢ aktywizowaé stuchaczy do studiowania i samo-
dzielnego poszukiwania drog rozwiazywania probleméw. Podobnie prowadzone
byly zajecia w pozostalych grupach.

Waznym sprawdzianem osiagniecia pozadanych wynikéw nauczania byty
egzaminy: pisemny i ustny. Dostarczyly one szeregu interesujacych spostrze-
zen dotyczacych tak realizacji przedmiotu, jak réwniez sposobu studiowania
i przyswajania przez studentow wykladanego materiatu. Potwierdzeniem tych
obserwacji byta wspomniana wyzej ankieta sondazowa.

Omoéwimy teraz poszczegdlne narzedzia badawcze.

51, Tematyka i organizacja wyktadu

Zgodnie z obowiazujacym w 2003 roku programem analizy matematycznej
(www.ap.krakow.pl/mat/sprawydyd/PlanPrg) nalezalo oméwié w pierwszym
semestrze nastepujace zagadnienia:

— liczby rzeczywiste (aksjomaty zbioru liczb rzeczywistych, zbiory ograni-
czone i nieograniczone, kresy zbioru, twierdzenie o indukcji, nieréwno$é
Bernouliego, aksjomat ciaglosci i jego konsekwencje, nieograniczonos$é
zbioru liczb naturalnych, istnienie cechy liczby rzeczywistej);

— odwzorowania (pojecie funkeji, dziedzina, przeciwdziedzina, obraz i prze-
ciwobraz zbioru przez funkcje, parzysto$é¢, nieparzysto$¢ i okresowosé
funkcji, ograniczono$é¢ i nieograniczono$é, surjekcja, injekcja i bijekcja,
sktadanie i odwracanie funkcji, funkcje cyklometryczne, ciagi i podcia-
gi, przeliczalnosé¢ i nieprzeliczalno$é wybranych podzbioréw zbioru liczb
rzeczywistych);

— teoria granic (pojecie granicy wlasciwej i niewlasciwej ciagu liczbowego,
zbieznosé, monotonicznosdé i ograniczonosé ciagu, dzialania w zbiorze cia-
géw zbieznych do granicy skoniczonej lub do nieskonczonosci, twierdzenie
o trzech ciagach, liczba e, ciagi Cauchy’ego i ich wtasnosci, twierdzenie
Bolzano—Weierstrassa, granice jednostronne i granica gérna i dolna ciagu
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liczbowego, definicja Cauchy’ego i Heinego granicy funkcji, dzialania na
granicach funkcji, symbole nieoznaczone);

— ciaglosé funkeji (pojecie funkcji ciaglej w punkcie i w zbiorze, dzialania
na funkcjach ciaglych, wlasnosci funkcji ciaglych na zbiorach zwartych
i sp6jnych).

Przy kazdym z czterech podstawowych tematow wyktadu podano w na-
wiasie najwazniejsze tresci, ktore pojawily si¢ w danym temacie. Opierajac si¢
na badaniach dydaktykéw matematyki (Nowecki, 1985; Sierpiniska, 1985) wie-
le staran na wyktadzie po$wiecono ksztaltowaniu podstawowych pojeé¢ analizy
matematycznej. Bez wlasciwego rozumienia tych pojec¢ nie jest bowiem mozliwe
osiagnigcie zadowalajacych efektow w dalszym studiowaniu analizy matema-
tycznej i innych dzialéw matematyki. Dobre zrozumienie pojeé realizuje sie nie
tylko w czasie analizowania przyktadow i kontrprzyktadéw, lecz takze podczas
poznawania ich wlasnosci i dowodzenia réznych twierdzen z nimi zwiazanych.
Stad tez prezentowano studentom podstawowe metody dowodzenia twierdzen,
oparte na korzystaniu z:

— aksjomatéw zbioru liczb rzeczywistych (w szczegdlnosci aksjomatu cia-
glosci),

— definicji poszczegdlnych pojeé (np. wlasnosci funkeji, granicy ciagu i funk-
cji, ciaglosci funkcji),

— innych twierdzen (np. twierdzenia o indukcji, wlasnoéci wartosci bez-
wzglednej).

Duzo uwagi po$wiecono réwniez ksztaltowaniu poprawnego jezyka mate-
matycznego, zapisywaniu definicji, twierdzen i dowodéw z uzyciem symboliki
matematycznej i regul logiki (poprawne uzywanie kwantyfikatoréw i ich zaprze-
czanie). Z tego réwniez powodu wykladowca dostarczal studentom scenariusz
wykladu zawierajacy definicje i twierdzenia omawiane w czasie zajec.

Realizujac postulat pogladowosci w nauczaniu oraz w celu budzenia wtasci-
wych intuicji postugiwano si¢ rowniez wykresami funkcji wyswietlanymi przy
pomocy grafoskopu. Na podstawie analizy wykreséw formutowano hipotezy do-
tyczace wlasnosci tych funkcji, ktére nastepnie dowodzono.

Jako lekture podstawowa do wykladu zaproponowany zostal podrecznik
T. Krasinskiego (2003). Zakres prezentowanego tam materialu jak i stopien
og6lnosci prowadzonych rozwazan jest, moim zdaniem, dobrze dostosowany do
mozliwoéci studentéow I roku. Obok tej ksiazki stuchacze korzystali z szerokiej
oferty klasycznych podrecznikéw z analizy. W pewnych fragmentach wyktadu
korzystano réwniez z podrecznika R. Rudnickiego (2002).

Zauwazmy, ze w Swietle powyzszych uwag oraz celéw przeprowadzonych
badan sam wyklad mozna uznac jako narzedzie badawcze. Podobne uwagi beda
dotyczyly prowadzonych ¢wiczen.
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5.2. Organizacja ¢wiczen

Jak juz wspomniano powyzej, ¢wiczenia byly prowadzone w siedmiu gru-
pach, z ktorych jedna prowadzil wykladowca. Na poczatku semestru ustalono
zbiory zadan polecane studentom. Wéréd nich szczegdlnie zalecono przygoto-
wany miedzy innymi na potrzeby tego eksperymentu zestaw zadan autorstwa
E. Wachnickiego i Z. Powazki (2002). Ksiazka ta jest dorobkiem wieloletniej
pracy autoréow nad wdrazaniem studentéw w technike dowodzenia twierdzen
z analizy matematycznej. Zadania tam zawarte sg zadaniami wieloetapowymi,
tzn. kazde z nich jest sformulowane w kilku podpunktach, przy czym wynik
lub sposéb rozwigzania problemu z podpunktu poprzedniego jest potrzebny
w rozwigzaniu problemu z podpunktu nastepnego. Ponadto do wszystkich za-
dan zamieszczono pelne rozwiazania, co umozliwia czytelnikowi zapoznanie sie
z technika dowodu. W aneksie (zalacznik nr 3) na przykladowych listach zadan
i probleméw znajduja sie przykladowe zadania z tego zbioru, zwanego w dal-
szej czesci pracy skryptem. Skrypt ten, obok zadan tatwych, zawiera problemy
trudniejsze, dlatego studenci najczesciej uzywali go jako materialu dla swoich
referatow.

Obok tej ksigzki uzywano réwniez wybranych fragmentéw ze zbioru
A. Chronowskiego, H. Kakola, Z. Powazki (1998). Ksiazka ta jest zbiorem
zadan z podstaw analizy matematycznej i zostala napisana dla uczniéw klas
matematycznych i stuchaczy kolegiéow nauczycielskich. Obok standardowych
zadan rachunkowych zawiera duza liczbe zadan badajacych rozumienie pojec.
Te fragmenty nadaja si¢ znakomicie dla studentéw pierwszego roku studidéw
matematycznych.

Poza tym prowadzacy ¢wiczenia korzystali z klasycznych zbioréow zadan
z analizy matematycznej (Krysicki, Wlodarski, 1974; Banas, Wedrychowicz,
1997).

Kazda z grup otrzymywala od prowadzacego liste zagadnien do przygotowa-
nia na ¢wiczenia. Lista taka zawiera pewng liczbe zadan rachunkowych i kilka
probleméw, ktérych rozwiazanie wymagalo od studentéw samodzielnego i twor-
czego dzialania. W razie wystepowania trudnosci mogli zwracaé¢ sie o pomoc
do prowadzacych ¢wiczenia lub wykladowcy. Na ogdl rozwiazanie tych proble-
mow mozna byto znalezé w pierwszym lub drugim zbiorze wspomnianym wyze;j.
Studenci, ktérzy znalezli rozwiazanie problemu, referowali je na ¢wiczeniach.
Ten sposéb pracy uwazam za szczegdlnie ksztatcacy. Wymaga on bowiem od
studenta twoérczej aktywnosci i daje mu szanse odczucia satysfakeji w sytuacji
uzyskania rozwiazania. Problemy na listach byly tak dobierane, by kazdy ze
studentow mogl znalezé zadanie, ktére potrafil rozwiazaé. Oto przykladowe
tematy list:

L-1 — indukcja matematyczna,
L-2 — kresy zbioru,
L-3 — powtdrzenie wlasnosci funkcji elementarnych,
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L-4 — skladanie i odwracanie funkcji,

L-5 — wtasnosci funkcji,

L-6 — definicja granicy ciagu,

L-7 — wyznaczanie granic ciagéw liczbowych,

L-8 — definicja Cauchy’ego granicy funkcji w punkcie,

L-9 — definicja Heinego granicy funkcji w punkcie,
L-10 — obliczanie granic funkcji.

W zalgczniku nr 3 zamieszczono dwie przykladowe listy zadan (L-2, L-5).

Prowadzacy ¢éwiczenia stosowali rézne sposoby oceny pracy studentow na
zajeciach. Najczestszym byly trzy krétkie kartkéwki z definicji i twierdzen z wy-
ktadéw oraz dwa dluzsze sprawdziany. W aneksie (zatacznik nr 4) zamieszczo-
no dwa przykladowe zestawy zadan na sprawdzian — jeden dotyczacy wlasnosci
wartosci bezwzglednej 1 wlasnosci funkcji elementarnych, drugi dotyczacy pod-
sumowania pracy pierwszego semestru.

Na zaliczenie semestru wplyw mialy trzy komponenty:

— punkty zdobyte z kartkowek i sprawdzianow,

— aktywno$¢ studenta na zajeciach mierzona liczba dobrowolnych wysta-
pief w czasie ¢wiczen,

— obecnos¢ na ¢wiczeniach.

Zauwazmy na koniec, ze w czasie zaje¢ na ogdl nie odpytywano na oceny,
a w zamian organizowano sytuacje problemowe i dyskusje typu ,burza mo-
zgow”, w ktérych kazdy mogl zmierzyé sie z proba rozwiazania. Osoby uni-
kajace udzialu w tych dyskusjach mialy klopoty z uzyskiwaniem zaliczenia
z ¢wiczen.

5.3. Egzamin pisemny i przyktadowe pytania z egzaminu ustnego

Egzamin pisemny zostal przeprowadzony w dwu grupach. Tematy zadan
konstruowano w ten sposéb, aby byly poréwnywalne pod wzgledem stopnia
trudnosei 1 sprawdzaly te same wiadomosci i umiejetnosci (por. zatacznik nr
5). Aby zapewnié¢ wszystkim studentom jednakowe szanse na tym egzaminie,
tematy zostaly ulozone kolegialnie przez wszystkich prowadzacych zajecia.

7 egzaminu wyeliminowano zagadnienia, ktére nie we wszystkich grupach
byly opracowane dokladnie. Tabela 3 podaje zestawienie umiejetnosci, ktore
autorzy tematéw chcieli sprawdzié¢ tym egzaminem.

Egzamin ustny zostal zorganizowany w nastepujacy sposob. Kazdy ze zdaja-
cych losowal jedno z 30 zagadnief (por. zalacznik nr 6). W trakcie oczekiwania
na rozmowe z egzaminatorem mial przygotowaé dowdd twierdzenia zwigzane-
go z tematem pytania. Studenci wiedzieli dokladnie, dowody ktorych twierdzen
beda obowiazywaly na egzaminie, poniewaz w scenariuszu wyktadéw dostar-
czanych studentom zostalo to zaznaczone. Po zreferowaniu swego zagadnienia
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egzaminowany otrzymywal kolejne dwa pytania zadawane przez wykladowce.
Jezeli pytanie wylosowane dotyczylo ciagéw liczbowych, to pytanie dodatkowe
dotyczylo zawsze przeniesienia tego zagadnienia w teorie funkcji. Dla przykta-
du, student wylosowal pytanie o dzialaniach na granicach ciagéw (np. suma)
i udowodnil twierdzenie, ze jezeli ciagi (ay) i (by) sa zbiezne odpowiednio do
liczb a, b, to suma (a, + b,) zmierza do liczby a + b. Jako pytania dodatkowe
otrzymal pytania o odpowiednie twierdzenie dla granicy funkcji oraz o granice
sumy, gdy a i b sa nieskonczono$ciami.

Tabela 3. Umiejetnosci sprawdzane przez egzamin pisemny

Nr Badane umiejetnosci
zadania
1 a) postugiwanie sie definicja przeciwobrazu zbioru
b) sporzadzanie wykreséw funkeji z wartoscia bezwzgledna
¢) rozwiazywanie nieréwnosci z warto$cia bezwzgledna
d) redagowanie tekstu rozwiazania i sformulowanie
odpowiedzi
2 a) postugiwanie sie definicja kresu dolnego i gdrnego zbioru
b) znajomo$¢ faktu, ze liczba najwigksza lub najmniejsza
w zbiorze jest stosownym kresem tego zbioru
¢) rozwiazywanie nieréwnosci wymiernych
3 a) stosowanie twierdzen do obliczania granic ciagéw
(dziatania arytmetyczne w zbiorze ciagéw zbieznych,
twierdzenie o trzech ciagach, twierdzenie o iloczynie
ciggu zbieznego do zera i ciggu ograniczonego)
b) obliczanie sumy ciagu arytmetycznego
oraz geometrycznego
¢) znajomo$¢ wzordw uproszczonego mnozenia
d) poprawne korzystanie z definicji liczby e
4 a) znajomosé definicji tego symbolu
b) konstruowanie potrzebnych przykladéw
5 a) znajomo$é¢ definicji granicy ciagu
b) zaprzeczanie zdan zawierajacych kwantyfikatory
¢) konstruowanie stosownych przykladéw
6 a) znajomo$é¢ twierdzenia o indukcji
b) dowodzenie przy pomocy tego twierdzenia
¢) umiejetno$é szacowania

Wsréd pytan egzaminacyjnych, obok zagadnien szczegbéltowych dotyczacych
konkretnego pojecia lub twierdzenia, zdarzaty si¢ rowniez pytania przekrojowe,
np. monotonicznosé, ograniczonos¢ i zbieznosé. Odpowiadajacy na to pytanie
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na ogdl wiedzieli, ze kazdy ciag monotoniczny i ograniczony jest zbiezny. Nie-
ktérzy umieli nawet udowodnié, ze granica tego ciagu jest kres gérny zbioru
wartosci ciagu, gdy ciag jest rosnacy i kres dolny tego zbioru, gdy ciag jest
malejacy. Otrzymywali wtedy pytanie:

Zalézmy, ze funkcja f okreslona i ciggla w przedziale otwartym
(a,b) jest rosnaca. Ile wynosi granica tej funkcji przy x zbieznym
do krancéw dziedziny?

Pytanie to, jak sie okazalo, sprawilo studentom duza trudnosé. W wigkszosci
przypadkéw nie potrafili wykorzystaé definicji Heinego granicy funkcji i udo-
wodnionego twierdzenia o granicy ciagu monotonicznego i ograniczonego mimo
faktu, ze znali poszczegdlne przestanki. Swiadezy to o szufladkowym sposobie
uczenia sie i o braku refleksji nad zwiazkiem miedzy pojeciami wystepujacymi
w wyktadzie.

Pragne tu zwréci¢ uwage jeszcze na inne spostrzezenie. Jednym z twierdzen,
ktérego dowdd, jak sie wydawalo, nie powinien sprawia¢ wiekszych trudnosci,
byto twierdzenie, ze kazdy ciag zbiezny do granicy skonczonej jest ograniczony.
W dowodzie wybiera si¢ dowolne otoczenie granicy i stwierdza, ze poza tym
otoczeniem znajduje sie skonczona liczba wyrazow ciagu. Mozna zatem tak
poszerzy¢ to otoczenie, aby nalezaly do niego wszystkie wyrazy tego ciagu.
Egzaminowani na ogél zadawalali sie ta informacja i zaledwie kilku potrafito
podaé efektywny sposéb poszerzenia tego otoczenia. Sadze, ze ten przyklad
swiadczy o pamieciowym i bezkrytycznym sposobie przyswajania materiatu,
wyniesionym ze szkoly Sredniej.

5.4, Zagadnienia badane przez ankiete sondazowg

W drugim semestrze zwrécono sie do studentéw z prosba o wypelnienie
ankiety. Jej celem bylo wysondowanie opinii studentéw na nastepujace tematy:

— wyniesione ze szkoly Sredniej zainteresowania réznymi dzialami matema-
tyki (pytania 11 2),
— motywacje wyboru kierunku studiéw (pytanie 3),

— przygotowanie ze szkoly éredniej do studiowania analizy matematycznej
(pytania 4 i 5),

— tempo opracowania podstawowych pojeé¢ na zajeciach (pytania: 5, 6, 7,
9),

— zainteresowanie treSciami analizy matematycznej (pytanie 8),

— trudnosci w studiowaniu podstawowych pojec i twierdzen analizy mate-
matycznej (pytania: 10, 11, 12, 13, 14, 15),

— umiejetnosé postugiwania sie technikami rachunkowymi przy rozwiazy-
waniu standardowych probleméw z analizy matematycznej (pytanie 16),
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— korzystanie z literatury przedmiotu (pytania: 17, 18, 19, 20),
— trudnosci w studiowaniu matematyki (pytania 21 i 22).

Odpowiedzi na pytania 1-3 zostaly opracowane w paragrafie 2 niniejszej
pracy. Odpowiedzi na pozostale pytania zostana opisane w paragrafie nastep-
nym.

6. Analiza wynikéw badan

Niniejszy paragraf zostal podzielony na dwie czesci. W pierwsze]j zostana
poddane analizie rozwiazania zadan egzaminu pisemnego w poszukiwaniu od-
powiedzi na pytanie, w jakim stopniu studenci wykazali si¢ umiejetnosciami,
ktére mialy sprawdzaé te zadania. W czesci drugiej tego paragrafu scharakte-
ryzujemy odpowiedzi na pytania ankiety.

6.1. Rozwigzania zadan egzaminu pisemnego

W paragrafie tym przedstawimy uwagi na temat rozwiazan zadan oraz za-
prezentujemy, w jaki sposob radzili sobie z nimi egzaminowani.

Zadanie 1 wymagalo skorzystania z definicji przeciwobrazu danego zbioru
przez zadang funkcje. Poniewaz funkcja ta zostata zdefiniowana przy pomocy
wartosci bezwzglednej, dla wyznaczenia szukanego zbioru nalezalo rozwiagzaé
stosowng nierownosé. Przewidujac rézne trudnosci studentéw oraz ewentualne
bledy, polecono studentom wykonanie stosownego rysunku.

Tabela 4 prezentuje informacje o liczbie poprawnych rozwiazan i rodzajach
popelnionych bledéw. Wynika z niej, ze 34% studentéw rozwigzalo to zadanie
poprawnie, a 45% os6b udzielilo poprawnej odpowiedzi, w tym 23% nie widzi
potrzeby uzasadnienia odpowiedzi odczytanej z rysunku. Zauwazmy réwniez, ze
68% egzaminowanych potrafilo poprawnie wykonaé wykres funkeji z wartoscia
bezwzgledna, ale az 20% studentéw nie rozwiazalo tego zadania.

Wsréd bledéw nalezy wymienié bledy w stosowaniu definicji wartosci bez-
wzglednej, przeciwobrazu zbioru i okresleniu przedzialu domknietego oraz ble-
dy w sporzadzaniu wykresu funkcji zadanej wielonormowo.

W zadaniu 2 nalezalo wyznaczy¢ kresy danego zbioru. W grupie A trzeba
bylo najpierw zauwazy¢, ze dla n = 2 wyrazenie nie ma sensu. Poniewaz ciag
byl zadany przy pomocy funkcji homograficznej, nieokreslonej w n = 2, wiec
kresami zbioru wartosci ciagu moga by¢ wartoé$¢ dla n = 1 lub n = 3 lub
granica tego ciggu. Poniewaz ciag ten dla n = 1 przyjmuje wartos¢ —2, dla
n = 3 wartodé¢ 5, lim, g:i}l = %, wiec oba kresy sa odpowiednio najwigksza
lub najmniejsza liczba w zbiorze wartosci. Sytuacja byla odmienna w grupie B.
Tam kresem gérnym byla wartosé ciagu dla n = 3, a kresem dolnym granica
tego ciagu.
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Tabela 4. Rezultaty zadania 1

Lp. Wyniki pracy studentéw Liczba
prac

1. | Poprawne rozwiazanie 50

Poprawny wykres i rozwiazanie odczytane z wykresu 13

Poprawny wykres przez rozwazanie przypadkéw lub
przez stosowanie przeksztalcen geometrycznych, brak

rozwiagzania zadania 25
4. | Poprawny wykres i pomylone pojecie przeciwobrazu

z pojeciem obrazu zbioru 10
5. | Blednie stosowana definicja wartoséci bezwzglednej 4

Btedny wykres mimo poprawnie zastosowanej definicji

wartosci bezwzglednej 3
7. | Bledny wykres i poprawnie wyznaczony przeciwobraz

zbioru 3
8. | Blad w definicji przeciwobrazu (nieréwnosé ostra lub

réwnos$é zamiast nieréwnosci stabej) 7
9. | Brak rozwiazania 30

RAZEM | 145 |

Wyniki pracy studentéw prezentuje tabela 5. Rozwiazujacy stosowali dwie
zasadnicze drogi rozwiazywania tego zadania:

a) stosujac definicje kreséw zbioru;
b) badajac monotonicznos$é ciagu, na tle ktérego zbudowany jest dany zbiér.

Byli i tacy, ktérzy mimo zbadania monotonicznosci ciagu, nie wykorzystywali
tej wiadomosci i badali ponownie kres z definicji.

Wsréd bledéw nalezy wymienié bledy w stosowaniu definicji wartosci bez-
wzglednej, przeciwobrazu zbioru i okresleniu przedzialu domknietego oraz ble-
dy w sporzadzaniu wykresu funkcji zadanej wielonormowo.

W zadaniu 2 nalezato wyznaczy¢ kresy danego zbioru. W grupie A byl nim
zbiér wartosci ciagu zdefiniowanego przy pomocy funkcji homograficznej, nie-
okreslonej w n = 2. Kresami tego zbioru mogly byé¢ wiec tylko dwie z liczb:
a1, lub as, lub granica rozwazanego ciagu. Poniewaz ciag ten dla n = 1 przyj-
muje warto$¢ —2, dla n = 3 wartos¢ 5, a lim,_ ng}; = %, zatem kresami
sg odpowiednio najwieksza lub najmniejsza liczba w zbiorze wartosci. Sytuacja
byla odmienna w grupie B. Tam kresem gérnym byla wartoéé¢ ciagu dla n = 3,
a kresem dolnym granica tego ciagu.

Wiyniki pracy studentéw prezentuje tabela 5. Rozwiazujacy stosowali dwie
zasadnicze drogi rozwiazywania tego zadania:
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a) stosujac definicje kreséw zbioru;
b) badajac monotoniczno$é ciagu, na tle ktérego zbudowany jest dany zbidr.

Byli i tacy, ktérzy mimo zbadania monotonicznosci ciggu, nie wykorzystywali
tej wiadomosci i badali ponownie kres z definicji.

Tabela 5. Rezultaty zadania 2

Lp. Wiyniki pracy studentow Liczba
prac
Poprawne rozwiazanie 32

2. | Poprawne rozwiazanie bez uwzglednienia faktu, ze
liczba najwigksza lub najmniejsza w zbiorze jest 24
stosownym kresem

3. | Poprawnie wskazane oba kresy, lecz btad
w stosowaniu definicji jednego z nich 1
4. | Poprawnie wskazane oba kresy bez uzasadnienia

5. | Poprawnie wskazane oba kresy, lecz bledy
w rozwiazywaniu nieréwnosci 2

6. | Poprawnie wskazane oba kresy, ale dowod tylko
jednego z nich 9

7. | Poprawnie wskazany jeden z kresow i bledy
rachunkowe przy sprawdzaniu stosownego warunku 4

8. | Poprawnie wskazany jeden kres wraz z dowodem
i zmiana tematu zadania przy badaniu drugiego kresu 17

9. | Poprawnie wskazany jeden kres wraz z dowodem
i bledne rozumienie zbioru wartoéci ciagu 1

10. | Poprawnie wskazany tylko jeden kres wraz
z dowodem i brak dalszych rozwazan 5

11. | Poprawnie wskazany jeden kres wraz z dowodem
i blednie wyznaczony drugi kres 18

12. | Poprawnie napisana definicja kresu zbioru
i btednie wyznaczony kres niezwiazany ze zbiorem
wartosci ciggu 12

13. | Brak rozwiazania 17

RAZEM | 145 |

Zauwazmy, ze 39% studentéw rozwiazalo to zadanie poprawnie, choé wiecej
niz polowa 0séb z tej grupy zastosowala tylko definicje i nie wykorzystala fak-
tu, ze liczba najwicksza lub najmniejsza w zbiorze jest odpowiednio kresem
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gérnym lub dolnym tego zbioru. Ponadto 10% studentéw podalo poprawng
odpowiedz dowodzac tylko istnienie jednego z kreséw lub popelniajac bledy
w stosowaniu definicji w jednym z przypadkéw, albo nie przeprowadzajac zad-
nego rozumowania. Prawie 12% egzaminowanych nie podjeto proby rozwiagzania
tego zadania. Pozostali podali rozwiazania czesciowe, poprawnie wskazujac je-
den z kreséw.

Umiejetnosé obliczania granic ciagbéw liczbowych sprawdzato zadanie 3. Za-
wieralto ono cztery przyktady ciaggéw zbieznych do granicy skoniczonej. W przy-
ktadzie a) nalezalo skorzystac z twierdzenia o iloczynie ciagu zbieznego do zera
i ciagu ograniczonego. Przyklad b) wymagal zastosowania wzoréw na sume
ciagbéw arytmetycznego i geometrycznego.

Jak sie okazalo (tabela 6), najwigksza trudnoscia bylo ustalenie ilosci wy-
razéw podanych ciagéw. Do obliczenia granicy w przykladzie ¢) wystarczyla
znajomos¢ wzoréw uproszczonego mnozenia i twierdzenia o wiaczaniu liczby
pod znak pierwiastka kwadratowego oraz twierdzen o dzialaniach w zbiorze
ciagéw zbieznych. Wyniki uzyskane przez studentéw w przykladach 3a), b), ¢)
prezentuje tabela 6.

Najciekawszym pod wzgledem liczby réznych sposobéw rozwiazania byt
przyktad 3d). Dotyczyl on twierdzenia o granicy ciagu (a,)b", gdy ciag (a,)
jest zbiezny do granicy skoniczonej, a ciag (b, ) do nieskoniczonosci i badana gra-
nica nie jest potggowym symbolem nieoznaczonym. Jak si¢ okazalo (tabela 7),
duza liczba studentéw usitowala wykorzystac¢ tu twierdzenie o granicy ciggu
(1 + %)n rozkladajac funkcje wymierna w podstawie potegi w postaci sumy
liczby 1 i ulamka, ktéry nie byl zbiezny do zera. Znalazta si¢ jednak spora
grupa studentéw, ktérzy zaproponowali nastepujace metody rozwiazania:

— korzystajac z kryterium Cauchy’ego zbieznoéci ciagéw do liczby 0;

— stosujac twierdzernie o trzech ciggach, po uprzednim stwierdzeniu, ze

granica ciagu (ay,) jest liczba z przedziatu (0, 1);

— korzystajac z twierdzenia, ze jezeli ciag (a,) jest zbiezny do granicy a € R
i ciag (b,) do nieskoniczonoéci oraz (a, )", nie jest symbolem potegowym
nieoznaczonym, to granica ta jest réwna lim,,_ 4., ab";

— stosujac twierdzenie o ilorazie granic i po uprzednim wylaczeniu z mia-
nownikan i licznika stosownego wyrazenia, przeksztalcajac do postaci
(1+1)".

Analizujac wyniki tabel 6 1 7 mozemy stwierdzi¢, ze zadania a) i ¢) zostaly
rozwiazane poprawnie przez duza liczbe studentéw (70% przyklad a) i 88%
przyklad c¢)). Réwnoczesnie procent stuchaczy, ktérzy nie podjeli préby roz-
wigzania tych zadan, wynosil odpowiednio 18% i 5%. Réwniez procent oséb,
ktore nie podjely préby rozwiazania przykladéw b) i d), byl poréwnywalny
(28% dla przyktadu b) i 15% dla przyktadu d)). Jednakze dla tych dwu ostat-
nich zadan procent poprawnych odpowiedzi byl niewielki (16% dla b) i 37% dla
d)). W obu tych zadaniach spora liczba rozwiazujacych (44% w przyktadzie b)
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i 36% w d)) popelnila klasyczne bledy $wiadczace o braku dwu podstawowych
umiejetnodci:

Tabela 6. Wyniki pracy studentéw — zadanie 3a)-3 c)

Przyklad Wyniki pracy studentéow Liczba
prac
a) Poprawne rozwiazanie 80
Poprawne rozwiazanie bez uzasadnienia z jakiego
twierdzenia skorzystano 4
Poprawna odpowiedz bez rachunkéw lub
komentarza 12
Poprawne rozwigzanie, luki w komentarzu 6
Poprawnie obliczona granica tylko jednego ciagu 2
Zaczeto poprawnie, brak obliczenia granicy 6
Blednie obliczono granice ilorazu 5
Btlednie zastosowano twierdzenie o granicy iloczynu 4
Brak rozwiazania 26
RAZEM 145
b) Poprawne rozwigzanie 15
Poprawne przeksztatcenia brak obliczenia granicy
lub granica obliczona btednie 7
Poprawne rozwiazanie, brak komentarza 1
Btednie obliczono liczbe wyrazdw ciagu
arytmetycznego 64
Nie umie zastosowaé¢ wzoru na sume ciggu
arytmetycznego 12
Pomylono cigg arytmetyczny z ciagiem
geometrycznym 1
Btedy rachunkowe 4
Brak rozwiazania 41
RAZEM 145
c) Poprawne rozwiazanie 114
Poprawne rozwiazanie, bez komentarza 13
Btlednie stosowany wzér uproszczonego mnozenia
Zaczete poprawnie 3
Brak rozwiazania
RAZEM 145
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— wyznaczenia liczby wyrazéw ciggu arytmetycznego, w ktorym znane byly
pierwszy i ostatni wyraz ciagu oraz jego rdéznica;

— sprawdzania zalozen przed zastosowaniem twierdzenia o granicy ciggu
(1+ ai)a", gdzie (a,) jest ciagiem zbieznym do +oo.

Tabela 7. Wyniki pracy studentéw — zadanie 3 d)

Przyklad Wyniki pracy studentéw Liczba
prac
d) Poprawne rozwiazanie 42
Poprawne rozwigzanie bez podania twierdzenia,
z ktérego skorzystano 6
Poprawne rozwiazanie luki w komentarzu )

Zaczete poprawnie, brak przejécia granicznego

Blednie zastosowano z twierdzenia o granicy

ciagu (1 + %)n 52
Btednie zastosowano warunek Cauchy’ego 1
Bledy rachunkowe 4
Btedny zapis 4
Brak rozwiazania 22

RAZEM 145

W obu przypadkach studenci postapili formalnie. W pierwszym pamietali
ogblny wzor na sume ciaggu arytmetycznego i nie zastanawiali sie nawet, ile
jest wyrazéw w ciagu rozwazanym w zadaniu. W drugim, bazujac zapewne
na doswiadczeniu zdobytym po wykonaniu duzej liczby zadan wymagajacych
skorzystania z granicy ciagu (1 + %)a", nie odczuwali potrzeby zbadania spel-
nienia zalozen w rozwazanej sytuacji.

Mamy tu do czynienia ze znanym i opisanym w literaturze (np. Cwik, 1984;
Krygowska, 1956; Turnau, 1990) zjawiskiem zdegenerowanego formalizmu.

Zadanie 4 miato na celu sprawdzenie, czy studenci posiadaja nastepujace
umiejetnodci:
a) znajomos¢ definicji symbolu co — oo lub 0 - oo,
b) konstruowanie potrzebnych przykladéw.

Studenci w uzasadnieniu nieoznaczonosci symbolu powinni byli podaé czte-
ry przyklady par ciagéw (an) i (by,) zbieznych réwnoczesnie do oo albo —oo,
wzglednie jeden do zera, a drugi do dowolnej nieskonczonoéci, przy ktérych
odpowiednio ciag (a, — b,) lub (ay, - b,) spelnial warunek:
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— byt zbiezny do granicy skonczonej,
— byt zbiezny do +o0,
— byt zbiezny do —oo,

byt ciagiem rozbieznym.

Tabela 8 podaje wyniki uzyskane przez studentéw podczas rozwiazywania
tego zadania. Wynika z nich, ze znikoma liczba studentéw (1%) odpowiedzia-
ta w oczekiwany przez autoréw sposéb oraz 33% egzaminowanych nie podjeto
préby rozwiazania tego zadania. Zauwazmy tez, ze 15% piszacych podato jedy-
nie dwa z czterech przykladow, a zatem uzasadnila odpowiedzZ, ze rozwazane
ciagi nie mogg mieé granicy. Natomiast 18% podalo tylko trzy z czterech ocze-
kiwanych przyktadow. Moze to Swiadczyé o tym, ze wiedzieli o koniecznosci
zbudowania wszystkich czterech par ciagéw, ale nie potrafili poda¢ brakujace-
go przyktadu. Byl to na ogoét przykiad w przypadku, gdy stosowny ciag jest
rozbiezny.

Tabela 8. Wyniki pracy studentéw — zadanie 4

Lp. Wyniki prac studentéw Liczba
prac
1. | Poprawne rozwiazanie 2
2. | Podano tylko dwa przyktady 22
3. | Podano tylko trzy przyktady 23
4. | Podjeto probe opisania symbolu bez podania
stosownych przyktadéw 4
5. | Podano przyklady, ale nie wyliczono ich granic 16
6. | Podano przyklady, ale popelniono bledy
w obliczaniu granic 9
Zamieszczono tekst nie na temat 20
8. | Pomylono symbol réznicy z iloczynem 1
Brak rozwiazania 48

RAZEM | 145 |

W zadaniu 5 studenci mieli przeprowadzi¢ dowdd faktu, ze dany ciag jest
rozbiezny. Autorom zadania to wydawalo sie, ze nie jest on trudny, gdyz na
pierwszy rzut oka bylo widoczne, ze ciag ma dwa rézne punkty skupienia. Swia-
domie zazadano, aby dowdd tego faktu przeprowadzié¢ korzystajac z definicji
granicy ciagu. Chciano bowiem sprawdzi¢ umiejetnosé prowadzenia pewnego
typu rozumowan (np. dowdd nie wprost).
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Uzyskane wyniki prezentuje tabela 9. Wynika z niej, ze jedynie 10% eg-
zaminowanych rozwiazalo zadanie zgodnie z poleceniem w temacie. Znacznie
wigksza liczba studentéw (22%) rozwiazata problem w oparciu o twierdzenie,
ze jezeli ciag jest zbiezny do granicy g, to kazdy podciag tego ciagu jest zbiezny
do tej samej granicy.

Tabela 9. Wyniki pracy studentéw — zadanie 5

Lp. Wyniki pracy studentéw Liczba
prac

1. | Poprawne rozwiazanie z wykorzystaniem definicji

granicy ciagu 14
2. | Poprawne rozwiazanie z wykorzystaniem

twierdzenia o podciagach 32
3. | Poprawne rozwiazanie z wykorzystaniem warunku

Cauchy’ego 1
4. | Préba dowodu z wykorzystaniem warunku

Cauchy’ego 11
5. | Préba dowodu z wykorzystaniem definicji granicy

ciaggu 16
6. | Rozwiazanie niekompletne 2
7. | Brak rozwiazania 69

RAZEM | 145 |

Natomiast tylko jednej osobie udalo sie przeprowadzi¢ poprawny dowdd
rozbieznosci ciagu w oparciu o warunek Cauchy’ego zbieznosci ciggu. Poniewaz
warunki te sa réwnowazne definicji, rozwiazanie te uznano za poprawne.

Odnotujmy réwniez, ze 48% piszacych nie podjelo préby rozwigzania tego
zadania. Fakt ten wydaje si¢ przemawia¢ za tym, ze wiele oséb nie osiagneto
jeszcze umiejetnosci samodzielnego dowodzenia nawet dos¢ prostych twierdzen.

Zadanie 6 dotyczylo ciagu zadanego rekurencyjnie. Nalezato udowodni¢ jego
ograniczono$¢. Celem tego zadania byla umiejetnoéé¢ zastosowania twierdzenia
o indukcji do rozwigzania tego problemu. Studenci zastosowali dwa sposoby
podejscia do rozwiazania tego zadania:

— zbadanie monotoniczno$ci badanego ciagu (dowdd indukceyjny),
— postawienie stosownej hipotezy odnosnie ograniczonosci i jej dowdd in-
dukeyjny.

Rezultaty prac studenckich przedstawia tabela 10. Zadanie to okazalo sie
trudne dla studentéw, gdyz 61% nie podjelo proby rozwigzania, a jedynie 19%
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rozwiazalo je poprawnie. Mimo duzej ilosci ¢wiczen okazuje sie, ze twierdzenie
o indukeji, intuicyjnie do$¢ oczywiste, sprawia studentom sporo klopotu (por.
Krygowska, 1977a, s. 146-152).

Przy kazdym z zadaf podano punktacje (zalacznik nr 5). Egzamin uwazano
za zdany, gdy student otrzymal minimum 11 punktéw. Wyniki tego egzaminu
przedstawiono w tabeli 2.

Tabela 10. Wyniki prac studentéw — zadanie 6

Lp. Wyniki pracy studentéw Liczba
prac
1. | Poprawne rozwiazanie 15
2. | Poprawnie brak komentarza 12
3. | Zaczete poprawnie 11
4. | Zaczete poprawnie — bledy w przeksztalceniach 4
5. | Btedy w stosowaniu twierdzenia o indukcji 14
6. | Brak rozwiagzania 89

RAZEM | 145 |

6.2.  Analiza wynikéw ankiety sondazowej

Jak juz wspomniano w paragrafie 4, ankieta miata pomdc w sformutowaniu
hipotez badawczych odnoénie do kilku probleméw. Problem przygotowania ze
szkoly $redniej oraz motywacji w wyborze kierunku studiéw (pytania 1-3) zo-
stal omowiony w paragrafie 2. W tym paragrafie opisane zostang odpowiedzi
na pozostale pytania. Zostana one potaczone w grupy zwiazane z odpowiedzia,
na postawione w paragrafie 5.4 problemy badawcze.

6.21. Przygotowanie ze szkoty $redniej do studiowania analizy matematycznej

Jako pierwszy rozwazymy problem przygotowania ze szkoly sredniej do stu-
diowania analizy matematycznej (pytania 4 i 5, por. zalacznik nr 1). W py-
taniach tych podano studentom liste 27 zagadnien wchodzacych w tematyke
wykladu. W pytaniach 4 i 5 pytano, ktore z tych tresci pojawity sie w szkole
Sredniej i ktore z nich sprawily badanym trudnosci. Kazdemu z tych haset przy-
porzadkowano dwie liczby. Pierwsza z nich oznacza ilos¢ oséb, ktére poznaly
to pojecie w badanej grupie respondentow, a druga liczbe oséb z tej grupy,
ktéra miata trudnosci z tym zagadnieniem. Otrzymane odpowiedzi przedsta-
wimy w postaci swoistej ,mapy tresci z analizy matematycznej”. Zostala ona
umieszczona w ukladzie wspdlrzednych. Na osi poziomej tego uktadu zaznaczo-
no liczby prezentujace znajomosé pojecia lub twierdzenia w rozwazanej grupie
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badanych, a na osi pionowej liczby informujace o trudnosciach, jakie to pojecie
lub twierdzenie sprawito badanym. Na rysunkach 2-4 przedstawiono wykresy
dla poszczegdlnych grup badanych. Liczbami od 1 do 27 oznaczono nastepujace
tresci:

—_
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zbiory ograniczone i nieograniczone,
kresy zbioru,

twierdzenie o indukcji,

ciaglos¢ zbioru liczb rzeczywistych,
funkcja,

obraz zbioru,

przeciwobraz zbioru,

ograniczono$¢ i nieograniczonos$é funkcji,
sktadanie funkcji,

roznowartosciowo$¢ funkceji,

. wartos¢ bezwzgledna,

. funkcja odwrotna,

. funkcja wyktadnicza,

. funkcja logarytmiczna,

. funkcje cyklometryczne,

. ciagi liczbowe,

. podciag ciagu,

. zbieznosé ciggu do granicy skonczonej,
. granice niewlasciwe,

. ciagi Cauchy’ego i ich wtasnosci,

. granica dolna i goérna ciagu,

. granica funkcji w punkcie,

. granice jednostronne,

. symbole nieoznaczone,

. ciagtos¢ funkcji,

. pochodna funkcji,

27.

zastosowanie pochodnej do badania przebiegu zmiennosci funkcji.

Wobec przyjetych uméw, np. punkt 7 na rys. 2 o wspélrzednych (9, 3) ozna-
cza, ze wérod 27 absolwentow klas matematycznych pojecie przeciwobrazu 9
os6b uznalo za znane ze szkoly $éredniej, a 3 osoby stwierdzily, ze pojecie to
sprawito im trudnosé.

Tresci zawarte pod numerami 26 i 27 dotyczace pochodnej i jej zastosowania
do badania przebiegu funkcji nie nalezaly wprawdzie do wykladu z analizy
w pierwszym semestrze, ale byly jeszcze omawiane w szkole éredniej w klasach
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matematycznych, a nawet w klasach o profilu ogélnym. ChcieliSmy zorientowaé
sie, na jakie przygotowanie z zakresu tych tematéw mozna liczyé¢ w przyszlodci.
Analizujac wyniki w kazdej grupie badanych, nalezy zauwazyé, ze sytu-
acja jest nieco inna. Absolwenci klas matematycznych (rys. 2) uznali 19 z 27
tresci z wykltadu analizy matematycznej za znane ze szkoty Sredniej. Zagadnie-
nia te nie sprawialy im w zasadzie wigkszych trudnosci. Wérdéd nich za naj-
bardziej klopotliwe uznali ograniczono$é i nieograniczonosé funkeji (8). Jako
najtrudniejsze tresci, praktycznie nieznane wczesniej, wskazali ciaglosé zbioru
liczb rzeczywistych, zagadnienia zwiazane z podciagami ciagu, ciagi Cauchy’ego
i pojecie granicy gérnej i dolnej (4, 17, 20, 21), a do najlatwiejszych z nowo
poznanych tredci zaliczyli kresy zbioru, obraz i przeciwobraz zbioru (2, 6, 7).
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Absolwenci klas o profilu ogdlnym (rys. 3) wskazali réwniez na 12 zagad-
nien znanych im juz wczesniej, ale za najtrudniejsze w tym zbiorze wytypowali
zastosowanie pochodnych do badania wlasnosci funkeji (27). Do tematéw wia-
$ciwie nowych, ktore sprawily im trudnosci, zaliczyli: funkcje cyklometryczne,
podciagi i ciagi Cauchy’ego (15, 17, 20). Odnotowaé nalezy ze zdziwieniem, ze
ciaglos¢ zbioru liczb rzeczywistych uznali za temat nowy, ale niezbyt trudny.
Spostrzezenie to w kontekécie stabych umiejetnoéci w dowodzeniu twierdzen
(por. 5.1) moze $wiadczy¢ o sposobie uczenia si¢ polegajacym na przyswajaniu
materialu na pamieé, bez glebszej refleksji merytorycznej. Do najlatwiejszych
tredci w tej grupie badanych zaliczono réznowartosciowos$é funkeji i funkcje
wyktadnicza (10, 13), znane juz w szkole $redniej, a z tematéw nowych: zbio-
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ry ograniczone, obraz i przeciwobraz zbioru, ograniczonos¢ i nieograniczonosé
funkcji (1, 6, 7, 8).

Najstabiej przygotowanymi merytorycznie okazali si¢ absolwenci klas o pro-
filu biologiczno-chemicznym oraz technikéw. Wskazali oni (rys. 4) réwniez na
grupe zagadnien, ktére uznali za latwe i znane im ze szkoly $redniej (5, 10, 11,
13, 14, 16). Wérdd tresei czeSciowo znanych do najtrudniejszych zaliczyli poje-
cie granicy i granicy jednostronnej funkcji, ciaglo$é¢ i zastosowanie pochodnej
do badania przebiegu zmiennosci funkeji (22, 23, 25, 27). Duza grupa zagad-
nien z omawianej listy byla dla trzeciej grupy respondentéw zupelnie nowa.
Naleza tu tematy: 1, 2, 4, 7, 8, 15, 17, 20, 21, 24, przy czym do najtatwiej-
szych zaliczono: pojecie funkcji, warto$é bezwzgledna, ciag liczbowy (5, 11,
16). Troche to dziwi, gdyz sa to zagadnienia powszechnie omawiane w szkole
Sredniej, a mimo to znalazly sie¢ w grupie tematéw praktycznie nowych. Wi-
docznie nie poswiecono im dostatecznie duzo czasu. Pojawienie si¢ wérod tych
hasel wartosci bezwzglednej, w kontekscie badan, jakie na tym roku prowadzi-
la J. Czaplifiska (2003a, 2003b), pokazuje, ze studenci nie potrafia do konca
poprawnie oceni¢ stanu swej wiedzy. Z nowych tresci, ktére sprawialy im trud-
noéci, wskazali ciaglo$¢ zbioru liczb rzeczywistych, podciagi i ciagi Cauchy’ego
(4, 20, 21).
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Reasumujac, mozemy uznaé, ze sposrdd treéci wyktadu analizy nie omawia-
nych w szkole $redniej najtrudniejsze byly: ciaglosé zbioru liczb rzeczywistych,
ciagi Cauchy’ego i granice dolna i gérna ciggu. Sa to istotnie tematy wymaga-
jace pewnego doswiadczenia w postugiwaniu sie dedukcja i operowaniem sub-
telniejszymi pojeciami.
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6.22. Tempo opracowania podstawowych poje¢ na zajeciach

W pytaniach 6a), b) i 7a), b) ankietowani oceniali czas po$wiecony na opra-
cowanie na zajeciach wybranych tresci analizy (27 poje¢ wymienionych w pa-
ragrafie 6.2.1). Odpowiedzi prezentuje wykres na rysunku 5. Do tresci, ktérym
zdaniem studentéw poswiecono zbyt mato czasu na wykladzie, zaliczono:

a) twierdzenie o indukcji,

o

) przeciwobraz zbioru,

¢) funkcje cyklometryczne,

) podciagi,

) granica dolna i gérna ciagu,

o &~

f) zastosowanie pochodnych do badania wlasnosci funkcji.

Przegladajac scenariusze wykladéw mozna stwierdzié, ze tresci w a), c), d)
zostaly opracowane wystarczajaco dokladnie i miaty by¢ poglebiane na ¢wicze-
niach. Pojecie przeciwobrazu nalezy do wstepu do matematyki, a na wyktadzie
z analizy zostala podana jedynie definicja i uzywano jej w réznych sytuacjach.
Natomiast badanie przebiegu funkcji nie jest tematem pierwszego semestru.
Nic wiec dziwnego, ze nie bylo omawiane na wyktadzie.
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Roéwnoczesénie studenci ujawnili, ze odczuwaja niedosyt ¢wiczen w realizacji
nastepujacych tresci:

zbiory ograniczone i nieograniczone,
ciaglos¢ zbioru liczb rzeczywistych,
— obraz zbioru,

funkcje cyklometryczne,
— podciagi ciagu,
ciagi Cauchy’ego i ich wlasnoéci.
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Analizujac odpowiedZ na pytanie 7b) odnotujmy, ze poza pojeciem kresu,
ktére zdaniem respondentow bylo omawiane zbyt szczegotowo, pozostatym tre-
Sciom pos$wiecono wystarczajaco duzo czasu (wykres serii 3 na rys. 5). Podobnie
ma si¢ sytuacja z ¢wiczeniami. Zauwazmy jednak, ze pojecie kresu jest bardzo
waznym pojeciem z analizy i gruntowne jego opracowanie moze przyczynic si¢
do dobrego zrozumienia pojecia granicy ciggu. Poza tym w trakcie badania
kresow jest okazja do powtarzania wielu zagadnien z matematyki szkolnej.

6.23. Zainteresowania tresciami analizy matematycznej

Pedagogika uczy, ze wiodaca role w rozwijaniu uzdolnien czlowieka odgry-

waja zainteresowania.

One koncentrujg aktywnosé na okreslonych kierunkach dziatalnosci, an-

gazujg osobowosé, a w procesie samej dzialalnosci rozwijaja sie zdolnosci
(...) zwiazane $cisle z trescia dziatalnosei.

(Szewczuk, 1993)
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Wynika stad zasadno$¢ pytania 8. W odpowiedzi na nie ankietowani podali
najbardziej interesujace ich tresci omawianego przedmiotu (tabela 11). Przed-
stawiono w niej swoista liste rankingowa treéci analizy interesujace studentéw.

Chociaz pytania ankiety dotyczyly pierwszego semestru studiéow, to na od-
powiedzi (tabela 11) mégt mie¢ wplyw fakt, ze badanie to bylo przeprowadzo-
ne w drugim semestrze, gdy na wykltadzie i éwiczeniach byl omawiany rachu-
nek rézniczkowy. Niewykluczone, ze widaé tu réwniez wplyw szkoly $éredniej,
zwlaszcza klas matematycznych, w ktérych omawia sie¢ wiele zagadnien z tej
tematyki. Nie bez znaczenia jest réwniez fakt, ze w tej tematyce mozna wy-
korzystaé¢ komputer lub kalkulator graficzny. Jeden z respondentéw, absolwent
klasy o profilu matematyczno-fizycznym, stwierdzit: Ciekawig mnie wykresy
komputerowe ciekawych funkcyi.

Tabela 11. Tresci wyktadu interesujace studentéw

Treéci wyktadu Klasy Klasy Klasy
matemat. | o profilu | o profilu
og6lnym | biol.-chem.
i technika | RAZEM
Pochodna funkcji 14 9 3 26
Granica ciagu, funkcji 5 6 16
Przebieg zmienno$ci 5 5 1 11
Symbole nieoznaczone 1 4 6 11
Ciagi liczbowe 4 2 4 10
Kresy zbioru 1 4 4 9
Ciagtosé¢ funkcji 1 ) 3 9
Indukcja matematyczna 3 3 1 7
Wartosé bezwzgledna 1 3 0 4
Pojecie funkcji 1 1 1 3
Funkcje cyklometryczne 1 1 0 2
Liczby algebraiczne 1 0 1 2
Wszystkie tresci 1 0 1 2
Brak odpowiedzi 3 ) 3 11

Analizujac dalej wyniki zamieszczone w tabeli 11, warto zauwazy¢, ze na
czotowych pozycjach znajduja sie tematy zwigzane ze stosowaniem algorytméw
(np. wyznaczanie granic ciagéw i funkcji lub obliczanie pochodnych). Fakt ten
potwierdza uwage zamieszczona w paragrafie 1, ze poszczegdlne skladowe wie-
dzy werbalnej wzajemnie si¢ przenikaja. W obserwowanej grupie studentéw
wydaje si¢ prawdopodobne, ze sposoby i metody dziatania sg szybciej przyswa-
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jane, niz fakty i procedury oceniania. Swiadczy¢ o tym moze réwniez wypowiedz
ankietowanej absolwentki liceum ekonomicznego: cigg ¢ granica, poniewaz w li-
ceum nie patrzytam na cigg jak na funkcje, na analizie moja wiedza o ciggach
jest o wiele wieksza.

Sa jednak sytuacje, w ktérych same tresci moga budzié¢ zainteresowanie stu-
dentow. Absolwent liceum ogélnoksztalcacego z klasy o profilu ogélnym napisat:
Funkcje cyklometryczne zaciekawily mnie, ale nie umiem ich.

Zainteresowanie danym zagadnieniem moze by¢ spowodowane dzialalnoscia
dydaktyczng. Oto przyktad. Absolwent liceum ogdlnoksztalcacego z klasy o pro-
filu biologiczno-chemicznym napisal: twierdzenie o trzech ciggach, ze wzgledu
na zabawne poréwnanie przez prowadzgceqo Cwiczenia.

Na koniec zauwazmy, ze wérdéd ankietowanych znalazlty sie osoby niezain-
teresowane tematyka analizy lub nie umiejace jednoznacznie wskazaé¢ swych
zainteresowan. Jak nalezalo przypuszczaé jest ich najmniej w pierwszej grupie
ankietowanych (11%). W grupie drugiej stanowia oni prawie 18%. Najwiecej,
bo az 20%, jest ich w grupie trzeciej. O tym, ze brak odpowiedzi nie musi
oznacza¢ braku wlasnych preferencji odnosnie do tresci, $wiadczy¢ moze naste-
pujaca wypowiedZ absolwenta liceum o profilu ogdélnym: Nie ma takiego, ale
granice i pochodne funkcji sq fajne.

6.24. Trudnosci w studiowaniu podstawowych tresci z analizy matematycznej

W tej czedci pracy omowione zostang odpowiedzi na pytania: 9-15. Przed-
stawione sa w nich opinie studentéw na temat opanowania przez nich dziesieciu
wybranych pojeé z wykladu (pytania 10, 11, 12). Dokonano réwniez wyboru
najlatwiejszych oraz najtrudniejszych, zdaniem studentéw, twierdzen, ktérych
dowody musieli przygotowaé na egzamin ustny (pytania 13, 14, 15). Przedsta-
wione zostana takze opinie ankietowanych na temat jezyka, w ktérym formu-
towane byly definicje i twierdzenia (pytanie 9).

Z rys. 6 mozemy odczytaé, ktére z wymienionych w ankiecie poje¢ analizy
zostaly, zdaniem studentow, opanowane dobrze, a ktore stabo. Oto lista tych
pojeé ustawiona przez nich od najlatwiejszego do najtrudniejszego (w nawiasie
podano numer tego pojecia na osi poziomej wykresu z rys. 6):

— funkcja réznowartosciowa (5),

— funkcja odwrotna (6),

— ciag liczbowy zbiezny do granicy skoficzonej i granica funkcji (7), (8),
— ciag liczbowy zbiezny do nieskonczonosci (9),

— zbidr ograniczony, kresy zbioru (1), (3),

— zbidr nieograniczony (2),

— symbol nieoznaczony (10),

— zbidr przeliczalny (4).
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Do najlepiej opracowanych na wyktadzie studenci zaliczyli pojecia: ciagu
liczbowego zbieznego do granicy skonczonej (8) i granicy funkcji (7) oraz ciagu
liczbowego zbieznego do nieskorficzonosci (9) i funkeji odwrotnej (6).

Natomiast do pojeé¢ najstabiej opracowanych zaliczono symbole nieoznaczo-
ne (10) i zbiory przeliczalne (4). Pojecie kresu zbioru (5) znajduje sie w §rodku
tej listy, zaraz za pojeciem funkcji odwrotnej. Ankietowani wskazali réwniez, ze
na ¢wiczeniach najlepiej opanowali pojecia: kreséw zbioru (3), funkeji ré6znowar-
tosciowej (5), ciagu liczbowego zbieznego do granicy skoniczonej (8) i ciaglosci
funkcji. Natomiast, podobnie jak na wykladzie, do pojeé najstabiej opracowa-
nych zaliczono symbole nieoznaczone (10) i zbiory przeliczalne (4). Moze wla-
$nie dlatego, mimo odestania do literatury przedmiotu, zadanie 5 na egzaminie
pisemnym wypadlo stabo (paragraf 5.1).
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A
2 4 O pytanie 10
A pytanie 11
1 + A pytanie 12
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Rysunek 6

W odpowiedzi na pytanie 13 studenci wskazali twierdzenia z kursu analizy
matematycznej pierwszego semestru, ktérych dowody nie sprawilty im trudno-
Sci. W tabeli 12 podano jedynie twierdzenia wskazane przez wiecej niz pieciu
badanych.

Twierdzenie 1 ma prosty indukcyjny dowdd oparty na nieskomplikowanym
oszacowaniu. Twierdzenia o sumie i réznicy ciggdéw zbieznych rowniez nie wy-
magaja subtelnych rozwazan, zwlaszcza wtedy, gdy chce sie skorzystaé z jedno-
rodnodci przejécia granicznego. Dowdd twierdzenia 3 tez jest prosty, gdyz wy-
maga jedynie skorzystania z definicji funkcji odwrotnej i ztozenia funkcji. Mimo
to zastosowanie tego twierdzenia nastreczato wielu studentom spore trudnosci
podczas egzaminu ustnego. Trudnoéci te byly dwojakiego rodzaju:
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— nieznajomo$¢ tego twierdzenia — podejmowano wtedy prébe rysowania
wykresu funkcji i funkcji odwrotnej, ale nie umiano postuzyé¢ sie¢ kon-
strukcja wykresu, bedacego ztozeniem tych funkcji;

— stosowano twierdzenie, ale mylono dziedzing otrzymanej funkcji tozsamo-
Sciowej.

Tabela 12. Twierdzenia, ktérych dowody nie sprawiajg trudnosci

Lp. Twierdzenie Liczba
gloséw

1. | nier6wnosé Bernouliego 28
2. | dzialania w zbiorze ciagéw zbieznych (suma, réznica) 28
3. | twierdzenie o sktadaniu funkcji z funkcja odwrotna 25
4. | twierdzenie o trzech ciagach 24
5. | twierdzenie o jednoznacznosci granicy ciagu 23
6. | zbior liczb naturalnych nie jest ograniczony z géry 14
7. | arcsinx + arccosz = g, x €[-1,1] 11
8. | arctgw +arctgr = 5, z € R 8

Twierdzenie 4 ma réwniez tatwy dowdd oparty na dwu przestankach: defini-
cji granicy oraz zastosowaniu stosownej nieréwnoéci. Twierdzenia 5 i 6 to przy-
ktady dwu twierdzen, ktorych dowody prowadzone byly metoda ,nie wprost”.
Réwniez i w nich liczba przestanek, jakie stosuje sie w dowodzie, jest niewiel-
ka. Natomiast dowody twierdzen 7 i 8 oparte sa na rutynowym zastosowaniu
definicji stosownych funkcji cyklometrycznych.

Odpowiadajac na pytanie 14, ankietowani stworzyli liste twierdzen, ktorych
dowody byty dla nich trudne (tabela 13). Tu réwniez ograniczymy sie tylko do
twierdzen wskazanych przez wiecej niz 5 studentéw.

Dowody twierdzen wymienionych w tabeli 13 sa bardziej skomplikowane od
twierdzen z tabeli 12. Wymagaja subtelnych rozumowan. Wigkszo$¢ z nich to
dowody istnienia, polegajace na konstruowaniu stosownych obiektéw.

Oto najczestsze trudnodci, ktore wskazali studenci odpowiadajac na pytanie
15 ankiety. Przyczyny te podzielimy na nastepujace grupy:

a) merytoryczne — skomplikowany dowdd zlozony z wielu elementéw, wy-
magajacy wykorzystania nowych pojeé¢ (np. przeliczalnosci zbioru, ciagu
Cauchy’ego, definicji Cauchy’ego granicy funkcji), innych twierdzen lub
technik (np. szacowanie, konstrukcja), dtugi dowéd;



Z badan nad wprowadzeniem podstawowych tresci analizy matematycznej 267

b) dydaktyczne — skomplikowany zapis i zbyt formalny jezyk prowadzacego
zajecia, nieprecyzyjne wyjasnienia dowodu, rozumowania oparte czasem
na zadanych wczeéniej fragmentach z literatury do samodzielnego przy-
gotowania, luki w dowodzie przeznaczone do samodzielnego uzupelnienia
przez stuchacza, za malo czasu po$wieconego na omoéwienie dowodu;

¢) subiektywne, tkwiace w studentach — luki w przygotowaniu do wykla-
du, niekorzystanie ze wskazanej literatury, trudnosci w zrozumieniu i za-
pamietaniu poszczegélnych etapéw dowodu, trudnosci ze zrozumieniem
planu dowodu, brak wiary w mozliwosci zrozumienia wyktadanego mate-
riatu.

Tabela 13. Twierdzenia, ktérych dowody sprawiaja trudnosci

Lp. Twierdzenie Liczba

glosow

1. | zbiezno$¢ ciagu (1 + %)n 41

2. | twierdzenie Bolzano-Weierstrasa 32

3. | twierdzenie o ciagu zstepujacym przedzialéw 14

4. | twierdzenia o przeliczalnosci pewnych zbioréow 14
5. | twierdzenie o réwnowaznosci definicji

Cauchy’ego i Heinego 7

6. | konsekwencje aksjomatu ciaglosci 7

7. | kazdy ciag Cauchy’ego jest zbiezny 7

Jest rzecza niewatpliwa, ze na zrozumienie wykltadu lub éwiczen duzy wplyw
ma sposob formulowania definicji i twierdzen. Zagadnieniu temu poswiecone
bylo pytanie 9, w ktérym studenci wypowiadali sie na temat sposobu wypo-
wiadania definicji i twierdzen.

7 rys. 7 wynika, ze w kazdej grupie ankietowanych:

a) najbardziej zrozumialy jest zapis stowny,
b) niespelna polowa preferuje zapis symboliczny.

W materialach przygotowywanych do wykladu pojawialy sie na ogot obie
formy zapisu.
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6.25. Umiejetnos¢ rozwigzywania standardowych probleméw

W tym fragmencie pracy opiszemy odpowiedzi na pytanie 16. Dotyczyto ono
umiejetnoséci postugiwania si¢ technikami rachunkowymi przy rozwiazywaniu
podstawowych probleméw z analizy matematycznej.

Na rys. 8 przedstawiono odpowiedzi na to pytanie w poszczegdlnych grupach
badanych. Na osi poziomej uktadu wspélrzednych na tym rysunku liczbami od
1 do 10 zaszyfrowano nastepujace zagadnienia:

— wyznaczanie kreséw zbioru,

— rozwiazywanie réwnan i nieréwnosci z wartoscia bezwzgledna,
— wyznaczanie dziedziny funkcji,

— wyznaczanie obrazéw zbioru,

— wyznaczanie przeciwobrazéw zbioru,

— badanie réznowartosciowosci funkeji,

— odwracanie funkcji,

— badanie monotonicznosci ciagu,

© 00 ~J O U W N

— wyznaczanie granic ciagéw,

—
o

— wyznaczanie granic funkcji.

Na osi pionowej tego uktadu znajduja sie¢ Srednie liczby punktéw, ktére
ankietowani w kazdej grupie przyporzadkowali poszczegblnym czynnosciom.

Z wykreséw przedstawionych na tym rysunku wynika, ze najlatwiejsza czyn-
noécia dla studentéw w kazdej z grup badanych, jest wyznaczanie dziedzin
funkeji (3). Zapewne kojarza z ta umiejetnoscia rozwiazywanie prostych ukla-
déw nieréwnoéci. Nastepnymi umiejetno$ciami sg: badanie réznowartosciowosci
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funkcji (6) i wyznaczanie granic ciagéw (9). Te trzy umiejetnosci zostaly wynie-
sione przez wiekszo$¢ studentéw ze szkoly $redniej. Rownoczesnie ankietowani
ujawnili, ze umiejetno$é rozwigzywania réwnan i nieréwnoéci z wartoscia bez-
wzgledna (2) nie jest opanowana na poréwnywalnym poziomie przez wszystkich
studentow. Absolwenci klas licealnych o profilu biologiczno-chemicznym oraz
absolwenci technikéw nie opanowali tej umiejetnosci na nalezytym poziomie.
Z uwagi na fakt, ze biegle poslugiwanie si¢ wartoscia bezwzgledna jest waz-
na umiejetnoscia przy studiowaniu analizy matematycznej, ¢wiczenia z analizy
matematycznej nalezy rozpoczynaé od tego tematu.

Do umiejetnosci, ktére zdaniem studentéw kazdej z grup, sprawiaja im trud-
nosci, naleza: wyznaczanie przeciwobrazéw zbioréw (5), odwracanie funkcji (7)
oraz wyznaczanie granic funkcji (10). Opinia studentéw potwierdza trudnosei,
jakie ujawnili przy rozwiazaniu zadania 1 podczas egzaminu pisemnego (por.
5.1).

2 + O seria 1
A seria 2
1 + A seria 3

|
T T

I
T

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
8

Rysunek

6.2.6. Korzystanie z literatury przedmiotu

Studiowanie wymaga samodzielnej dziatalnosci i ustawicznego pogtebiania
tredci poznanych na wykladzie i éwiczeniach. Umiejetnosci tej nie wynosza
na ogél absolwenci ze szkét srednich. Jak to wynika z opisanych juz wyzej
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opinii (pytanie 15, paragraf 6.2.5), wola material podany bez luk i odsyla-
nia do literatury. W tej czeSci pracy omodwione zostang odpowiedzi na
pytania 17-20.

Jak odpowiadali studenci na pytanie o materialy, z ktorych korzystali pod-
czas przygotowania do zaje¢, pokazuje tabela 14. Przez materialy pomocnicze
rozumie sie tu przede wszystkim scenariusze wykladow dostarczane przez wy-
ktadowce oraz listy zadan i probleméw otrzymywane na ¢wiczeniach.

Tabela 14. Materialty do zajec

Rodzaj materialow Grupa I | Grupa 2 | Grupa 3 | Ogblem

Podrecznik 19 23 13 55
Zbior zadan 13 19 10 42
Materialy pomocnicze 24 25 14 63
Notatki wlasne 26 27 13 66

Jak sie nalezalo spodziewaé, na pierwsze miejsce wysuwaja si¢ materialy
przygotowywane przez prowadzacych zajecia i notatki wltasne. Odnotujmy réw-
niez, ze 79% badanych korzystalo z réznych podrecznikdéw z analizy i jedynie
60% siggalo po rézne zbiory zadan. Ponizej podano spis najczesciej uzywanych
podrecznikéw, w nawiasie wskazano liczbe ankietowanych, ktorzy je wymienili:

1. T. Krasinski, Analiza matematyczna. Funkcje jednej zmiennej (33);

A. Birkhole, Analiza matematyczna dla nauczyciela (5);
G. M. Fichtenholz, Rachunek rézniczkowy i calkowy (2);
F. Leja, Rachunek rézniczkowy i calkowy (2);

A e

R. Rudnicki, Wyklady z analizy matematycznej (2).
Wsréd zbioréw zadan ankietowani wymienili zbiory:

1. W. Krysicki, L. Wlodarski, Analiza matematyczna w zadaniach. Czesé 1
(36);
2. E. Wachnicki, Z. Powazka, Problemy analizy matematycznej w zadaniach.
Czesé 1 (18);
3. J. Bana$, S. Wedrychowicz, Zbidr zadari z analizy matematycznej (13);
4. A. Chronowski, H. Kakol, Z. Powazka, Granica i cigglo$é funkcji (5).
Zwroémy uwage réwniez na fakt, ze pojawili sie wéréd ankietowanych i ta-
cy, ktorzy nie wymienili ani jednego podrecznika, a jedynie ograniczyli sie do
notatek wlasnych i materialéw otrzymywanych od prowadzacych zajecia. Zwa-
zywszy, ze w ankiecie uczestniczylo jedynie 70 ze 145 oséb, mozna przypuszczad,
ze umiejetno$¢ samodzielnego studiowania nie jest jeszcze nalezycie rozwinie-
ta w calej populacji studentéw I roku. Wielce charakterystyczna w tej mierze
moze by¢ cytowana w paragrafie 3 wypowiedz o awersji do czytania ksiazek.
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Odpowiadajac na pytanie 18, respondenci ocenili w skali od 1 do 5, w jakim
stopniu scenariusze wykladéw pomogly w zrozumieniu i opanowaniu przedmio-
tu. Absolwenci klas matematycznych ocenili te materiaty na 4,48, absolwenci
klas o profilu ogélnym na 4, a absolwenci pozostatych szkél na 3,98. Wynika
stad, ze trud wlozony w przygotowanie tych materialéw nie zostal zmarnowany.
Mozna réwniez zaryzykowaé stwierdzenie, ze w zadowalajacy sposdéb pomogtly
studentom w pracy nad lepszym przyswojeniem tresci.

W ramach przygotowan do opisanego wyzej badania opracowany zostal
zbiér zadan wydany w formie skryptu (Wachnicki, Powazka 2002). Jak juz
wspomniano wczesniej, skrypt ten zawiera zadania latwiejsze, nadajace sie do
wykorzystania w czasie zaje¢ z analizy, oraz trudniejsze, przeznaczone do re-
ferowania na specjalistycznych zajeciach. Procent wykorzystania zadan z tego
skryptu w kazdej z badanych grup przedstawia tabela 15.

Tabela 15. Procent wykorzystania skryptu

Badani Nie pomogty | Czesciowo pomogtly | Pomogty
Grupa 1 41% 18% 41%
Grupa 2 30% 44% 26%
Grupa 3 40% 27% 33%
RAZEM 37% 31% | 32% |

Z tabeli 15 wynika, ze 37% badanych nie uzywalo zadan ze skryptu, cho-
ciaz do kazdego z nich dolaczone jest pelne rozwiazanie. Pozostala czesé ankie-
towanych podjeta prébe studiowania tych rozwiazan. Dla 32% ogélnej liczby
respondentéw zadania te i ich rozwiazania staly si¢ waznym narzedziem szkole-
niowym w procesie dowodzenia twierdzen, a 31% stwierdza, ze korzystala z tego
zbioru niekiedy.

Pytanie 20 mialo na celu sprawdzenie, w jaki sposéb studenci przygotowy-
wali sie do egzaminu. Uzyskane odpowiedzi prezentuje tabela 16. Ankietowani
ujawnili, ze do egzaminu przygotowywali si¢ przede wszystkim z wtasnych nota-
tek z wykladu. Na drugim miejscu plasuja si¢ materialy dostarczane im w czasie
zajec, dopiero potem podreczniki i zbiory zadan. Ponadto pojawily sie jeszcze
inne zrédla informacji. Byly to notatki z ¢wiczen lub ze szkoly $redniej oraz
pomoc kolezenska.

Dane liczbowe i odpowiedzi w ankiecie wskazuja na fakt, ze duza liczba
badanych studentéw korzysta wiecej niz z jednego Zrédla informacji. Sa jednak
i tacy, ktorzy nie uzywaja np. podrecznika lub notatek z wykladu. Hipoteze
te sugeruja dane liczbowe, ale nie ma gwarancji, czy ankietowani zmeczeni
dhugoscia ankiety odpowiadali na pytania w do konca przemyslany sposéb.
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Tabela 16. Przygotowanie do egzaminu

Rodzaj materialow Grupa 1 | Grupa 2 | Grupa 3 | Ogoéltem

Podrecznik 16 16 8 40
Zbior zadan 13 14 5 32
Materialy pomocnicze 19 15 9 43
Notatki wlasne 25 23 12 60
Inne 3 5 1 9

6.271. Trudnosci w studiowaniu matematyki

Ostatnie dwa pytania ankiety (21, 22) dotycza refleksji na temat zajeé
w pierwszym semestrze studiéw. Ankietowani wskazywali przedmioty ich zda-
niem najlatwiejsze i najtrudniejsze oraz prébowali uzasadnié te opinie.

Do najlatwiejszych przedmiotéw zaliczono geometrie elementarna (41% an-
kietowanych). W uzasadnieniu podkreslono, ze merytorycznie tematyka wykla-
du jest bliska szkole $redniej. Wyklad i ¢wiczenia sa prowadzone przejrzyscie,
z duza dbaloscia o to, by sluchacze zrozumieli przedstawiany material. Mozli-
wo$¢ postuzenia sie rysunkiem pomaga w zrozumieniu teorii.

Na drugim miejscu ulokowala sie analiza matematyczna (40% responden-
téw). W uzasadnieniu swego wyboru studenci podkredlili, ze przedmiot jest
réwniez dobrze osadzony w matematyce szkolnej, ma wiele ciekawych aspek-
toéw i prowadzony jest przystepnie.

Niewielkie (10%) zainteresowanie zdobyl wstep do matematyki. Ci, kto-
rzy go wskazali jako najlatwiejszy przedmiot, podkreslali jego logiczna budowe
i ciekawe zadania rozwiazywane na ¢wiczeniach.

Do najtrudniejszych przedmiotéw ankietowani zaliczyli przede wszystkim
algebre (47%). Podkreslano przy tym, ze material jest bardzo odlegly od ma-
tematyki szkolnej i abstrakcyjny. Wymaga kojarzenia wielu nowych definicji
i twierdzen. Nie ulatwial studiowania brak korelacji miedzy wykladem a éwi-
czeniami.

Drugim przedmiotem sprawiajacym studentom spore trudnosci byl wstep
do matematyki. Swe trudnoéci studenci uzasadniali dosy¢ podobnie: przedmiot
abstrakcyjny, wymagajacy logicznego myslenia, ¢wiczenia sprowadzaly sie do
dowodzenia réznych twierdzen, wiele nietypowych zajeé.

Nalezy réwniez odnotowad, ze 23% badanych wskazalo na trudnosci z ana-
lizy matematycznej. Stwierdzili, ze mimo iz przedmiot mial zwiazki z matema-
tyka szkolna, to bylo w nim wiele dowodéw i duzo materialu do zrozumienia,
trzeba byto zatem poswieci¢ wiele czasu temu przedmiotowi.
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7.  Wnioski z badan

W paragrafie 2 niniejszej pracy zostaly sformutowane cele i zadania szcze-
gbélowe prezentowanych badan. Prébe odpowiedzi na postawione tam pytania
w Swietle uzyskanych wynikéw zostaly zawarte z paragrafie 6.

W tej czedci pracy podejmiemy prébe sformutowania kilku wnioskéw. Maja
one charakter hipotetyczny, gdyz obserwacje prowadzone byly w prébie 188
0séb rozpoczynajacych studia w konkretnym okresie, tzn. w roku 2003. Formu-
lowanie wnioskow bardziej kategorycznych wymagaloby znaczacego rozszerze-
nia liczby badanych.

Oto te spostrzezenia:

1. Osiagnigcia studenta pierwszego roku sa w pelni zdeterminowane przez
wiedze wyniesiong ze szkoly éredniej. Widzimy to wyraznie, analizujac
odpowiedzi na pytania 21 i 22 ankiety (paragraf 6.2.7 i rysunki 2-4 (para-
graf 6.2.1). W odpowiedziach tych znajduje potwierdzenie sformulowana
przez Z. Krygowska wypowiedz:

Uczen tworzy sobie taka koncepcje matematyki, jaka mu sie¢ ukazuje
przez pryzmat rozwiazywanych przez niego zadan. Stosunek ucznia
do matematyki i motywacje uczenia sie tego przedmiotu w duzej
mierze od tego zaleza.

(Krygowska 1977, t. 3, s. 3)

Studenci wysoko oceniali te przedmioty, ktére mialy oparcie w programie
szkoly $redniej, natomiast narzekali na konieczno$é dowodzenia i postugi-
wania sie mysleniem abstrakcyjnym. Widaé¢ nie robili tego w poprzednim
etapie nauczania lub zajmowali si¢ tym rzadko. Z analizy rysunkéw 2-
4 wynika, ze uczniowie klas matematycznych znali juz dos¢ duza liczbe
poje¢ niezbednych do zrozumienia kursu analizy. Z tego powodu bylo
im na pewno latwiej, przynajmniej w poczatkowym okresie studiowania
omawianego przedmiotu. W znacznie trudniejszej sytuacji byli absolwenci
klas o profilu ogbélnym, a zwlaszcza klas o profilu biologiczno-chemicznym
i absolwenci technikéw.

2. Nie wszyscy studenci wyniesli ze szkoly zamilowanie do czytania i samo-
dzielnego poszukiwania literatury na zadany temat. Umiejetnosé ta jest
bardzo wazna przy studiowaniu matematyki, cho¢ jak pisze J. Konior:

Tekst matematyczny ma specyficzng wsréd innych tekstow budowe
i wymaga specjalnych technik czytania (... ) szkota ma przygotowy-
waé do samodzielnego uczenia sie, nie moze wigc pomijaé korzystania
z podrecznika, w tym z tekstu matematycznego.

(Konior, 1991)
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Na umiejetnoéé¢ korzystania z tekstu matematycznego zwraca uwage
B. J. Nowecki:

Jednym z waznych zrédet wiedzy matematycznej, jaka powinien

uczen zdobyé w szkole, jest tekst matematyczny zawarty przede

wszystkim w podrecznikach szkolnych. Umiejetnos$é korzystania z te-

go tekstu ma znaczenie nie tylko dorazne, ograniczajace sie do opa-

nowania okreslonych wiadomosci. Jest ona jednym z waznych celéw

ogdlnych nauczania matematyki. Chodzi o to, by uczen, zdobywajac

i rozwijajac owa umiejetnos$¢, odnosit korzyé¢ podwdjna:

— z jednej strony poznawal nowe tresci,

— z drugiej uczy! sie¢ samodzielnego uczenia si¢ matematyki za po-
mocy lektury tekstu matematycznego.

(Nowecki, 1984)

Jak wynika z odpowiedzi na pytania 17 i 20 (paragraf 6.2.6) oraz z opisu
motywacji studentéw do studiowania (paragraf 3), dla niektérych studen-
téw gléwnym zrédltem informacji byty notatki wlasne.

3. Wielu studentéw pierwszego roku mialo duze trudnosci w postugiwaniu
sie zapisem symbolicznym definicji i twierdzen. Niezaleznie od tego, jaki
typ szkoty ukonczyli ankietowani, ponad potowa z nich wskazala, ze woli
sformutowania stowne od symbolicznych z uzyciem kwantyfikatoréw i for-
mul logicznych (pytanie 9 paragraf 6.2.4). Problem ten jest znany i opisa-
ny w pracach z dydaktyki matematyki (Krygowska, 1977b, s. 27) Wynika
stad wazna wskazéwka dla wykladowcéw, ze ustalenie oceny z przedmiotu
jedynie na podstawie egzaminu pisemnego nie jest wystarczajace. Rozmo-
wa ustna daje duzo lepszy obraz wiedzy studenta niz tylko sam egzamin
pisemny.

4. Istota ksztalcenia matematycznego jest zapoznawanie z dowodami twier-
dzen. Jak pisze S. Turnau:

Pojecie dowodu twierdzenia i jego roli w strukturze jakiej$ teorii
matematycznej musza niewatpliwie by¢ zaliczane do tego, co nazy-
wa sie metoda matematyczna; wiecej: to jeden z najistotniejszych
elementéw tej metody.

(Turnau, 1972)

Obserwacje pokazuja, ze studenci latwiej przyswajaja dowody nieskom-
plikowane, o przejrzystej budowie logicznej, wymagajace zastosowania
jednej lub dwu definicji, niz dowody zlozone, wymagajace skomplikowa-
nych i subtelnych rozumowan (pytania 13, 14, 15, paragraf 6.2.4). Z ob-
serwacji indywidualnej podczas egzaminu ustnego lub ¢wiczen wynika, ze
radza sobie oni z latwiejszymi dowodami, a maja zasadnicze problemy
z trudniejszymi rozumowaniami. Zdarza si¢ réwniez, ze przy pozytywnej
motywacji i pewnym wysitku intelektualnym niektérzy z nich potrafia
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zrozumie¢ bardziej skomplikowane dowody (np. dowéd twierdzenia Bol-
zano-Weierstrassa).

Wydaje sie zatem wlasciwe wyrdéznienie (przynajmniej na potrzeby tej
pracy) pewnych grup twierdzen ze wzgledu na budowe ich dowodéw.

Pierwsza grupe tworza twierdzenia, ktérych dowody sa typu operacyjne-
go, tzn. otrzymywane w wyniku przejrzystego ciagu operacji rachunko-
wych opartych np. na definicji jednego pojecia, wzglednie bezposrednio
wynikajace z kilku twierdzen. Do twierdzen takich zaliczy¢ mozna: nie-
réwnosé Bernouliego, dzialania w zbiorze ciagéw zbieznych (suma, réz-
nica), twierdzenie o trzech ciagach, twierdzenie o jednoznacznosci gra-
nicy ciggu, dodawanie arcuséw (arcsinz +arccosz =3, z € [—1,1];
arctgx + arcctgx = 5, r € R), dzialania na pochodnych.

Do drugiej grupy zaliczamy twierdzenia, ktérych dowody sa typu kon-
strukcyjnego. W tych dowodach wykonuje sie konstrukcje istniejacego
obiektu lub dedukuje jego istnienie z innych twierdzen. Do tej grupy
mozna zaliczy¢ twierdzenia bedace konsekwencjami aksjomatu ciaglosci
(np. twierdzenie o nieograniczonosci zbioru liczb naturalnych, twierdze-
nie o istnieniu cechy liczby rzeczywistej, twierdzenie o ciagu zstepujacym
przedzialéw domknietych), twierdzenie Bolzano—Weierstrassa.

Grupe trzecia tworza twierdzenia, ktérych dowody sktadaja si¢ z co naj-
mniej dwu autonomicznych fragmentéow. Uswiadomienie sobie struktury
wzajemnych zwigzkow miedzy tymi fragmentami utatwia opanowanie do-
wodu i jego odtworzenie. Do tej grupy naleza np. dowdd, ze dana liczba
jest granica ciagu lub granica funkcji w punkcie (wg definicji Cauchy’ego).

Dowody twierdzen grupy pierwszej oparte sa bezposrednio na definicji
pojecia lub jej zaprzeczeniu, a sposoby postepowania daja si¢ opisaé pro-
stymi algorytmami rachunkowymi. W dowodach twierdzen grup drugiej
i trzeciej spotykamy si¢ na ogdl z bardziej zlozonymi metodami poste-
powania, np. z szacowaniem. Obserwacje pokazuja, ze dowody twierdzen
7 grupy pierwszej sa przyswajane przez studentoéw bez wiekszych trud-
noéci. Natomiast dowody twierdzen grup drugiej lub trzeciej, ze wzgledu
na swa budowe lub stosowane tam metody, stwarzaja studentom duze
trudnodci (pytanie 15, paragraf 6.2.4).

. Wyniki egzaminu pisemnego (paragraf 6.2.1) wskazuja, ze wyr6znione
przez J. Lompschera (Lompscher, 1972; Nowak, 1989) skladowe wiedzy
werbalnej przenikaja sie wzajemnie. Wydaje sie, ze niektorzy studen-
ci zdobywaja szybciej znajomosé przepiséw lub sposobéw dzialania od
znajomosci faktéw lub kryteridéw oceny. Zjawisko to zalezy zapewne od
motywacji do studiowania przedmiotu. Moze to by¢ réwniez pozostalosé
szkolnego uczenia si¢ przedmiotu polegajacego na rozwiazywaniu wie-
lu typowych zadan ¢wiczacych biegloéé postugiwania sie standardowymi
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procedurami rachunkowymi, takimi jak rozwiazywanie réwnan liniowych
i kwadratowych, ich uktadéw, wyznaczanie granic ciagéw itp.

6. Analiza odpowiedzi na pytanie 16 (paragraf 6.2.4, rys. 8) sugeruje, ze
zadania rozwiazywane przez studentéw na zajeciach z analizy matema-
tycznej mozna, podobnie jak w badaniach A. Sfard i L. Lichnievski nad
rozumieniem przez uczniéw wyrazen algebraicznych (Turnau, 1994), po-
dzieli¢ na trzy grupy:

(a)

()

Zadania, do rozwigzania ktérych wystarczaja jedynie umiejetnosci
operacyjne rozumiane tu jako stosowanie klasycznych procedur ra-
chunkowych.

Do grupy tej nalezg np. zadania na wyznaczanie dziedziny funkcji,
badanie jej réznowarto$ciowosci, wyznaczanie granic ciagbéw. Stu-
denci rozwiazujac zadania na wyznaczanie dziedziny funkcji, sto-
sowali koniunkcje kilku elementarnych nieréwnosci, wynikajacych
z wykonalnosci dziatan algebraicznych. Badanie réznowarto$ciowo-
$ci sprowadzalo sie na ogdl do rozwazania réwnosci f(z1) = f(x2)
i wnioskowania z niej o zwigzku miedzy liczbami z; oraz xs. To
wnioskowanie sprowadzalo sie zazwyczaj do stosowania wlasnosci
funkcji elementarnych. Réwniez wickszos¢é zadan na obliczanie gra-
nicy ciagu, znajdujacych sie¢ w réznych zbiorach, sprowadzato si¢ do
wykonywania standardowych algorytméw i nie wymagato bardziej
skomplikowanych operacji myslowych.

Zadania, do rozwiazania ktérych niezbedne jest rozumienie struktu-
ralne.

Student wykorzystuje do rozwiazania analogie i zdobyte doswiadcze-
nia, podejmuje prébe przeksztalcenia postawionego problemu do sy-
tuacji umozliwiajacej wykorzystanie znanego postepowania. Do gru-
py tej mozna by zaliczy¢é zadania na wyznaczanie kresow zbioru,
wyznaczanie obrazow zbioru, odwracanie funkcji, badanie monoto-
nicznoéci ciagéw liczbowych, wyznaczanie granic funkcji. Powyzsze
zagadnienia sg znacznie trudniejsze od tych, ktore pojawily sie w po-
przedniej grupie. Do ich rozwiazania, jak pokazuja wyniki egzaminu
pisemnego (paragraf 6.2.1), nie wystarcza ani sama znajomos¢ sto-
sownej definicji (kresu zbioru, obrazu zbioru, funkcji odwrotnej, mo-
notonicznosci ciagu, granicy funkeji), ani umiejetnosé rozwiazywania
standardowych réwnan i nieréwnosci czy obliczania granic pewnych
typow ciggdw. Bez rozumienia struktury danego problemu i umie-
jetnodci zastosowania odpowiedniego algorytmu rozwiazanie takiego
zadania skazane jest na porazke.

Zadania, do ktorych rozwiazania potrzebne jest rozumienie funkcyjne.
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Postawiony problem jawi sie tu w umysle studenta nie jako obraz
izolowanego pojecia, ale w powiazaniu z innymi znanymi juz fakta-
mi. Rozwiazujacy, w wyniku posiadanego juz doswiadczenia, moze
przeksztalca¢ ten obraz i wybiera¢ najwlasciwsze drogi rozwiazania
zadania. W tej grupie znajduja si¢ np. niektore rownania i nieréwno-
Sci z wartoscig bezwzgledna, wyznaczanie przeciwobrazow zbiorow.

Opisany tu podzial zadan zalezy od subiektywnych umiejetnosci studen-
ta oraz od jego przygotowania do studiéw wyzszych, czyli od profilu wy-
ksztalcenia w szkole $redniej (por. rys. 8).

. Jak juz wspomniano w paragrafie 1, we wlasciwym rozumieniu i popraw-
nym postugiwaniu sie pojeciami abstrakcyjnymi pomaga dobra znajo-
mo$¢ modeli tych pojeé. Splycanie treSci matematycznych w obecnych
programach szkot ponadgimnazjalnych i zmniejszanie liczby godzin prze-
znaczonych na lekcje z matematyki powoduje w konsekwencji sprowadza-
nie edukacji do zaznajamiania mtodziezy z podstawowymi algorytmami,
czesto bez glebszej refleksji nad poznawanymi zagadnieniami. Tymcza-
sem matematyka rozwija sie coraz szybciej i nowe tresci musza pojawiac
sie¢ w programach studiéw matematycznych. Na problem ten zwracano
juz uwage w 1967 roku na miedzynarodowym kolokwium poswieconym
korelacji matematyki z fizyka. W dokumencie z tego kolokwium napisano:

Matematyka rozwija si¢ coraz bardziej w kierunku ogdlnej teorii
o strukturach. Im zawdziecza ogromne mozliwosci zastosowan (... ).
Znajomos¢ i opanowanie tych struktur, postugiwanie sie nimi w uj-
mowaniu rzeczywistosci, to prawdziwe cele nauczania matematyki.
Niektore z tych struktur sa tak elementarne, ze bytoby stuszne po-
stugiwaé si¢ nimi juz w dziecinstwie.

(Krygowska, 1977, s. 15)

Zmajomosé poje¢ z analizy matematycznej, ktore przed 2002 rokiem byty
w programach szkolnych, w istotny sposéb zalezy od tego, jaki profil
koniczy uczen szkoly $redniej (zob. rys. 2-4). Nie jest to zapewne zjawisko
spotecznie niepozadane, gdyz nie wszyscy maja talent do studiowania ma-
tematyki, ale z tego faktu musza sobie zdawaé sprawe uczniowie, ktorzy
chca studiowaé¢ matematyke.

. Podsumowujac uzyskane przez studentéw wyniki pod wzgledem realizacji
zalozonych celéw nauczania, przyjetych w paragrafie 1, nalezy stwierdzi¢
na podstawie wynikéw egzaminu (tabela 2) i opinii studentéw (paragraf
6.2.7), ze na poziomie celéw pierwszego poziomu, wyniki mozna uznaé
za zadawalajace. Nieco gorzej bylo z celami drugiego poziomu (analiza
matematyczna zostala uznana przez studentéow jako drugi pod wzgledem
przystepnosci przedmiot matematyczny na roku pierwszym). O realizacji
celéw trzeciego poziomu bedzie mozna co$ powiedzie¢ doktadniej po pod-
sumowaniu wynikéw tego roku jesienia 2004. Z obserwacji prowadzacego
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zajecia mozna powiedzie¢, ze pojawila sie niewielka grupa oséb podejmu-
jaca samodzielne proby wlasnej dziatalnosci naukowe;j.

9. Stosowane metody aktywizowania studentow i przyzwyczajania ich do sa-
modzielnego my$lenia i zrozumienia przyswajanego materialu okazaly sie
nie do konca skuteczne. Egzamin ustny ujawnil grupe oséb, ktére uczyty
si¢ na pamieé¢ bez zrozumienia. Problem ten pojawia si¢ przy wielu egza-
minach. Mozna go wyeliminowa¢ chyba jedynie przez stawiane studentom
niestandardowych probleméw w trakcie calego procesu edukacyjnego.

10. Umiejetne stosowanie komputeréw lub kalkulatoréw graficznych moze
spowodowaé¢ wzrost zainteresowania zagadnieniami z analizy i pomoéc
w zrozumieniu jej pojeé (por. Kakol, Ratusinski, 2004). Wymaga to jed-
nak, jak sie wydaje, glebszych zmian tak w programie, jak réwniez w or-
ganizacji prowadzenia zajec.
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Aneks Zalacznik 1

Ankieta sondazowa dotyczaca analizy matematycznej

1. Wskaz wlasciwy typ szkoly, do ktorej uczeszczates, zakreslajac stosowng odpowiedz:
a) liceum ogodlnoksztalcace , klasa o profilu
b) liceum profilowane (profil...............ccoiiiiiiiii.. ),
¢) technikum.

2. Ustaw w kolejnosci od 1 do 13 zagadnienia matematyczne, ktore byly szczegolnie
ulubione w szkole $redniej. Jezeli jakis temat nie byt realizowany, zaznacz go cyfra 0.
Uwaga! 1 oznacza, ze dany temat byl najbardziej ulubiony, a 13 — najmniej ulubiony.

Temat Liczba punktéw

Elementy logiki

Funkcje (badanie wladnosci tworzenie wykresow bez pomocy pochodnej)
Badanie funkcji przy pomocy pochodnej

Réwnania i nierdwnoéci liniowe i kwadratowe

Rownania i nieréwnosci wielomianowe i wymierne

Roéwnania i nier6wnosci z wartoscig bezwzgledna

Roéwnania i nier6wnosci wyktadnicze, logarytmiczne i trygonometryczne
Ciagi liczbowe (arytmetyczny i geometryczny)

Badanie granic ciggéw liczbowych

Geometria analityczna

Geometria plaska (planimetria)

Stereometria

Rachunek prawdopodobienstwa

3. Napisz w kilku stowach, jaka byta Twoja motywacja do wyboru kierunku studiow.

W ponizszej tabeli podano najwazniejsze pojecia, ktore pojawity si¢ na wyktadzie z analizy
matematycznej w pierwszym semestrze. W kolumnach tej tabeli zaznacz znakiem ,.x”
odpowiedzi na pytania 4, 5, 6, 7.

4. Ktore z tresci ksztalcenia z zakresu analizy matematycznej byty Ci znane ze szkoty
Sredniej?

5. Jakie tres$ci matematyczne (pojecia lub twierdzenia) z analizy matematycznej
sprawiaja Ci najwigcej trudnosci?

6. Ktorym tresciom matematycznym poswigcono Twoim zdaniem zbyt mato czasu:
a) na wykladzie z analizy matematycznej,
b) na ¢wiczeniach z tego przedmiotu ?

7. Ktérym tresciom matematycznym poswigcono Twoim zdaniem zbyt duzo czasu:
a) na wykladzie z analizy matematycznej,
b) na ¢wiczeniach z tego przedmiotu ?
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Tresci matematyczne Pytanie 4 Pytanie 5 Pytanie 6 Pytanie 7

a) b) a) b)

Zbiory ograniczone
i nieograniczone

Kresy zbioru

Twierdzenie o indukcji

Ciaglos¢ zbioru liczb
rzeczywistych

Funkcja

Obraz zbioru

Przeciwobraz zbioru

Ograniczonos¢
i nieograniczonosc¢
funkcji

Sktadanie funkcji

Roéznowartosciowosé
funkcji

Wartos¢ bezwzgledna

Funkcja odwrotna

Funkcja wyktadnicza

Funkcja logarytmiczna

Funkcje cyklometryczne

Ciagi liczbowe

Podciag ciagu

Zbieznos¢ ciagu do
granicy skonczonej

Granice niewlasciwe

Ciagi Cauchy’ego i ich
wlasnosci

Granica dolna i gérna
ciggu

Granica funkcji
w punkcie

Granice jednostronne
funkcji w punkcie

Symbole nieoznaczone

Ciaglos¢ funkcji

Pochodna funkcji

Zastosowanie
pochodnej do badania
funkcji

8. Jakie pojecie matematyczne na zajgciach z analizy matematycznej zaciekawito Cig
najbardziej?
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9. Zakresl, ktory ze sposobow formutowania matematycznych wypowiedzi jest dla
Ciebie najbardziej zrozumiaty:

a) wypowiedz stowna,
b) wypowiedz z uzyciem kwantyfikatoréw i symboli logicznych.

W ponizszej tabeli podano dziesigé istotnych dla kursu analizy matematycznej haset

programowych, ktdre moga stwarzaé¢ okreslone trudnosci. Udziel w tej tabeli odpowiedzi na
pytania: 10,11, 12.

10. Ocen (w skali od 1 do 10) trudnos¢ poje¢ podanych w tabeli.
11. W skali od 1 do 10 ocen opracowanie poszczegdlnych poje¢ na wyktadzie z analizy
matematyczne;j.

12. W skali od 1 do 10 ocen opracowanie poszczegdlnych pojeé¢ na ¢wiczeniach z analizy
matematyczne;j.
Uwaga do pytan 10 — 12: 1 oznacza, ze dane poj¢cie masz zle opanowane, 10 oznacza, ze
dane pojecie masz dobrze opanowane.

Pojecie matematyczne Skala trudnosci
Pytanie 10 Pytanie 11 Pytanie 12

Zbidr ograniczony,

Zbior nieograniczony

Kresy zbioru

Zbidr przeliczalny

Funkcja réznowartosciowa

Funkcja odwrotna

Granica funkcji

Ciag liczbowy zbiezny do granicy skonczonej
Ciag liczbowy zbiezny do nieskonczonosci
Symbol nieoznaczony

13. Wymien trzy twierdzenia z kursu analizy matematycznej (I semestr), ktorych dowody
nie sprawily Ci zadnych trudnosci.

14. Wymien trzy twierdzenia z kursu analizy matematycznej (I semestr), ktorych dowody
sprawily Ci najwigksza trudnosc.

15. Wskaz, na czym polegaly trudnosci w zrozumieniu dowoddw twierdzen z pytania 14.

16. Ocen (w skali od 1 do 10) Twoje umiejgtnosci przy rozwigzywaniu podanych
problemow
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Uwaga: 1 oznacza, ze danego problemu nie umiesz rozwigzaé, 10 oznacza, ze dany problem
nie sprawia Ci zadnych trudnosci.

Problemy matematyczne Skala punktowa

Wyznaczanie kreséw zbioru

Rozwigzywanie rownan i nierdbwnosci z
wartoscig bezwzgledng

Wyznaczanie dziedziny funkcji

Wyznaczanie obrazow zbioru

Wyznaczanie przeciwobrazow zbioru

Badanie roznowartosciowosci funkcji

Odwracanie funkcji

Badanie monotonicznosci ciagow

Wyznaczanie granic ciggéw

Wyznaczanie granic funkcji

17. Zakresl, z jakich materialéw korzystate$ przygotowujac si¢ do zaje¢ z analizy:
a) podrecznik (jaki?),
b) zbior zadan (jaki?),
¢) materialy pomocnicze dawane przez wyktadowce,
d) notatki wlasne.

18. Ocen w skali od 1 do 5, w jakim stopniu materialy pomocnicze opracowane przez
wyktadowce pomogly Ci w zrozumieniu i opanowaniu przedmiotu? ...............
Uwaga: 1 oznacza, ze nie Korzystales z tych materialow, 5 oznacza, ze korzystales z nich
SEALE. L.t
19. Czy zadania ze skryptu (E. Wachnicki i Z. Powazka Problemy analizy matematycznej
w zadaniach) przygotowywane do referowania pomogly Ci w zrozumieniu metod

rozwigzywania problemow z analizy matematycznej?

21. Ktory z przedmiotéw matematycznych z I semestru studiow byt wedlug Ciebie
najlatwiejszy? Z jakiego powodu?

22. Ktory z przedmiotow matematycznych z I semestru studiow byt wedtug Ciebie
najtrudniejszy? Z jakiego powodu?
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Zalacznik 2
Aksjomat ciaglo$ci i jego konsekwencje

1. DEFINICJA 2.1
a) Zbidr A c R nazywamy ograniczonym z dotu wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje liczba rzeczywista a taka, ze
Viead <X.
b) Zbior A c R nazywamy ograniczonym z gory wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje liczba rzeczywista b taka, ze
vxe A X <b.
¢) Zbiér A c R nazywamy ograniczonym wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja
liczby rzeczywiste a i b takie, ze
Vieaad <X < b,

Definicje 2.1 ¢) mozna zapisa¢ w rGwnowazny sposob.
Zbior A c R nazywamy ograniczonym wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba
rzeczywista M taka, ze
Vxe A ‘X| <M.
Symbolicznie:
Imso Vxea [X| <M.

2. DEFINICJA 2.2
Kresem dolnym niepustego zbioru A c R nazywamy najmniejsza liczbe
w zbiorze lub najwigcksza ograniczajaca zbior z dotu.
Symbolicznie:
a=infA © Vicpa <X A Vg dpeax’ <ate.

3. DEFINICJA 2.3
Kresem gérnym niepustego zbioru A c R nazywamy najwigksza liczbe
w zbiorze lub najmniejsza ograniczajaca zbior z dotu.
Symbolicznie:
b=sup A < VieaX <bAVeoIeaX’>b-¢.

4. DEFINICJA 2.4
Zbiér A < R nazywamy nieograniczonym wtedy i tylko wtedy, gdy nie jest
ograniczony
Symbolicznie:
Vm>o03xea [X| 2 M.

5. Aksjomat ciagtosci.
Kazdy niepusty i ograniczony z dotu podzbior zbioru R posiada kres dolny.

6. Aksjomat ten rownowazny jest twierdzeniu:



286 Zbigniew Powgzka

TWIERDZENIE 1 (dowdd)
Kazdy niepusty i ograniczony z géry podzbior zbioru R posiada kres gorny.

Whioskiem z aksjomatu ciagltosci i twierdzenia 1 jest nastgpujace
TWIERDZENIE 2 (dowod)
Kazdy niepusty i ograniczony podzbidr zbioru R posiada kresy.

7. TWIERDZENIE 3 (dowdd)
Zbidr liczb naturalnych jest nieograniczony z gory.

8. TWIERDZENIE 4
Dla kazdej liczby rzeczywistej X istnieje doktadnie jedna liczba catkowita n
taka, ze n < x <n+l.

9. DEFINICJA 2.5
Cechag liczby x nazywamy najwieksza liczbe calkowita niewieksza od liczby x.
Cechg liczby x oznaczamy symbolem E(x) lub [x].

10. TWIERDZENIE 5 (dowdd)
W kazdym przedziale (a, b) c R istnieje liczba wymierna.

11. TWIERDZENIE 6 ( pewnik Archimedesa)
Dla kazdej liczby rzeczywistej istnieje liczba naturalna od niej wigksza.

Literatura
[171 A. Birkholz — Analiza matematyczna dla nauczycieli, PWN, Warszawa 1977,
roz. 1 par. 1.2.
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Ciagi liczbowe i ich granice

1. DEFINICJA 1
Ciagiem liczbowym nieskonczonym (lub krétko ciagiem liczbowym) nazywamy
dowolng funkcje rzeczywistg okreslong na zbiorze liczb naturalnych.

2. DEFINICJA 2
a) Ciag (a,) nazywamy ciggiem rosnacym (stabo rosnacym) wtedy i tylko wtedy,
gdy

vneN an < an+1 (vneN an < an—H)o
b) Ciag (a,) nazywamy ciagiem malejacym (stabo malejacym) wtedy i tylko
wtedy, gdy

v11eN ap > ant (vneN an 2 an+l)'

3. DEFINICJA 3
Ciag (a,) nazywamy ciagiem ograniczonym wtedy i tylko wtedy, gdy
EIM>0 v11eN |an| <M.

4. DEFINICJA 4
Ciag (a,) nazywamy zbieznym do granicy skonczonej g wtedy i tylko
wtedy, gdy

Veso INVn(n >N = |a,—g| <g).

5. TWIERDZENIE 1 (dow6d)
Jezeli ciag (a,) jest zbiezny, to tylko do jednej granicy.

6. TWIERDZENIE 2 (dow6d)
Kazdy ciag zbiezny do granicy skonczonej jest ograniczony.

7. TWIERDZENIE 3 - dziatania w zbiorze ciagéw zbieznych (dowod)
Niech ciag a, = a, b, = b i ¢ oznacza dowolng liczbe rzeczywistg. Wtedy:
a) lim (a, +by,)=a+b,

b) lim (a, - by)=a- b,
¢) lim (ca,) = ca,
d) lim (asb,) = ab,

n—ew

e) lim [a—”J = %, przy czym b # 0.
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8. TWIERDZENIE 4
Kazdy ciag monotoniczny i ograniczony jest zbiezny.

9. TWIERDZENIE 5 (o trzech ciggach)
Niech beda dane trzy ciagi (ay,), (by), (c,). Jezeli dla prawie wszystkich n
zachodzi nierdwnos¢ a, < b, < ¢, tzn.
Ve [n>N=a,<b,<c,]
i }i_r)gan: li_r)gcn:g, to li_r)gbn:g.

Literatura

[1] t. Krasinski — Analiza matematyczna, Funkcje jednej zmiennej,
Wydawnictwo Uniwersytetu Lodzkiego, £.6dz 2003,52 — 57,

[2] R. Rudnicki — Wykiady z analizy matematycznej, PWN, Warszawa 2002,
roz. Il par. 2.2.
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Zalacznik 3
lista nr 3 - kresy zbioru

1. Wyznaczy¢ kres dolny i goérny podanych zbiorow:
a) {xeR;2x+4 <7},
b) {xeR; -3 <x-1<7},

¢) {xeR; -2< 2x-6 1},
X

d) {xeR; x*-2x+4 <7},
e {1+ sneN},
n

f) {2";neN}.

Problemy:

1a) Rozwazmy zbior A = {cﬂcl ‘ne N}, B= {c—l ‘ne N} , gdzie N oznacza
n n

zbidr liczb naturalnych réznych od zera, a ¢ jest pewng ustalong liczba
rzeczywistg. Wyznaczy¢ kresy zbiorow A i B.

b) Niech ¢, k£ € R. Wyznaczy¢ w zaleznosci od wartosci liczb ¢ oraz k kresy
dolny i gorny zbioréw C = {cl;ne N}, D= {c_f;nejv}.

n n

2a) Zbior A jest niepustym i ograniczonym podzbiorem zbioru liczb
rzeczywistych. Ustali¢ i udowodnié nieréwnos¢ miedzy kresem gérnym
zbioru A i liczba b spelniajacq warunek b > a, gdzie a jest dowolna liczbg
ze zbioru A.

b) Sformutowaé odpowiedni problem dla kresu dolnego zbioru A i liczby
¢ spelniajacej warunek ¢ < a dla dowolnego a ze zbioru A.

3. Zbiory A i B sg niepuste i ograniczone z gory. Ustali¢ zwiazki miedzy
kresami gornymi zbioréw A i B, gdy A cB oraz migdzy kresami zbioréw
bedacych wynikami dziatan mnogosciowych na zbiorach A i B.

4. Sformutowac i rozstrzygnaé problem analogiczny jak w problemie 3, gdy
zbiory A i B sg ograniczone z dotu.

5. Niech A i B beda dwoma niepustymi podzbiorami zbioru A. Wykazaé, ze
nastepujgce warunki sg rOwnowazne:
1) vxeA vyeB XSY i vi:>03xeA3yeBy*X£Sa
ii)  sup A=infB.
6. Zbior A jest niepustym i ograniczonym podzbiorem zbioru R. Zbiory
B={x+k;xe A}, C={kx;x € A},
gdzie k jest dowolna liczba rzeczywistg. Wyznaczy¢ kresy zbioréow B i C
w zaleznosci od kreséw zbioru A.
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lista nr S - Wiasnosci funkcji
1. Wykazaé, ze funkcja f{x) = log(x++/x” +1) jest nieparzysta.

2. Wykazaé, ze dla kazdej liczby x €(-1,1) zachodzi rdwnos¢
X
V1-x? )

3. Narysowaé wykresy funkcji: a) y = arccos(cos x), b)y = cos(arccos Xx).

tg(arcsin x) =

4. Rozwiaza¢ roéwnania i nierownosci:
a) darctg(x’-3x+3) =m,

b) sin(marctg X) = cos(marctg x),

¢) arcsinx > arcos X,

d) 0,257 - arctgz—x1 >0,
Y—
e) log_g,o,s(arcsin(3x2 +2x)) > 0.

Problemy
1. Niech m oznacza dowolnie ustalona liczbg rzeczywistg. Rozwazmy
funkcje f,, okreslona wzorem

(X)) =V +mx—m.
a) Zbadaé¢ w zaleznosci od m dziedzing funkcji f,,.
b) Wykaza¢, ze funkcja £, jest parzysta wtedy i tylko wtedy, gdy m = 0.
¢) Dobra¢ tak wartosci parametru m , aby funkcja f,, byla rosnaca w swej
dziedzinie.

2. Rozwazmy funkcje f'okreslona wzorem
fx)=x+1-2x.
a) Wyznaczy¢ przedziaty monotonicznosci funkcji f.
b) Dla funkgcji f obcigtej kolejno do wyznaczonych w a) przedziatlow
monotonicznosci wyznaczy¢ funkcje odwrotna.

3. Niech £:[0, 1] = [0, 1] bedzie funkcjg stabo rosnaca.

a) Wykazaé, ze zbior A = {x€[0,1]; x <f(x)} nie jest zbiorem pustym.
b) Niech a = sup A. Wykazaé, ze a =f{a).

¢) Wyznaczy¢ inf A.

4. Wiedzac, ze funkcja fjest okreslona na zbiorze ograniczonym i
niepustym, zawartym w R, zbadaé, jakim zbiorem jest zbior f{A), gdy
funkcja fjest rosnaca, a jakim, gdy jest malejaca.
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Zalacznik 4
Tematy kolokwium nr 1
z analizy matematycznej I rok matematyki

Zadanie 1 (3 punkty)
Narysowac wykres funkcji:
a) Ax) =|cosx -1|,

b) g(x) = [[2x-1] -2,

¢) h(x) = |x|*[5x+1].

Zadnie 2 ( 4 pnkty)

Dla jakich argumentéw funkcja przyjmuje wartosci najmniejsze:
a) f(x) = |xsinx| - x|,

b) g(x) =sinx -0,5| - 1.

Odpowiedz uzasadni¢.

Zadanie 3 ( 6 punkty)
W zaleznosci od wartosci parametru a wyznaczy¢ wartosci najmniejsze funkcji:
a) (x) = [x+2| + [x —al,

b) g(x) = Vx* +4x+4-|x - al.

Zadanie 4 (3 punkty)

Rozwiazac rdwnania i nierownosci:
a) |x* +3x — 4| + | 2x-2| =0,

b) 2x +4|=x -1,

¢) [xHx-1]| <2,

d) |3x-6]-2<0.
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Tematy kolokwium nr 2
z analizy matematycznej I rok matematyki

2n+21; neNn, n>2}.

1. (2 punkty) Wyznaczy¢ kresy zbioru A = {

2. (10 punktéw) Obliczy¢ granice ponizszych ciagéw i podaé twierdzenia,
z ktorych skorzystano:
n> +3n—4

n?+3n+2"

b) b, = vn>-2rn-3 -n,
c)cy=4n+3"+5",

=)
d)dn: 3n+1 ’

_ 143+..+(2n+])
244+..42"

a)a, =

e) ey cos(nm).

3. (2 punkty) Udowodni¢ na podstawie definicji granicy, ze

i [@ +(1)} -0

4.(2 punkty) Zatézmy, ze ciag a, jest zbiezny do granicy g # 0, a ciag b, do - .
Wykazag, ze ciag Z—” jest zbiezny do 0.
5. (3 punkty) Rozwiaza¢ réwnanie logoys(arcsin(3x2+2x)) =0.

6. (2 punkty) Narysowaé wykresy funkcji f(x) = arcctg(ctg X)
i g(x) = ctg(arcctgx).
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Zalacznik 5
Tematy egzaminu pisemnego
z analizy matematycznej

Grupa A
1. (3 punkty) Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem f(x) = ||x + 2| —
4|. Korzystajac z definicji wyznaczy¢ przeciwobraz zbioru (-, 4].
Wykonaé stosowny rysunek.

2. (2 punkty) Wyznaczy¢ kresy zbioru: A = {jn +‘1‘ ine N,n> 2} .

e
3. (8 punktow) Obliczy¢ granice poszczegdlnych ciagdw, podajac
twierdzenia, z ktorych skorzystano:

min+1

a) a,= ——————sin(n"),

) & ' —n® +n

b) by = 1+2+3+...+(2n—1)’
1+2+...4+2"

C) Cn=dn’ +2n—-1-2n,
d) d =(n2+njn

2n® +1
4. (2 punkty) Uzasadnié na przyktadach nieoznaczonosé symbolu 0-c.
=D"

5
6. (3 punkty) Rozwazmy ciag: a; = %, an+1 = +/3a, -2, n eN. Wykazaé, ze

5. (2 punkty) Wykazaé z definicji granicy, Ze ciag a, = nie jest zbiezny.

ciag a, jest ograniczony z dotu przez liczbg 2.

Grupa B
1. (3 punkty) Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem f(x) = ||x — 2| —
4|. Korzystajac z definicji wyznaczy¢ przeciwobraz zbioru (-, 4].
Wykonaé stosowny rysunek.

2. (2 punkty) Wyznaczy¢ kresy zbioru: A = {;n +‘1‘ ne N}.

3. (8 punkty) Obliczy¢ granice poszczegdlnych ciggdw, podajac twierdzenia,
z ktdérych skorzystano:
nyn+1
a. a,= ——sin(n!),
n3 -n —n+ \/; ( )
b. b, = 142+3+..+3n-1
1+3.4+..+3"

C. Ch= 9’ +2n-1-3n,

2 3nn
d. d,= 2"
" (3n2+1

El
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4. (2 punkty) Uzasadni¢ na przyktadach nieoznaczonosé symbolu oo - oo.

5. (2 punkty) Wykaza¢ z definicji granicy, ze ciag a, = %nie jest zbiezny.
6. (3 punkty) Rozwazmy ciag: a; = %, ani1 = /3a, -2, n eN. Wykaza¢, ze

ciag a, jest ograniczony z gory przez liczbeg 2.



Z badan nad wprowadzeniem podstawowych tresci analizy matematycznej 295

Zalacznik 6
Zagadnienia losowane przez studentéw podczas egzaminu ustnego

1. Nieréwno$¢ Bernouliego.

2. Aksjomat ciaglosci i twierdzenie z nim rdwnowazne.

3. Nieograniczono$¢ zbioru liczb naturalnych.

4.Twierdzenie o istnieniu cechy liczby rzeczywiste;.

5. Twierdzenie o funkcji odwrotne;j.

6. Zwiazek miedzy funkcjami y = arcsin oraz y = arccosx.

7. Zwiazek migdzy funkcjami y = arctgx oraz y = arcctgx.

8. Twierdzenie o jednoznacznosci granicy ciagu.

9. Twierdzenie o zwigzku zbieznosci ciagu do granicy skonczonej z
ograniczonoscia tego ciagu.

10. Dziatania w zbiorze ciggdw zbieznych — suma.

11. Dziatania w zbiorze ciagdw zbieznych — rdznica.

12. Dziatania w zbiorze ciagéw zbieznych — iloczyn.

13. Dziatania w zbiorze ciaggdw zbieznych — iloraz.

14. Zbieznos¢ ograniczonos$¢ ciagu.

15. Monotonicznos¢ a zbieznos¢ ciggu liczbowego.

16. Twierdzenie o trzech ciagach i przyktad zastosowania tego twierdzenia.

17. Nieprzeliczalno$¢ zbioru liczb rzeczywistych.

18. Twierdzenie o podciagach.

19. Twierdzenie Bolzano—Weierstrassa.

20. Ciagi Cauchy’ego i ich zwiazek z pojgciem zbieznosci ciggu do granicy
skonczone;.

21. Whasnosci ciggdéw zbieznych do nieskonczonosci.

22. Ciagowa charakteryzacja punktu skupienia zbioru.

23. Definicja granicy funkcji w punkcie i jej whasnosci.

24. Rownowaznos¢ definicji Cauchy’ego i Heinego granicy funkcji w punkcie.

25. Dziania na granicach skonczonych funkcji w punkcie.

26. Granice niewlasciwe funkcji w punkcie.

27. Twierdzenie o trzech funkcjach i przyktad jego zastosowania.

28. Twierdzenie o granicy funkcji ztozone;j.

29. Liczba e i jej znaczenie w analizie matematyczne;j.

30. Monotonicznos¢, ograniczonos¢ i zbieznos¢.



