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Ziarnista przestrzen probabilistyczna

w stochastyce dla nauczyciela — dydaktyczne
osobliwosci

Abstract. The paper deals with the notion of a probability space as a
mathematical object, and also as a mathematical model of a real non-
mathematical situation. A construction of probability spaces with the
tools of mathematical analysis and geometry is proposed. Geometrical
and physical interpretations of the discrete probability space are offered
as well.

Szkolna geometria, a zatem takze geometria na sekcji nauczycielskiej, nie
moze by¢ izolowana od realnego Swiata, w ktérym uczen spotyka co krok idee
geometryczne, ktéry inspiruje i motywuje rozmaite geometryczne zadania i pro-
blemy, a zarazem ksztaltuje geometryczne intuicje. Podobne odniesienia do
rzeczywistosci musi uwzgledniaé stochastyka dla nauczyciela. Praca dotyczy
pojecia przestrzeni probabilistycznej jako podstawowego pojecia stochastyki,
jego odniesien do otaczajacego nas $wiata, relacji z innymi dziedzinami mate-
matyki, a takze ogbélnomatematycznych idei i probleméw inspirowanych tym
pojeciem.

1. Przestrzen probabilistyczna jako podstawowe pojecie rachunku
prawdopodobienstwa

Szkolne ujecia rachunku prawdopodobienstwa nie uwzgledniaja faktu, ze
przedmiotem tej dziedziny matematyki jest konstruowanie i badanie przestrzeni
probabilistycznych (a nie techniki obliczania prawdopodobienstwa zdarzenia).
WyjdZzmy od aksjomatycznej definicji tego matematycznego pojecia (jej idea

pochodzi od A. Kolmogorowa). Moc zbioru A oznaczamy symbolem A
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DEFINICIA 1

Przestrzenig probabilistyczng nazywamy tréjke (Q, Z, P), gdzie Q jest dowol-
nym niepustym zbiorem, Z jest o-cialem podzbioréow zbioru €2, P za$ funkcja
ze zbioru Z w R, nieujemna, przeliczalnie addytywna i P(Q2) = 1. Elementy
zbioru Z nazywamy zdarzeniami, funkcje P nazywamy prawdopodobienstwem,
a liczbe P(A) dla A € Z — prawdopodobieristwem zdarzenia A.

Niech m% oznacza k-wymiarowa miare Lebesgue’a (por. Cramer, 1958, s. 27-
38 oraz Moszner, 1978, s. 100-102). Niech Q@ C R¥ i 0 < m%(Q) = 2 < +o0.
Rodzina Z tych podzbioréw zbioru €2, ktére maja miare m%, jest o-cialem
podzbioréw zbioru €2, a funkcja P okreslona wzorem

P(A) = % -mk(A)  dlaAdeZz, (1)
jest prawdopodobienstwem. Tréjka (2, Z, P) jest zatem przestrzenia probabi-
listyczna. Nazywamy ja geometryczng przestrzeniq probabilistyczng, a funkcje
P nazywamy prawdopodobieristwem geometrycznym. Jest to w istocie jedyna
w podrecznikach przestrzen konstruowana a priori. Ide jej tworzenia sugeruja
analogie miedzy definicja Kolmogorowa a definicja miary unormowane;j.

Aksjomatyczna definicja pozwala jedynie rozstrzygaé, czy zadana tréjka
(Q, Z, P) jest przestrzenia probabilistyczna, nie daje natomiast recept, jak te
przestrzenie tworzy¢. Jest to jej istotna wada. Podobna usterke ma definicja
Cauchy’ego granicy ciggu. Tymczasem konstruowanie przestrzeni probabili-
stycznej moze by¢ aktywnoscig matematyczna obejmujaca wazng dla stocha-
stycznego ksztalcenia metodologie rachunku prawdopodobienstwa. Organizacja
fazy matematyzacji w procesie stosowania rachunku prawdopodobienstwa do
rozwigzywania probleméw obejmuje konstruowanie przestrzeni probabilistycz-
nej jako modelu pewnego do$wiadczenia losowego (faza matematyzacji).

Kazdy problem rachunku prawdopodobienstwa rozwiazuje sie w odpowied-
niej przestrzeni probabilistycznej. Prawdopodobienstwo zdarzenia oblicza sie
zawsze w pewnej konkretnej przestrzeni probabilistycznej. Dla kazdego zadania
te przestrzen tworzy sie od nowa. Jest to pewna osobliwosé rachunku prawdo-
podobienstwa, ktérej koncepcje szkolnej matematyki nie uwzgledniaja.

2. Ziarnista, czyli dyskretna przestrzei probabilistyczna

DEFINICIA 2

Niech (2 bedzie co najmniej dwuelementowym i co najwyzej przeliczalnym zbio-
rem. Funkcje p: 2 — R, nieujemna i taka, ze ) .o p(w) = 1, nazywamy roz-
ktadem prawdopodobieristwa na zbiorze . Niech Z = 2. Zbiér Z jest o-cialem
podzbioréw zbioru ). Funkcja P: Z — R okreslona wzorem:
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0, gdy A =9,
P(A) _ p(w)7 gdy é = {w}a (2)
> opw),  gdy A>1,
WENNAWEA

jest prawdopodobiefistwem, a wiec tréjka (§2, Z, P) jest przestrzenia probabi-
listyczna. Nazywamy ja ziarnistg albo dyskretng przestrzenig probabilistyczng.

Uzywamy tu terminu ,ziarnisty” (w znaczeniu, jakie ma w jezyku angiel-
skim slowo discrete, czyli oderwany, odosobniony, nieciagly) zamiast rozpo-
wszechnionego w matematyce terminu ,dyskretny” (ktéry jest thumaczeniem
z angielskiego stowa discreet, czyli roztropny, ostrozny, dyskretny, peten rezer-
wy, zob. J. Stanistawski, Wielki stownik angielsko-polski, Wiedza Powszechna,
Warszawa 1966, s. 222).

Tworzenie ziarnistej przestrzeni probabilistycznej (§2, Z, P) sprowadza sie
zatem do okreélenia rozktadu prawdopodobienstwa p na co najwyzej przeli-
czalnym zbiorze €2, a wiec do konstruowania pary (2, p), ktéra mozemy takze
nazywacé przestrzeniq probabilistyczng.

DEFINICJA 3

Niech Q@ = s i p(w) = 1 dla kazdego w € Q. Funkcje p nazywamy klasycznym
rozkladem prawdopodobieristwa na zbiorze Q, a pare (2, p) nazywamy klasyczng
przestrzeniq probabilistyczng.

DEFINICIA 4
Ziarniste przestrzenie probabilistyczne (21, p1) 1 (Q2, p2) nazywamy izomorficz-
nymi, jesli istnieje bijekcja g ze zbioru €27 na zbidr 5 i taka, ze

VyeQ Ve e [y=g(x) = py) =pi()]. (3)

Izomorfizm przestrzeni probabilistycznych jest podstawa stochastycznej sy-
mulacji jako waznego zagadnienia, zaréwno gdy chodzi o proces stosowania
matematyki (metody Monte Carlo), jak i o ksztalcenie stochastyczne.

3. Przestrzen probabilistyczna generowana przez zmienng losowq

DEFINICJA 5

Niech (€, Z, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna w sensie definicji aksjo-
matycznej. Funkcje X: — R nazywamy zmienng losowg w tej przestrzeni,
jesli spelniony jest warunek

VeeR {we: X(w)<a}eZ. (4)



208 Adam Ptocki

Jezeli Z = 2%, to kazda funkcja X:Q — R spelnia warunek (4). W ziar-
nistej przestrzeni probabilistycznej (€2, p) kazda funkcja ze zbioru 2 w zbiér R
jest zmienna losowa.

Zalézmy, ze X jest zmienng losowa w przestrzeni probabilistycznej (2, Z, P).
Zbiér B borelowskich podzbioréw prostej R jest o-cialem pozbioréw zbioru R.
Z faktu, ze funkcja X spelnia warunek (4) wynika, ze

VAeB [{w: X(w) € A} € Z]. (5)

Warunek (5) orzeka, ze przeciwobraz kazdego zbioru borelowskiego A na prostej
poprzez zmienna losowa X jest zdarzeniem w przestrzeni (2, Z, P). Funkcja
Px:B — R okreslona wzorem

Px(A) = P({w: X(w) € A}) dla A € B,

jest prawdopodobiefistwem, a tréjka (R, B, Px) jest nowa przestrzenia proba-
bilistyczna. Zmienna losowa X w przestrzeni probabilistycznej (Q, Z, P) prze-
prowadza ja w nowa przestrzen probabilistyczna (R, B, Px).

Jesli zbiér Qx wartosci zmiennej losowej X w przestrzeni probabilistycz-
nej (Q, Z, P) jest co najwyzej przeliczalny, to zmienna losowa X nazywamy
ziarnistg. Kazda zmienna losowa w ziarnistej przestrzeni probabilistycznej jest
zatem ziarnista zmienng losowa. Niech {X=z,} = {w € Q@ : X(w) = z;}.
Zbiér { X =x;} jest zdarzeniem w przestrzeni probabilistycznej (€2, Z, P). Niech
P(X=x;) oznacza jego prawdopodobienstwo.

DEFINICJA 6

Niech X bedzie ziarnista zmienna losowa w przestrzeni probabilistycznej
(Q, Z, P). Funkcja px: Qx — R, gdzie

px(z;) = P(X=x;) dla z; € Qx,

jest rozkladem prawdopodobienstwa na zbiorze Qx. Pare (2x,px) nazywamy
ziarnistg przestrzeniq probabilistyczng generowang przez zmienng losowg X .

Nietrudno zauwazy¢, ze

Px(A)= Y px(z;) dlaAeB.

T;€EA

DEFINICIA 7
Niech X bedzie ziarnista zmienna losowa w przestrzeni probabilistycznej
(Q, Z, P). Niech Qx bedzie zbiorem jej wartosci przyjmowanych z dodatnim
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prawdopodobienstwem, px za$ jej rozkladem. Wartoscig oczekiwang zmiennej
losowej X nazywamy liczbe

¢, gdy QX = {C}a
ij'pX(xj)a gdy Qx = {1, 22,23,..., 24},
BE(X) =4 =1 (6)

Zx]pX(x])) gdy QX:{$1,I2,$3,...},
pod warunkiem, ze ostatni szereg jest zbiezny i to bezwglednie.

L. Analiza matematyczna a ziarniste przestrzenie probabilistyczne

Aby okresli¢ ziarnista przestrzen probabilistyczna, wystarczy okresli¢ ciag
liczbowy o wyrazach nieujemnych i taki, ze szereg utworzony na tle tego ciggu
jest zbiezny i ma sume 1. Analiza matematyczna dostarcza zatem przyktadéw
ziarnistych przestrzeni probabilistycznych i srodkéw ich konstrukcji.

Niech u oznacza dowolna ustalona liczba rzeczywista z przedziatu (0, 1),
A za$ ustalong liczbe rzeczywista dodatnia. Niech v = 1 — u.

1. W analizie matematycznej dowodzi sie, ze

n +oo +oo A"
kzo(k)uk Rt Yer et Zunl 1 YAt
= n= n=0

a zatem przestrzeniami probabilistycznymi sa nastepujace pary:
({0,1,2,...,n},pB), gdzie pp(k) = (Z)uk(l —u)"*dla k=0,1,2,...,n,
(N1, (an)), gdzie a, = ﬁ dla n € Ny,

(N1, (bn)), gdzie b, = (1 —u)"lu dla n € Ny,

(No, (¢n)), gdzie ¢, = )‘—, A dla n € No.

Funkcja pp nazywa sie rozkladem dwumianowym. Ciag (b,,) nazywa sie rozkla-

dem geometrycznym, ciag (cp,) zas rozkladem Poissona.

2. Niech k bedzie ustalona liczba ze zbioru Ng . Rozkladem prawdopodobien-
stwa na zbiorze Ny, jest ciag (by,), gdzie

-1
b, = <Z 1>uk(1u)”k dlan=kk+1,k+2,.... (7)

Ciag (by) nazywamy rozkladem Pascala.
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3. Szereg funkcyjny x + x2 + 2% + --- + 2™ + - - - jest jednostajnie zbiezny na
przedziale (0,1) i

Zx"z ° dla z € (0,1).

Wyrazy tego szeregu sa funkcjami rézniczkowalnymi na przedziale (0, 1) i szereg
pochodnych, tj. szereg 1 + 2z + 322 + 423 4 - - + na" "1 + .-+, jest takze jed-
nostajnie zbiezny na przedziale (0,1). Z twierdzenia o rézniczkowaniu szeregu
funkcyjnego (Leja, 1969, s. 205) wynika, ze

—+o0 +oo / z / 1
;mc (Zx) (11’) E dla z € (0,1),

n=1

czyli
+oo
(1-— x)QZ na" = 1. (8)
n=1
Z warunku (8) wynika, ze funkcja p: Ny — R zadana wzorem
pe(n) =na" (1 — xz)? dlan=1,2,3,... 9)

jest dla kazdego x € (0,1) rozkladem prawdopodobienstwa na zbiorze Nj .
Mamy wiec jednoparametrowa rodzine przestrzeni probabilistycznych (Ny, p;),
gdzie z € (0,1).

4. Niech k bedzie ustalona liczba ze zbioru N; , u za$ ustalona liczba z przedziatu
(0,1). Jest

=X /-1 k
- k n—k
n 1-— = —. 10
(et = (10)
n=k
Wynika to z faktu, ze warto$¢ oczekiwana czasu trwania schematu Pascala

o parametrach k i u jest ilorazem % (por. Plocki, 2004, s. 256). Rozwazmy ciag
(gn), gdzie

nu

qn = L

-1
(Zl)uk(l—u)”_k dlan=Fkk+1,k+2,.... (11)

Z warunku (10) wynika, ze ciag (g, ) jest rozkladem prawdopodobiefistwa na
zbiorze Ny , a wigc para (N, (¢n,)) jest ziarnista przestrzenia probabilistyczna.

5. Powtarzanie rzutu monetg tak dlugo, az reszka wypadnie dwa razy pod rzad,
jest doswiadczeniem losowym 4, o losowej liczbie etapow. Czas jego trwania,
odmierzany liczba wykonanych rzutéw, jest zmienng losowa T... W (Krech,
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1999) pokazano, ze P(T,, = n) = fo—1(3)" dla n = 2,3,4,..., gdzie (fn)
jest ciagiem Fibonacciego, tj. ciagiem okreslonym nastepujaco: f1 =1, fo =1
ifon=foo1+ fnodlan=234,....Funkcja pr.:{2,3,4,...} — R okre-
slona wzorem

1 n
pr..(n) = fno1 (5) dlan=23,4,..., (12)

jest rozkladem zmiennej losowej T, a zatem para (Na, pr ) jest przestrzenia
probabilistyczna generowang na prostej przez zmienna losowa 1., .

6. Warto$é¢ oczekiwana zmiennej losowej 17, jest suma szeregu
—+oo 1 n
> nfua-(3) -
n=2

Te wartos¢ oczekiwang mozna znalezé za pomoca tzw. algorytmu Sredniego
czasu blgdzenia po grafie stochastycznym (por. Plocki, 1997, s. 306), rozwiazujac
uktad trzech réwnan liniowych, a wiec z pominigciem teorii szeregéw. Stosujac
ten algorytm dostajemy, ze

+oo 1 n
E(Trr) = Zn -1 (5) = 6,
n=2

czyli

Jroon 1 n
n=2

a zatem, jezeli (f,) jest ciagiem Fibonacciego, to ciag (h,), gdzie

1

n n
hngfn1<§) dlanGNg,

jest rozkladem prawdopodobienstwa na zbiorze No . Para (Na, (h,,)) jest prze-
strzenig probabilistyczng uzyskana $rodkami analizy matematycznej i rachunku
prawdopodobienstwa.

Niech f bedzie funkcja nieujemna i ciagla na przedziale [a,b]. Funkcja f
jest zatem calkowalna na tym przedziale. Niech

/abf(x)dx:u.

Podzielmy przedzial [a,b] punktami co = a < ¢1 < ¢z <... < ¢, =b. Niech F}
oznacza obszar ograniczony od gory wykresem funkcji f, od dotu osiag odcietych,
od lewej prostg © = ¢;—1 i od prawej prostag * = cj41 dla j =1,2,3,...,n—1.
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Obszar F; nazywa sie w analizie trapezem krzywoliniowym. Funkcja p, ktéra
figurze F; przypisuje liczbe

1 / €

- f(z)dx

U S,

J

jest rozkladem prawdopodobienstwa na zbiorze Q = {Fy, Fy, F3, ..., F,}.

5. Geometria a ziarniste przestrzenie probabilistyczne

Niech F={(z,y): (a <2 <b)A(c<y<d)}, gdzie a,b,c,d € R oraz
a < bic < d. W definicji calki oznaczonej Riemanna z funkcji dwdch zmiennych
f po prostokacie F' narzuca sie na ten prostokat siec. Jej oczkami sa prostokaty,
ktérych wnetrza sa parami roztaczne, a ktorych suma mnogosciowa jest zbiorem
F (por. Leja, 1969, s. 329). Analogicznie okreslamy sieé i jej oczka w przypad-
ku, gdy F jest dowolna figura na plaszczyZnie (majaca dodatnie pole) i zbiory
podziatu (oczka sieci) sa dowolnymi figurami o dodatnim polu.

Narzuémy sie¢ na kwadrat F' o polu 1. Jesli §2 jest zbiorem jej oczek, to funk-
cja p, ktora kazdemu z oczek przypisuje jego pole, jest rozkladem prawdopo-
dobienistwa na zbiorze 2. Tak okreslona przestrzen probabilistyczng prezentuje
rys. la oraz rys. 1b (oczkami tej sieci sa figury tworzace tzw. tangram).

5|6 T, Ty

T
RN
Ro T
c) d)

Rysunek 1. Cztery skoriczone przestrzenie
probabilistyczne jako obiekty geometryczne

Niech F' bedzie dowolna figura o dodatnim polu. Taka figura jest na rysunku
lc tréjkat réwnoboczny o boku réwnym 1. Oczkami sieci sa: trojkaty Ty, 1o
i T3 oraz romby R; i Rs. Niech Q. = {T1,T5,T5, R1, R2}. Jedli funkcja p.
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przypisuje oczku owej sieci iloraz pola tego oczka i liczby @, to para (¢, pc)

jest przestrzenig probabilistyczna.

Jesli Qg jest zbiorem {W,, Wy, W., Wy} wycinkéw kola o promieniu 1 na
rys. 1d, a pg jest funkcja, ktéra wycinkowi przypisuje iloraz miary kata tego
wycinka i liczby 27, to para (Q4,pq) jest przestrzenia probabilistyczna. Ma-
my zatem pewna idee tworzenia przestrzeni probabilistycznych jako obiektdw
geometrycznych.

Sie¢ narzucana na figure o dodatnim polu moze by¢ nieskonczona. Proces
narzucania takiej sieci na kwadrat o polu 1 prezentuje rys. 2a. Niech Q bedzie
zbiorem ponumerowanych wycinkéw kota o promieniu 1 na rys. 2c¢. Jesli funkcja
p przypisuje wycinkowi kola iloraz miary kata tego wycinka i liczby 27, to
para (£2,p) jest przeliczalna przestrzenia probabilistyczna. Na rys. 2 mamy
trzy przeliczalne przestrzenie probabilistyczne jako obiekty geometryczne.

Ty

Ay N,

a) b) )

[=2]

Rysunek 2. Trzy przeliczalne przestrzenie probabilistyczne jako
obiekty geometryczne

Aby utworzy¢ ziarnista przestrzen probabilistyczna, wystarczy na dowolng
figure F' na plaszczyznie i majaca dodatnie pole narzuci¢ sie¢, ktérej oczkami
sg figury majace pole. Okreslanie ciggu pdl kolejnych oczek sieci, jako etap
konstrukeji przestrzeni probabilistycznej, jest zadaniem geometrycznym.

Zalézmy, ze promien 1 potkola o srodku w punkcie o1 na rys. 3 jest réwny
%. Niech K; oznacza réznice mnogosciowa tego pétkola i potkola o érodku
w punkcie 09 i promieniu ﬁ. Rysunek 3 tlumaczy jak powstaje ciag Ko, K3,
Ky, ... figur. Funkcja, ktéra (dlan =1,2,3,...) figurze K,, przypisuje jej pole,
jest rozkladem prawdopodobienstwa na zbiorze {K1, K2, K3, ...}. Rysunek 3
prezentuje pewng przeliczalng przestrzen probabilistyczna.

01 02 03

Rysunek 3. Ciag figur zawartych
w poéikolu o promieniu 1 jako prezen-
tacja przeliczalnej przestrzeni proba-
bilistycznej
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Rozwazmy tréjkat réwnoboczny T' o boku réwnym 1. Srodkowe bokéw tréj-
kata T dzielag go na cztery tréjkaty réwnoboczne. Tréjkaty, ktérych jeden z
wierzchotkow jest zarazem wierzchotkiem tréjkata T', oznaczmy liczbami 1, 2
i 3, jak na rys. 4a. Srodkowy tréjkat podzielmy znéw na cztery tréjkaty, trzy
z nich oznaczmy liczbami 4, 5 i 6 (rys. 4a), pozostaly (Srodkowy) podzielmy
na cztery tréjkaty laczac srodki jego bokéw itd. Ta nieskonczona procedura
prowadzi do nieskonczonego zbioru ponumerowanych tréjkatéw.

Zbiér €2 ponumerowanych trojkatow na rysunku 4a przedstawmy jako zbior
ich numeréw. Mamy zatem 2 = N; = {1,2,3,4,...}. Funkcja p zadana wzorem

1\ [+t
p(n) = (—) dlan € Ny, (13)

gdzie [x] oznacza ceche liczby z, jest rozkladem prawdopodobiefistwa na zbiorze
Q). Ta funkcja przypisuje tréjkatowi o numerze j iloraz jego pola i liczby \/Tg'
Para (€, p) jest przeliczalng przestrzenia probabilistyczna.

Na rys. 4b kwadrat o polu 1 podzielono na cztery kwadraty. Trzy z nich,
oznaczone K1, Ko, K3, staja sie elementami zbioru (), pozostaly podzielono
na cztery kwadraty, trzy z nich (oznaczone K4, K5, Kg) staja sie elementami
zbioru (), czwarty podzielono na cztery kwadraty itd. Tak powstaje nieskon-
czony zbior ) kwadratéw. Funkcja p, ktéra kazdemu kwadratowi ze zbioru §2
przypisuje jego pole, jest rozkladem prawdopodobienstwa na tym zbiorze. Ry-
sunek 4b prezentuje przeliczalna przestrzen probabilistyczna (€2, p) jako obiekt
geometryczny.

K1 K2
K4 K5
K7|K8 Ks
Ke
o

a) b)

Rysunek 4. Dwie przeliczalne przestrzenie probabilistyczne
jako obiekty geometryczne

Przestrzenie probabilistyczne zaprezentowane na rys. 4a i 4b sg izomorficzne.
Izomorficzne sg takze przestrzenie przedstawione na rys. 2a i 2c.

Konstrukcja co najwyzej przeliczalnej przestrzeni probabilistycznej moze
obejmowa¢ obliczanie pél, a takze miar pewnych katow.

Te osobliwe przyktady przestrzeni probabilistycznych raczej nie kojarza sie
z rachunkiem prawdopodobienistwa, pelnig jednak wazna role w stochastycznym
ksztalceniu nauczyciela matematyki. USwiadamiaja one, ze pojecie przestrzeni
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probabilistycznej nalezy do swiata matematyki i nie musi mie¢ nic wspoélnego
z rzutami moneta, kostka, czy z losowaniami kul z urny. Méwimy tu o ksztal-
towaniu pojecia przestrzeni probabilistycznej jako obiektu $wiata matematyki
(niekoniecznie majacego konkretne interpretacje i znaczenia). Podobnie ksztal-
tujemy pojecie struktury algebraicznej (grupa, pierscien, ciato) jako ogdlne po-
jecie, w oderwaniu od od konkretnych znaczen zbioru i dziatlan w tym zbiorze.

6. Geometryczna i fizyczna interpretacja ziarnistej przestrzeni
probabilistycznej

Zalézmy, ze para (2, p) jest ziarnista przestrzenia probabilistyczna.

[GEOMETRYCZNA INTERPRETACJA PRZESTRZENI PROBABILISTYCZNEJ} Elemen-
ty zbioru 2 mozemy interpretowaé jako:

— odcinki, bedace oczkami sieci narzuconej na odcinek ab, gdzie a,b € R
oraz b—a =11 to tak, ze liczba p(w) jest dlugoscia oczka w tej sieci;

— figury plaszczyzny, powstale jako oczka sieci (niekoniecznie prostokatnej)
narzuconej na kwadrat o polu 1 tak, ze liczba p(w) jest polem oczka w;

— bryty, bedace oczkami sieci narzuconej na jednostkowy sze$cian w taki
sposéb, ze p(w) jest objetoscia oczka w, gdzie w € Q.

Moéwimy tu o miarowej, albo geometrycznej interpretacji ziarnistej przestrzeni
probabilistyczne.

Rysunek la) mozemy uwazaé za geometryczng interpretacje skonczonej
przestrzeni probabilistycznej. Rysunek 2a jest geometryczng interpretacja prze-
strzeni (Ni, (an)), gdzie (an) jest ciagiem okreslonym wzorem a, = (3)" oraz
przestrzeni probabilistycznej przedstawionej na rys. 2c.

[FIZYCZNA INTERPRETACJA PRZESTRZENI PROBABILISTYCZNEJ] Interpretujmy
elementy zbioru Q jako pewne obiekty fizyczne (np. jako cegietki w ksztalcie
prostopadloscianu), liczbe p(w) interpretujmy jako mase obiektu (cegietki) w.
Laczna masa wszystkich obiektéw (wszystkich cegielek) jest réwna 1. Méwimy
tu o fizycznej interpretacyi przestrzeni probabilistycznej. Jesli @ C Riw € €, to
liczbe p(w) bedziemy dalej interpretowaé jako mase skupiong na osi liczbowej
w punkcie w. Pojawia sie tu problem $rodka ciezkosci owego ukladu mas. Ten
srodek daje sie wyznacza¢ na gruncie rachunku prawdopodobienistwa.

Niech Q = {0,1,2}, p(0) = 3, p(1) = 2 i p(2) = &. Pare (2, p) przedsta-
wiono w interpretacji geometrycznej na rys. 5a. Na rys. 5b przedstawiono ja
w interpretacji fizycznej. Srodkiem ciezkosci tego ukladu mas jest punkt %.

Niech (Qx,px) bedzie przestrzenia probabilistyczna generowana przez
zmienng losowa X, a Py prawdopodobienstwem w tej przestrzeni (definicja 5).
Niech A € B. W interpretacji fizycznej przestrzeni probabilistycznej (Qx, px)
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liczba Px (A) jest suma mas skupionych w punktach zbioru A. Wartosé ocze-
kiwana zmiennej losowej X, tj. liczba F(X), jest w tej interpretacji srodkiem
ciezkodci rozktadu px jako rozktadu jednostkowej masy w punktach zbioru Qx
(por. Plocki, 2004, s. 227).

g

SRS

a) b)
Rysunek 5. Geometryczna i fizyczna interpretacja przestrzeni
probabilistycznej (£2, p)

1. Produkt kartezjanski przestrzeni probabilistycznych i jego
geometryczna prezentacja

DEFINICJA 8

Zalézmy, ze (21,p1) 1 (Q2, p2) sa dowolnymi ziarnistymi przestrzeniami proba-
bilistycznymi. Niech Q12 = Q1 X Q3 = {(z,y) : « € Q1 Ay € Qa}. Okredlmy
na zbiorze ;_5 funkcje p1_o wzorem:

pr—2(x,y) = p1(x) - p2(y) dla kazdego = € 1 i dla kazdego y € Q.

Pare (Q1-2,p1-2) nazywamy produktem kartezjarnskim przestrzeni probabili-
stycznych (1, p1) oraz (2, p2) 1 oznaczamy (21,p1) X (Q2, p2). Produkt karte-
zjanski (Q, p) x (Q, p) nazywamy kwadratem kartezjariskim i oznaczamy (9, p)2.

Pojecie produktu kartezjanskiego uogélnia si¢ na n przestrzeni probabi-
listycznych, gdzie n € Ny. Produkt kartezjanski n identycznych przestrzeni
probabilistycznych (2, p) nazywamy n-tqg potega kartezjariskg przestrzeni (2, p)
i oznaczamy (Q,p)".

Produkt kartezjanski ziarnistych przestrzeni probabilistycznych jest tez
ziarnistg przestrzenia probabilistyczna. Produkt kartezjanski klasycznych prze-
strzeni probabilistycznych jest klasyczng przestrzenia probabilistyczna.

Niech 1 = {%, O, 8,0} 1 p1(w) = i dla w € Q; oraz Qs = {a, 5,7}
i pa(a) = %, p2(B8) = %, p2(y) = % Przestrzenie probabilistyczne (Q1,p1)
i (22,p2) mamy na rys. 6a i 6b. Rysunek 6¢ prezentuje w geometrycznej in-
terpretacji przestrzen probabilistyczna (21-2,p1-2), tj. produkt kartezjanski
(Q1,p1) X (Q2,p2). W zapisie pary pominieto nawiasy i przecinek.

Przestrzenia probabilistyczna jest para (Qar,pam), gdzie Q= {o,r}
ipym(o) =pu(r) = % Kwadrat kartezjanski (2,7, pas)? w interpretacji geome-
trycznej prezentuje rys. 7a.



Ziarnista przestrzen probabilistyczna w stochastyce dla nauczyciela 217

Y 5 Ky | Oy | My | Oy
16} 3 &3 OB | MB| OB
LI ARV
(0% % &a | Sa| da|Va
a) b) c)
Rysunek 6. Idea tworzenia produktu kartezjanskiego dwu przestrzeni
probabilistycznych

Niech Qx ={1,2,3,4,5,6} i px(j) = ¢ dla j € Qx . Kwadrat kartezjanski
(R, prc)? jest klasyczna przestrzenia probabilistyczna. W interpretacji geome-
trycznej prezentuje ja rys. 7b. Rysunek 7c przedstawia produkt kartezjanski
(Qar,pm) X (K, pr ). Ten produkt jest takze klasyczna przestrzenia probabi-
listyczna.

16|26|36|46|56|66
15|25|35[45|55|65

6 (0,6) (r,6)
5

4|14|24|34|44|54|64

3

2

1

(0,5) (r,5)
(0,4) (r,4)
(0,3) (r,3)

3|13|23(33(43(53[63
12]22|32(42|52(62 (0,2) (r,2)

11]21|31(41|51|61 (0,1) (r,1)
1 2 3 4 5 6 o T
c)

= N W e OO

o T

b)
Rysunek 7. Produkty kartezjanskie: (s, pnr)?, (Qk,pK)?
i (Qum,pm) X (Qk,PK)

a)

Niech Q¢ = {0,1}, po(1) = u, po(0) = v =1 — u, gdzie 0 < u < 1 oraz
n € Ny . Niech Q,, = {0,1}". Jedli w = (a1, a2,...,a,) € {0,1}", to przez J(w)
oznaczmy sume a; + az + - - - + a,. Funkcja p* okreslona wzorem

pUw) = u’ @ (1 —u)n I dla w e Q,,,

jest rozktadem prawdopodobienstwa na zbiorze Q,, i (0, p¥) = (Qo, po)". Para
(Qn, plt) jako n-ta potega kartezjanska zero-jedynkowe]j przestrzeni probabili-
stycznej (0, po) jest przestrzenia probabilistyczna okreslona regulami drzewa
stochastycznego dla schematu Bernoulliego o n prébach i prawdopodobienstwie
sukcesu w prébie réwnym u, gdzie 0 < u < 1 (Plocki, 2004, s. 69-70).

8. Przestrzen probabilistyczna jako model doswiadczenia losowego

Przestrzenie probabilistyczne kojarza nam si¢ z do$wiadczeniami losowymi,
tj. eksperymentami, czy zjawiskami, o przebiegu i wyniku ktérych decyduje
przypadek. Mamy tu na uwadze (por. Feller, 1977, s. 16-22) dwa ich typy:
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— doswiadczenia pomyslane, dajace sie przeprowadzaé jedynie w teorii (rzut
symetryczna moneta, losowanie za pomoca ruletki punktu na obwodzie
jej tarczy, strzalka takiej ruletki jest odcinkiem), Feller nazywa je do-
Swiadezeniami myslowyms (Feller, 1977, s. 10),

— doswiadczenia realne (rzut zlotéwka, konstytuowanie sie plci noworod-
ka, rozpad atomu radioaktywnego, krzyzowanie dwu heterozygot, (por.
Ptocki, 2004, s. 101)).

Pierwsze sa juz obiektami $wiata matematyki, drugie naleza do $wiata,
w ktérym zyje i dziala czltowiek. W podrecznikach, jesli wspomina sie w ogdle
o doswiadezeniach losowych, to tylko o tych pomyslanych (i to w zasadzie jedy-
nie o rzutach symetrycznymi monetami i kostkami). Przedmiotem stochastyki
dla nauczyciela musza by¢ takze doSwiadczenia realne.

Na lekcjach geometrii uczen bada i opisuje konkretne obiekty, mierzy, zlepia
siatki bryl, zgina, przesuwa itd. Formami konkretnej czynnoéci sa konstrukcje
za pomoca kredy, cyrkla i linijki. Podobnie na lekcjach rachunku prawdopo-
dobiefistwa uczen zbiera dane statystyczne za pomoca konkretnych monet czy
kostek, gdy odkrywa wtasnosci pewnych przestrzeni probabilistycznych, a two-
rzac a priori te przestrzenie wykorzystuje matematyczne cechy (jak symetrie,
proporcje) tych konkretnych przyrzadéw losujacych. Mamy tu takze na uwa-
dze proces stosowania matematyki, ktérego faza matematyzacji jest tworzeniem
probabilistycznej przestrzeni dla realnych doswiadczen losowych.

Zbiér wynikéw doswiadczenia losowego ¢ jest co najmniej dwuelementowy.
Jesli ten zbidr jest zarazem co najwyzej przeliczalny, to 0 nazywamy ziarnistym
doswiadczeniem losowym. Wéréd ziarnistych doswiadczen wyréznimy te, ktore
przebiegaja etapami. Nazywamy je doswiadczeniami wieloetapowyms.

Nie da sig¢ przewidzie¢, ktérym z mozliwych wynikéw zakonczy si¢ dodwiad-
czenie 6§, gdy je za chwile wykonamy. O tym rozstrzyga przypadek. Przedmio-
tem dalszych rozwazan jest kazde doswiadczenie losowe 4, dla ktérego:

— da sig¢ okresli¢ zbior Q5 jego mozliwych wynikow,

— ten zbidr Qs jest co najwyzej przeliczalny,

— dla kazdego z wynikéw mozna okredli¢ a priori prawdopodobienstwo, z ja-
kim doswiadczenie § moze sie zakonczyé¢ tym wynikiem.

Mowa tu wiec o pewnej funkcji ps: Qs — R i takiej, ze dla w € Qs liczba
ps(w) jest prawdopodobienstwem wyniku w. Podstawa do ocen wartosci funkcji
ps sa na ogol pewne symetrie, proporcje, innym razem pewne miary, czasem
sg to dane empiryczne. W przypadku kazdego ziarnistego do$wiadczenia loso-
wego d wspomniana funkcja ps jest rozkladem prawdopodobienstwa na zbiorze
Qs . Para (Qs,ps) jest zatem ziarnista przestrzenia probabilistyczna. Opisuje
ona doswiadczenie losowe ¢ na gruncie matematyki, bo za pomoca obiektéw
matematycznych, jakimi sa: zbiér i funkcja. Pare (Q5, ps) nazywamy modelem
probabilistycznym (albo krétko: modelem) doswiadczenia 6.
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Tworzenie modelu probabilistycznego doswiadczenia losowego, cho¢ dotyczy
pogranicza Swiata matematyki i rzeczywistosci, moze by¢ dzialalnoscia mate-
matyczna, obejmujaca specyficzne argumentacje natury stochastycznej, w tym
zagadnienia kodowania i dekodowania pewnych obiektow za pomoca zbioréw
i funkeji (wynik do$wiadczenia jako kombinacja, albo jako wariacja). Jesli w jest
ciagiem skofczonym, to symbolem |w| oznaczamy jego dlugosé, a wiec liczbe
jego wyrazéw.

Doswiadczeniem losowym jest rzut moneta. Jego wyniki oznaczamy naste-
pujaco:

0 — wypadnie orzet, r — wypadnie reszka.

Modelem probabilistycznym rzutu monetg jest przestrzen probabilistyczna
(Qar,pMm), gdzie Qpr = {o,7} i pp(o) = pu(r) = % Modelem probabilistycz-
nym dwukrotnego rzutu moneta jest przestrzen (Qar,par)?. Ten model przed-
stawiono w interpretacji geometrycznej na rys. 7a. Rysunek 7b przedstawia
przestrzefi probabilistyczna (Qx,pr)? jako model dwukrotnego rzutu kostka.
Przestrzen probabilistyczna (Qar,par) X (Qk,px) przedstawiona w interpre-
tacji geometrycznej na rys. 7c jest modelem do$wiadczenia, ktorego polega na
rzucie moneta i rzucie kostka. Jest to do$wiadczenie losowe o dwunastu jednako-
wo prawdopodobnych wynikach. Ten fakt mozna wykorzystaé¢ do symulowania
znaku zodiaku przypadkowo spotkanej osoby przy estymacji prawdopodobien-
stwa, ze w grupie dwunastu przypadkowo spotkanych oséb sg co najmniej dwie
urodzone pod wspélnym znakiem zodiaku (Plocki, 2004, s. 154).

Para (Qar, par)™ jest modelem probabilistycznym n-krotnego rzutu moneta.
Jest to klasyczna przestrzen probabilistyczna i

Q)" ={o,r}" oraz {o,r}n =2".

7Z tych faktow wynika, ze je$li w jest wynikiem n-krotnego rzutu moneta, to
jego prawdopodobienistwo jest réwne 2%, czyli (%)"7 a wiec (%)“”‘.

Rozwazmy dowolne do$wiadczenie losowe, ktére polega na powtarzaniu rzu-
tu moneta tak dlugo, az zostanie spelniony pewien warunek wy; . Oto przyktady
takich warunkdéw:

w}w: po raz pierwszy wypadnie reszka,

w,: reszka wypadnie po raz k-ty,

w3, reszka wypadnie k razy pod rzqd,

wh;: po trzech reszkach pod rzqd wypadnie orzel,

wl;: po orle reszka wypadnie dwa razy pod rzqd, albo po dwu reszkach pod rzqd

wypadnie orzel.

Niech 6%, oznacza powtarzanie rzutu moneta az do spelnienia warunku w?, .
Doswiadczenie 0}, nazywa si¢ czekaniem na reszke, 85, nazywa sie czekaniem na
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k reszek, a 83, — czekaniem na k reszek pod rzqd. Dogwiadczenie 83, nazywamy
czekaniem na serie rro, do$wiadczenie 63, za$ — czekaniem na jedng z dwdch
serii orr i rro. Sa to doswiadczenia losowe o losowej liczbie etapow. Liczba

2 . . ] . . ]
rzutow moneta wykonanych w do$wiadczeniu & M Jest zmienng losowa Ty, ,
ktéra nazywamy czasem trwania doswiadczenia 8% .

Wynik do$wiadczenia 69, jest ciggiem wynikéw kolejnych etapéw, a wiec
pewng wariacja zbioru {o, r}. Jesli w jest wynikiem do$wiadczenia 6%, i |w| = n,

to w jest szczegdlnym wynikiem n-krotnego rzutu moneta, a wigc z powyzszych

argumentacji wynika, ze prawdopodobienstwo tego wyniku jest réwne %, czyli

(%)'“'. Jesli zatem Qg jest zbiorem wynikéw doswiadczenia 67, to funkcja
M
Pgi  okreslona wzorem
M

|wl
1
Psi, (w) = (5) dla w € Q‘Sf\/f ,

jest rozktadem prawdopodobienstwa na zbiorze 5 , a zarazem kazdemu wyni-
. M
kowi do$wiadczenia 69, przypisuje jego prawdopodobiefistwo. Para (2 51 2D )

jest zatem modelem probabilistycznym doswiadczenia &7, .

Rozwazmy warunek w3, . W przypadku k = 2 do$wiadczenie 03, jest cze-
kaniem na dwie reszki pod rzad. Oznaczmy je §,, . Kazdy wynik tego czekania
jest ciagiem (a1, a9, as,...,a,) spelniajacym uktad warunkéw:

1) n > 2 (ciag jest co najmniej dwuwyrazowy),

2) aj € {o,r} dlaj =1,2,3,...,n (j-ty wyraz tego ciaggu jest wynikiem
j-tego rzutu monety),

3) (an—1,an) = (r,r) (dwa ostatnie wyrazy tworza ciag (r,7)),

4) Y(an—k,an-k+1) Vk: [1 <k <n—-1) = (an—t,0n—t+1) # (r,7)]
(zaden podciag dwich kolejnych wezedniejszych wyrazéw nie tworzy ciagu
(r,r)).

Niech ., oznacza zbidér tak okreslonych ciagéw. Jesli w € Q.. 1 |w| =n, to w
jest szczegblnym wynikiem n-krotnego rzutu moneta, a zatem jego prawdopo-

dobienstwo jest réwne %, czyli (%)” Para (Qpr, prr), gdzie

|w]
1
Prr(w) = (5) dla w € Q.

jest modelem probabilistycznym czekania na dwie reszki pod rzad.

Ciekawe problemy pojawiaja si¢ przy konstrukcji przestrzeni generowanych
na prostej przez zmienne losowe T4,. Sa to gléwnie zagadnienia kombinato-
ryczne, cho¢ nie dotycza klasycznych przestrzeni probabilistycznych.
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Czas czekania na dwie reszki pod rzad jest zmienna losowa T, ktora
oznaczmy symbolem Ty, . Jest wige Trp(w) = |w| dla w € gz . Mamy tu

1 n
Qr,., =Ny oraz prp,.(n) =P(Trr =n) = fro1- (5) dlan € Ny,

gdzie (f,,) jest ciagiem Fibonacciego okreslonym na s. 211. Para (Ng, pr. ) jest
przestrzenig probabilistyczna generowana na prostej przez zmienng losowa 7', .

Przestrzenig probabilistyczna generowang przez zmienng losowa T3, (jest
ona czasem czekania na k reszek) jest para (Ng, (b)), gdzie ciag (by,) jest roz-
kladem Pascala okreslonym wzorem (7) dla u = 1.

Przedstawiona konstrukcja przestrzeni probabilistycznej jako modelu do-
$wiadczenia 87, sugeruje pewng idee konstruowania modelu probabilistycznego
dla doswiadczenia losowego, ktére jest:

— powtarzaniem rzutu kostka tak dlugo, az zostanie spelniony pewien wa-
runek wg ,

albo

— losowaniem ze zwracaniem kuli z urny U;_s trwajacym tak dlugo, az
wylosowane kule spelnia pewien warunek wys .

Jedli warunkiem wg jest uzyskanie kazdej z liczb oczek co najmniej raz,
to doswiadczenie nazywa sie czekaniem na kolekcje wszystkich sze$ciu wynikow
rzutu kostkg. Niech warunek wy oznacza, ze kazda z kul z urny U;_, s zostanie
wylosowana co najmniej raz. Oba te do$wiadczenia losowe sg przykladami tzw.
schematu kolekcjonera (por. Plocki, 2004, s. 78).

W kontekscie relacji: przestrzen probabilistyczna — model probabilistyczny
do$wiadczenia losowego pojawiaja sie dwa typy problemow:

— w pierwszym chodzi o konstrukcje modelu probabilistycznego zadanego
doswiadczenia losowego § (ten problem dotyczy fazy matematyzacji),

— drugi dotyczy okreslania doswiadczenia losowego, ktérego modelem jest
zadana przestrzen probabilistyczna (£2,p) (ten problem dotyczy interpre-
tacji).

Kazdy z nich inspiruje osobliwe aktywnosci matematyczne, w tym takze
dzialalno$é matematyczna na styku $wiata realnego (w ktérym uczen spotyka
do$wiadczenia losowe) i $wiata matematycznej abstrakeji (do ktérego nalezy
pojecie przestrzeni probabilistycznej).

Tworzenie przestrzeni probabilistycznej jako modelu do§wiadczenia 6 mozna
poréwnac do szycia garnituru na miare. Przestrzen probabilistyczna jako poje-
cie matematyczne jest takim garniturem. Matematyk tworzy te przestrzenie nie
biorac pod uwage, czy sa one modelami jakich$ doswiadczen losowych (nie jest
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to przedmiotem jego twoérczosci). Matematyk niejako ,szyje gotowe garnitu-
ry”. Inzynier, ekonomista czy socjolog (oni stosuja metody probabilistyczne do
rozwiazywania probleméw pozamatematycznych) wybiera z owej kolekcji goto-
wych przestrzeni (jako gotowych garnituréw) te, ktéra dobrze opisuje badany
problem (jest wlasciwym garniturem).

Stochastyka dostarcza narzedzi weryfikowania zgodnosci z do$wiadczeniem
przyjetej przestrzeni probabilistycznej jako jego modelu (chodzi na ogdl o prze-
strzenie generowane przez pewne zmienne losowe). Mowa tu o testach zgodnosci
x?2. Interesujacy komentarz dotyczacy relacji: $wiat realny — model probabili-
styczny jego fragmentéw, przytacza H. Cramer w pracy (Cramer, 1958, s 143-
150).

W przypadku stochastyki dla nauczyciela konstruowanie przestrzeni proba-
bilistycznej jako modelu do$wiadczenia losowego (szycie garnituru na miare)
jest wazna aktywno$cia matematyczna. Chodzi o dobér $rodkéw matematy-
zacji, chodzi o specyficzne dla stochastyki argumentacje (ze dana liczba jest
prawdopodobienstwem okreslonego wyniku do$wiadczenia losowego).

9. Klasuyfikacja jednakowo mozliwych przypadkdow

Przedstawimy jedna z metod konstruowania przestrzeni probabilistycznej
jako modelu do$wiadczenia losowego. Okreslimy model réwnoczesnego losowa-
nia dwéch kul z urny U, w ktérej sa 3 kule oznaczone liczba 0 i dwie kule
z liczba 1 (rys. 8).

Wynik losowania jest jednoznacznie okre$lony przez sume liczb na dwu
wylosowanych kulach. Sg wiec trzy wyniki tego doswiadczenia losowego §y :

0: na obu wylosowanych kulach bedzie liczba O,
1: na jednej kuli bedzie liczba 0O, na jednej liczba 1,
2: na obu wylosowanych kulach bedzie liczba 1.

Doswiadczenie 0y jest w istocie losowaniem liczby ze zbioru {0, 1,2}. Jesli
jego modelem jest przestrzen probabilistyczna (Qu, pu), to Qu = {0,1,2}.

urna U

Rysunek 8. Urna U i jednakowo mozliwe
przypadki przy losowaniu z niej dwéch kul

Kazdy odcinek na rys. 8 przedstawia jednakowo mozliwy przypadek. Tych
przypadkéw mamy 10. Sposrod nich trzy prowadza do wyniku 0, a zatem praw-
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dopodobienstwo tego, ze wylosowana liczba bedzie 0 jest réwne 13—0. 7 rysunku
8 wynika wiec, ze

pu(0) = 3 pu(l) = % i pr(2)= %

W tym losowaniu szanse liczb nie sa réwne. W interpretacji geometrycznej
i fizycznej przedstawiono te przestrzen probabilistyczna (Qu, py) na rys. 5.

10. Prawdopodobienstwo jako szansa wymierzana polem

Rozwazmy urne Us, , w ktérej jest 5 kul biatych i jedna czerwona. Do$wiad-
czenie 0§, jest losowaniem bez zwracania kuli z tej urny tak dilugo, az zosta-
nie wylosowana kula czerwona. Niech wy oznacza wynik: kula czerwona zo-
stanie wylosowana za k-tym razem po raz pierwszy (k =1,2,3,4,5,6).

Rysunek 9 prezentuje pewng geometryczna idee znajdowania prawdopodo-
bienistwa kazdego z wynikéow dodwiadczenia 65, ; . Na kwadrat o polu 1 narzuca-
na jest etapami sie¢. Rysunek ukazuje, jak po kolejnych losowaniach rozdziela
sie jednostkowe prawdopodobienstwo (reprezentuje je pole kwadratu) pomie-
dzy wyniki tych losowan. Pionowe linie odpowiadaja nieparzystym, poziome
za$ parzystym etapom losowania.

={jj_jji.8

wa wr Wer

Rysunek 9. Etapowy rozklad prawdopodobienstwa
pomiedzy wyniki dodwiadczenia 6F,; — prawdopodo-
bienstwo wyniku jako pole

Wynik w; dodwiadczenia 6,; staje si¢ w tej interpretacji oczkiem sieci,
a pole tego oczka wymierza szanse (czyli prawdopodobiefistwo), ze doswiadcze-
nie d5,, zakonczy si¢ wynikiem w; . Przestrzen probabilistyczna jako rezultat
pewnego procesu prezentuje (w interpretacji geometrycznej) rysunek 10.
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plwr) =5 -1
we w5 p(W2):%'%
s w1 p(w3):i.%.%
pon=3-3-43
- plws) =3-3-4-3-3
- pow)=4-3-34-2

Rysunek 10. Model do$wiadczenia d¢, ; w interpretacji
geometrycznej

Nietrudno skojarzy¢ te idee z metoda konstruowania przestrzeni probabili-
stycznej za pomoca regul drzewa stochastycznego (zob. Plocki, 2004, s. 56-59).
Te reguly drzewa rozpowszechniono wsréd uczniéow, ktorzy je stosuja przy roz-
wiazywaniu zadan na obliczanie prawdopodobienstwa zdarzenia, na ogét nie
rozumiejac ich probabilistycznego sensu (co potwierdzaja egzaminy wstepne
na studia). Wspomniane rachunki prowadzone sa bowiem poza okreslona prze-
strzenia probabilistyczna.

Argumentacja, ze wszystkie wyniki doswiadczenia 0%, sa jednakowo praw-
dopodobne, obejmuje teraz rozwiazywanie geometrycznego zadania. Chodzi
o wykazanie, ze pola wszystkich oczek na rys. 10 sa réwne.

Modelem do$wiadczenia 6¢,; jest klasyczna przestrzen probabilistyczna izo-
morficzna z przestrzenia (Qk, px ), gdzie Qx = {1,2,3,4,5,6}. Ta ostatnia jest
modelem rzutu kostka (liczba k oznacza wynik: wypadnie k oczek). Bijekcja
g(wg) = k dla k = 1,2,3,4,5,6 jest stownikiem do symulacji rzutu kostka za
pomocy urny Us, .

Geometryczna i fizyczna interpretacja przestrzeni probabilistycznej moze
by¢ érodkiem dydaktycznym w organizacji fazy rachunkéw i dedukcji. Zdarzenie
jest w tej interpretacji zbiorem pewnych figur, prawdopodobienistwo zdarzenia
za$ suma pol tych figur, a wiec polem nowej figury (Plocki, 2004, s. 117).

1. Wtasnosci przestrzeni probabilistycznych — wtasnosci
prawdopodobienstwa

Zalézmy, ze (£2,p) jest przestrzenig probabilistyczna, a P prawdopodobien-
stwem w tej przestrzeni, a wiec funkcja ze zbioru Z = 2% w zbiér R okreélona
wzorem (6). Wezmy pod uwage nastepujace implikacje:

(wl) Jezeli P(A) =0, to A =0 (jesli prawdopodobieristwo zdarzenia jest

zerem, to jest to zdarzenie niemozliwe).

(w2) Jesli P(B) =1, to B = Q (jesli prawdopodobieristwo zdarzenia jest

réwne 1, to jest to zdarzenie pewne).
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(w3) Jesli A= E, to P(A) = P(B) (jesli zdarzenia sq réwnoliczne, to sq
to zdarzenia jednakowo prawdopodobne).

(wd) Jesli P(A) = P(B), to A=1 (jesli zdarzenia sq jednakowo prawdo-

podobne, to te zdarzenia sq réwnoliczne).

Jesli A > B, to P(A) > P(B).

Jesli P(A) > P(B), to A > B.

Jesli A # B, to P(A) # P(B).

Jesli P(AUB) = P(A) + P(B), to AN B = 0.

Jezeli PLAUB) = 1, to AUB = Q i AN B = 0 (jesli prawdo-

podobienstwo sumy dwdch zdarzen jest réowne 1, to zdarzenia te sq

przeciwne).

(wl0) Jezeli A=kiQ= s, to P(A) = &,

=
S

=
S

=
o0

=
©

Aﬁ/g/-\/—\
=
L= &

Implikacja (wl) orzeka, ze ,zerowanie sie prawdopodobieristwa zdarzenia
jest warunkiem wystarczajgcym na to, aby to zdarzenie bylo niemozliwe”.

Zdanie (w3)A(w4) orzeka, ze ,réwnoliczno$é zdarzen jest warunkiem ko-
niecznym i wystarczajgeym na to, aby byly one jednakowo prawdopodobne”.

Zdanie (w5)A(w6) orzeka, ze ,warunkiem koniecznym i wystarczajgcym na
to, aby zdarzenie A bylo bardziej prawdopodobne niz zdarzenie B jest to, aby
zdarzenie A bylo liczniejszym zbiorem niz zdarzenie B”.

W sondazach organizowanych dla studentéw matematyki wszystkie te im-
plikacje sa powszechnie uznawane za prawdziwe (por. (Major, Nawolska, 1999,
s. 310-315) oraz (Major, Plocki, 1993)). Tymczasem zadna z nich nie jest praw-
dziwa.

Nietrudno zauwazy¢, ze jesli P jest prawdopodobienstwem w klasycznej
przestrzeni probabilistycznej (jesli zatem do poprzednika kazdej z tych impli-
kacji dotaczymy warunek ,przestrzen probabilistyczna (2, p) jest klasyczna”),
to nowe implikacje sa juz zdaniami prawdziwymi, a wiec sa twierdzeniami ra-
chunku prawdopodobienstwa.

To powszechne uznawanie wlasnosci klasycznej przestrzeni za wlasno$é kaz-
dej przestrzeni jest bledem merytorycznym. Mozna stawia¢ hipoteze, ze jego
zrodto tkwi w fakcie, iz caly szkolny rachunek prawdopodobienstwa sprowadzo-
no do obliczania prawdopodobienstwa zdarzen za pomoca tzw. definicji klasycz-
nej (a wiec, méwiac poprawnie, za pomoca twierdzenia klasycznego Laplace’a).
Mozna te koncepcje szkolnej probabilistyki poréwnaé z podejsciem do geometrii
tréjkata, w ktorym rozwaza sie wylacznie tréjkaty rownoboczne.

Argumentacja, ze przytoczone implikacje nie sa twierdzeniami rachunku
prawdopodobiefistwa, sprowadza si¢ do konstrukeji kontrprzyktadéw. Studen-
ci, ktorzy watpili w prawdziwosé niektérych implikacji, poszukiwali kontrprzy-
ktadéw wérdéd przestrzeni probabilistycznych bedacych modelami schematéw
kostkowo-urnowych. Te proby nie mogty sie konczy¢ sukcesem, bo modele tych
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schematow sg przestrzeniami klasycznymi. W opisanej sytuacji trudnoéci zwia-
zane z konstruowaniem kontrprzykladu wynikajg z faktu, ze studenci poznali
jedynie przestrzenie probabilistyczne jako modele pewnych doswiadczen loso-
wych i to takich, ktorych wyniki sa jednakowo prawdopodobne.

Rozwazmy w tym kontekscie przestrzen probabilistyczna Q* = {a,b,c}
ip*(a) = %, p*(b) = 0, p(c) = % W tej osobliwej przestrzeni probabilistycz-
nej (Q*, p*) mamy 8 zdarzen. Sa wérdd nich zdarzenia pozwalajace dowie$é, ze
kazda z powyzszych implikacji jest falszywa.

Przestrzen probabilistyczna (2%, p*) nijak nie kojarzy sie studentom z ra-
chunkiem prawdopodobienstwa, bo nie potrafia jej przypisa¢ jakiemus dowiad-
czeniu losowemu. Rozpatrywanie przestrzeni probabilistycznej nie jako samoist-
nego pojecia matematycznego, a tylko i wylacznie jako modelu do$wiadczenia
losowego jest dydaktycznym bledem.

12.  Jezyk stochastyki — trudnosci wynikajgce z tferminologii

Nie jest obojetne, jaka terminologie stosujemy w nauczaniu matematyki. Je-
zyk matematyki szkolnej moze by¢ takze srodkiem dydaktycznym. Na projekt
nadawania nazwy matematycznemu obiektowi w nauczaniu (i to nie tylko przy
konstruowaniu definicji) chcemy patrze¢ jak na aktywnosé analizujaca istote
i pewna nature tego obiektu. W koncepcji szkolnej stochastyki zaprezentowanej
w (Plocki, 2004) nie uzywa si¢ ogdlnie przyjetych (w podrecznikach z rachun-
ku prawdopodobiefistwa) zwrotéw przestrzen zdarzeri elementarnych, zdarzenie
elementarne czy dyskretna przestrzen probabilistyczna. Obok naturalnych dla
ucznia znaczen tych terminéw unika sie:

a) dziwnych stwierdzen: zdarzenie elementarne nie jest zdarzeniem, zdarzenie
elementarne sprzyja zdarzeniu i

b) nagminnych pomylek wynikajacych z mylenia nazw zdarzenie elementarne
— zdarzenie losowe — doswiadczenie losowe,

¢) mylenia pojeé przestrzen zdarzen elementarnych (zbiér) — przestrzen pro-
babilistyczna (para lub tréjka obiektow).

Zwrot zdarzenie elementarne wydaje sie wlasciwa nazwa dla jednoelemen-
towych podzbioréw zbioru 2 jako szczegblnych zdarzen. W pracy (Plocki, 2004)
nazywa sie je zdarzeniamsi prostymi.

Wspomniano juz o terminach dyskretna i ziarnista w kontekScia nazwy
przestrzern, probabilistyczna. Za uzywaniem terminu ziarnista zamiast dyskret-
na opowiada sie W. Nowicki w ksiazce O $cistosé i kulture stowa w technice,
Wydawnictwa Komunikacji i Lacznosci, Warszawa 1978 (s. 69-72). Chodzi tu
o powody natury merytorycznej (por. uwaga na s. 207). Argumenty natury
dydaktycznej za uzywaniem zwrotu ziarnista tlumaczy wspomniana fizyczna
interpretacja takiej przestrzeni. Chcemy w nazwie obiektu oddaé jego istote,
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jego nature, utatwiajac uczniowi postugiwanie si¢ ta nazwa przy opisywaniu
matematycznych faktéw. Nazwa ,ziarnista przestrzen probabilistyczna” moze
sugerowa¢ poprawna definicje prawdopodobienistwa (wzér (6)) oraz podstawo-
we jego wlasnosci (addytywno$é — bo masa jest addytywna, monotoniczno$é —
bo masa jest monotoniczna itd.), a wiec moze pelnié w nauczaniu stochastyki
role srodka dydaktycznego.

Pewna klase bledow zwiazanych z jezykiem tworza te, w ktérych pojecie
przestrzeni probabilistycznej jest utozsamiane z modelem probabilistycznym.

Twierdzenie klasyczne Laplace’a jest implikacja: Jezeli (2, p) jest klasyczng
A

przestrzeniq probabilistyczng i A C Q, i A= k, iQ= s, to P(A) = = Tymcza-

sem studenci formuluja je nastepujaco: Jezeli przestrzer probabilistyczna (€, p)
jest klasyczna i A jest zdarzeniem w tej przestrzeni (A C Q), to prawdopodo-
bienstwo zdarzenia A jest ilorazem liczby wynikow sprzyjajecych zdarzeniu A
1 liczby wszystkich mozliwych wynikéw. Pomylono tu dwa jezyki. Druga wersja
jest interpretacja twierdzenia Laplace’a w sytuacji, gdy przestrzen (Q2,p) jest
modelem doswiadczenia losowego § i A jest zdarzeniem zwiazanym z doswiad-
czeniem § (jest wowezas A C Q).

Analogiczne bledy towarzysza sformulowaniom dotyczacym zmiennej loso-
wej. Jako definicje zmiennej losowej podaje sie czesto opis; jest to funkcja,
ktora kazdemu wynikowi doswiadczenia losowego przypisuje liczbe. Zmiennymi
losowymi sg na ogél w podrecznikach probabilistyki:

— liczba reszek w n-krotnym rzucie moneta,
— liczba oczek wyrzuconych w n-krotnym rzucie kostka,
— liczba sukceséw w schemacie Bernoulliego o n préobach,

— wygrana gracza (tj. okreSlona kwota pieniedzy) uzyskana za wynik do-
Swiadczenia losowego przeprowadzanego w grze losowej itd.

W kazdym z tych przyktadéw o wspomnianej liczbie méwimy przed wyko-
naniem danego do$wiadczenia losowego. Tymczasem zmienna losowa jest po-
jeciem matematycznym. W ziarnistej przestrzeni probabilistycznej (£2,p) jest
to funkcja X:Q — R. Zacytowany opis jest interpretacja definicji zmiennej
losowej X, gdy przestrzen (§2, p) jest modelem doswiadczenia losowego 0.

Rysunek 1la) prezentuje przestrzen probabilistyczna (€, p), gdzie Q jest
zbiorem figur tangramu powstatego z podzialu kwadratu o polu 1, a funkcja p
przypisuje kazdej figurze jej pole (na rysunku okreslono ja digrafem).

Funkcja X, ktéra kazdej figurze ze zbioru €2 przypisuje jej obwdd, jest zmien-
na losowa w przestrzeni probabilistycznej (€2, p). Na rys. 11b) przedstawiono te
funkcje digrafem.

Przyklady prezentuja geometryczne i kombinatoryczne narzedzia konstruk-
cji przestrzeni probabilistycznej jako modelu doswiadczenia losowego.

Podstawowa usterka dydaktycznych ujeé¢ rachunku prawdopodobienstwa
jest formulowanie i rozwigzywanie problemow poza przestrzenia probabilistycz-
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na. Mozna sie spieraé, czy zadania na obliczanie prawdopodobienstwa zdarze-
nia, adresowane do maturzysty lub kandydata na studia, sa w ogble zadaniami
z rachunku prawdopodobienstwa. To prowadzi do zasadniczego pytania, czy
my w ogdéle uczymy dzis w szkole rachunku prawdopodobienstwa? Konkluzja
tej pracy jest odpowiedZ negatywna.

1
d 3 d = 1+v2
1,1 1, 2+Vv3
1. ¢ c ’ S V2+—1—e = ’ s L2
1 6 1tv2 z
% ~——X—a L 2 ~—1—HX&K—a e
1 913 g——> 22
ERi‘f ] 1+2\/§ 477‘]“ ]
rozklad prawdopodobieristwa zmienna losowa X
a) b)
Rysunek 11. Przestrzen probabilistyczna i zmienna losowa jako obiekty geometrii
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