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Abstract. This paper deals with some studies of understanding the absolute
value of real numbers. This article is divided into two parts. The first
one contains the conclusions drawn from the analysis of the solutions of
the mathematical problems with the absolute value which were solved by
the secondary school pupils. The second part of the article contains the
didactic proposition of teaching the concept of absolute value at various
levels of mathematical education.

1. Wstep

Dydaktycy matematyki w rézny sposéb formuluja cele nauczania przed-
miotu, niektérzy podaja je bardzo szczegdlowo, inni zas poprzestaja na ogol-
nym sformutowaniu, np. J. Dormolen, Z. Krygowska, S. Turnau, T. Varga,
E. Wittman (por. Krygowska, 1981; Nowak, 1989; Turnau, 1990). Cele naucza-
nia wskazuja szczegdlowe tredci, metody oraz srodki wlasciwe dla ich realizacji.

W opinii S. Kucharczyka (1998)

Uczac matematyki (niezaleznie od poziomu edukacji), trzeba dostrzegaé

co najmniej 3 jej wartosci:

1. wyrabianie umiejetnosci poprawnych wnioskowan, cistego opisywania
faktéw i ich rozumienia;

2. rozwijanie tworczej wyobrazni (geometrycznej, arytmetycznej, alge-
braicznej, kombinatorycznej itd.);

3. ksztaltowanie samodzielnych postaw w rozwigzywaniu zadan.

Zaroéwno matematycy jak i dydaktycy matematyki szczegodlna role w proce-
sie edukacji przypisuja rozwiazywaniu zadan. Zdaniem Z. Krygowskiej (1977b):

Uczen tworzy sobie taka koncepcje matematyki, jaka mu sie ukazuje przez
pryzmat rozwigzywanych przez niego zadan. Stosunek ucznia do mate-
matyki i motywacje uczenia sie tego przedmiotu w duzej mierze od tego
zaleza. Czym jest matematyka i czym moze by¢ ona dla niego, uczen po-
znaje aktywnie wladnie rozwigzujac odpowiednio dobrane matematyczne
zadania.
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Waznym pojeciem matematycznym, poznawanym juz przez uczniéw szko-
ly podstawowej, jest wartosé bezwzgledna liczby rzeczywistej!. Na tym eta-
pie ksztalcenia jest ona interpretowana jako odlegtosé punktu osi liczbowej od
punktu 0 tej osi. Zgodnie z koncepcja spiralnego nauczania, gdzie poszczegolne
tresci opracowywane sg na réznych poziomach abstrakeji, pojecie wartosci bez-
wzglednej przypomina sie i stopniowo poglebia na tle wczesniejszych doswiad-
czen na kolejnych etapach ksztalcenia matematycznego. W obowiazujacych
obecnie programach nauczania matematyki w pierwszej klasie szkoty ponad-
gimnazjalnej wsrdd tresci nauczania mozna odnalezé to pojecie, a w tym: jego
wlasnosci, interpretacje geometryczng na osi liczbowej i ukladzie wspolrzed-
nych jako wykres funkcji oraz rozwiazywanie rownan i nieréwnosci, w ktorych
to pojecie wystepuje (por. np.: Klaczkow, Kurczab, Swida, 2000a; Klaczkow,
Kurczab, Swida, 2000b; Klaczkow, Kurczab, Swida, 2000c; Szuty, Jakubas,
Nodzinski, 2002; Trzeciak, 2002; Brynski, Drébka, Szymanski, 2002; Trelin-
ski, 2002a; Trelinski, 2002b; Trelifiski, 2002c¢).

Poniewaz wartosé bezwzgledna znajduje zastosowania i uogélnienia niemal
w kazdym dziale matematyki, nalezy wlasciwie ksztaltowaé to pojecie na kaz-
dym poziomie edukacji matematycznej. Wazne jest takze, aby uczen dostrzegal
mozliwie réznorodne jego zastosowania i co najwazniejsze potrafil postugiwaé
sie¢ nim w sposéb operatywny.

Niniejszy artykut sklada sie z dwdch czesci. Pierwsza z nich stanowi refleksje
nad wynikami badan wstepnych, w czasie ktérych grupa uczniéow rozwiazywala
zadania matematyczne dotyczace pojecia wartosci bezwzglednej. Druga czes$é
artykulu stanowi propozycje dydaktyczna ukazujaca mozliwoéé pogtebiania ro-
zumienia przez uczniéw pojecia wartoéci bezwzglednej na réznych poziomach
ksztalcenia matematycznego. Przedstawiono tu problemy dotyczace istnienia
rozwiazan rownan z wartoscia bezwzgledng oraz zagadnienia poszukiwania wa-
runkow koniecznych i wystarczajacych istnienia tych rozwiazan.

2. Opis i wyniki badan dotyczgcych rozumienia pojecia wartosci
bezwzglednej liczby rzeczywistej

W niniejszym paragrafie przedstawiono fragment wynikéw badan wstep-
nych dotyczacych postugiwania sie¢ i rozumienia przez ucznidéw liceum pojecia
wartosci bezwzglednej. W pierwszej czeéci opisano metodologie badan, uzyte
narzedzia, a takze podano szczegdlowe cele badan. W dalszej czeSci (w para-
grafie 2.2) podjeto prébe opisania wynikéow badan.

1 Piszac dalej o wartosci bezwzglednej, bedziemy mieé na mysli wartoéé bezwzgledna, liczby
rzeczywistej.
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21. Opis badan

W badaniach bralo udzial 29 uczniow konczacych pierwsza klase liceum
ogblnoksztalcacego o profilu matematyczno-informatycznym z Krakowa.

Narzedzie badawcze stanowil zestaw 3 zaprezentowanych dalej zadan, nad
ktérym kazdy z uczniéw pracowal samodzielnie przez 45 minut. Rozwiazania
zadan byly zapisywane przez badanych na danym im arkuszu papieru.

Metode badawcza stanowila analiza wytwordéw dziatania uczniéw rozwigzu-
jacych trzy podane zadania matematyczne (zob. Lobocki, 1984).

Celem badan byta préba odpowiedzi na nastepujace pytania:

— Jakie sposoby rozwigzywania réwnan z wartos$cig bezwzgledna znaja ucz-
niowie pierwszej klasy liceum ogélnoksztalcacego?

— W jaki sposob uczniowie rozwiazuja réwnania z wartoscia bezwzgledna?

— Czy uczniowie potrafia wykorzysta¢ informacje zawarte w tekscie mate-
matycznym do rozwiazania zadan nowa, nieznana im wczeéniej metoda?

Chcac uzyskaé¢ choéby czesciowe odpowiedzi na sformulowane wyzej pytania
badawcze, zaproponowano uczniom rozwiazanie nastepujacych zadan.

ZADANIE 1
Oto trzy sposoby rozwiazania réwnania

|z] =22 — 1.

Zapoznaj sie z nimi uwaznie. Ocen ich poprawnosé. Ktory z nich podoba ci sie
najbardziej, dlaczego?

SPOSOB 1

Réwnanie |z| = 2x — 1 zastepujemy alternatywa dwéch warunkéw:

1°z=2x -1, przy zalozeniu, ze x > 0
Iub
2° ¢ = —(2x — 1), przy zalozeniu, ze x < 0.

Ad. 1°.z =2z—1dlax > 0. Stad x—2x = —1, zatem —x = —1. Ostatecznie
=1

Wartosé x = 1 spelnia warunek x > 0, wobec tego jest ona rozwiazaniem
réwnania |z| = 2x — 1.

Ad.2°. x = —(2z—1) dlaz < 0. Stad v+ 2z = 1, zatem 3z = 1. Ostatecznie
r=1.
Wartosé¢ ta nie spelnia warunku x < 0, wigc nie jest ona rozwigzaniem
réwnania |z| = 2x — 1.
Ostatecznie réwnanie |x| = 2x — 1 ma jedno rozwiazanie x = 1.
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SPOSOB 2

Naszkicujmy wykresy funkcji: y = |z| oraz y = 2o — 1 w jednym prostokat-
nym ukladzie wspolrzednych.

Z rysunku 1 mozemy odczytaé, ze wykresy funkcji y = |z| oraz y = 2z — 1
przecinaja sie w jednym punkcie. Wspolrzedne tego punktu odczytujemy z wy-
kresu: A= (1,1).

Na podstawie powyzszego mozemy sformulowaé i sprawdzi¢ hipoteze, ze
réwnanie || = 2x — 1 ma jedno rozwiazanie: x = 1 (dla © = 1 prawa i lewa
strona réwnania przyjmuje wartosé 1).

Ostatecznie rozwigzaniem réwnania |z| = 2z — 1 jest x = 1.

Y ~
J
Y
S Q//\
1 /A
-1 1 r
-1
Rysunek 1

SPOSOB 3

Zauwazmy, ze |x| > 0 dla kazdego x € R. Poniewaz lewa strona réwnania
|x| = 22 — 1 jest nieujemna dla dowolnego = € R, zatem mozemy wnioskowad,
ze wyjsciowe réwnanie ma rozwiazanie tylko dla 2x — 1 > 0. Stad 2x > 1, czyli
x > 0. Skoro z > 0, to |x| = . Wobec powyzszych uwag réwnanie |z| = 2z — 1
jest réwnowazne réwnaniu x = 2z — 1, czyli réwnaniu —x = —1. Ostatecznie
rz=1.

Réwnanie |z| = 22 — 1 ma jedno rozwiazanie x = 1.

ZADANIE 2
Sformutuj i rozwiaz (réznymi sposobami) zadanie podobne do zadania 1.

ZADANIE 3

Rozwiaz réwnania:
a) o] = 22;
b) [2z+4|+ |3z —6|=0;
c) |lr+3]=-2.

Zauwazmy, ze analiza rozwiazan zadania 1 umozliwia pozyskanie informacji
0 ocenie poprawno$ci rozwiazan przez poszczegdlnych badanych, pozwala po-
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nadto w pewnym zakresie zbadaé preferencje uczniow co do réznych zaprezen-
towanych sposobéw rozwigzywania rownania z wartosdcia bezwzgledna. Pozwa-
la takze zwréci¢ uwage na te elementy rozwiazan zadania, w ktérych w opinii
badanych popelniono bledy. Moze przyczyni¢ sie to do zwrocenia uwagi na cze-
Sci rozwiazania, z ktorymi badane osoby moga mie¢ trudnosci, co moze poméc
w konstrukcji zadan i probleméw, majacych na celu odpowiednie ksztaltowanie
i ewentualng zmiane btednych przekonan o pojeciu wartosci bezwzglednej. Ana-
liza sposobéw rozwiazan zadania drugiego i trzeciego pozwala poznaé sposoby
pracy uczniéw nad réwnaniami z warto$cig bezwzgledna. Analiza rozwigzan
zadania drugiego pozwala ponadto sprawdzi¢ zrozumienie zaprezentowanych
w zadaniu 1 sposobow rozwiazywania réwnan, a takze umozliwia zaobserwo-
wanie, w jaki sposéb uczniowie wykorzystuja w procesie rozwiazywania zadania
informacje zawarte w tekécie matematycznym.

2.2. Wuyniki badan

Sformutowane w tej czesci artykulu wnioski, ze wzgledu na niewielks licz-
be oséb bioracych udzial w badaniu, a takze na forme przeprowadzenia badan
(analiza wytworéw dzialania ucznidéw), nalezy traktowaé wylacznie jako hipo-
tezy badawcze wymagajace dalszej weryfikacji.

Prébe rozwiazania zadania 1 podjeli wszyscy uczniowie. Analizujac rozwia-
zania zadania 1 stwierdzono, ze praktycznie wszyscy badani (25 os6b na 29
badanych) uznali, iz pierwszy z zaprezentowanych sposobdéw rozwiazania za-
dania jest poprawny (por. tabela 1). Mniej, bo tylko 16 badanych uznalo za
poprawny drugi ze sposobéw rozwiazania zadania. Ponadto tylko 5 badanych
stwierdzilo, ze trzeci sposéb rozwiazania nie zawiera bledéow. Na ten fakt nie-
bagatelny wplyw mdgl mie¢ sposéb sformulowania rozwigzania, w ktérym brak
jest ,posredniego kroku” rozumowania (z faktu, iz 2z > 1 wyciaga sie od razu
wniosek, ze x > 0). Brak tego posredniego etapu moéglt stanowié¢ przeszkode
w zrozumieniu i wlasciwej ocenie przez uczniéw poprawnosci rozwiazania.

Jak wynika z danych zawartych w tabeli 1, najwiecej oséb (10 badanych)
uznalo za poprawny tylko pierwszy sposob rozwiazania badz pierwszy i drugi
sposob rozwiazania zadania. Ponadto tylko 4 osoby uznaly wszystkie sposoby
rozwiazania za poprawne.

Wiekszos$é badanych (16 0séb) rozwiazujac zadanie 1 uznalo, ze pierwszy
sposob rozwiazania podoba im sie najbardziej. Badani uzasadniali swj wybér
np. nastepujaco:

— Sposob 1 podoba mi sie najbardziej, jest on poznany w szkole.

— Sposob 1 jest najbardziej mi sie podobajgcy, najbardziej poprawny, bo podat

go nauczyciel na lekcji.

Podobne wypowiedzi, do zaprezentowanych wyzej, mozna znalezé w pozo-
statych 14 pracach. Jak wskazuja wypowiedzi, przy wyborze sposobu rozwia-
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zania uczniowie kierowali sie faktem, iz rozwigzanie 1 bylo sposobem pracy
poznanym przez nich na lekcjach matematyki.

Mniej niz polowa badanych (11 oséb) uznala, ze najbardziej podoba im sie
graficzny sposéb rozwiazania zadania (sposéb 2). Uczniowie uzasadniali swoj
wybor tym, Ze ta droga rozwiazania zadania jest ,najszybsza”, zdaniem jednego
z uczniéw: drugi sposéb rozwigzania pozwala praktycznie natychmiast uzyskac
odpowied?Z.

Tabela 1. Zestawienie dotyczace oceny poprawnosci poszcze-
gblnych sposobéw rozwiazania zadania. Symbol P oznacza, ze
dany sposéb uznano za poprawny, symbol N oznacza, ze spo-
séb zostal uznany za niepoprawny.

Ip. | sposéb 1 | sposob 2 | sposéb 3 | liczba oséb
1 P P P 4
2 P P N 10
3 P N P 1
4 P N N 10
5 N P N 2
6 N N N 2

Tylko 2 badanych uznalo iz najbardziej podoba im si¢ trzecia z zapropono-
wanych mozliwosci rozwiazania zadania. Oto wypowiedzi tych uczniow:

— Najbardziej podoba mi si¢ sposéb nr 3, gdyz jest on najlatwiejszy do zro-
zumienia © nagkrotszy.

— Waszystkie trzy sposoby sq poprawne, ale jeden z nich (sposéb 2) jest nie-
doktadny, tzn. jesli choéby jeden z wykreséw zostanie Zle narysowany, caly
wynik bedzie zly. Mozna tez mieé zastrzezenia co do dokladnosci wyniku.
Wspdlrzedne punktu otrzymujemy w przyblizeniu, gdzie {atwo o pomylke.
Nagbardziej podoba mi sie sposéb nr 3, poniewaz jest najkrotszy i opiera
ste na twierdzeniach, a to znacznie ulatwia prace © zmniejsza ilosé obli-
czen. Sposob 1 jest prosty, ale przy bardziej skomplikowanym rownaniu
jest bardzo duzo obliczen i co za tym idzie, latwiej mozna sie pomylic.

Z wypowiedzi pierwszego z tych uczniow wynika, iz wybral on trzeci sposéb
rozwigzania zadania, gdyz takie rozwiazanie jest najkrotsze i najbardziej przej-
rzyste. Mozna przypuszczaé, ze drugi z uczniow wybral trzeci sposéb rozwigza-
nia, gdyz pierwszy sposob jest pracochlonny, a drugi niejednokrotnie pozwala
na odczytanie rozwiazania tylko w przyblizeniu. Z wypowiedzi ucznia nie wy-
nika jednak, czy zdaje on sobie sprawe, jak rozwiaza¢ inne rownania metoda 3
i czy kazde réwnanie da si¢ rozwigzaé w ten sam sposéb.

Wyniki badan pozwolily zwréci¢ nasza uwage na duze trudnosci uczniow
z czytaniem, analizowaniem i zrozumieniem tekstu matematycznego, jakim jest
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tre$¢ zadania. Wielu dydaktykéw matematyki zwraca uwage na role lektury
tekstu matematycznego w procesie ksztatcenia.

Tekst matematyczny ma specyficzng wérdéd innych tekstéw budowe i wy-
maga specjalnych technik czytania. W toku jego lektury dochodzi do
bezposredniego kontaktu z osobliwym swiatem abstrakcji, z autentyczng,
materia matematyczna, odrebnym jezykiem, pojeciami wystepujacymi
w bogatych i swoistych kontekstach, dostosowana do nich metoda badan.
W procesie lektury takiego tekstu — jak w soczewce — skupiajg sie pod-
stawowe aktywnos$ci matematyczne, stanowigce same w sobie przedmiot
zainteresowan dydaktyki (...), szkola ma przygotowywaé do samodziel-
nego uczenia sie, nie moze wiec pomijaé¢ nauki korzystania z podrecznika,
w tym z tekstu matematycznego. Perspektywa ogdélnego postepu i roz-
woju Swiata o wiele wyrazniej niz przed kilkudziesieciu laty stawia przed
szkola zadania zwiazane z przygotowaniem do samoksztalcenia.

(Konior, 1995)

Potrzeba nauki czytania réznych tekstéw matematycznych jawi si¢ coraz
bardziej w perspektywie permanentnego uzupelniania wiedzy i koniecz-
nosci samoksztalcenia w ciagu calego zycia i aktywnosci zawodowej.

(Konior, 1991)

Na umiejetno$é¢ korzystania z tekstu matematycznego zwraca tez uwage
B. J. Nowecki:

Jednym z waznych zrédel wiedzy matematycznej, jaka powinien uczen
zdoby¢ w szkole, jest tekst matematyczny zawarty przede wszystkim
w podrecznikach szkolnych. Umiejetno$é korzystania z tego tekstu ma
znaczenie nie tylko dorazne, ograniczajace si¢ do opanowania okreélonych
wiadomosci. Jest ona jednym z waznych celéw ogélnych nauczania mate-
matyki. Chodzi o to, by uczen, zdobywajac i rozwijajac owg umiejetnosé,
odnosit korzys$é podwdjna:

— z jednej strony poznawal nowe tresci,

— z drugiej uczy! si¢ samodzielnego uczenia si¢ matematyki za pomoca
lektury tekstu matematycznego.

(Nowecki, 1984)

Wyniki badan pozwalaja przypuszczaé, ze uczniowie nie sg przygotowani do
samodzielnego korzystania z informacji zawartych w tekscie matematycznym.
Wielu badanych mialo trudnoéci zaréwno ze zrozumieniem poszczegdlnych eta-
poOw rozwigzania zadania jak i calej jego ,idei”. Dodatkowsa przeszkoda w zrozu-
mieniu rozwigzan zadan mogta by¢ nieznajomosé badz niewladciwe rozumienie
przez uczniéw poje¢ wystepujacych w przedstawionym tekscie. O trudnosciach
moga Swiadczy¢ nastepujace fragmenty prac ucznidéw:

— Sposob 1 najbardziej mi odpowiada, poniewaz wykorzystuje definicje war-
tosci bezwzglednej. Mimo to mie jest poprawny, poniewaz za x mozemy
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podstawié¢ wiele wartosci, a nie tylko 1. Sposéb 2 jest niepoprawny z te-
go samego powodu. Sposob 3 jest moim zdaniem niepoprawny. Wystepuje
tutaj blgd. Wystepuje tam wnioskowanie, Ze skoro 2x > 1 to x > 0. Jest
to nieprawda, poniewaz skoro 2x > 1 to x > % Jesli za x podstawimy
np. i, co jest zgodne z wyrazeniem x > 0, to bedzie to niezgodne z tym,
ze 2x > 1. Mysle tez, Ze nie jest wazne, ile znamy sposobéw Tozwigzania
danego zadania, ale to czy znamy poprawny sposob.

— Moim zdaniem sposcb trzeci jest sposobem blednym, poniewaz 2z — 1 nie
jest wieksze od 0 dla x € R, np. 2 - % —1= f%.

— W pierwszym sposobie jest blgd, gdyz dla x < 0 réwnanie powinno wy-
gladaé —x = 2x — 1, a nie x = —(2z — 1). Drugi sposdb jest poprawny.
W trzecim sposobie jest bled, gdyz po prawej stronie mie jest zawsze do-
datnia dla x < % prawa strona jest ujemna.

Mozna przypuszczaé, ze autor pierwszego zaprezentowanego fragmentu pra-
cy nie zrozumial, iz w ostatniej fazie rozwiazania zadania sposobem 1 dokona-
no sprawdzenia, ze otrzymany pierwiastek rownania nalezy do jego dziedziny.
Ten sam uczen oceniajac poprawno$¢ sposobu 3 nie zrozumial idei rozwigza-
nia, bazujacej na tym, ze ewentualne pierwiastki wyjsciowego réwnania musza
by¢ nieujemne (skoro po jednej stronie réwnania mamy |z|). Ponadto zdanie:
sotad 2z > 1, czyli « > 0” potraktowal jak rownowaznosé, co moze wskazy-
waé na braki w rozumieniu pojecia réwnowaznosci oraz implikacji lub braki
w umiejetnoéci czytania tekstu matematycznego. Autorzy drugiego i trzeciego
rozwigzania nie wzieli pod uwage zalozen, przy ktorych prowadzone byly ro-
zumowania. Mozna ponadto przypuszczaé, iz autor trzeciego rozwiazania zna
definicje warto$ci bezwzglednej, nie dostrzega jednak faktu, ze po pomnoze-
niu obu stron réwnania przez liczbe ,,—1” otrzymujemy réwnanie rownowazne
danemu.

Podsumowujac analize rozwiazania zadania 1 nalezy stwierdzié¢, ze kilka
0s6b bioracych udzial w badaniu zwrécito uwage, ze graficzny sposéb rozwia-
zania zadania jest najszybszy (szkicowanie wykreséw odpowiednich funkcji po-
zwala nagszybeiej otrzymad rozwigzanie), chociaz najmniej dokladny (rozwigza-
nie mozemy odczytaé tylko w przyblizeniu). Pozostale dwa sposoby rozwiazania
w opinii badanych pozwalaja na uzyskanie dokladnego wyniku. Podstawowa
przyczyng wybierania pierwszej metody rozwigzania zadania jako podobajacej
sie¢ najbardziej, byl fakt, iz ten sposéb rozwiazania byl poznany przez bada-
nych na lekcjach matematyki w szkole. Mozna przypuszczaé, iz pozostale me-
tody rozwiazywania réwnan nie byly przez uczniow wykorzystywane (lub byly
stosowane sporadycznie).

Kazdy z badanych podjat probe rozwigzania zadania 2. Wszyscy uczniowie
pracujac nad zadaniem formulowali polecenie rozwigzania réwnania z war-
toscig bezwzgledna réznymi sposobami. W wigkszoéci prac mozna byto
odnalez¢ réwnania postaci:
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|z| = ax — b,

gdzie a,b byly liczbami rzeczywistymi dodatnimi. Tylko jeden z badanych po-
lecil rozwigzaé réwnanie:

|z| = 3z + 2.

Uczniowie pracujac nad wymyslonymi przez siebie zadaniami prezentowa-
li od jednego do trzech rozwiazan. W ich pracach mozna zaobserwowac Scisty
korelacje pomiedzy prezentowaniem metod rozwiazania zadan a oceng popraw-
noéci metod rozwiazania zamieszczonych w zadaniu 1. Praktycznie wszyscy
badani prébowali rozwigzaé¢ wymyslone przez siebie zadanie tymi metodami,
ktére uznali za poprawne podczas pracy nad zadaniem 1.

Uczen, ktéry prébowal rozwiazaé réwnanie || = 3z + 2, przedstawil roz-
wiazanie graficzne oraz algebraiczne oparte na metodzie réwnan réwnowaznych
z wykorzystaniem definicji wartoéci bezwzglednej. Prébujac rozwiazaé¢ réwna-
nie metoda pojeciowa (sposéb 3), natrafil na trudnosci (z faktu, ze 3z > —2
nie mégt wyciagna¢ wniosku, ze x > 0). Jak sam stwierdzil: zadania nie da
sie tak rozwigzac nie modyfikujgc postepowania. 8 sposob rozwigzania nie moze
by¢ stosowany do wszystkich réwnan.

Mozna przypuszczad, iz badany uczen zrozumial idee zaprezentowanego spo-
sobu rozwiazania (spos6b 3) oraz dostrzegl fakt, Zze moze on by¢ stosowany tylko
dla okreslonych typow rownan z wartoécia bezwzgledna.

Analizujac prace uczniow stwierdziliSmy, ze 27 oséb podjeto prébe rozwigza-
nia zadania 3. Bardzo wielu badanych pracujac nad zadaniami postugiwalo sie
metoda réwnan réwnowaznych z jednoczesnym rozwazaniem przypadkoéw wy-
nikajacych z definicji wartosci bezwzglednej. Tylko nieliczne osoby prébowaly
rozwigzaé rownania graficznie lub wykorzystaly twierdzenia o wartosci bez-
wzglednej. W zadaniu 3a tylko dwie osoby szkicowaly wykresy odpowiednich
funkcji. W pozostalych zadaniach (3b i 3¢) ta metoda rozwiazania nie pojawilta
sie w ogodle. Ponadto 9 oséb w zadaniu 3b oraz 9 osé6b w zadaniu 3¢ wyko-
rzystalo do rozwiazania wlasno$é wartosci bezwzglednej (tj. jej nieujemnosé).
Pozostate zadania byly rozwiazywane przez badanych metoda réwnan réwno-
waznych z jednoczesnym stosowaniem definicji wartosci bezwzglednej. Analiza
prac pozwala przypuszczaé, ze niektérym uczniom nie towarzyszyla glebsza
refleksja nad trescia zadania, wykonywali oni tylko algorytmicznie skoniczony
ciag czynnodci. Znamiennym jest tez, ze wiekszosé oséb rozwiagzujac zadania
3a, 3b i 3c ta metoda nie uzyskala poprawnych odpowiedzi. Osoby te popelnilty
rozne bledy. Wiele z nich zwigzanych bylo ze stosowaniem definicji wartosci
bezwzglednej, a dokladniej z ograniczeniem zakresu stosowalnosci poszczegdl-
nych wzoréw.

Oto przykladowe fragmenty prac trzech badanych uczniéw, ilustrujace po-
pelnione przez nich bledy:
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2 4, dy = > 0,
122 + 4| = z + gdy
—2x — 4, gdy x < 0;
o+ 3] z+3 dla x > 0,
xT =
—x+3 dla x < 0;

2c4+4+3x—-6=0, gdy x > 0,

2 4 3z — 6| =0 <=
|22 + 4] + [32 — 6| {2x43x+60, gdy z <0.

Mozna przypuszczaé, ze uczniowie inaczej odczytywali te sama zmienna
w stosowanej definicji warto$ci bezwzglednej, co moze $wiadczy¢é o brakach
w wiedzy dotyczacych omawianego pojecia.

23. Podsumowanie wynikéw badan

Podsumowujac mozna stwierdzié, ze badanie ukazato watpliwosci uczniow
co do poprawnosci poszczegdlnych metod (jak i ich elementéw) rozwiazywania
rownan z wartoscia bezwzgledna oraz ujawnito braki w wiedzy i umiejetnosciach
u badanych os6b. Zaobserwowane trudnosci wskazaly nam elementy rozwiazan
zadan, na ktére naszym zdaniem nalezaloby zwrocié baczniejsza uwage podczas
omawiania podobnych zagadnien z uczniami i studentami matematyki. Naleza
do nich:

1. definicja wartosci bezwzglednej, a w tym zakres stosowalnosci poszcze-
gélnych wzordw,

2. zagadnienia logiki matematycznej (rozumienie i uzywanie symboli: alter-
natywy i koniunkcji warunkéw, implikacji oraz réwnowaznosci),

3. sprawdzanie przynaleznosci otrzymanych rozwigzan do dziedziny réwna-
nia.

7 analizy wytworow dzialania licealistow oraz badan prowadzonych wsréd
studentéw matematyki Akademii Pedagogicznej w Krakowie (por. wyniki ba-
dan J. Major, M. Major, 2005) wynika, ze wiekszos$¢ oséb rozwiazuje réwnania
z wartoscia bezwzgledna metoda réwnan rownowaznych z jednoczesnym rozwa-
zaniem przypadkow zwiazanych z zakresem stosowalnosci wzordw, a wiec krot-
ko moéwiac, stosuje poznany w szkole algorytm. Wyniki badan pozwalaja przy-
puszczaé, ze czes¢ uczniow rozwiazujacych réwnania z wartoscig bezwzgledna ta
metoda nie ma $wiadomosci stosowania definicji wartosci bezwzglednej, a jedy-
nie powiela poznany w szkole schemat rozwiazania tego typu zadan. Omawiany
SposOb rozwiazania jest wybierany czesto w przypadkach, gdy jest on catkowi-
cie nieefektywny. Nalezy tez dodaé, iz metoda pojeciowa rozwiazywania réwnan
nie jest powszechnie znana i stosowana zaréwno przez uczniéw szkoét srednich,
jak i studentéw studiow matematycznych. Zaobserwowane podejscie do roz-
wiazywania zadan moze $wiadczy¢é o tym, ze pojecie wartosci bezwzglednej
nie bylo opracowywane u badanych uczniéw podczas nauki w szkole w sposob
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spiralny (badani w wiekszosci nie znali rozumowan pojeciowych, rzadko takze
rozwiazywali réwnania w sposéb graficzny). Na trudnosci wynikajace z takiego
opracowywania pojeé zwraca uwage Z. Krygowska stwierdzajac, ze

. skrajne eksponowanie schematéw o charakterze algorytmicznym bez
rownoczesnego wprowadzenia ucznia w myslenie pojeciowe, w globalnie
ujmowanej sytuacji, moze by¢ nawet hamulcem w rozwijaniu jego mate-
matycznego myslenia.

(Krygowska, 1977a)

Badania wzmocnily nasze przekonanie, ze metoda pojeciowa rozwiazywania
rownan moze by¢ dla ucznidéw zrozumiala, a zatem mozna i warto uczniéw z nig
zaznajamiac.

Jak ukazuja wyniki przeprowadzonych badan, opracowywanie w szkole me-
tod rozwigzywania rownan z wartodcia bezwzgledna powoduje niekiedy jedno-
stronne ksztaltowanie si¢ w umystach uczniéw schematéw poznawczych. Postu-
giwanie si¢ przez uczniéw pojeciem czesto zostaje sprowadzane do bezmyslnego
wykonywania przez nich krok po kroku algorytmu zwigzanego z rozwiazywa-
niem réwnan z wartoscia bezwzgledna (metoda réwnan réwnowaznych), bez
refleksji nad koniecznoscia wykonywania okreslonych przeksztalcen.

Wiyniki badan staly si¢ bodzcem do zbudowania zestawu zadan i problemoéw
(oméwionych w kolejnym paragrafie) przeznaczonych w zaleznosci od stopnia
trudnoéci dla uczniéw réznych szczebli ksztalcenia matematycznego.

3. Propozycja dydaktyczna

W tej czeéci artykutu podamy pewna propozycje dydaktyczna, przezna-
czong zaréwno dla nauczycieli szkot Srednich, jak i nauczycieli akademickich
nauczycielskich kierunkow studiéw matematycznych, zwiazang z rozwijaniem
rozumienia pojecia wartosci bezwzglednej. Zostana tu przedstawione przykta-
dowe zadania, ktére w klasyfikacji Z. Krygowskiej nalezy zaliczy¢ do zadan
metodologicznych, poniewaz

. zawieraja one elementy matematycznej metody. Chodzi w nich nie
tylko o dowodzenie, ale i o takie czynnosci, jak klasyfikowanie, uogél-
nianie, specyfikacja [...], upraszczanie rozumowania przez przejscie do
innego modelu lub wybér innych zmiennych, wykorzystanie izomorfizmu
lub homomorfizmu struktur.

(Krygowska, 1977a)

Przedstawione zagadnienia moga by¢ rozwazane z uczniami uczeszczajacymi
do klas o profilu matematycznym szkét ponadgimnazjalnych, na kétkach mate-
matycznych w szkolach érednich lub tez na zajeciach z analizy matematycznej
na pierwszych latach studiéw matematycznych. Przedstawione w poprzednim
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paragrafie zadania (narzedzia badawcze) moga stac sie punktem wyjscia do pro-
wadzenia bardziej ogélnych rozwazan, w ktérych szczegélna uwage bedziemy
zwraca¢ na prowadzenie rozumowan pojeciowych.

Pojawia sie tutaj naturalne pytanie: czy kazde réwnanie postaci |z| = az,
gdzie ¢ € R oraz a jest dowolnie ustalona liczbg rzeczywista, ma jedno rozwia-
zanie? Jesli nie, to od czego zalezy liczba rozwiazan tego rownania? Oczywiste
jest, ze liczba tych rozwiazan zalezy od wartosci rzeczywistego parametru a.
Dla a = 1 lub a = —1 réwnanie ax = |z| ma nieskonczenie wiele rozwiazan.
Dla a € R\ {—1,1} réwnanie ax = |z| ma dokladnie jedno rozwiazanie, z = 0
(por. rys. 2).

Rysunek 2

Cenna pomoca dydaktyczna podczas pracy nad tym zadaniem moze by¢
kalkulator graficzny lub odpowiedni program komputerowy, przy pomocy kto-
rego uczniowie moga obserwowac wzajemne polozenie wykreséw funkcji y = ||
oraz y = ax, w zaleznosci od wartosci rzeczywistego parametru a. Opisane wy-
zej problemy warto tez sformutowaé dla réwnan postaci f(z) = |z|, gdzie f jest
funkcja okreslona w R o wartoéciach w zbiorze liczb rzeczywistych.

Przedluzajac wyjsciowy problem mozna okredla¢ liczbe rozwiazan réwna-
nia ax = |z + 1|, w zaleznosci od wartosci parametru a € R. Na podstawie
obserwacji wzajemnego polozenia wykreséw funkeji y = |x + 1| oraz y = axz,
w zaleznosci od warto$ci rzeczywistego parametru a, mozna formutowaé hipo-
tezy dotyczace liczby rozwiazan réwnania ax = |z + 1| dla @ € R. Nastepnym
etapem pracy nad zadaniem jest ich dowodzenie.

Na podstawie obserwacji wykreséw funkcji mozemy sformutowaé hipoteze:
réwnanie nie ma rozwiazan dla a € (0,1]; dlaa =0, < —1ia > 1 ma
dokladnie jedno rozwiazanie, za$ dla a € (—1,0) ma dwa rozwiazania (por. rys.
3,4,5).
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Rozwazmy przypadek, gdy a € (0, 1]. Zauwazmy, iz prawa strona réwnania
ax = |z+1| dla a € R jest nieujemna. Wyjsciowe réwnanie ma rozwiazanie, gdy
azx > 0. Wobec zalozenia mamy x > 0, czyli « + 1 > 0, zatem |z + 1| = = + 1.
Zbior rozwigzan réwnania wyjsciowego jest rowny zbiorowi rozwiazan réwnania

ar =z +1 dla z > 0. (1)

Jak tatwo sprawdzié, réwnanie (1) nie ma rozwiazan, zatem dla a € (0, 1]
réwnanie ax = |z + 1| nie ma rozwiazan.

Podobnie dowodzimy, ze réwnanie to dla a = 0 oraz a < —1 oraz a > 1 ma
jedno rozwiazanie, za$ dla a € (—1,0) dwa rozwiazania.

Naturalnym uogélnieniem omawianych wyzej probleméw jest badanie licz-
by rozwiazan réwnania ax = |bx + ¢| w zaleznosci od wartosci rzeczywistych
parametréw a, b, c. Zauwazmy, ze sformutowane wyzej problemy sa otwarte,
zaréwno ze wzgledu na mozliwe metody rozwiazania, jak i ze wzgledu na nowe
problemy, ktére mozna stawiac.

Rozwazane poprzednio przyklady sa szczegdlnymi przypadkami réwnania

[f (@) = g(z), (2)

gdzie f: D1 — R, g: Do — R sa danymi funkcjami rzeczywistymi, a zbiory
Dy, D5 sa niepustymi podzbiorami zbioru liczb rzeczywistych. Ciekawym pro-
blemem dydaktycznym wydaje si¢ by¢ dyskutowanie warunkéw koniecznych
i wystarczajacych na to, aby réwnanie (2) mialo rozwiazanie. Rozwazajac ten
problem uczen ma okazje zetknaé sie z istotnymi problemami matematyki (za-
gadnienia istnienia rozwigzan réwnania w zbiorze liczb rzeczywistych). Aby
rownanie mialo rozwigzanie, zbiory D7 i Dy musza mie¢ niepusta czesé¢ wspol-
na. Ponadto stad i z definicji wartoSci bezwzglednej wynika, ze warunkiem
koniecznym istnienia rozwiazania jest niepusto$é¢ zbioru

A={zeDiNDy: g(z) >0} (3)
Spostrzezenie to mozemy zapisa¢ w postaci twierdzenia:

TWIERDZENIE 1
Jezeli réwnanie (2) ma rozwigzanie, to zbior A okreslony warunkiem (3) nie
jest pusty.

Zauwazmy ponadto, iz wszystkie rozwiazania réwnania (2) musza nalezeé
do zbioru A. Zapytajmy, czy warunek ten jest wystarczajacy na to, by rownanie
(2) posiadalo rozwiazanie. W tym celu rozwazmy nastepujacy przyklad.

PRZYKEAD 1
Rozwazmy réwnanie

|z? — 1| = 2z — 3, (4)
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bedace szczegdlnym przypadkiem réwnania (2), w ktérym f(z) = 2% — 1,
g(z) = 2z — 3 oraz D1 = Dy = R. Zgodnie z twierdzeniem 1, warunkiem

koniecznym istnienia rozwiazania réwnania (4) jest niepusto$é zbioru A, ktéry

w tym przypadku jest przedzialem [%, 00). Zbadajmy, czy w zbiorze A istnieje

rozwigzanie réwnania. Naszkicujmy w jednym uktadzie wspolrzednych wykresy
funkeji f(x) = 2% — 1, |f(z)| = |2® — 1] oraz g(z) = 22 — 3 (por. rys. 6).

Rysunek 6

Analizujac sytuacje przedstawiong na tym rysunku, stawiamy hipoteze, ze
réwnanie (4) nie ma rozwiagzania, poniewaz wykresy funkcji | f| oraz g nie maja
punktow wspodlnych w zbiorze A. Aby zweryfikowaé nasza hipoteze, wystarczy
rozwigzaé¢ réwnanie (4). Dla z € [2, 00) réwnanie to przyjmuje postaé z2 — 2z +
2 =0, jak latwo sprawdzi¢, nie ma ono rozwiazania.

Zauwazmy ponadto, ze wykresy funkcji f i g takze nie maja punktéw wspél-
nych.

Zapytajmy zatem, czy warunkiem wystarczajacym istnienia rozwiazania
réwnania (2) jest przecinanie sie wykreséw funkeji f oraz g. W poszukiwaniu
odpowiedzi na to pytanie rozwazmy ponizszy przyklad.

PRZYKEAD 2
Rozstrzygnij, czy istnieje rozwiazanie réwnania

|z? — 4| =2 — 3. (5)

W réwnaniu (5) mamy: f(z) = 22—4, g(z) = 2—3, D1 = Dy = R oraz zbiér
A = [3,+00) # 0. Wynika stad, ze warunek konieczny istnienia rozwiazania
réwnania jest spelniony. Na rysunku 7 przedstawiono wykresy funkeji f(x) =
22 —4, |f(z)| = |2 — 4| oraz g(z) =z — 3.

Analizujac sytuacje na tym rysunku, formulujemy, hipoteze: pomimo ze
wykresy funkeji f i g przecinaja sie (i to w dwu punktach), to réwnanie (5) nie
ma rozwigzania. Jest tak dlatego, ze pierwiastki réwnania z2 — x — 1 = 0 nie
naleza do przedziatu [3, +00).
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Rysunek 7

Ponizej sformutowane twierdzenie 2 podaje warunek wystarczajacy na to,
by réwnanie (2) mialo rozwiazanie.

TWIERDZENIE 2
Jezeli dla funkcyi f: D1 — R, g: Dy — R 2bior D1 N Do jest niepusty i row-
nanie

f(x) = g(x) (6)
ma rozwigzanie xo nalezgce do zbioru A = {x € D1 N Dy : g(x) > 0}, to xo
jest takze rozwigzaniem réwnania | f(z)| = g(x).

Dowdd. Zalézmy, ze x( jest rozwiazaniem réwnania (6) i g € A. Wte-
dy zachodza warunki: f(xg) = g(zo) i g(zo) > 0. Wynika stad, ze réwniez
f(zo) 2 0, czyli |f(xo)| = f(zo). Zatem liczba zy spelnia réwnanie (2), tzn.

|f(zo)| = g(x0)-

Zaprezentowany dowdd, wykorzystujacy jedynie zalozenia twierdzenia i de-
finicje wartosci bezwzglednej, moze by¢ dobrym przyktadem do pokazania ucz-
niom, na czym polega metoda dedukcji. Twierdzenie 2 ma prosta interpretacje
geometryczna. Zauwazmy, ze jezeli wykresy funkcji f i g maja punkty wspolne
oraz odciete tych punktéw naleza do zbioru tych argumentéw z czeéci wspolnej
dziedzin funkcji f i g, dla ktorych funkcja g przyjmuje wartosci nieujemne, to
rzedne tych punktéw spelniaja réwnanie (2). Fakt ten ilustruje nastepujacy
przyktad.

PRZYKEAD 3
Wyznaczyé, o ile istnieja, rozwiazania réwnania

|222 — 8| =z + 1. (7)
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W rozwazanym przykladzie mamy: f(z) = 222 — 8, g(x) = 2 + 1, D; =
Dy =R oraz zbiér A = [—1,+00) # 0.

Réwnanie 222 — 8 = x + 1 jest réwnowazne réwnaniu 222 —z — 9 = 0 i ma
dwa rozwiazania r; = %ﬁ <=1, 20 = % > —1. Zatem zgodnie z twier-
dzeniem 2 tylko liczba x2 spelnia réwnanie (7). Analiza rysunku 8 pozwala
stwierdzié, ze istnieje réwniez pierwiastek réwnania (7), ktéry nie spelnia réw-
nania 222 — x — 9 = 0. Oznacza to, ze twierdzenie 2 nie opisuje wszystkich
rozwigzan réwnania (2). Jest zatem tylko warunkiem wystarczajacym, a nie
jest warunkiem koniecznym istnienia rozwigzania.

Rysunek 8

W dalszej cze$ci oméwimy kilka szczegdlnych réwnan typu (2). Powstaja
one w wyniku specyfikacji funkcji f lub g. Polézmy w réwnaniu (2): f(z) = z,
wtedy D; = R. Réwnanie (2) przyjmie wiec postad

x| = g(x)- (8)

Dla réwnania (8) udowodnimy nastepujacy warunek konieczny i wystarcza-
jacy istnienia rozwiazania.
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TWIERDZENIE 3

Niech g: Do — R oznacza funkcje, dla ktérej zbior A ={x € Dy : g(x) > 0}
jest podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych nieujemnych. Réwnanie (8) ma roz-
wigzanie wtedy 1 tylko wtedy, gdy funkcja g ma punkt staly w zbiorze A # 0.

Dowaod. Niech funkcja g: Do — R spelnia zalozenia twierdzenia. Zatézmy
najpierw, ze réwnanie (8) ma rozwiazanie. Zgodnie z przyjetymi oznaczeniami
mamy Dy = R, D; N Dy = Ds. Z twierdzenia 1 wynika, ze zbiéor A = {z €
Dy : g(x) > 0} jest niepusty. Poniewaz A C [0, 00), to istnieje xg € A i xg > 0.
Zatem na mocy definicji wartosci bezwzglednej z warunku (8) dostajemy réw-
nosé¢ g = g(xg), co oznacza, ze o jest punktem stalym funkcji g.

Zalézmy obecnie, ze funkcja g ma punkt staly w zbiorze A. Istnieje zatem
nieujemna liczba x taka, ze xo = g(zp). Stad i z definicji wartosci bezwzglednej
wynika, ze x( jest rozwiazaniem réwnania (8).

Z twierdzenia 3 wynika, ze je$li A C [0, 00), to kazde rozwiazanie réwnania
(8) jest punktem stalym funkeji g i kazdy punkt staly funkcji g jest rozwiaza-
niem tego réwnania.

Ponizszy przyklad ilustruje istotnos¢ zalozenia, ze zbiér A zawiera sig
w zbiorze liczb rzeczywistych nieujemnych.

PRZYKEAD 4
Wykazaé, ze réwnanie

ja| =2 —4 9)

ma rozwiazanie, ktére nie jest punktem stalym funkcji g(z) = 22 — 4.

Réwnanie (9) jest szczegdlnym przypadkiem réwnania (8), w ktérym funkcja
g(z) = 2% — 4, zbiér Dy = R oraz zbiér A = (—o00, —2] U [2, +00) nie zawiera
sie w zbiorze liczb rzeczywistych nieujemnych.

Funkcja g ma dwa punkty stale: z; = I_T‘/ﬁ <0, 29 = %ﬁ > 0. Liczba
X jest rozwiazaniem réwnania (9). Natomiast liczba 21 nie spelnia réwnania
(9). Réwnanie to ma jeszcze rozwiazanie z3 = *I%m < 0, ktére nie jest
punktem stalym funkcji g (por. rys. 9).

Kolejny przyklad szczegdlnego przypadku réwnania (2) postuzy do sfor-
mulowania pewnej wtasnosci funkcji definiowanej przy pomocy wartosci bez-
wzglednej.
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Rysunek 9

PRZYKEAD 5
Polézmy w réwnaniu (2): f(x) = x—21i g(x) = 3—|z—+1|. Réwnanie to przyjmie
wtedy postac

[ —2|=3—|z+1] (10)
lub réwnowazna jej
|z — 2]+ |z + 1] = 3. (11)
Z twierdzenia 1 wynika, ze rozwigzanie réwnania (10) moze naleze¢ jedy-
nie do zbioru A = [—4,2], bo w tym zbiorze funkcja g jest nieujemna (por.
rys. 10).
Y
—1 /,’2 €T
Rysunek 10

Zauwazmy, ze dla x € [—1,2] funkcje |f| 1 g przyjmuja takie same wartosci.
Zgodnie z twierdzeniem 2 liczby z przedzialu [—1, 2] spelniaja réwnanie (10).

Na rysunku 11 przedstawiono wykresy funkcji f1(z) = |z — 2|+ |« + 1| oraz
g91(z) = 3. Analizujac sytuacje przedstawiong na tym rysunku, stwierdzamy,
ze lewa strona réwnania (11) jest funkcja stala w przedziale [—1,2]; dla z > 2
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ma ona postaé: y = 2z — 1, a dla x < —1 postaé: y = —2x + 1. Przedluzajac
obie pélproste na rysunku 11 az do punktu ich przeciecia otrzymamy wykres
funkcji y = |22 — 1] (por. rys. 12).

Yy
3
1 D) T
Rysunek 11
\ ’ /
\\\ 3 I,'
-1 3 2 T
Rysunek 12
Zauwazmy, ze wartodci funkcji y = |z + 1| + |z — 2| dla poszczegdlnych

argumentéw z € R sa réwne wartosciom funkcji y = max(|2z — 1|,3) (rys.
12), czyli dla kazdej liczby rzeczywistej zachodzi réwnosé |x + 1| + |z — 2| =
max(|2z — 1], 3).

Aby udowodni¢ otrzymang w przykltadzie 5 réwnos¢ dla dowolnych dwu
funkcji liniowych o tym samym, co do wartosci bezwzglednej, wspotczynniku
kierunkowym, wykorzystamy nastepujaca wlasnos¢ wartosci bezwzglednej licz-
by rzeczywiste;j.

TWIERDZENIE 4
Jezeli p oraz q sq dowolnymsi liczbami rzeczywistymsi, to zachodzi réwnosé

Ip| + lg| = max(|p +ql, [p — ql). (12)

Dowdd. Dowdd twierdzenia mozna otrzymaé postugujac sie nieréwnoscia-
mi ||p| — |¢|| < |p+ ¢q] < |p| + |g| 1 rozwazajac stosowne przypadki odnosnie
znakéw liczb p oraz q.

7 twierdzenia 4 wynika nastepujacy wniosek.
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TWIERDZENIE 5
Jezeli a, b, ¢ sq liczbami rzeczywistymi, to dla kazdej rzeczywistej liczby x za-
chodzi réwnosé

|ax + b| + |ax 4 ¢| = max(|2ax + b+ ¢, |b — ¢|). (13)
Wzér (13) zastosujemy do rozwiazania réwnania postaci
laz + b + |ax + ¢| = m, (14)

gdzie a, b, c,m sa danymi liczbami rzeczywistymi i m > 0.
7 twierdzenia 5 wynika nastepujacy warunek na istnienie rozwiagzan tego
rownania.

TWIERDZENIE 6
a) Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym na istnienie rozwiazan réwna-
nia (14) jest spelnianie nierdwnosci

|b—c| <m. (15)

b) Przy warunku |b— c| < m réwnanie (14) réwnowazne jest réwnaniu
|2a2 + b+ | =m, (16)
gdzie a, b, ¢, m j.w.

Prosty dowdd tego twierdzenia pozostawiamy Czytelnikowi. Zauwazmy tu
jedynie, ze twierdzenie to pozwala w istotny sposéb skréci¢ proces rozwiazy-
wania réwnania typu (14). Zamiast rozwazaé stosowne przypadki wystarczy
po zbadaniu warunku (15) sprowadzi¢ badane réwnanie do postaci (16) i je
rozwigzaé. Latwo rowniez stwierdzié, ze:

— jezeli a =01 |b+ ¢| = m, to rozwiazaniem réwnania (14) jest zbiér liczb
rzeczywistych;

— jezeli a # 01 |b — ¢|] = m, to rozwiazaniem réwnania (14) sa wszystkie
. . . —m—b—c m—b—c].
liczby nalezace do przedziatu [=75-2=¢ M=2=C];

— jezeli a # 01 |b —¢| < m, to réwnanie (14) ma tylko dwa rozwigzania

_ —m=b—c _ m—=b—c.
Ty = =g lub @y = 505
— jezeli |b — ¢| > m, to réwnanie (14) nie ma rozwiazania.

Przykladem réwnania typu (14) jest réwnanie (11), w ktéryma = 1,b = —2,
¢ =1 oraz m = 3. Poniewaz |b— c| = 3, wigc spelniony jest warunek (15). Roz-
wiazaniem rownania jest przedzial domkniety i ograniczony. Aby wyznaczy¢
jego krance, rozwigzemy réwnanie (16), tzn. réwnanie |2z — 1| = 3. Pierwiast-
kami tego rownania sg liczby 1 = —1, xo2 = 2. Zatem w $wietle powyzszych
uwag rozwiazaniem réwnania (11) jest przedzial [—1,2] (por. przyklad 5).
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Podsumowujac zauwazmy, ze przestawione rozwazania moga sta¢ sie inspi-
racja do formulowania dalszych przykladow, stawiania hipotez oraz dowodzenia
twierdzen o wartosci bezwzglednej, a wiec do prowadzenia $cistych rozumowan
matematycznych, czesto nieszablonowych i niealgorytmicznych. Rozwazania te
prowadzone sg na stosunkowo prostym materiale teoretycznym, dostepnym juz
uczniowi szkoly sredniej. Mozna tez rozwaza¢ problemy trudniejsze, co powo-
duje, ze zagadnienia te moga by¢ interesujace takze dla studentéw nauczyciel-
skich kierunkéw studiéw matematycznych. Dodatkowym powodem, dla ktore-
go wydaje sie by¢ istote rozwazanie tych zagadnien ze studentami, jest fakt, iz
w przyszlosci to oni beda przekazywaé¢ wiedze swoim uczniom.
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