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Analiza btedéw z geometrii elementarnej

popetnianych przez kandydatéw na studia
matematyczne w Akademii Pedagogiczne;

w Krakowie dokonana na podstawie wynikéw
egzaminéw wstepnych na kierunek
matematyka w latach 2003 i 2004

Abstract. In the article the errors in the solutions of geometry problems
made by the candidates for the first year of the mathematical studies at
the Pedagogical University of Cracow during the entrance examinations
in 2003 and 2004 are analysed. Every geometry problem is provided with
the examples of its solutions, and the detailed conclusions are drawn from
the analysis. In the final part of the article a general didactic analysis of
the errors is carried out as well as some aspects of teaching necessary to
improve students’ knowledge of geometry are taken into consideration.

Przedmowa

Od wielu lat obserwuje sie podczas egzaminéw wstepnych slabe przygotowa-
nie z geometrii kandydatéw na studia matematyczne w Akademii Pedagogicz-
nej. W tym artykule podjeto probe przeanalizowania bledéw w rozwiazywanych
zadaniach geometrycznych popelianych przez kandydatéw podczas egzaminéw
wstepnych. Analizie poddano rozwigzania zadan kandydatéw, ktérzy egzaminu
wstepnego nie zdali w roku 2003, oraz zadania kandydatéw, ktérzy egzamin
wstepny zdali w 2004 roku.

Zadania z geometrii proponowane na egzamin wstepny sa tak dobierane, aby
ich rozwiazania dawaly nie tylko mozliwo$é sprawdzenia ogélnej wiedzy geome-
trycznej i sprawnosci rachunkowej, ale przede wszystkim sprawdzaly umiejet-
no$¢ logicznego myslenia kandydata, przeprowadzania przez niego choéby pro-
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stych rozumowan dedukcyjnych, formutowania hipotez oraz poprawnego uza-
sadniania wyciaganych wnioskéw. Kazde zadanie geometryczne mozna bylo
rozwigzywaé kilkoma sposobami; jedne rozwigzania mogly by¢ bardzo krotkie,
inne wymagaly stosowania standardowych, cho¢ czasem dos¢ skomplikowanych
przeksztalcen algebraicznych.

Czesc |. Rekrutacja na kierunek matematyka w roku 2003

Lista zadan zaproponowanych na egzamin wstepny na kierunek matematyka
w AP na rok akademicki 2003/2004 zawierala 5 zadan z geometrii. Byly to
nastepujace zadania:

ZADANIE 5 (9 punktéw)
Dana jest prosta m o réwnaniu 2z —y — 4 = 0. Przez A oznaczono punkt
przeciecia tej prostej z osia y.
1. Niech A’ oznacza obraz punktu A w symetrii srodkowej wzgledem po-
czatku ukladu wspolrzednych. Napisaé¢ réwnanie prostej k prostopadlej
do prostej m i przechodzacej przez punkt A’.
2. Uzasadnié, ze tréjkat AA' P, gdzie P jest punktem przeciecia prostych m
i k, nie jest réwnoramienny.

ZADANIE 7 (9 punktéw)

Dwa okregi sa zewnetrznie styczne i kazdy z nich jest jednoczesnie styczny do
ramion kata ostrego. Odleglosci srodkow tych okregéw od wierzchotka kata sa
odpowiednio réwne 10 cm i 15 cm. Obliczy¢ dlugosci promieni tych okregéw.

ZADANIE 8 (12 punktow)

W réwnolegloboku ABCD przekatna AC ma dlugosé d i jest nachylona do
boku AD pod katem o mierze «. Prosta przechodzaca przez srodek S boku
AD i wierzcholek B przecina przekatna AC w punkcie E. Kat wypukly SEA
ma miare (3. Obliczy¢ pole tego réwnolegloboku.

ZADANIE 9 (10 punktow)
W kule o promieniu dtugosci R wpisano stozek, ktérego dlugosé promienia pod-
stawy jest réwna %R. Wyznaczy¢ stosunek objetosci kuli do objetosci stozka.

ZADANIE 10 (12 punktéw)

W szescianie ABCDA,B,1C1 D, przez krawedz BC i srodek symetrii Sciany
Ay B1Cy1D; poprowadzono plaszczyzne. W wyniku przekroju otrzymano czwo-
rokat. Wyznaczy¢ kat ostry miedzy przekatnymi tego czworokata oraz katy
nachylenia tych przekatnych do plaszczyzny ABCD. Wykazaé, ze kat ostry
miedzy przekatnymi przekroju jest dwa razy wickszy od kata zawartego mie-
dzy dowolng przekatna tego przekroju a plaszczyzna ABCD.
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Do egzaminu wstepnego na I rok matematyki na rok akademicki 2003 /2004
przystapilo 261 kandydatéw. Z nich 119 nie zdalo tego egzaminu. Wsréd kan-
dydatow, ktorzy nie zdali egzaminu, 13 rozwiazywalo jedynie zadania geome-
tryczne, w tym 8 tylko zadanie z geometrii analitycznej.

Ponizsze tabele przedstawiajg liczby punktéow uzyskanych przez kandyda-
tow z poszczegllnych zadan z geometrii.

Tabela I.2. Zadanie 5 — liczba kandydatéw uzyskujacych dang liczbe

punktéw
Liczba punktéw Razem
9 [8-83]7-78 |6-61 |5-51 [4-a[3-32 224 [1-11 |0
3117 9 [12]1w0] 8 ] 8] 8] 3 [2] 108]

Tabela I.3. Zadanie 7 — liczba kandydatéw uzyskujacych dang liczbe

punktéw

Liczba punktéw Razem
9s-s1|7-71|6-61[5-51 [a-a1[3-3% 220 [1-13] 4] 0
L[ T3 l5[13[3[16]2 [s[12] s |

Tabela I.4. Zadanie 8 — liczba kandydatéw uzyskuja-
cych dang liczbe punktéw

Liczba punktéw Razem
12]11]10]9]s]7]6[5]4]3]2]1] 1 ] 0
L] folso[2a] 73 ]

Tabela I.5. Zadanie 9 — liczba kandydatéw
uzyskujacych dang liczbe punktéw

Liczba punktéw Razem
10‘9‘8‘7‘6‘5‘ 4 ‘3‘ 2 ‘1‘0
| [1]8]6]5]3]17]9]31]2][1] 83

Tabela I.6. Zadanie 10 — liczba kandydatéw uzyskujacych
dang liczbe punktow

Liczba punktéw Razem
i2]1]10]o[s|7]s]5]a|3]2]1-14] 1 |o

s 5 Jualr] 55 |
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Jak widac z powyzszych zestawien, najwiecej klopotéw sprawiato kandyda-
tom rozwiazanie zadania 8 i zadania 10.

W grupie pozostalych 141 kandydatow, ktérzy zdali egzamin wstepny, liczby
punktéw uzyskanych z tych zadan byly nieco wyzsze. Zestawiono je w poniz-
szych tabelach.

Liczby punktow uzyskanych z zadan: 8 i 10 przez 141 kandydatéw, ktorzy
egzamin zdali.

Tabela I.7. Zadanie 8 — liczba kandydatéw uzyskujacych dang liczbe punktéw

Liczba punktéw Razem
2 ufwfe]s]7]e][s|a[s]2]1]1]o
3|12 |—-|-(1|2|4|2|6]|7|6]|16| 36 |22| 107
2)](2) MO MG (4)][2)](2)](12)[(6)

Tabela I.8. Zadanie 10 — liczba kandydatéw uzyskujacych dang liczbe punktéow

Liczba punktéw Razem
2 ufwlo|s|7]e][s]a]s]2]1]1]0
412|542 |36 (1311|123 |7 |8 |38 88
B MM]M @B [G)[D)][R)][(2)]EB)

Objasnienia: W nawiasach podano liczby tych kandydatéw uzyskujacych wskazana
liczbe punktéw, ktérzy w tacznej klasyfikacji ze wszystkich zadan otrzymali powy-
zej 50 punktéw (takich kandydatéw byto 39). Z tej grupy 7 kandydatéw otrzymalo
z kazdego z wymienionych zadan najwyzej 1 punkt (tj. wykonalo jedynie rysunek),
a mniej niz 6 punktéw z kazdego z zadan 8 i 10 otrzymato az 26 kandydatéw.

W dalszej czedci artykulu podano szkic rozwiazania kazdego zadania i naj-
czesciej wystepujace bledy w jego rozwigzaniu.

Przyktadowe rozwigzanie zadania 5

Dana prosta m : 2z —y—4 = 0 przecina o$ y w punkcie A = (0, —4). Prosta
k prostopadla do m i przechodzaca przez punkt A’ = (0,4), symetryczny do
punktu A wzgledem poczatku uktadu wspélrzednych, ma rownanie x4 2y—8 =
0 (rys. I.1).

W tréjkacie prostokatnym APA’, AA’ jest przeciwprostokatna, a wiec jest
najdluzszym bokiem. Réwnymi ramionami moga byé jedynie odcinki AP i A’ P.
Na to jednak potrzeba i wystarcza, aby symetralna odcinka AA’ byla osig
symetrii tego tréjkata. Symetralng odcinka AA’ jest w tym przypadku prosta
osi x i do niej musiatby naleze¢ wierzcholek P tego trdojkata tj. punkt wspdlny
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prostych m, k. Latwo jednak mozna sprawdzi¢, ze punkt @), w ktérym prosta
m przecina o$ z, ma wspélrzedne (2,0) i nie nalezy do prostej k. Zatem trojkat
APA’ nie jest trojkatem réwnoramiennym.

Mozna réwniez w inny sposéb uzasadnié, ze trojkat AP A’ nie jest tréjkatem
rownoramiennym. Na przyklad tak: trojkat prostokatny o przeciwprostokatnej
AA’ bylby tréjkatem réwnoramiennym wtedy i tylko wtedy, gdyby kat nachy-
lenia prostej m do osi  mial miare 45° albo 135°.Wspolczynnik kierunkowy
tej prostej musialby by¢ wtedy réwny +1 lub —1. Wspotezynnik kierunkowy
prostej m jest réwny 2, zatem trojkat APA’ nie jest réwnoramienny.

Rysunek 1.1

Btedy w rozwigzaniu zadania 5

Na 31 kandydatow, ktérzy otrzymali maksymalna liczbe punktéow z zadania
5, az 25 liczylo niepotrzebnie dtugosci wszystkich trzech bokéw trojkata AA'P.
Jedynie 6 kandydatéw inaczej uzasadnito odpowiedz. Na przyktad:

— Wyznaczajac punkty przeciecia prostych m, k z osia x i stwierdzajac, ze
sg one rozne.

— Wyznaczajac wspolrzedne punktu P i stwierdzajac, ze nie nalezy on do
osi .

— Wyznaczajac cosinusy katéw nachylenia prostych m, k do osi y.
— Por6éwnujac tylko dlugosci odcinkéw AP i A’P.

— Stwierdzajac, ze spodek wysokosci opuszczone] z wierzcholtka P nie jest
grodkiem odcinka AA’.
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Pozostali kandydaci w przewazajacej wiekszosci wyznaczali wspolrzedne
punktu P i liczyli dtugosci wszystkich bokéw tréjkata, podajac dla nich przy-
blizone wartoéci (przyktadowo /48,68 ~ 6,977) i popelniajac przy tym duzo
bledéw rachunkowych, takich jak va? + b2 = a + b (tego typu blad pojawial
sie do$¢é czesto),

U ——x \/ 2X— 2 _9p? + 32x + 64.

N _—

W wielu pracach poréwnywano wspoétrzedne wektoréw AP i A'P | i po
ustaleniu, ze AP AP wnioskowano: |AP| # |A’P|. Byly réwniez ta-
kie prace, w ktérych poréwnywano kazde dwa z trzech wektoréw F, W
i M} i z tego, ze sg rozne wyciagano wniosek, ze trojkat nie jest réwnora-
mienny. W niektérych pracach kandydaci poréwnywali tylko boki AA’ i AP
tréjkata i formutowali wniosek, ze tréjkat nie jest rownoramienny. Wielu kan-
dydatéw stwierdzalo: (...) tréjkat nie jest réwnoramienny, bo to widaé z ry-
sunku. W kilku pracach Zle wyznaczono punkt A’ symetryczny do punktu A
wzgledem poczatku ukladu wspoélrzednych i zle zaznaczono proste w ukladzie
wspolrzednych.

Szkic rozwigzania zadania 7

Z tredci zadania wynika, ze |SO1| = 10, |SOz| = 151 |0102| = r1 +r2. Stad
|0102| == |SOQ| — |SOl| =5 (I‘yS. 1.2).

A
T
S r’ s
o 0,
Rysunek 1.2
| sposdb

Z twierdzenia Talesa zastosowanego do prostych réwnolegltych O} 1 O2T5
przecinajacych ramiona kata O2ST: (ewentualnie z podobienstwa tréjkatéw
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SO1Ty 1 SO2Ty) wynika, ze ry : ro = 2 : 3. Zatem rq, r9 spelniaja uktad réwnan:

r+re= 5
37"1 :27’2

ktérego rozwiagzaniem jest: r; = 2, ro = 3.

Il sposdb

Okrag o $rodku O i promieniu 7y jest obrazem okregu o srodku O; i pro-
mieniu 71 w jednokladnosci o srodku S i skali k, gdzie

_ 150, 3

S04 2

stad ro = %7"1, co tacznie z warunkiem r; + ro = 5 daje r1 = 2, ro = 3.

Btedy wystepujgce w rozwigzaniach zadania 7

— Wielu kandydatéw nieprawidtowo rysowalo okregi styczne do ramion kata
ostrego. Ilustruje to rys. 1.3.

Rysunek 1.3

— W rozwiazaniach, w ktérych okregi zaznaczone byly na rysunku jako
styczne do obydwu ramion kata, zle zaznaczano promien okregu zawiera-
jacy punkt stycznodci.

— W wigkszosci prac egzaminacyjnych rysunek do zadania wygladal, jak na
rys. 1.4

— Pisano, ze |AB| = ry, |CD| = rq i ustalano proporcje r1:|SB| = r2:|SD|,
na og6l nie podajac zadnego uzasadnienia.
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AN
"

Rysunek 1.4

Przyktadowe rozwigzania zadania 8

7 zalozenia, ze a i 3 sa miarami katéw tréjkata AES wynika, ze a > 0,
B>01ia+3<180° (rys. L5).

Rysunek 1.5

| sposob rozwigzania

7 przystawania katéw wierzchotkowych i przystawania katéw naprzemian-
leglych wynika podobienstwo trojkatéw AES i CEB. Skala tego podobienstwa
jest s = 2, stad |[EC| = 2|AE|, |AE| = %d. Oznaczajac przez P pole odpowied-
niego tréjkata, otrzymujemy

2
PrEBc = Paags - 5° = 4PaAEs -

Tréjkaty EBC i AEB maja wspoOlng wysokosé opuszczong z wierzchotka B,
wiec stosunek ich pdl jest réwny stosunkowi dlugosci ich podstaw. Czyli
PAaapp = %APAEBC = 2Paagps. Trojkat ABC jest suma mnogosciowa tréj-
katow AEB i EBC o rozlacznych wnetrzach, zatem



Analiza btedow z geometrii elementarnej 103

Parapc = PaaBe + PaeBc = 6PaaEs.

Wobec przystawania tréjkatéw ABC i CDA dajacych w sumie réwnoleglo-
bok ABCD otrzymujemy

Papcp = 2Ppaapc = 12Paags -
Stosujac do tréjkata AES twierdzenie sinuséw dostajemy kolejno:

IAS| = dsin g3 p B d? sin asin 3 p B 2d? sin asin 8
“ 3sin(a+B) T Wsin(e+ 4 PP T Bsin(a+ B)

Il sposéb rozwigzania

Punkt O przeciecia przekatnych réwnolegloboku ABC D jest srodkiem oby-
dwu przekatnych (rys. 1.6). Stad w szczegdlnosci |[AO| = %d. W tréjkacie ABD,
AO i SB sa $rodkowymi, zatem |AE| = 2|EO| oraz |EB| = 2|SE|. Tréjkaty
AEB i ASE maja wspélna wysoko$é opuszczong z wierzchotka A, a stosunek
dhugosci ich podstaw jest réwny 2, wobec tego

PragB = 2PaasE oraz PaaBs = 3PaasE -

D

Rysunek 1.6

Trojkaty ABS i SBD maja réwne pola, wiec Paapp = 6Paasg - Tréjkaty
ABD i CDB sa przystajace, co ostatecznie daje Papcp = 12Paasg . Pole
tréjkata ASE mozna wyliczyé¢, jak w sposobie 1.

Btedy w rozwigzaniach zadania 8

Najczesciej wystepujace w rozwigzaniach tego zadania bledy to:
— Niewlasciwe zaznaczanie kata wypuklego, Swiadczace o nieznajomosci de-
finicji katéw wypuklych i wklestych (rys. 1.7).
— Identyfikowanie srodkowej tréjkata z wysokoscia tréjkata.
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— Stwierdzanie, ze przekatne dowolnego réwnolegloboku maja réwne diu-
gosci 1 sa zawarte w dwusiecznych katéw wewnetrznych tego réwnolegto-
boku.

— Stwierdzanie, ze sumy dlugosci przeciwleglych bokéw w dowolnym réwno-
legloboku sa réwne (nieudolne stosowanie twierdzenia o okregu wpisanym
w czworokat).

— Stosowanie blednych wzoréw na pole réwnolegloboku (np. Papcp =
|AD||AB]|sin «, gdzie « to kat miedzy przekatna réwnolegltoboku i bo-
kiem tego réwnolegloboku).

— Stosowanie blednych definicji funkcji trygonometrycznych kata ostrego.

¢

Rysunek 1.7

Szkic rozwigzania zadania 9

Z doktadno$cia do izometrii sa dwa nieprzystajace do siebie stozki, spelnia-
jace warunki zadania. Rysunek 1.8. przedstawia przekroj osiowy kuli i obydwu
stozkow. O$ kazdego z tych stozkéw zawiera srodek kuli. Przyjmujac, ze oby-
dwa maja wspdlng os symetrii i oznaczajac przez H, dtugo$é wysokosci jednego
stozka, a przez Ho dlugo$é wysokosci stozka drugiego, otrzymujemy:

Hy =R+ h, Hy =R —h,
gdzie h jest dlugoscig wysokosci w trojkacie réwnobocznym o dhugosci boku R.
Stad

AR CILI

Objetoéci tych stozkéow sa odpowiednio réwne:

(2—-V3)R
—

(24 V3)mR3 vy — (2 - \/é)wa

Vi= 24 ’ 2

Stosunek objetosci kuli do objetoéci kazdego z nich wynosi odpowiednio:

Ve _ 32(2 - V3), Ve _ 32(2 + V3).
14 Vo
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c

Rysunek 1.8

Btedy w rozwigzaniach zadania 9

— Znaczna liczba kandydatéw niewlasciwie wyobrazala sobie stozek wpisany
w kule. Przedstawiano najrozmaitsze rysunki. Przyktadowe ilustruje rysu-
nek I1.9. Na rysunku I.9e kandydat pomylit pojecie kuli opisanej na stozku
z pojeciem kuli wpisanej w stozek. Twierdzil przy tym, ze tréjkat K DB
jest podobny do trojkata CDB. Stad otrzymal proporcje: R:x =h:1
i w konsekwencji dalszych przeksztalcen bezkrytycznie doszedt do wnio-
sku, ze objetos¢ kuli jest 16 razy wieksza od objetosci stozka.

— Wystepuje rowniez takie rozwiagzanie, w ktorym objetosé kuli opisanej na
stozku jest réwna objetosci stozka.

— W wielu rozwiazaniach, to samo R jest réwnoczesnie dlugoscia promienia
kuli i dtugoscia promienia podstawy stozka.

— Stosowano bledne wzory na objetos¢ kuli i objetos¢ stozka. Przykladowo:

4 )
Vi = gwRQ, Vi = 47R3, Vi = TR3,

1 1 1
Vst = §7TH7 Vst = §7T7“3H, Vst. = 5777"2]‘[7
‘/st. = ’/T7’2H.

— Wielu kandydatéw ograniczalo si¢ do wyrazenia stosunku objetosci kuli
do objetosci stozka jako funkcji H albo jako funkcji I, gdzie | to dlugosé
tworzacej stozka, nie wyznaczajac ani H ani . W tych rozwiazaniach,
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w ktorych wyznaczono H i I, otrzymywano niejednokrotnie absurdalne
wyniki, na przyktad:

H =R, H = 2R, H = 16R, H:gR,
3 11 V15 RV3

H="° H== H=Y"- H=-"'°
4R’ 16R’ 2 R, 3’

Rysunek 1.9

— W przedstawianych rachunkach wystepowalo wiele elementarnych btedow
takich, jak:

R+§R:1§R:&R:\/§R,

2
2+V3=2V3,
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R? R
h? + i h+ 3 (ten blad powtarzal sie wiele razy),
R_2 h2+R_2f R_2 h+§ 7’/TR2}7J+£47T
4 1"y 2)” 4 1
4_p3 4
§7TR _ 3
TR R )
3 2v3
§R+R:T\/_R.

— Podawano niepoprawne definicje funkcji tangens i cotangens kata ostrego.
— Zaden z kandydatéw nie zwrécil uwagi na to, z¢ zadanie ma dwa rozwia-
zania.

Przyktadowe rozwigzanie zadania 10

Latwo mozna uzasadnié, ze czworokat BCS3S: jest prostokatem, stad
|CSy] = |BS2| i O jest srodkiem odcinkéw CS; i BSs (rys. 1.10). Oznacza-
jac przez a dlugo$é boku szescianu i stosujac do tréjkata BS1S] twierdzenie
Pitagorasa otrzymujemy |BS;| = a—‘f Poniewaz a < “T‘/g, wiec katem ostrym
miedzy przekatnymi prostokata BCS2Sy jest kat BOC. Oznaczajac jego mia-
re przez «a, cos @ mozna wyznaczy¢ z twierdzenia cosinuséw zastosowanego do
trojkata BOC. Wezesniej |C'S1| mozna wyznaczy¢ z trojkata BCSy , stosujac
do niego twierdzenie Pitagorasa. Otrzymuje si¢ kolejno

3 3 1
|CS1| = 2% |OoC| = 1% cosa = .

Niech [ bedzie miara kata nachylenia przekatnej CS; do plaszczyzny
ABCD. Latwo zauwazy¢, ze trojkat S157C przystaje do trojkata CBSy
(15157 = |BC| i |S1C| = |BSi1]). Stad kat BS1C przystaje do kata S;CS;.
W tréjkacie réwnoramiennym BS;0 kat OS1 B przystaje do kata OBS, , a kat
BOC jest katem zewnetrznym tego trojkata, wiec 26 = «, co daje § = %oz. Sto-
sujac analogiczne rozumowanie do przekatnej BSs prostokata BCS3S; wnio-
skujemy, ze kat nachylenia tej przekatnej do ptaszczyzny ABCD przystaje do
kata BS>C'; jego miara jest wigc réwna %a.

Katy o miarach a i 8 mozna bylo réwniez poréwnaé, wyznaczajac cos 3
z trojkata CS]S1. Otrzymuje si¢ wtedy cos 3 = \/?g Dla poréwnania « i 3
wystarczylo wyznaczy¢ cos 2(:

5 1

5
2 22 2 e 21 -
cos 23 = cos” 3 smﬂf9+9 =3

czyli cos 23 = cosa. Poniewaz 0 < a < 90°1 0 < 3 < 90°, wiec 26 = .
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S
A 5
&
0
D B
A S, B

Rysunek 1.10

Btedy w rozwigzaniach zadania 10

— W wielu rozwiazaniach zle zaznaczano wielokat przekroju; w niektorych
pracach nie jest to nawet wielokat plaski. Przyklady ilustruje rysunek
L.11.

— We wszystkich pracach (za wyjatkiem dwdch) zle zaznaczono kat pomie-
dzy przekatna przekroju a plaszczyzna podstawy. W wiekszoéci byl on
zaznaczany tak, jak na rys. 1.12.

— W niektérych pracach zamiast kata miedzy przekatnymi przekroju, za-
znaczono kat miedzy przekatnymi szeScianu (w kilku pracach twierdzono,
ze jest to kat prosty).

— W zZadnej pracy nie méwi sie nic o kacie miedzy druga przekatna przekroju
a plaszczyzna podstawy szescianu.
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Whioski

Analiza bledéw w rozwigzywanych zadaniach z geometrii, popelnionych
przez kandydatow, ktorzy egzaminu nie zdali, doprowadza do jednoznaczne-
go wniosku, ze stan ich wiedzy geometrycznej byl przerazajaco niski.

Stwierdza sie:

1.

Nieznajomo$¢ podstawowych twierdzen planimetrii i stereometrii.

2. Brak wyobrazni przestrzennej; nieodréznianie prostych skosnych od pro-

stych zawartych w jednej plaszczyznie, bledne zaznaczanie kata miedzy
prosta a plaszczyzna.
Mechaniczne i bezmys$lne stosowanie wyuczonych wzoréw i regut.

Niesprawdzanie przy stosowaniu twierdzen, czy w okreélonej sytuacji spet-
nione sa ich zalozenia.

Brak uzasadnien.
Nieumiejetnoéé¢ przeprowadzania nawet krétkiego rozumowania.

. Niedostrzeganie zwiazkow zachodzacych pomigdzy danymi figurami, nie-

zwracanie uwagi na symetrycznosé figur, niedostrzeganie tréjkatéw przy-
stajacych oraz tréjkatéw podobnych.
Nieznajomos¢é zaleznoéci pomiedzy bokami i katami tego samego tréj-
kata i réznych tréjkatéw, wlasnosci sSrodkowych w tréjkacie i wlasnosci
przekatnych w rownolegtoboku, warunku na styczno$¢ prostej do okregu,
pojecia katéow wypuklych i wklestych.

. Utozsamianie wektora z jego dtugoécia.
10.
11.

Stosowanie blednych definicji funkcji trygonometrycznych kata ostrego.
Brak refleksji nad otrzymywanymi wynikami.

Czes¢ . Rekrutacja na kierunek matematyka w czerwcu 2004 roku

Lista zadan na egzamin wstepny na studia dzienne na rok akademicki
2004/2005 zawierala 4 zadania z geometrii. Byly to:

ZADANIE 4 (10 punktéw)
W okrag o promieniu dlugosci r wpisano trapez réwnoramienny, ktérego wy-
sokosé ma dlugosé réwna %7‘, a kat ostry trapezu ma miare 45°.

1.
2.
3.

Uzasadnié, ze przekatna tego trapezu ma dlugosé rv/2.
Wyznaczy¢ dlugosci bokéw tego trapezu.
Wyznaczy¢ odleglosé srodka okregu od dluzszej podstawy trapezu.
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ZADANIE 5 (10 punktow)
Dany jest okrag x* + y?> — 4x — 4y + 4 = 0 i punkt A = (2,0).

1. Napisa¢ réownanie prostej AS, gdzie S jest srodkiem tego okregu, zawie-
rajacej Srednice AB.

2. Na jednym z pélokregéw o konicach AB wyznaczy¢ wspolrzedne punktu
C takiego, ze stosunek dtugosci tukéw AC do CB wynosi 1:2.

ZADANIE 6 (10 punktow)

Dany jest tréjkat ABC o polu S. Punkty B, C przeksztalcono przez symetrie
wzgledem punktu A otrzymujac punkty B’, C', punkty A, C przeksztalcono
przez symetrie wzgledem punktu B — ich obrazy to odpowiednio punkty A’,
C", natomiast punkty A, B przeksztalcono przez symetrie wzgledem punktu
C otrzymujac punkty A" i B".

1. Wyznaczy¢ pole szesciokata A’A”B"B'C'C" .

2. Jakie pole bedzie mial szesciokat otrzymany z tréjkata ABC w podobny
Ssposob, lecz nie przez odpowiednie symetrie Srodkowe, a przez jednoklad-
nosci o srodkach w punktach A, B, C' i skalach s = —n, gdzie n jest liczba
naturalng wieksza od 1.

ZADANIE 7 (10 punktéw)
W ostrostupie czworokatnym wszystkie krawedzie boczne maja dlugosé | oraz
kazdy z katéw plaskich przy wierzchotku ostrostupa ma miare 2c.

1. Wyznaczyé objetosé tego ostroslupa.
2. Zbadacd, czy katy pomiedzy sasiednimi Scianami bocznymi tego ostrostupa
sg ostre, proste, czy rozwarte.

Do egzaminu wstepnego z matematyki w czerwcu 2004 r. przystapilo 335
kandydatéw. Egzamin zdato 187, wérdéd nich 46 kandydatow otrzymato ze
wszystkich zadan tacznie powyzej 50 punktow.

Ponizsze tabele przedstawiaja liczby punktéw z poszczegdlnych zadan z geo-
metrii uzyskanych przez kandydatéw, ktérzy egzamin zdali.

Tabela I1.2. Zadanie 4 (planimetria) — liczba kandy-
datow uzyskujacych dang liczbe punktow

Liczba punktow
10‘9‘8‘7‘6‘5‘4‘3‘2‘1‘0
141 9 (1517|114 | 15| 11|18 (40|21 |13
M [(M]6)](2)][2)]2)]B)]()[1)](?2)
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Tabela I1.3. Zadanie 5 (geometria analityczna) — liczba
kandydatow uzyskujacych dang liczbe punktow

Liczba punktéw
10 ‘ 9 ‘ 8 ‘ 7 ‘ 6 ‘ 5 ‘ 4 ‘ 3 ‘ 2 ‘ 1 ‘ 0
50 (1414|113 | 4 |14|59| 8 | 5 |5 |1
29)[(9)[3)](2)](0)[(3)](6)](0)](0)](1)](0)

Tabela I1.4. Zadanie 6 (planimetria — przeksztalcenia
geometryczne) — liczba kandydatéw uzyskujacych dang
liczbe punktow

Liczba punktéw
10‘9‘8‘7‘6‘ 5 ‘4‘3‘2‘1‘0
4 10| 1141|423 (12|13]|17|47 |62
(3)]10)[(1)]#H)]1)](A2)](6)[(2)](4)](9)](5)

Tabela II.5. Zadanie 7 (stereometria) — liczba kandyda-
téw uzyskujacych dang liczbe punktéw

Liczba punktéw
10 ‘ 9 ‘ 8 ‘ 7 ‘ 6 ‘ 5 ‘ 4 ‘ 3 ‘ 2 ‘ 1 ‘ 0
219 (11|10 8|39 |38|17|18 (13|22
@M [(M]4)](2)]10)]|(N)]2)[3)](2)](1)

Objasnienie: W nawiasach podano liczby tych kandydatéw otrzymujacych ze
wskazanego zadania dang liczbe punktow, ktérzy w tacznej klasyfikacji ze wszystkich
zadan uzyskali powyzej 50 punktéw. Z tej grupy kandydatéw 8 otrzymalo 0 punktéw
z jednego z wymienionych zadan geometrycznych.

Dla poréwnania, w tabelach ponizej podano liczby punktéw z zadan 6 i 7
otrzymanych przez kandydatow, ktorzy te zadania rozwiazywali, lecz egzaminu
wstepnego nie zdali.

Tabela II.6. Zadanie 6 — liczba kandydatéw
uzyskujacych dang liczbe punktéw

Liczba punktéw Razem
10‘9‘8‘7‘6‘5‘4‘3‘ 2 ‘ 1 ‘ 0

L[] foao]ae]ar] w5 |
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Tabela I1.7. Zadanie 7 — liczba kandydatéw uzy-
skujacych dang liczbe punktow

Liczba punktéw Razem
10‘9‘8‘7‘6‘5‘ 4 ‘ 3 ‘ 2 ‘ 1 ‘ 0
[ [ [ [2]7]26]10]21]28]22] 116 |

Pézniej (podobnie jak w czesci I artykulu) podano propozycje rozwiazan
wymienionych zadan, oraz wskazano bledy, jakie najczesciej popelniali kandy-
daci rozwiazujac te zadania.

Szkic rozwigzania zadania &

a) Uzasadnienie tezy sformulowanej w podpunkcie a) wynika wprost z twier-
dzenia o kacie srodkowym i wpisanym w okrag, opartych na tym samym
tuku, zastosowanego do katéw DAB i DOB (rys. I1.1). Wynika z niego,
ze kat DOB jest katem prostym. Stad DB jest przekatna w kwadracie
o dlugosci boku réwnej r, zatem |DB| = /2. Inne uzasadnienie mozna
bylo otrzymacé, stosujac do trojkata ABD twierdzenie sinuséw. Wynika
z niego, ze DBl _ 2r, stad |DB| = /2.

sin 45°

Rysunek II.1

b) Tréjkat ADD’ jest réwnoramiennym tréjkatem prostokatnym, wiec AD
jest przekatng kwadratu o dlugosci boku réwnej %7‘, czyli |AD| = |BC| =
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T‘f. Dlugosé boku AB trapezu mozna wyznaczy¢ z twierdzenia cosi-
nuséw zastosowanego do trojkata ABD albo z twierdzenia Pitagorasa
zastosowanego do tréjkata DD’B, lub z twierdzenia Ptolemeusza zasto-
sowanego do trapezu ABCD wpisanego w okrag o srodku O i promieniu
dhugosci . W wyniku elementarnych przeksztalcen otrzymuje sie w kaz-
dym przypadku [AB| = 3r(v/7T+1), |DC| = |AB| —r = ir(v/7 - 1).

c¢) Odlegtos$é punktéw O, O' mozna bylo wyznaczyé badz z twierdzenia Pi-
tagorasa zastosowanego do tréjkata OO'B; skad |00'| = 1r(V/7 — 1),
albo mozna bylo zauwazyé, ze tréjkaty DGO i OO’B sa przystajace,
gdyz ramiona obydwu sa zawarte w prostych odpowiednio prostopadtych,
a |OD| = |OB| = r. Stad natychmiast wynika, ze |O0'| = |DG| =
LDC| = 4r(vT - 1).

Btedy wystepujgce w rozwigzaniach zadania &

Zadanie 4 rozwiazywalo 174 kandydatéw (sposréd 187). Przedstawiane
w rozwiazywanych zadaniach rysunki w wielu przypadkach byty bledne.
Na przyktad:
— Przyjmowano w nich, ze dluzsza podstawa trapezu jest $rednica okregu.
— Srodek okregu zaznaczano wewnatrz trapezu.
— Krétsza podstawa trapezu nie byla cieciwg okregu.
— W kilku przypadkach wobec trudnosci zwigzanych z umieszczeniem tra-
pezu w okregu rysowano sam trapez (bez okregu).

Jeden z kandydatow prébowal nawet uzasadnié, ze dluzsza podstawa tra-
pezu jest Srednica okregu (rys. I1.2a).

Oznaczajac przez K punkt wspélny prostych zawierajacych ramiona trape-
zu zauwazal (stusznie), ze tréjkat ABK jest tréjkatem prostokatnym z katem
prostym przy wierzchotku K, stad dalej wnioskowal, ze AB musi by¢ srednica
okregu i wobec tego kat ADB rowniez musi by¢ katem prostym. Jak widad,
nawet rysunek nie sugerowal kandydatowi bledu w jego rozumowaniu wynika-
jacego z faktu, ze w tym przypadku kat AK B nie moze by¢ katem wpisanym
w dany okrag.

Wigkszosé kandydatéw nie rozumiala polecenia podpunktu a). Jedynie uza-
sadnienie podane przez 18 kandydatéow mozna bylo uznaé¢ za wystarczajace.
7 pozostalych kandydatow, 17 podjeto proby uzasadnienia, ze przekatna tra-
pezu ma dtugoéé 7v/2, ale ich rozumowania zawieraja btedy.

Oto przyklady blednych rozumowan:

— Przyjmujac oznaczenia jak na rysunku II.2.b. i zaktadajac, ze AB jest
$rednicg okregu, kandydat stwierdzal, ze kat ASC jest katem prostym,
stad otrzymal d = rv/2. Nie zauwazyl jednak, ze w takim przypadku
punkt D musialby sie pokryé¢ z punktem C i figura ABCD nie bylaby
trapezem, lecz trojkatem.
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— Inny kandydat stwierdzal, ze aby przekatna miata dtugo$é d = rv/2 mu-
siatby zachodzi¢ warunek d? = |AF|? + |CF|? (rys. I1.2c). Dalej przyjal,
ze |AF| = %r i w efekcie otrzymal d = %r\/m 7Z tego wyciggnal wniosek,
ze dlugoéé przekatnej trapezu nie wynosi /2.

— Do sprzecznego wyniku doszed! réwniez kandydat, ktory zaktadajac, ze
|AB| = 2r wyznaczyl d z trojkata prostokatnego ADB i otrzymal w ten
sposob d = %T\/ﬂ Nie wyciagnat stad jednak zadnego wniosku.

/\Fé
J

Rysunek II.2

— Po wyznaczeniu zaleznoéci pomiedzy podstawami trapezu (a = b + r,
gdzie a jest dlugoscig dluzszej podstawy, b — dtugoscia krotszej podstawy
trapezu) kandydat zastosowal twierdzenie cosinuséw do tréjkatéw DBC
i ADB, w ktérych przyjal, ze d = rv/2. W obydwu przypadkach otrzymat
2r% = %73 + 0% + br i dalej rozumowal tak: (...) skoro 2r? = 2r?, wiec
V2 jest dlugosciq przekgtnej trapezu.
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— Oznaczajac wierzcholki trapezu, jak na rysunku II.3. kandydat napisal:
(...) jezeli d ma wynosi¢ V2, to kqt pomiedzy dwoma promieniami SE
i SD jest prosty. Jesli tak jest, to d = rv/2. Wynika stad, ze kandydat
nie ma pewnosci, czy tak jest naprawde i nie umie tego uzasadnic.

Byly réwniez takie stwierdzenia:

— (...) przekgtna trapezu moze mieé warto$é V2 wtedy i tylko wtedy, gdy
$rodek O (tj. $rodek okregu) bedzie srodkiem odcinka AB,

— (...) przyjmujac konkretne liczby za dane (np. r = 2, h = 1) mozna
udowodnié, ze dlugosé przekgtnej jest réwna r+/2. Takiego sprawdzenia
jednak brak.

oc- c)
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Rysunek I1.3

Czeé¢ kandydatéw starala sie najpierw wyznaczyé dlugosci bokéw trapezu,
a dopiero potem dilugo$é jego przekatnej. Popelniano przy tym szereg bltedow,
zarowno rachunkowych, jak rowniez wyniklych ze stosowania blednych twier-
dzen, na przyktad korzystano z warunku koniecznego na to, aby w trapez mozna
bylo wpisa¢ okrag, a nie opisa¢ na nim okrag, albo przyjmowano (bez uzasad-
nienia), ze gérna podstawa trapezu ma dlugosé réwna dlugosci jego ramienia.
Gdy otrzymany wynik na d nie zgadzal sie z podanym w treéci zadania, nie
wzbudzalo to zadnego zaniepokojenia, ze rozumowanie jest bledne.

Wystepowaly réwniez bledy wynikajace z kolizji oznaczen, na przyklad
w jednym rozwigzaniu przez d oznaczano zaréwno dilugo$¢ przekatnej trape-
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zu, jak rowniez dtugo$é jego ramienia. Wiekszos$¢é kandydatow przyjmowala, ze
d =12 jest wielkosdcia dana i wykorzystywala ja w dalszych obliczeniach.

Podpunkty b), ¢) byly tylko rachunkowe. Wykorzystywano w nich defini-
cje funkcji trygonometrycznych, twierdzenia: sinuséw, cosinusow, Pitagorasa
i ewentualnie twierdzenie Ptolemeusza. Na ogo6l przytaczano je poprawnie, ale
zdarzaly sie bledne definicje funkcji cosinus, elementarne bledy rachunkowe
(np.: z réwnosci ¢? = a? + b? wyciggano wniosek, ze ¢ = a + b), bledy w prze-
ksztalceniach algebraicznych, ktére niejednokrotnie doprowadzaly do absurdal-
nych stwierdzen, takich jak » = 0, b < 0. Mimo to nie sktanialy one kandydata
do refleksji nad otrzymanym wynikiem.

ZauwazyC rowniez mozna, ze przed rozwiazaniem zadania kandydaci nie
zastanawiali si¢ nad wyborem jak najkrétszej drogi rozumowania. Najczedciej
wybierali dluga droge rachunkowa, popelniajac przy tym szereg btedow, gdy
tymczasem rozwiazanie bylo prawie natychmiastowe. Na przyklad, przy wy-
znaczaniu dlugosci ramion trapezu, bardzo wielu kandydatéw nie zauwazalo,
ze rzutujac wierzcholek D trapezu na prosta AB otrzymuje sie réwnoramien-
ny tréjkat prostokatny, ktorego ramiona maja te sama dlugo$é réwna %r, za$
podstawa ma dlugosé ¢ = %r\/i Tymczasem wyznaczali oni drugie rami¢ po-
wstalego tréjkata i bok AD = ¢ funkcjami trygonometrycznymi, twierdzeniem
Pitagorasa, a nawet twierdzeniem cosinuséw.

Odleglosé srodka okregu od prostej AB kandydaci w wiekszoéci liczyli za
pomoca twierdzenia Pitagorasa. Niejednokrotnie wynik nie byt poprawny, bo
byl konsekwencja btednych wynikéw otrzymanych wezeéniej. Tylko jeden z kan-
dydatow podejrzewal, ze tréjkat OO’ B jest podobny do tréjkata DGO. Ozna-
czajac przez H rzut prostokatny punktu O na prosta AB, pisal on: (...) to
nalezaloby udowodnié (chodzi o podobienstwo wymienionych tréjkatéw — przyp.
autora), bo gdyby to bylo prawdg, to byloby |OH| = %|CD|. Dowodu jednak
nie podat.

Przyktadowe rozwigzania zadania 5

Przeksztalcajac réwnanie 22 +1% —4x —4y+4 = 0 otrzymuje sie réwnowazna
postaé (x —2)2 + (y — 2)? = 4, z ktérej mozna odczytaé wspétrzedne grodka S
okregu i dlugo$é jego promienia: S = (2,2), r = 2. Prosta AS jest réwnolegla
do osi y i ma réwnanie = 2 (rys. IL.4). Niech ¢ oznacza miare stopniowa kata
ASC. Wtedy z zaleznosci miedzy katami srodkowymi w okregu i tukami, na
ktérych sa one oparte, oraz z treéci zadania wynika, ze stosunek dtugoéci tukdw
AC do BC jest réwny stosunkowi miar katéw ASC do CSB, czyli ¢:(180° —
@) =1:2, stad ¢ = 60°.

Dalsze rozumowanie mozna bylo przeprowadzi¢ réznymi sposobami. Na
przyktad:
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| sposdb

Trojkat ASC, jak tatwo zauwazy¢, jest tréojkatem réwnobocznym o diugo-
$ci boku réwnej 2. Wysokosé tego tréjkata ma dtugosé /3. Odcieta punktu C
wynosi wiec 2+ /3 (albo 2 — /3, w zaleznosci od wybranego pétokregu o koi-
cach A, B). Wysoko$¢ w tréjkacie réwnobocznym jest réwnoczesnie srodkowa,
stad punkt D, bedacy spodkiem wysokosci opuszczonej z wierzchotka C jest
srodkiem odcinka AS, zatem rzedna punktu C wynosi 1. Ostatecznie punkt C
ma wspélrzedne (24 1/3,1) (albo (2 — /3, 1)).

Il sposdb

Oznaczajac (jak w sposobie I) przez D rzut prostokatny punktu C na prosta
AS otrzymujemy tréjkat prostokatny SDC, w ktérym |SD| = 2cos60° = 1,
|IDC| = 2sin60° = /3. Stad punkt C' ma wspéhrzedne (2 + /3,1) albo
(2 — v/3,1). Obydwa te punkty sa symetryczne wzgledem prostej AS.

AY
B
N
¢
(8
A >
0 A T

Rysunek 11.4

Il sposéb (analityczny, najdtuzszy)

Polega on na napisaniu réwnania kierunkowego prostej C'S i wyznaczeniu
tego z dwoch punktéw wspdélnych prostej z okregiem, dla ktérego stosunek
dhugosci tukéw AC' do CB jest réwny 1 : 2. Kat nachylenia prostej C'S do osi
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x ma miar¢ 150° (albo 30°). Prosta C'S ma wigc réwnanie y = ,?z + %3 +2
(albo y = ?:ﬂ — % + 2). Wspéhrzedne punktu C otrzymuje sie rozwiazujac
nastepujacy uktad

(r =22+ (y—2)0°=4 (=2 +(y—2)* =4
_ V3 23 albo 7\/§ 2V3 .
y=—ge+g 2 | y=ge-go+z )
y <2 Yy <2

Rozwiazaniem jest (z,y) = (2 + v/3,1) (albo (z,9) = (2 — v/3,1)). Czyli C =
2+ V3, 3,1) (albo Cy = (2 — -3, 1). Punkt C; jest symetryczny do punktu C
wzgledem prostej z = 2).

Btedy wystepujace w rozwigzaniach zadania 5

Zadanie 5 rozwiazywato 186 kandydatéw, w tym 50 otrzymalo maksymalng
liczbe 10 punktéw. Wszyscy kandydaci poprawnie wyznaczali Srodek i promien
danego okregu.

Pierwsze bledy pojawialy sie przy pisaniu réwnania prostej AS. Znacz-
na liczba kandydatéw chciala napisaé¢ réwnanie kierunkowe tej prostej, lecz
wowcezas w mianowniku wspoélezynnika kierunkowego tej prostej pojawiato sie
zero. Po otrzymaniu takiej postaci, komentarze bylty najrozmaitsze. Tylko je-
den z kandydatow stwierdzil, ze nie da si¢ napisa¢ réwnania kierunkowego tej
prostej, ale innego rownania prostej AS nie podal. Wnioskowania pozostalych
kandydatéw byly bledne. Na przyktad kandydat rozumowal tak: (...) skoro
y== (x—2) toy=0-(x—2), wiec z = 2.

— Inny kandydat wspoétczynnik kierunkowy prostej o rownaniu y — y4 =
a(z — z 4) liczyl nastepujaco: (...) a = 2212 = 9=2 = —2 (czyli opusz-
czal zero w mianowniku i pisal, ze iloraz jest réwny licznikowi).

— Podobnie wnioskowal kandydat, piszac implikacje y — 0 = %(x -2)=
y=2(x—2).

— Inny kandydat po napisaniu rownania y — 0 = ﬁ(m — 2), nie wiedzac,
jak postapi¢ dalej, napisal rownanie typu y = ax 4+ b, wstawil do niego

wspbélrzedne punktu S, przyjal b = 2 i stwierdzil, ze y = 2 jest rGwnaniem

prostej AS.
— Wisréd rozwiazan innych kandydatow mozna znalezé rowniez takie impli-
kacje:
0-2 y-—-2
2-2 z-2 (@-2) v
2-0
—0= _9 —0.
y=0=5—@-2)=y=0
0-2
y—2= (r=2)=>z=2.

2-2
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— Jeden z kandydatéw, chcac napisa¢ rownanie kierunkowe prostej, otrzy-
mal uklad sprzeczny i doszed! do nastepujacego wniosku: (... ) nie istnie-
je taka prosta, ktora by przechodzita przez punkty A, S. Inni w podobnej
sytuacji pozostawiali ten uklad bez zadnego komentarza i pisali, ze réw-
naniem prostej AS jest z = 2 albo, ze y = 2 (nie podajac zadnego uzasad-
nienia). Tylko w jednym przypadku kandydat zauwazajac, ze w réwnaniu

y = —32:% (x —xa) + ya po podstawieniu zg = x4 = 2 w mianowniku
pojawitoby sie zero, napisal réwnanie x = zg:zj (y—ya)+xa iotrzymal
T = 2.

Drugim, powaznym, powtarzajacym si¢ czesto bledem w rozwiazaniach te-
go zadania bylo utozsamianie stosunku dlugosci tukow okregéw ze stosunkiem
dhugosci odpowiednich cieciw. Kandydaci twierdzili, ze stosunek dlugosci tukéw
AC do BC jest rowny stosunkowi dlugosci odcinkow AC do BC. W jednym
nawet przypadku kandydat pisal, ze dtugosci tukéw AC' i BC sa roéwne dlugo-
Sciom odpowiednich odcinkéw o koncach AC i BC. Sa tez takie prace, w kté-
rych kandydaci pisali, ze (... ) stosunek dlugosci tukéw AC do BC' jest réwny
stosunkowi wektoréw: AC i W, a z otrzymanej réwnosci BC = 2AC
wyznaczali wspoélrzedne punktu C.

Wystepowaly réwniez bledy w rachunku wektorowym. Na przyktad kandy-
dat pisal, ze AC"  + CB = BA , a z koniunkcji warunkéw:

AC + CB = BA
[T | = 2|AC|

wnioskowal, ze 3AC = BA .

Zdarzaly si¢ réwniez bledy w definicjach funkcji trygonometrycznych kata
ostrego.

Zauwazy¢ mozna rowniez elementarne btedy w przeksztalceniach algebra-
icznych. Przyktad:

(x—2°+y* 1 2 _ 2
ERE

Niewielu kandydatow zauwazalo bardzo proste rozwiazanie tego zadania.
Wigkszo$¢ rozwiazywala niejednokrotnie skomplikowane uktady réwnan, dosé
czesto popelniajac bledy rachunkowe, prowadzace do sprzecznych wynikéw.
Brak przy tym bylo krytycznego spojrzenia kandydata na otrzymane wyniki.
Oto przyktady:

— Kazdy z punktéw A, B, C choé sa rézne i poprawnie zaznaczone na
rysunku, w rozwigzaniu zadania ma takie same wspélrzedne (2,0).

— Punkt C, ktéry ma naleze¢ do okregu, ma takie same wspdlrzedne jak
srodek okregu, albo jest $rodkiem poélokregu (ma dzielié¢ ten pélokrag
w stosunku 1 : 2), albo w og6le nie nalezy do okregu.
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— Ta sama prosta raz ma réwnanie x = 2, drugi raz y = 0.
— Na rysunku widaé, ze punkty A, B, C' nie naleza do jednej prostej, a kan-
dydat pisze, ze 3AC = BA .

Przyktadowe rozwigzania zadania 6
| sposdb

Jak latwo zauwazy¢ z rysunku szeSciokat A’ A” B” B'C'C" jest sumg czterech
tréjkatéw 1 trzech czworokatow o rozlacznych wnetrzach, jego pole jest wiec

suma pol tych wielokatéw (rys. I1.5).
n
c
Al
bv
cll

Rysunek I1.5

)

b' \/
cl

a) Trojkaty: AB'C’, BC"A';, CA”B" sa obrazami tréjkata ABC w syme-
triach o srodkach odpowiednio w punktach A, B, C, zatem pole kazdego
z wymienionych tréjkatéw jest réwne S. Z definicji symetrii sSrodkowej
wynika, ze A jest rodkiem odcinkéw BB’ i CC’, B — érodkiem odcinkéw
AA" 1 CC", a C — érodkiem odcinkéw AA” i BB”. Stad i z twierdzenia
o prostej przechodzacej przez $rodki dwdch bokéw tréjkata (ewentualnie
z twierdzenia Talesa) wynika, ze tréjkat ABC' jest podobny do tréjkatéw
c'c"C, AA’A” i1 B'BB". Skala kazdego z tych podobiefistw jest s = 2,
wiec pole kazdego z trojkatow C'C"C, AA’A” i B'BB" jest réwne 45.
Tym samym pole kazdego z czworokatéw: C'C" BA, BA'A"C, B'ACB",
ktére w tym przypadku sa trapezami wynosi 3S. Zatem pole szesciokata
A’A"B"B'C'C" jest réwne 45 + 95 = 13S.

Uwaga: Tréjkaty: C'C"C, A’A” A1 B'BB” mozna réwniez potraktowaé
jako obrazy tréjkata ABC' w jednokladnosciach o srodkach odpowiednio
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w punktach C, A, B iskalach s = 2, natomiast tréjkaty: AB'C’, BC" A,
CA"B" sg obrazami trojkata ABC w jednokladnosciach o $rodkach od-
powiednio w punktach A, B, C i skalach s = —1.

Jezeli s = —n, gdzie n jest liczba naturalng i n > 1, to stosujac ozna-
czenia jak w podpunkcie a) i wykorzystujac uwage z tego podpunktu
oraz wlasnosci jednoktadnosci wnioskujemy, ze pole kazdego z trojkatow:
AB'C', BC"A" i CA"B" bedzie réwne n? - S, natomiast kazdy z tréjka-
tow CC'C", AA’A”, BB" B’ bedzie mial pole réwne (n + 1)2 - S. Wyni-
ka to z tego, ze kazdy z wymienionych tréjkatéw jest obrazem tréjkata
ABC w jednokladnosci o srodku odpowiednio w punkcie C'; A, B i skali
s = n + 1. Pole kazdego z trapezéw: C'C"BA, A’A"CB, B"B'AC jest
wige réwne (n+1)25—S = n(n+2)S, a pole szesciokata A’A” B" B'C'C"":
S +3n2S +3n(n+2)S = (6n% + 6n + 1)S.

Uwaga: Otrzymany w tym podpunkcie wzér na pole skonstruowanego

w zadaniu sze$ciokata jest uogdlnieniem wzoru otrzymanego w podpunk-
cie a), gdyz dlan =1 (6n?+6n+1)S = 138S.

Il sposdb

a)

Oznaczajac przez Sy $rodek odcinka A’A”, przez Sy — $rodek odcinka
B'B”, a przez S3 — érodek C'C" i korzystajac z twierdzenia o odcinku,
ktérego koncami sa $rodki dwbdch bokéw tréjkata, mozna zauwazyé, ze
kazdy z trapezéw: C'C"BA, A’A”"CB, B" B’ AC jest suma trzech trdjka-
téw przystajacych do tréjkata ABC (rys. I1.6). Pozostale trzy tréjkaty:
AB'C’, BC"A', CA”B" takze przystaja do tego tréjkata. Tak wiec sze-
Sciokat A’A”" B"B'C'C" jest suma 13 tréjkatéw o roztacznych wnetrzach,
przystajacych do trojkata ABC, czyli pole tego sze$ciokata jest réwne
135.

Niech Fy oznacza szeéciokat A’ A" B"B'C'C", F, — figure, ktora jest 167-
nicg szedciokata F i trojkata ABC. Tréjkat ten oznaczymy teraz przez
Fy . Wéwezas pole F) jest réwne 125. Oznaczajac przez A!,, A” B! B!,
Cy’, CV wierzcholki szesciokata F,, otrzymanego z tréjkata ABC w wy-
niku odpowiednich jednoktadno$ci o érodkach A, B, C i skalach s = —n
dla n naturalnego i n > 2, a przez F),, figure bedaca réznica szeécioka-
ta Al A" B! B! C! C!! i szeSciokata A!, A" _BY Bl _,C!/_,C!_, mozna
wykazaé, ze dla kazdego n > 1 F,, jest suma 12n tréjkatéw przystaja-
cych do tréjkata ABC (uwaga: w przypadku n = 1 przyjmuje sig, ze
figura AjAGBgByCHCy” jest tréjkatem Fp). Dowdd mozna przeprowa-
dzi¢ metoda indukcji matematycznej. Mozna bowiem stwierdzi¢, ze:

1°. Dla n = 1 F; jest sumg 12 tréjkatéw przystajacych do tréjkata
ABC.
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2°. Dla kazdej liczby naturalnej n > 1: jezeli figura F), jest suma 12n
tréjkatow przystajacych do tréjkata ABC, to figura Fj, 41 jest suma
12n 46 -2 =12(n + 1) tréjkatéw przystajacych do ABC.

7 1° i 2° wynika, ze dla dowolnegon > 1 F}, jest suma 12n tréjkatéw przy-
stajacych do Fy. Z przeprowadzonego rozumowania mozna réwniez wy-
wnioskowaé, ze pola figur Fy, Fs, ..., F, tworza cigg arytmetyczny o réz-
nicy 7 = 125. Oznaczajac przez a,, pole figury F,, otrzymuje sie: dla kaz-
dego n naturalnego a,, = 12nS. Stosujac wzor na sume n wyrazéw ciggu
arytmetycznego, w ktérym a; = 125 ir = 125 wyznaczy¢ mozna pole sze-
Sciokata Fy, . Ostatecznie: pole F,, = S+1n(125+12nS) = (6n*+6n+1)S.

B A

c’ % C"
Rysunek 1I1.6

lll sposdb

a) Wyznaczajac punkty przeciecia prostych C'C"”, A’A” 1 B'B” otrzymu-
jemy tréjkat A; B1Cy podobny do tréjkata ABC w skali s = 4 (rys. IL.7).
Stad pole tréjkata A; B1C1 jest réwne 16S. Szesciokat Fy o wierzchotkach
A A, B", B, C', C" jest réznica tréjkata A; B1Cq i sumy trzech tréjka-
tow: A1C'B’, C"B1 A" i B”A”C1, z ktorych kazdy przystaje do trojkata
ABC'. Zatem pole szeSciokata Fi jest réwne 16S — 35 = 138S.

b) Oznaczajac przez A,B,C, tréjkat otrzymany z tréjkata ABC podobnie
jak w przypadku a) w wyniku odpowiednich jednoktadnosci o skali s =
—n (n > 2 in € N) i stosujac indukcje mozna tatwo wykazaé, ze trojkat
A, B,C,, jest podobny do tréjkata ABC w skali s = 3n + 1. Szesciokat
AL A BY B C Cll jest réznica tréjkata A, By, C,, 1 sumy trzech tréjkatow
z ktérych kazdy jest podobny do trojkata ABC w skali s = n. Stad pole
tego szesciokata wynosi (3n + 1)? - S — 3n%S = (6n + 6n + 1)S.
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Ca

A, c' c” B,
Rysunek II.7

Analiza btedow wystepujcych w rozwigzaniach zadania 6

62 kandydatéw sposrdd 187, ktérzy egzamin wstepny zdali, nie rozwiazywa-
to zadania 6. Wéréd 125 kandydatéw rozwiazujacych to zadanie 47 ograniczylo
sie jedynie do wykonania rysunku w podpunkcie a). Z pozostalych 78 kandy-
datéw rozwiazujacych zadanie tylko 23 podato wystarczajaco poprawne uza-
sadnienie wyniku w tym podpunkcie. Pozostali, nawet gdy podawali poprawny
wynik, to bez uzasadnienia. Niekt6rzy pisali: (... ) to widaé z rysunku. Kilku
kandydatéw rozwiazywalo zadanie w ukladzie wspdlrzednych. Przyjmowano
przy tym dowolne wspéirzedne dla punktéow A, B, C nie uwzgledniajac warun-
ku ich niewspoélliniowoéci, wyznaczano obrazy tych punktéw w odpowiednich
symetriach i co najwyzej probowano wyznaczaé pola otrzymanych tréjkatéw.
Rachunki stawaly sie przy tym tak skomplikowane, ze pdl powstalych trapezéw
juz nie liczono. Niektérzy stosowali bledne wzory na pole trapezu, na przyktad
P = %a -b-h albo P = a- h, gdzie a, b — dlugosci podstaw trapezu, h — dlugosé
jego wysokosci.

Jeszcze wigcej bledéw popelniano w czesci b). Ta cze$é rozwiazywalo 70
kandydatéw, ale tylko 4 z nich uzyskato poprawny wynik. Trudnosé sprawiato
kandydatom nie tylko uogélnienie wyniku z podpunktu a) na przypadek dowol-
nego n naturalnego, ale réwniez samo pojecie jednokladnosci o skali ujemne;j.
Rozumowano na przyktad nastepujaco:

— (... ) pole nowego szesciokgta jest mniejsze, bo jego boki sq krdtsze o s =
n7

— (...) im wieksze n, tym mniejsza skala, czyli tez mniejsze bedzie pole calej
figury,
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— (... ) szedciokqt otrzymany przez jednokladnosci o skalach s = —n bedzie
mial pole odpowiednio o 2, 3, 4, 5,. .. razy mniejsze,

— (... ) wraz ze wzrostem n pole szesciokgta bedzie malalo.

Bledy pojawialy sie rowniez przy wyznaczaniu dlugosci odcinka i pél figur
otrzymanych przez jednokladnosé, przyktadowo pisano:

— (...) |AB’| = —n|AB|, gdzie B’ to obraz B w jednokladnosci o srodku
Aiskali s = —n,

— (... ) jezeli boki trdjkata sq dwa razy wicksze, to pole tréjkgta o tych bokach
jest tez dwa razy wieksze,

— (...) jezeli F' jest obrazem figury F w podobieristwie o skali n, to pole
F' = n-pole F, w jednokiadnosci o skali s = —n pole F' = —n- pole
F'. Stad w szczegdlnosci pisano, ze pole szeSciokata w przypadku b) jest
rowne —n - 135, gdzie S jest polem wyjsciowego tréjkata ABC.

Podawano réowniez inne wzory na pole otrzymanego szesciokata na przyktad:
1 13
P =-135, P=—S8, P =13nS.
n -n

Dla trojkata AA’A”, gdzie A" = J5"(A), A” = J;"(A), gdzie a, h — diu-
gosci odpowiednio boku i wysokosci tréjkata ABC, podano przykladowo taki
wzOr:

Paaaran = —%[a +(—n)-a]-[h+ (—n) -kl

W kilku rozwiazaniach pola powstalych tréjkatéw w przypadku b) wyzna-
czono poprawnie, ale pola powstalych trapezéw blednie.
Zle rozumiana jest definicja jednokladnosci, zwlaszcza jednoktadnosci o ska-
li ujemnej. Stosowano na przyklad taka implikacje
e

JMC) =C = ac ="

Roéwniez podobienstwo figur jest pojeciem niezbyt dobrze rozumianym przez
kandydatéw. Jeden z kandydatéw po wyznaczeniu punktéow Cf = J, 1(C), Cy =
JA(C), ¢ = J54(C), Y = J5*(0) pisal, ze trapezy: C;CYBA i C4CYBA
sg podobne.

W kilku przypadkach prébowano doszukaé sie pewnej regularnosci w wyzna-
czaniu pola szeéciokata, w zaleznoéci od przyjetej skali jednoktadnosci. Na przy-
klad kandydat rozumowal tak: (... )skoro dlan =1 P(F)=3S-4+S5 =135,
dlan=2 P(F)=35-94+5 = 285, to dla dowolnegon P(F)=3S(n+1)?+S
(F oznacza tu otrzymany szesciokat). Niestety, dla n > 2 podane wzory sa
bledne.

Jeden z kandydatéw prébowat doszukaé sie w polach otrzymanych szescio-
katéw ciggu geometrycznego albo arytmetycznego, lecz nie uzyskal poprawnego
wyniku.
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Szkic rozwigzania zadania 7

Z danych zadania wynika, ze wszystkie $ciany boczne tego ostrostupa sa
przystajacymi tréjkatami réwnoramiennymi, zatem |AB| = |BC| = |CD| =
|AD|, co oznacza, ze czworokat ABCD jest rombem (rys. IL.8). Oznaczajac
przez W' rzut prostokatny wierzchotka W na plaszczyzne ABCD otrzymuje
sie cztery przystajace tréjkaty prostokatne: AW'W, BW'W, CW'W i DW'W.
Z przystawania tych tréjkatéw wynika, ze |W'A| = |[W'B| = |[W'C| = |[W'D|,
czyli ABCD jest kwadratem, sam za$ ostrostup — ostroshupem prawidtowym.

a)

W

Rysunek II.8

Oznaczajac przez a dlugos¢ krawedzi podstawy, przez h — dlugosé wyso-
kosci Sciany bocznej, a przez H — dtugo$é¢ wysokoéci ostrostupa, z definicji
funkcji sinus, cosinus i twierdzenia Pitagorasa mozna tatwo wyznaczyé a,
h i H. Otrzymuje sie: a = 2lsina, h = lcosa, H = [y/cos 2. Wyznaczo-
ne wielkosci sg liczbami dodatnimi, gdyz w kazdym narozu wieloScianu
wypuklego suma miar wszystkich jego katéw plaskich jest liczba nalezaca
do przedziatu (0;27). Czyli w przypadku tego zadania o musi spelniaé
warunek: 0 < 4-2a < 27, stad o € (0; ). Dla katéw z takiego prze-
dzialu wyznaczone liczby a, h i H sa liczbami dodatnimi. Ostatecznie
V= %aQ -H = §l3 sin? av/cos 2a.

Niech C; bedzie rzutem prostokatnym punktu B na prostg CW. Po-
niewaz kazda $ciana ostrostupa ABCDW jest tréjkatem ostrokatnym,
wiec punkt C nalezy do krawedzi C'W tego ostrostupa i kat BC1 D jest
katem liniowym kata dwusciennego, zawartego miedzy Scianami BC'W
i DCW tego ostrostupa. W ostrostupie prawidlowym wszystkie katy za-
warte miedzy jego $cianami bocznymi sa katami przystajacymi. Wystar-
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czy zatem oszacowaé miare jednego z nich. Oznaczajac przez ¢ miare np.
kata BC1 D, przez hy — dlugoéé odcinka BC i stosujac do tréjkata DBC,
twierdzenie cosinuséw mozna wyliczy¢ cos ¢, a nastepnie oszacowaé kat
¢. W wyniku elementarnych przeksztalcen otrzymuje sie

(hl — a)(h1 + a)

cosp = 032

Poniewaz h; jest dlugoécia przyprostokatnej w tréjkacie prostokatnym,
ktérego przeciwprostokatna ma dlugos$é a, wiec by < a, a tym samym
cos¢ < 0. Stad § < ¢ <, czyli ¢ jest katem rozwartym (uwaga: gérne
ograniczenie ¢ wynika z tego, ze ostrostup prawidlowy jest wieloScianem
wypuklym).

Analiza btedéw w rozwigzaniach zadania 7

W badanej grupie zadanie 7 rozwigzywalo 176 kandydatow, nie rozwiazywa-
o 11. Calkowicie Zle to zadanie rozwiazalto 11 kandydatow. Tylko 2 kandydatow
otrzymalo maksymalna liczbe 10 punktéw. W grupie 46 tych kandydatéw, kté-
rzy za caly egzamin wstepny uzyskali powyzej 50 punktow, az 25 otrzymalo
z zadania 7 najwyzej 5 punktéw, w tym 1 z nich 0 punktéw. Wigkszos$¢ kandy-
datéw rozwiazujacych to zadanie wykonala rysunek poprawnie. W niektérych
jednak przypadkach Zle zaznaczono dane. Przyktady btednie zaznaczonego kata
a przedstawia rysunek II1.9.

Przyklady blednego zaznaczenia kata 8 zawartego miedzy Scianami bocz-
nymi ostrostupa ilustruje rysunek II.10.

Wigkszo$¢ kandydatéw nie uzasadniala, ze dany ostrostup jest prawidlo-
wym ostrostupem czworokatnym. Proby uzasadnienia mozna znalezé jedynie
u 49 kandydatow, lecz tylko u dwoch z nich sa one wystarczajace. 14 kandyda-
téw stwierdzalo: (... )z danych zadania wynika, zZe ostrostup jest prawidlowym,
czworokgtnym. Nie czuli oni potrzeby, aby to uzasadnié¢. To, ze w podstawie
ostrostupa jest kwadrat, 35 kandydatow uzasadniato réwnoscia krawedzi bocz-
nych albo przystawaniem katéw plaskich przy wierzchotku ostrostupa, albo
przystawaniem $cian bocznych ostrostupa, albo pisalo: (... )to wynika z danych
zadania. Pozostalych 116 kandydatéw uwazalo za oczywiste, ze w podstawie
jest kwadrat i nie widzialo potrzeby, aby to napisa¢ oraz uzasadnic.

W zadnym rozwiazywanym zadaniu nie uwzgledniono zalozenia, ze o €
(0; 7). Jeden z kandydatéw napisal, ze 2a € (=5 + 2km;0) A 2a # § + k.
Swiadczy to o tym, ze nie zna wlasnoéci katéw plaskich dowolnego naroza wielo-
Scianu, a nawet nie rozumie pojecia miary katow. Inny z kandydatéw wyznaczat
rzut prostokatny ostrostupa na plaszczyzne jego podstawy i z tego rzutu wnio-
skowal, ze a = 45°. Pozostali kandydaci nie zwracali uwagi na to, ze kat « nie
moze by¢ dowolny.
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Rysunek I1.9

W kilku przypadkach stosowano bledny wzor na objetoéé¢ ostrostupa. Na
przyktad: V = P,-H, gdzie P, — pole podstawy, H — dtugos$¢ wysokosci ostrostu-
pa. Popelniano tez wiele btedéw elementarnych, na przyktad: stosowano bted-
ne definicje funkcji trygonometrycznych kata ostrego, popetniano bledy typu:
Va2 — b2 = \/a—+/b, Va2 — b2 = a — b, w niektérych pracach blednie stosowa-
no twierdzenie Pitagorasa. Popeliano réwniez bledy typu: (sin2a)? = sin 4a.
Czesto nie odrdozniano wartoséci funkcji trygonometrycznych od argumentéw
tych funkeji. Swiadcza o tym takie réwnowaznosci:

V2

— > 0°.
2v/cos2a

cosf3 <0< cosf > 120° 90° > sinz > 0° < 90° >

Stosowano btedne implikacje, na przyktad

3

3
s _2 2 1
cosp = 2~ g8 = cos ¢ <; — §(:05204) . <§ cos2a) .

% — cos 2 2

W niektérych rozwiazaniach stosowano bledne wzory na pole tréjkata ta-
kie, jak Pn = %ZQCOS 2a, PA = 2lsina, gdzie | — dlugo$¢ ramienia tréjkata
rownoramiennego, 2«cv — miara kata miedzy ramionami tego tréjkata.

W podpunkcie b) jezeli nawet wyznaczono cos 3 poprawnie (3 — miara kata
miedzy sasiednimi $cianami bocznymi), to czesto brakowalo wniosku, ze kat
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o mierze ( jest katem rozwartym. W przypadku, gdy byl taki wniosek, to nie
podawano dla niego wystarczajacego uzasadnienia. Wiele jednak odpowiedzi
bylo blednych.

Rysunek I1.10

Rozwartosc¢ kata 8 uzasadniano nastepujaco:

— Jeden z kandydatow najpierw sprawdzal za pomoca twierdzenia Pitago-
rasa, ze kat nachylenia Scian bocznych nie jest katem prostym. Z tego

wnioskowal, Zze musi by¢ katem rozwartym.
— Po licznych btedach rachunkowych kandydat otrzymal nastepujacy wzoér
2
na cos f3: cos 3 = —%. Zakladal, ze 0° < o < 90° i pisal cos 3 <
0 < cos 3 > 120°, po czym dal odpowiedz: (... ) kgt B zawarty pomiedzy
sgsiednimi Scianami jest kgtem rozwartym.

Znaczna liczba kandydatéw uwazata, ze kat 0 jest katem ostrym. Uzasad-
niala to w najrozmaitszy sposob. Na przyktad:

— Kaqty miedzy sgsiednimi Scianami bocznymi ostrostupa zawsze sq kgtamsi

ostrymi, poniewaz gdyby byly proste, to nie istniatby ostrostup, ktérego
boki sq trogkgtami réwnoramiennymi. Gdyby byl rozwarty, takze.
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— Jesli jest to ostrostup prawidlowy, tak mi sie wydagje, to kqgty miedzy sq-
siednimi Scianami bocznymi powinny byc ostre.

— Kat pomiedzy sgsiednimi Scianami jest ostry, poniewaZ jest ostrostup (kqt
prosty — graniastostup).

— Aby istnial taki ostrostup czworokgtny o podstawie bedgcej tréjkgtem row-
nobocznym i $cianach bedgcych tréjkgtami réwnoramiennymi, kgty pomie-
dzy Scianami bocznymi muszg byé ostre (x € (0;7)).

— Kaqty pomiedzy sgsiednimi Scianami bocznymi tego ostrostupa sq ostre.
Nie moglyby byé proste, bo wtedy ostrostup stalby sie prostopadloscia-
nem. A gdyby kqty byly rozwarte, to bryla stalaby sie brylg o podobnych
podstawach, ale roznigcych sie powierzchnig.

Byli réwniez kandydaci, ktérzy uwazali, ze kat miedzy Scianami bocznymi
jest prosty. Swojej odpowiedzi albo nie uzasadniali, albo ich uzasadnienia byty
przykltadowo takie:

— Niewazne jok przecinaliby$Smy poziomo ten ostrostup, to i tak powierzch-
nig przekroju jest kwadrat. Tak wiec kqty pomiedzy sgsiednimi $cianami
bocznymi tego ostrostupa sq proste.

— Jezeli jest to ostrostup, w ktorym kazda krawedz boczna ma diugosé 1, wiec
w podstawie jest kwadrat, wiec Sciany boczne majg kqty proste.

Czes¢ kandydatow sadzila, ze na ostro$¢ lub rozwartos¢ kata miedzy $ciana-
mi bocznymi ma wplyw miara kata « i nawet gdy kandydat uzyskiwal popraw-
ny wzér na zaleznoéé miedzy a i 3: cos f = — tg? o, to wnioskowal nastepujaco:

— (... ) dla kaidego a € R tgZa > 0, stad cos 3 < 0, wigc kat 3 jest prosty
lub rozwarty,

— (... )jezeli 0° < cos B < 90°, to kqt (3 jest ostry, jezeli 90° < cos 8 < 180°,
to kqt B jest rozwarty.

W ostatnim przykladzie wida¢, ze kandydat nie tylko nie bral pod uwage
zalozenia o kacie «, ale rowniez mylil argumenty z warto$ciami funkcji cosinus.

Bardzo duzo bledéw wystepuje w przeksztalceniach algebraicznych (nawet
w elementarnych dziataniach na ulamkach), w rozwiazaniach réwnan i nieréw-
nosci trygonometrycznych.

W wielu przypadkach w wyniku blednych rozumowan lub btedéw rachun-
kowych otrzymywano sprzecznosci albo dochodzono do absurdalnych wynikéw,
nie wyciagajac z tego zadnych wnioskdéw. Oto przyklady:

— W wyniku btednych przeksztalcen kandydat doszedl do wniosku, ze dtu-
gos¢ wysokosci ostroshupa jest réwna dlugosci krawedzi bocznej i nie
zwracajac uwagi na to, ze jest to niemozliwe, otrzymane warto$ci wy-
korzystywal do obliczenia objetosci ostrostupa.

— Inny z kandydatéw otrzymal wniosek, ze wysoko$¢ Sciany bocznej jest
rowna wysoko$ci ostrostupa.
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— Whioskujac z danych zadania kandydat twierdzil, ze w podstawie ostro-
stupa jest romb o dlugosdci boku réwnej [. Oznaczajac przez x dlugosé
polowy przekatnej rombu pisal, ze x = %l, po czym twierdzac, ze « jest
rowniez miarg kata miedzy przekatna podstawy a bokiem rombu wyzna-
czyt cosa = 7, skad otrzymal o = 30°. Dalej otrzymany wynik podstawit
znowu do réwnania cos @ = 7 i tym razem poprawnie wyznaczajac cos 30°
otrzymat x = %3 Nie zauwazyt przy tym, ze dostal rézne wyniki na x.
W tym rozwiazaniu kandydat popetlnil caly szereg bledéw: po pierwsze
krawedz podstawy ostrostupa nie musi mie¢ dlugosci I, przekatna rombu
(zreszta nie wiadomo ktéra) nie moze mie¢ dtugosci réwnej I, kat nachy-
lenia przekatnej (tez nie wiadomo ktérej) do boku rombu nie moze mieé
miary « (w tym zadaniu romb jest kwadratem), w dodatku z powodu
blednego rozwiagzania réwnania cosa = % kandydat na x otrzymal dwa
rézne wyniki.

— W wyniku bledéw w przeksztalceniach kandydat otrzymal na cos 8 bled-

2. _ 4cos® a—cos a—41?% cos® a—1>
ny wzoér: cos 3 = PR P

i chcial przedyskutowaé, czy
cosf3 > 0. W tym celu napisal alternatywe réwnan: 4 cos® o — cosar —
412cos’a — 1> = 0 V 4cos’a — cosa = 0. Rozwiazujac drugie z tych
réwnan otrzymat:

4
a:g—i—Qkﬂr \Y, a:g—i—Qkﬂr \Y, a:—g—i—Qkﬂr \Y, a:§7r—|—2k’7r

4
V o= —§7T+2]€7T.

Nie skomentowal otrzymanych wynikéw, a tymczasem zaden z nich nie
moze by¢ miara kata okreslonego w zadaniu. Do pierwszego réwnania
kandydat zastosowal jedynie podstawienie ¢ = cos «, ale samego réwnania
nie rozwiazal. Nie badal réwniez czy cos 3 > 0.

— Oznaczajac przez ¢ miare kata miedzy sasiednimi Scianami bocznymi
3 3
5—35 cos2a

ostrostupa kandydat wyznaczyl cos ¢, piszac: cos¢ = i stwier-

1_
5 —Cos 2«

dzil, ze z tego réwnania wynika nastepujace: cos¢ = (% — %cos 2a) .
(% — cos 2a)7 po czym podstawiajac @ = cos2a rozwigzal réwnanie

(% — %a) . (% — a) = 0 otrzymujac a = 1 lub a = 2. Uznal, ze to nie-
mozliwe i dlatego doszedl do wniosku, ze kat miedzy $cianami bocznymi
jest ostry. Tylko jeden z kandydatéw zwrédcil uwage na to, ze katy po-
miedzy dowolnymi sgsiednimi Scianami bocznymi ostrostupa przystaja
do siebie. Pozostali brali pod uwage tylko jedna pare $cian bocznych.

Whioski z przeprowadzonej analizy

Poréwnujac wyniki grupy tych kandydatéw, ktérzy w roku 2003 egzaminu
nie zdali, i grupy kandydatéw, ktorzy egzamin wstepny zdali w 2004 roku, moz-
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na zauwazy¢, poza roéznica w liczbach otrzymanych punktéw, réwniez pewne
roznice w sposobach rozwiazywania zadan. Znaczna liczba kandydatow, ktorzy
egzamin wstepny zdali, przynajmniej prébowala podaé uzasadnienia przedsta-
wianych rozumowan, cho¢ w wiekszosci byly one nieudolne i czesto btedne. Wie-
cej réwniez kandydatéw zaczynalo rozwiazywaé zadania geometryczne (czasem
byt to tylko rysunek). Jednak bledy popelniane przez kandydatéw obydwu grup
sg podobne.

1.

W obydwu badanych grupach znacznie tatwiejszymi dla kandydatéw byty
zadania z geometrii analitycznej. Widaé¢ to wyraznie na przykladzie za-
dan, ktére mozna bylto prosto rozwigza¢ metodami klasycznej geometrii;
kandydaci préobowali je rozwiazywaé analitycznie dochodzac przy tym do
skomplikowanych rachunkéw. Jednak w rozwiazaniach zadan z geometrii
analitycznej réwniez wystepowaly bledy swiadczace na przyklad o tym,
ze jedynym znanym przez kandydatéw réwnaniem prostej jest rownanie
kierunkowe. Popelniano rowniez wiele bledéw z rachunku wektorowego,
przykladowo zZle dodawano wektory, utozsamiano pojecie wektora z diu-
goscia wektora, zle interpretowano liniowa zalezno$¢ wektoréw.

. Do rozwiazan zadan geometrycznych zwykle dotaczano rysunek (w nie-

ktorych przypadkach rozwiazanie ograniczalo sie tylko do rysunku).
Niejednokrotnie poprawny rysunek sugerowal sposéb rozwiazania i od-
powiedz formulowano tylko na podstawie rysunku (np. w zadaniu 6a).
W rozwigzaniu niektérych zadan rysunki byly bledne i nawet gdy kan-
dydat w przedstawianym rozumowaniu powolywal si¢ na pewne twier-
dzenia, to nie dostrzegal tego, ze wyciagane wnioski sa sprzeczne z sy-
tuacja zaznaczona na rysunku (np. w rozwiazaniach zadania 4). Powdd
tkwil réwniez w tym, ze nie wszyscy kandydaci znali twierdzenia o okregu
wpisanym w czworokat, opisanym na czworokacie i twierdzenia o katach
wpisanych i srodkowych okregu.

. Wiekszo$é kandydatéw nie rozumiala polecenia zadania 4a: (... ) uzasad-

nié, ze przekatna trapezu ma dlugosé r/2. Uwazano, ze skoro wiadomo,
jaka ma by¢ ta dtugosé, to nie ma potrzeby tego uzasadniaé. Przyjmowa-
no ja za dana i wykorzystywano w dalszej czesci rozwiazania zadania.

. Najtrudniejszym dla kandydatéow byto zadanie 6b, w ktérym nalezalo

zauwazy¢ pewna zaleznosé rekurencyjna i doj$é do pewnych uogolnien.
Bledy wynikaly nie tylko z trudnosci w przeprowadzeniu analizy proble-
mowej 1 przeniesieniu rozumowania z konkretnej sytuacji dla n = 1 (4a)
na przypadek, gdy n jest dowolna liczba naturalna, ale réwniez z nie-
rozumienia jednoktadnosci o skali ujemnej, nierozumienia pojecia miary,
w szczegllnosci z nieznajomosci twierdzenia o stosunku pél figur jedno-
ktadnych i ogdlnie — podobnych.

. Duza trudnos¢ sprawiato rowniez kandydatom rozwigzanie zadania ze ste-

reometrii. Btedy spowodowane byly nie tylko Zle zaznaczanym na rysunku
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katem miedzy plaszczyznami, ale réwniez niedostrzeganiem i nieuwzgled-
nianiem zalozen, jakie choé¢ nie wymienione, wynikaja z tresci zadania,
oraz nieumiejetnodcia sprawdzenia, czy wyznaczony kat jest ostry, prosty
czy rozwarty. Wyniki spowodowane byly réwniez bardzo czesto bleda-
mi popelnianymi w rozwigzaniach rownan i nieréwnosci trygonometrycz-
nych, w elementarnych przeksztalceniach algebraicznych, a takze w stoso-
waniu niewtasciwych wzoréw na objeto$¢ ostrostupa i pola figur ptaskich.

Generalnie w wiekszoSci rozwigzan zauwaza sie:

1. Brak refleksji kandydatéw nad wyborem sposobu rozwiazania zadan. Naj-
czedciej wybierana byta dluga droga, ale taka, w ktérej mozna bylo za-
stosowac znane schematy rozwiazan.

2. Trudnos$é w formutowaniu przez kandydatow wnioskow, ich analizowaniu,
uzasadnianiu i weryfikowaniu.

3. Brak analizy i interpretacji otrzymanych wynikéw.

Ogélna analiza dydaktyczna btedéw popetnianych przez kandydatéw
na studia matematyczne w Akademii Pedagogicznej

Przeprowadzona analiza ujawnia, jak niewystarczajace jest przygotowanie
z geometrii kandydatow na nauczycielskie studia matematyczne, jaka trudnosé
sprawia absolwentom szkoét érednich rozumowanie geometryczne, formutowanie
hipotez, uzasadnianie wnioskéw, prawidlowe korzystanie z definicji i twierdzen,
rozwigzywanie zadan ze stereometrii, spowodowane zarowno stabo rozwinigta
wyobraznig przestrzenna, jak réwniez trudnosciami zwiazanymi z logicznym
rozumowaniem.

Zauwaza sig¢, ze trudnoéci przy rozwigzywaniu zadan geometrycznych sa
znacznie wigksze niz przy rozwiazywaniu zadan z innych dzialéw matematyki.
Brak $cisle sformutowanych regul postepowania i praktycznych szczegétowych
wskazéwek pomocnych przy rozwiazywaniu zadan geometrycznych sprawia, ze
kazde tego typu zadanie wymaga indywidualnego i specyficznego rozumowania.
Najmniej trudnoéci sprawiaja kandydatom zadania z geometrii analitycznej,
gdyz przewaza w nich rachunek algebraiczny. Natomiast zadania, ktérych te-
matem jest wykrycie twierdzenia, stawianie hipotez, ich weryfikowanie i dowo-
dzenie, uzasadnianie rozumowania, sprawiaja kandydatom ogromne trudnosci
(przykladem sa zadania 6 i 7.b czesci IT). Kandydat rozwiazujacy zadania tego
typu, nie ma gotowych schematdw, prébuje réznych drég, czesto bladzi, musi
zmobilizowaé nie tylko uwage i pamieé, lecz takze wyobraznie. Kazde zadanie
geometryczne wymaga nowych pomystéow tworczych.

Duza role w rozwiazaniach tego typu zadan odgrywa rysunek. Gdy jest
on poprawnie wykonany, moze zasugerowaé¢ pomyst rozwigzania i pomoéc przy
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poszukiwaniu Scistego, formalnego dowodu geometrycznego. Konieczna jest jed-
nak weryfikacja otrzymanych wynikéw na drodze dedukcji. Sugestia rysunku
jest bardzo duza (pokazuje to rozwiazanie zadania 4 czesci I1I). Kandydat wy-
czytuje z niego to, co powinien udowodni¢ i dowdd takiego twierdzenia wydaje
mu sie zbedny. W rezultacie zaklada, ze twierdzenie jest prawdziwe i powotuje
si¢ na nie w dalszych rozumowaniach. Czesto kandydat sugerujac sie jednym
przedstawionym na rysunku przypadkiem nie dostrzega innych (np. w zadaniu
9 czesci I) albo wskutek przyjecia blednych przeslanek na rysunku, dochodzi
do blednych wnioskéw. Brak przy tym krytycznej kontroli rozumowania deduk-
cyjnego, ze to co sugeruje rysunek doprowadza do falszywych wnioskdw.

Przedstawiona w tym artykule analiza rozwigzan zadan geometrycznych
kandydatéw na studia uswiadamia, jak wiele nalezaloby zmieni¢ w naucza-
niu geometrii elementarnej. Dla poprawienia stanu wiedzy geometrycznej ab-
solwentow szkdl Srednich, nieodzownym staje si¢ wieksze zwracanie uwagi na
nastepujace aspekty ksztalcenia geometrycznego.

1. Dyskutowanie z uczniami rozmaitych rozwiazan tego samego zadania.

State uswiadamianie uczniom réznych sposobéw postepowania pro-
wadzacych do tego samego celu, przyzwyczajanie do racjonalnego
wyboru najbardziej odpowiedniej i najbardziej ekonomicznej drogi
wiodacej do rozwigzania zagadnienia.

(Krygowska, 1977, s. 112)

2. Formulowanie zadan, ktorych rozwiazanie wymaga wykrycia, wypowie-
dzenia i udowodnienia nowego twierdzenia'. Dostrzegajac pewna prawi-
dtowos$¢ w konkretnej sytuacji, uczen formutuje hipoteze¢ matematyczna
a nastepnie uzasadnia jej poprawnos¢ i dokonuje uogdélnien.

3. Stawianie probleméw otwartych.

4. Wykorzystywanie algorytmoéw jedynie w polaczeniu z réwnoczesnym
wprowadzaniem w myslenie pojeciowe (np. w zadaniach z geometrii ana-
litycznej).

5. Umiejetne korzystanie z rysunkéw. Zwracanie uwagi na to, aby sugestie
przedstawione na rysunku byty poparte rozumowaniem dedukcyjnym, na-
tomiast do danych zmyslowych odnosié¢ sie krytycznie.

6. Prawidlowe korzystanie z definicji i twierdzen, po uprzednim skontrolo-
waniu, czy w konkretnej sytuacji spelnione sa wszystkie zalozenia.

7. Zwracanie uwagi na redagowanie, zapisywanie, jasne przekazywanie swo-
ich my$li i poprawne ilustrowanie przeprowadzanego rozumowania.

Uwzglednianie w ksztalceniu wyzej wymienionych aspektow nauczania jest
nieodzowne do poprawy stanu wiedzy geometrycznej uczniow.

Wiele przyktadéw tego typu zadan czytelnik znajdzie w artykule wymienionym w spisie
literatury (Goérowski, Klakla, Lomnicki, 2004).
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