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Gotowa wiedza i aklywnos¢ w matematycznym

ksztatceniu na przyktadzie kgtéw Langleya

Abstract. The article contains a didactic project of classes with mathe-
matics students — future teachers. On the example of problems related
to Langley’s angles, the author presents differences between two styles
of teaching mathematics. One style is based on existing mathematical
knowledge, and the second requires active participation of the students
in creating this knowledge during the problem solving process.

Wstep

Niniejszy artykut ma na celu pokazanie, na wybranym przyktadzie doty-
czacym tzw. katéow Langleya, réznicy miedzy ,gotowa matematyka” a ma-
tematyka jako aktywnoscia, w sytuacji, ktéra pozwala na matematyczna ak-
tywizacje studentéw. Ten sposobOb organizowania zaje¢ studenci beda mogli
wykorzysta¢ w swojej przyszlej pracy z mlodzieza w szkole, w my$l stuszne-
go postulatu (Nowecki, 2004), aby zajecia prowadzone z matematyki w szkole
wyzszej ksztalcacej nauczycieli stanowily dla studentéw wzorzec do naslado-
wania, takze w sensie dydaktycznym, jako przyklad aktywizacji uczacych sie.
Przedstawiony projekt zajeé ze studentami zostal opracowany w postaci tzw.
»Sytuacji badawczej” . Jest to specyficzna forma przedstawienia projektu dydak-
tycznego zadania wieloetapowego (Klakla, 1991; 2002) w postaci ciagu sytuacji
dydaktycznych. Przeprowadzamy studentéw przez te sytuacje, do$¢ wyraznie
kierujac zaréwno kolejnoscia pracy nad poszczegdlnymi problemami, jak i wy-
borem sposobéw ich rozwiazania. Gléwnym celem, ktéry chcemy tu osiagnad,
jest poszerzenie ich doswiadczen w pracy nad poszczegdlnymi problemami, zas
w mniejszym stopniu rozwijanie umiejetnosci stawiania i formulowania w roz-
wazanych sytuacjach nowych pytan czy probleméw. Dla kontrastu, w drugiej
czedci artykulu omawiam znajdujace si¢ w literaturze przyklady zadan, zwiaza-
nych z tematyka katéw Langleya zadan, dla ktérych przedstawione rozwiazania
ograniczaja si¢ do prezentacji ,,gotowej matematyki”.
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1. Aktywno$¢ matematyczna i gotowa wiedza w matematycznym
ksztatceniu przysztych nauczycieli

Matematyka jako nauka moze byé¢ postrzegana jako gotowa wiedza, opra-
cowana przez matematykow, ktéra prezentuje sie jako zestaw teorii zawiera-
jacych podane w odpowiedniej logicznej kolejnoéci definicje pojeé, twierdzenia
i ich dowody, przyklady, algorytmy itp. (Klakla, 2002). Taki obraz matema-
tyki mozna wynies¢ po zapoznaniu si¢ z niejedna matematyczng praca nauko-
wa, w ktérej wszystkie informacje majg swoje logicznie uzasadnione miejsce,
tworzac ,,gotowy gmach wiedzy matematycznej”. Czytajac takie prace, jeste-
$my zafascynowani picknem, zwiezloscia, logiczna konstrukcja tej nauki. Bar-
dzo czesto, takze na studiach nauczycielskich, taki wlaénie obraz matematyki
utrwalany jest w prowadzonych wyktadach z réznych przedmiotéw matema-
tycznych, Oczywiscie w wielu dziedzinach zycia taka ,gotowa” matematyka,
jako swoiste kompendium wiadomo$ci z poszczegdlnych dzialéw matematyki,
jest niezbedna i uzyteczna. W wielu zawodach, na wielu stanowiskach pracy
umiejetnodé¢ korzystania z tego uporzadkowanego zestawu wynikéow dziatalno-
$ci matematykow, wynikéw danych w postaci twierdzen, algorytmoéw czy metod
prowadzacych do rozwigzywania standardowych dla danego dzialu matematy-
ki zagadnien, jest istotna i wazna, gléwnie ze wzgledu na owe standardowe
zastosowania. Jednakze to nie umiejetno$é¢ rozwiazywania tych standardowych
zadan jest gtléwnym powodem, dla ktérego matematyka jako przedmiot naucza-
nia pojawia si¢ w szkotach réznych typéw, na réznych poziomach nauczania.

Matematyka jest takze dziedzina specyficznej, intelektualnej dzialalnosci
czlowieka, dziatalnosci, ktérej produktem jest wspomniana wyzej ,,gotowa ma-
tematyka”, a srodkiem specyficzne matematyczne myslenie (Klakla, 2002). Te
dziatalnos¢ w jezyku dydaktyki matematyki nazywamy aktywnoscia matema-
tyczna, ktora w przypadku zawodowych matematykéw ma charakter dzialal-
nodci twoérczej. Niektorzy matematycy sadza nawet, ze umiejetno$é matema-
tycznego dzialania jest wazniejsza od tego, co sie wie (Les mathématiques sont
moins savoir que savoir faire — matematyka to w mniejszym stopniu wiedzied,
co umieé dzialad, Servais, 1956, s. 40), chociaz oczywiscie nie mozna dzialaé
w matematycznej ,,prézni”.

Niestety ,,gotowa matematyka” zupelnie nie oddaje tego, co kryje sie pod
matematyczng aktywnoscia, ktéra do niej doprowadzila. Czytajac prace mate-
matykdw, ktorzy przedstawiaja uzyskane wyniki i ich dowody, nie dowiadujemy
sie zbyt wiele, jaka droga autorzy doszli do tych rezultatéw, jakie napotykali
trudnosci, skad braly sie pomysty prowadzace do sukcesu w postaci rozwiaza-
nia problemu. Pracujacy tworczo matematycy na ogol niechetnie pisza o swojej
zlozonej, tworczej dzialalnosci, ktorej wewnetrzna struktura, stosowane proce-
dury, mechanizmy i warunki funkcjonowania nie sg jeszcze dostatecznie znane
(Krygowska, 1986). Trzeba jednak przyznaé bezstronnie, ze nie jest latwo pisaé
o twoérczej matematycznej dzialalnosci tak, aby bylo to zrozumiate dla niespe-
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cjalistow, a dla matematykéw liczy sie uzyskany rezultat, ktérego poprawnosé
inni matematycy potrafia juz zweryfikowac. Stad, na ogdl, prace naukowe mate-
matykow, adresowane przeciez do innych matematykéw, absolutnie nie odzwier-
ciedlaja ani drog poszukiwan rozwiazania problemu, ani bezskutecznych préb,
bladzen czy tez bledéw, ktére mogly pojawiac sie w pracy nad rozwiazywaniem
problemu. Redagujac wyniki pracy badawczej, matematycy rzadko zdaja spra-
we z przebiegu pracy myslowej nad rozwigzywaniem problemu, ograniczajac si¢
jedynie do prezentacji uzyskanych rezultatéw oraz ich uzasadnienia. W efekcie
gotowe wytwory pracy matematyka pokazuja dos¢ jednostronny obraz tej na-
uki. Jest on wazny, ale nie pelny i nie wystarcza dla jej rozumienia. Swiadomogé
tego jest szczegllnie istotna w matematycznym ksztalceniu przysztych nauczy-
cieli matematyki, ktérzy przez swoje nauczanie przekazg uczniom taki obraz
matematyki, jaki bedzie powstawal w ich $wiadomosci w efekcie studiowania
tej dyscypliny. Takie nauczanie matematyki na studiach nauczycielskich, ktore
ogranicza sie do pokazywania tylko ,,gotowej matematyki”, deformuje jej obraz
w umyslach przysztych nauczycieli, powodujac, ze przyjmuja oni styl prezen-
towania ,,gotowej wiedzy matematycznej” za standard, rozumujac, ze to musi
by¢ dobry wzorzec postepowania dydaktycznego, skoro ich tak wtasnie uczono.

Efektem takiego stylu nauczania w szkole wyzszej jest przedstawianie
w szkole przez nauczycieli czesto tylko ,,gotowej matematyki” i podawanie jej
do nauczenia sie. Réwniez praca nad zrozumieniem ,gotowej matematyki”, bar-
dzo wazna i ksztalcaca, zwigzana z rozwijaniem umiejetnosci czytania tekstow
matematycznych ze zrozumieniem (Konior, 2002), bardzo czesto jest zupelnie
pomijana w szkole. Powoduje to, ze mlodziez nie rozumiejac tego przedmiotu,
nierzadko zmuszana do pamieciowego opanowywania tresci bez ich zrozumie-
nia, odwraca sie od przedmiotu, a matematyka staje sie postrachem uczniow,
zatracajac swoje intelektualne walory przedmiotu szkolnego.

Studia matematyczne dla nauczycieli powinny wiec poza gotowa wiedza
matematyczng dostarcza¢ studentom takze wielu okazji do podejmowania ak-
tywnos$ci matematycznej, w jej réznorodnych aspektach i przejawach (Klakla,
1991, 2002; Krygowska, 1986; Moszner, 2004; Nowecki, 1984; Pardata, 1995),
co jednak nie zawsze ma miejsce. Dominujaca forma zajeé¢ sa wyklady, ktore
w swojej wiekszosci ograniczaja sie do przekazywania witasnie gotowej wiedzy,
i éwiczenia, podczas ktorych rozwiazywane sa réznorodne zadania. O ile na wy-
kladach trudno jest, z wielu powoddéw, w pelni aktywizowaé studentéw, (co nie
oznacza, ze nie jest to mozliwe), to éwiczenia wydaja sie by¢é predestynowane do
takiej wlasnie aktywizacji. Tu jednak sytuacja pozostawia wiele do zyczenia.
Rozwiazywanie standardowych zadan, ¢wiczenie poznawanych na wykladach
procedur, bez niezbednej refleksji nad sposobami ich uzyskania, zajmuja wigk-
szo$¢ czasu. Analizujacy te sytuacje Z. Moszner (2004) wyraZnie stwierdza:

Czy my na studiach nauczycielskich uczymy aktywnosci matematycznej?
Sadze, ze jezeli tak, to w ograniczonym zakresie. Powodow jest wiele.



78 Maciej Klakla

Napiete plany i programy studiéw, minima programowe, nastawione na
,0?”, a nie na ,jak?” nie dajg zbyt duzej ilosci czasu, zwlaszcza na
wyktadach. Aktywnosé matematyczna wymaga czasu i dla uczacego jej
i dla tego, ktory si¢ uczy. Przypomnijmy sobie, ile czasu zajmuje nam
wymy$lenie czego$ nowego w matematyce. Nie bardzo tez wiemy, jak
uaktywniaé¢ studentéw, bo to naprawde nietatwe, wymaga czasu, indywi-
dualizacji i nauczania przez przyktad.

(Moszner, 2004)

Poszukiwanie srodkéw matematycznej aktywizacji studentéw — przysztych
nauczycieli matematyki jest wigc waznym zadaniem stojacym przed dydaktyka
matematyki.

Trzeba zwrdci¢ uwage jeszcze na jeden argument, przemawiajacy za tym,
ze nauczanie matematyki na wszystkich poziomach, a wiec takze w mate-
matycznym ksztalceniu nauczycieli, powinno w duzym zakresie uwzgledniaé
ksztaltowanie i rozwijanie aktywnosci matematycznej. Zauwazmy, ze wiekszo$é
uczniéw, konczac edukacje powszechna, nie bedzie w swej codziennej pracy wy-
korzystywala wiedzy matematycznej. Jezeli wigc uwazamy, ze wszyscy ucznio-
wie powinni przej$¢ na poszczegoélnych etapach ksztalcenia przez edukacje ma-
tematyczng, to musimy dobrze uswiadomié¢ sobie, jakimi argumentami na rzecz
tej edukacji dysponujemy. Nie wystarczy tu ograniczy¢ sie do sloganéw i hasel
typu: matematyka ksztalci logiczne myslenie, bo tak naprawde logika matema-
tyczna i logika zycia codziennego nie sa tozsame, a w sytuacjach rzeczywistych
kontekst, doswiadczenie, zwyczaje i niepisane umowy odgrywaja istotna role
w rozumieniu otaczajacego nas $wiata i w prawidtowym w nim funkcjonowaniu.
Jezeli wiec postulujemy obowiazek matematycznego ksztatcenia dla wszystkich,
to musimy zadbac o to, aby to ksztalcenie sprzyjato realizacji tych celow, ktore
dotycza ksztaltowania postaw i zachowan intelektualnych mozliwych do wypra-
cowywania w ramach matematycznego ksztalcenia, a transferowanych na inne
niz matematyka dziedziny zycia (Krygowska, 1986). To wladnie szeroko rozu-
miana aktywnos$¢ matematyczna uczniow w sytuacjach matematycznych, gdzie
reguly postepowania sa, w poréwnaniu ze skomplikowanymi sytuacjami zycio-
wymi, stosunkowo proste, moze by¢ skutecznym warsztatem wypracowywania
takich postaw, niezbednych do funkcjonowania w spoleczenstwie w dorostym
zyciu.

2. Organizowanie , sytuacji badawczej" na éwiczeniach

Jako przyktad rozwazmy nastepujacy, inspirowany problemem geometrycz-
nym, ciag sytuacji dydaktycznych, ktére moga postuzy¢ do konstrukeji projektu
sytuacji badawczej. Zwréémy uwage na to, ze poszczegdlne problemy sa tu for-
mulowane przez nauczyciela, ktéry wyraznie wskazuje kolejne zadania do wy-
konania, przeprowadzajac w ten sposob studentéw przez poszczegdlne sytuacje



Gotowa wiedza i aktywno$¢ w matematycznym ksztatceniu na przyktadzie kqtéw Langleya 79

dydaktyczne. Podane po kazdej sytuacji komentarze dydaktyczne omawiaja
istotne aspekty danej sytuacji, zwiazane z ksztaltowaniem postawy badawczej
studentéw, a co za tym idzie z ksztalttowaniem ich twoérczej aktywnosci.

SYTUACJA 1
Wprowadzenie w wyjsciowy problem.

Punktem wyjscia do dzialan studentéw jest rysunek odreczny, ktory prowa-
dzacy zajecia sporzadza na tablicy, polecajac studentom, aby rysowali réwno-
czednie z nim, w swoich zeszytach. Wykonujac rysunek, objasnia glosno to, co
robi, np. méwiac: Rysuje odcinek AB. Teraz sprawdza, czy studenci zrobili to
samo w swoich zeszytach. Nastepnie kontynuuje rysowanie na tablicy, mowiac:
Z punktu A rysuje polprostq pod kgtem 50° do tego odcinka. Znéw sprawdza,
czy poprawnie narysowano w zeszytach ten element rysunku, po czym doryso-
wuje kolejny element, objasniajac: Teraz z punktu B rysuje potprostq pod kgtem
60° do odcinka AB. Ta ostatnia pélprosta przecina pierwszq z narysowanych
potprostych w punkcie C'. W ten sposéb postepuje az do zakonczenia rysowania.
Kolejne fazy pracy nauczyciela przedstawia seria rysunkéw od 1 do 6. W ten
sposéb po zakonczeniu rysowania studenci dysponuja juz gotowym rysunkiem
(rys. 6), na ktérym zaznaczone sa zaréwno dane katy 50°, 60°, 20° i 80° jak
i szukane z i y. Nastepnie nauczyciel formuluje polecenie — prosze znalezé katy
xivy.

Komentarz. Taki spos6b wprowadzenia wyjsciowego problemu ma swoje
zalety, na ktére zwrécimy uwage. Gdyby zadanie zostalo sformulowane wer-
balnie, juz na poczatku studenci napotkaliby nietatwa do pokonania trudnosé,
polegajaca na zrozumieniu treéci zadania i sporzadzeniu poprawnego rysun-
ku. Postawienie ich w sytuacji, w ktérej zadanie zostalo sformutowane dopiero
po wykonaniu przez nich rysunku, wedlug kolejnych wskazéwek prowadzacego,
ulatwia im zaréwno zrozumienie postawionego zadania (polecenie: znajdz katy
x 1y — jest juz zilustrowane na rysunku), jak i uéwiadomienie sobie, ktére katy
sa dane, a ktérych szukamy (w wyniku wykonanej konstrukcji wydaje sie to
oczywiste). Rysunek 6, ktory zostal sporzadzony przez studentéw w zeszytach,
jak i rysunek na tablicy, to rysunki odreczne i nie musza by¢ bardzo dokladne.
Nauczyciel nie uzywa tu przyrzadéw (ani linijki, ani cyrkla, ani katomierza),
katy sa zaznaczane ,na oko”.

SYTUACJA 2
Pierwsze préby poszukiwania rozwiazania.

Prowadzacy inicjuje dyskusje dotyczaca sposobéw atakowania problemu.
Mobilizuje studentéw do przypomnienia tych wiadomosci, ktére z uwagi na
geometryczny charakter zadania i jego sformulowanie (konstrukcja) moglyby
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by¢ wykorzystane przy poszukiwaniu rozwiazania. Na poczatku chodzi o przy-
pomnienie najprostszych wiadomosci, takich jak twierdzenia o sumie katéw
tréjkata, o sumie katéw czworokata, twierdzenia o katach wierzchotkowych
i przyleglych, o katach przy dwoch prostych réownoleglych przecietych trze-
cia prosta, itp. Jest to doskonala okazja do pewnej mobilizacji szkolnej wiedzy
dotyczacej katéw. Kolejne przypominane przez nich wiadomo$ci moga dotyczyé
np. twierdzen o katach w kole, twierdzenia o zwigzku miedzy katem wpisanym
a Srodkowym, opartych na tym samym tuku, twierdzenia o katach czworokata
wpisanego w okrag, itp. Ten etap pracy studentéw mozna powiazaé z prébami
znalezienia szukanych katéw x i y, ktére to préby dosé szybko powinny do-
prowadzi¢ do znalezienia réwnania x + y = 70°. W tej fazie pracy dyskusja
ze studentami pozwoli jasno nakresli¢ plan dzialan i okresli¢ bezpoéredni cel
poszukiwan: znalez¢ drugie réwnanie wiazace ze soba niewiadome katy x i y,
a nastepnie rozwiaza¢ otrzymany uklad réwnan.

50° 50° 60°
A B A B A B

Rysunek 1 Rysunek 2 Rysunek 3

C

Rysunek 4 Rysunek 5 Rysunek 6

Komentarz. Ten etap pracy stuzy powtérzeniu réznych wiadomosci doty-
czacych twierdzen geometrycznych zwiazanych z katami. Na poczatku przy-
pominamy te najprostsze, w ktérych w sposob istotny wystepuja tylko katy,
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a dopiero potem przechodzimy do przypomnienia twierdzen bardziej zlozo-
nych, np. dotyczacych zwiazkéw miedzy katami w kole lub katami wielokata
wpisanego w kolo. Rola nauczyciela polega tu na kontrolowaniu poprawnosci
sformulowan przypominanych przez studentéw twierdzen i na zwracaniu uwagi,
ze trzeba zbadad, czy sa spelnione zalozenia twierdzen, na ktére chcieliby sie
powolaé. Na koncu tej fazy rozwiazywania zadania bytoby dobrze przypomnieé
twierdzenia dotyczace zwiazkéw miedzy bokami i katami w tréjkacie (twierdze-
nie sinuséw i twierdzenie kosinuséw), cech przystawania oraz cech podobien-
stwa tréjkatéw, zwracajac jednakze uwage, ze w zadaniu, ktére rozwiazuja, nie
sg dane dlugosci bokéw. O ile wiadomosci dotyczace tylko zaleznosci miedzy
katami rozwazanej figury (rys. 6) nie pozwola studentom na rozwiazanie zada-
nia, a wszelkie préby wykorzystania w rozmaity sposéb wymienionych wyzej
twierdzen dotyczacych katéw zakoncza sie niepowodzeniem, prowadzac uczniéw
zawsze do tego samego réwnania x + y = 70°, prowadzacy zajecia moze ten
etap pracy zakonczy¢ niezbyt optymistyczna konkluzja, ze jak na razie, to nie
potrafimy zadania rozwiazac.

SYTUACJIA 3
Czy o takie rozwigzanie chodzi?

Prowadzacy stawia pytanie, czy mozna zaakceptowaé nastepujacy sposéb
rozwigzania: Jeden ze studentéw sporzadzil na papierze milimetrowym rysunek
(rys. 6, tak jak w sytuacji 1), bardzo starannie, z wykorzystaniem katomierza
i linijki, a nastepnie za pomoca katomierza zmierzyl katy « i y tak dokladnie,
jak tylko to bylo mozliwe. Odczytany na katomierzu wynik to x = 40° iy = 30°.
Czy to jest rozwiazanie, o ktére chodzi?

Komentarz. Przedstawione wyzej rozwiazanie jest rozwigzaniem przyblizo-
nym, i w pewnych sytuacjach rzeczywistych takie rozwiazania nas zadawalaja.
Jednak formutujac problem w jezyku matematyki szukamy rozwiazania doktad-
nego, a nie rozwiazania przyblizonego i podany sposéb moze, co najwyzej, by¢
podstawa do sformutowania hipotezy, ze x = 40° i y = 30°.

SYTUACJA 4
Modyfikacja tresci zadania.

Poniewaz préby rozwiazania zadania zakonczyly sie niepowodzeniem, pro-
wadzacy proponuje modyfikacje zadania, polegajaca na dodaniu warunku, ze
znana jest dlugos$¢ odcinka AB. Zwraca uwage na fakt, ze przy sporzadzaniu
rysunku kazdy moze wybraé¢ odcinek AB innej dlugodci, stad rysunki réznych
0s6b moga sie rézni¢. Czy wobec tego katy x i y tez beda rézne? Chodzi o to,
aby studenci u$wiadomili sobie, ze otrzymane figury beda podobne, a co za
tym idzie odpowiednie katy beda réwne, czyli zadanie bedzie miato jedno roz-
wigzanie niezaleznie od wyboru odcinka AB. Po dyskusji studenci decyduja
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sie na zastosowanie twierdzenia sinuséw do trojkata ACFE, obliczaja stosunek
ST wyrazajac dlugosci bokéw AC 1 C'E przez dtugosé odcinka AB i warto$ci

siny’
funkcji trygonometrycznych danych katéw. Uzyskany wynik budzi zdziwienie,

stosunek SV’; nie zawiera dlugosci odcinka AB. Studenci stwierdzaja, ze za-

Sin
planowane znalezienie drugiego réwnania, wiazacego x i y, udalo sie, chociaz

w tym drugim réwnaniu niewiadome wystepuja jako argumenty funkcji trygo-
nometrycznych. Ostatecznie na tym etapie rozwiazanie wyj$ciowego problemu
sprowadza sie do rozwiazania uktadu réwnan:

sin x _ \/§

=70° = .
Ty siny  4sin20°sin 70°

Komentarz. Wobec tego, ze wyjsciowego zadania w pierwszych prébach nie
udalo sie rozwiazaé, prowadzacy proponuje jego modyfikacje. Polega ona na
przyjeciu dodatkowego zalozenia, ze dana jest dlugo$é odcinka AB i pozwa-
la w efekcie zrealizowaé¢ pierwotnie wytyczony plan rozwiazania, ktéry polegat
na znalezieniu drugiego réwnania wiazacego niewiadome x i y. Ze wzgledu
na potrzebe poréwnywania wynikéw obliczen wykonywanych przez poszcze-
gélnych uczniéw, nauczyciel powinien wprowadzi¢ jednoliterowe oznaczenia na
dhugosci poszczegdlnych odcinkéw, co utatwia zapisy i przeksztalcanie wzordw.
Wprowadzona dodatkowa wielkosé — dtugosé odcinka AB, pozwoli zastosowaé
twierdzenie sinuséw, ale nie wystepuje w ostatecznym wzorze wyrazajacym sto-
sunek % Ten sposéb postepowania, polegajacy na przyjeciu dodatkowych
danych, ktére moga nie wystapi¢ w ostatecznym wyniku, jest czesto stosowany
w réznych rozumowaniach matematycznych i zastuguje na zwrdcenie na niego
uwagi. Bardzo czesto studenci uwazaja w tym momencie, ze problem wyjsciowy
zostal juz prawie rozwiazany, bo znalezliémy drugie réwnanie wiazace niewia-
dome x i y.

SYTUACJA 5

Zapoznanie sie z metoda rozwigzywania ukladéw réwnan postaci x +y = «
i =k

Prowadzacy, kierujac do studentéw odpowiednie pytania, zwraca ich uwage
na fakt, ze otrzymany w poprzednim etapie uklad réwnan nie jest ukladem
réwnan trygonometrycznych (w jednym z réwnan niewiadome nie wystepuja
jako argumenty funkcji trygonometrycznych) i wobec tego powstaje pytanie,
jak taki uktad réwnan rozwiazaé¢. Pada propozycja, aby odszuka¢ sposoby roz-
wiazywania takich uktadéw rownan w literaturze dotyczacej trygonometrii. Na-
uczyciel proponuje lekture (Nowosiotow, 1956, s. 281) wybranym studentom,
ktérzy przygotowuja referat prezentujacy sposéb rozwigzania tego typu uktadu
rownan oraz liczne przyklady. Nastepnie stosuja nowo poznany sposéb poste-
powania do rozwiazania otrzymanego w poprzednim etapie uktadu. Prowadzi
to do uktadu rownan postaci:
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o . r—y k—1 x4y
X =170 1 t - t )

Y 872 TEt1% 2
gdzie k = W, ktéry wydaje sie juz znacznie prostszy niz poprzedni,
poniewaz w drugim réwnaniu, po prawej stronie sa juz tylko wielkosci dane
w zadaniu.

Komentarz. Uklady réwnan, z ktorych tylko jedno jest réwnaniem trygo-
nometrycznym, nie sa przewidziane w programach szkolnych. Jest to okazja,
aby prowadzacy zachecil studentéw do samodzielnej lektury. Pozwoli to zain-
teresowanym na zapoznanie sie¢ z metoda rozwiazywania takich ukladow i za-
prezentowanie rezultatéw wlasnych studiéw nad tym problemem pozostalym
kolegom. Tego typu uklady réwnan pojawiaja sie w pewnych problemach geo-
dezyjnych (tzw. zadanie Pothenota, Nowosiolow, 1956, s. 397). Wdrazanie do
samodzielnej lektury matematycznej, polaczone z mozliwoscig sprawdzenia sie,
przez zreferowanie studiowanej problematyki na forum grupy, jest waznym ele-
mentem wdrazania w tryb pracy naukowej.

SYTUACJIA 6
Rozwiazanie przyblizone ukladu réwnan.

W tej fazie pracy nad rozwiazaniem wyjéciowego zadania prowadzacy or-
ganizuje dyskusje na temat niezbednych obliczen, ktore trzeba wykonaé, aby
uktad rozwiazaé¢. Zwraca uwage studentéw na to, ze wartosci funkcji trygono-
metrycznych katéw wystepujacych w otrzymanych formutach sa liczbami nie-
wymiernymi i w obliczeniach trzeba bedzie si¢ postugiwaé ich przyblizeniami.
Spowoduje to, ze otrzymany wynik bedzie pewnym przyblizeniem wartosci do-
ktadnej. Studenci wykonuja obliczenia, postugujac si¢ kalkulatorem naukowym,
i otrzymuja rozwiazanie przyblizone, np:

x = 39°57'53" i y = 30°2'7".

Komentarz. Ta faza pracy stanowi okazje do przypomnienia zagadnien
zwiazanych z zastosowaniem kalkulatora do wykonywania obliczen numerycz-
nych, mozna tez zwiaza¢ ten fragment z wykorzystaniem tablic logarytmicz-
nych oraz zwréci¢é uwage na postep, jaki sie dokonal w dziedzinie obliczen
numerycznych w ostatnich trzydziestu latach. Mozna wreszcie od strony prak-
tycznej przypomnieé¢ zasady rachunku przyblizonego, a od strony teoretycznej
powtérzy¢ wiadomosci o podzbiorach zbioru liczb rzeczywistych, dyskutujac
zagadnienia mocy podzbioréw zbioru liczb rzeczywistych (np. mozna stawiaé
pytania, ktéry podzbiér zbioru wartodci funkcji sinus ma wieksza moc: zbiér
wartoéci wymiernych czy niewymiernych). Po tej fazie pracy studenci powinni
uswiadamiaé sobie, ze wyjsciowe zadanie mimo wszystko nie zostalo rozwigza-
ne, a przeprowadzone proby jego rozwiazania doprowadzily do sformutowania
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przynajmniej dwoch hipotez: pierwsza, ze szukane katy wynosza odpowied-
nio 40° i 30°, druga, ze szukane katy wynosza odpowiednio z = 39°57'53"
iy=30°2'7".

SYTUACJA 7
Obserwacja rysunku przy hipotezie dotyczacej wartosci szukanych katow.

Prowadzacy stawia najpierw pytanie, czy z faktu, ze miary wszystkich poda-
nych w zadaniu wyjéciowym katéw to pelne dziesiatki stopni katowych, wynika,
ze szukane katy tez musza mie¢ te wlasno$¢? Poprawna odpowiedz na to pytanie
jest negatywna. Nastepne pytanie: gdyby szukane katy = i y na rysunku 6 zasta-
pi¢ konkretnymi wartosciami, np. takimi jak w pierwszej lub w drugiej hipotezie
(sytuacja 6), to czy obserwacje tak uzupelnionych rysunkéw pozwolilyby nam
odkry¢ co§ nowego, np. znalezé¢ zwiazki, ktérych nie mogliSmy zobaczyé, bez
umieszczenia na rysunku wartosci konkretnych katow? Prowadzona dyskusja
powinna pozwoli¢ na wniosek, ze warto jeszcze raz przeanalizowaé rysunek 6,
zastepujac szukane katy x i y, odpowiednio konkretnymi warto$ciami 40° i 30°
(rys. 7). Uczniowie przystepuja do obserwacji.

Rysunek 7

Komentarz. Pierwsze z postawionych przez nauczyciela pytan ma zwrdci¢
uwage na fakt, ze cho¢ miary stopniowe katéw podane w zadaniu wyrazaja sie
pelna liczbg dziesiatek, nie oznacza to, ze miary szukanych katéw tez musza
mieé¢ taka wlasnosé. Drugie pytanie u$wiadamia studentom, ze wprowadzajac
nowe dane (konkretne wartoéci szukanych katéw x i y), podajemy dodatkowe in-
formacje o katach przynajmniej trzech tréjkatow: ACE, ADE, ABE. Ta nowa
informacja pozwala np. na rozstrzygniecie pytania, czy na rysunku 7 pojawity
sie tréjkaty podobne (poprzednio, gdy nie zakladaliémy nic o katach z i y, ta-
kich trojkatéw nie bylo widac). Jest tez widoczne, ze przy zalozeniu, ze miary
katéw x 1 y wynoszg odpowiednio: z = 39°57’53” 1 y = 30°2’7”, nie mamy
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zadnej szansy na zaobserwowanie tréjkatéw podobnych, (bo na odpowiednim
rysunku poza tymi dwoma katami sg tylko takie katy, ktérych miarami stopnio-
wymi sa pelne dziesiatki). Szanse na zaobserwowanie ewentualnych tréjkatéw
podobnych mamy przy zalozeniu, ze z = 40° i y = 30°. Proponujemy wiec
takie obserwacje.

SYTUACJIA 8

Gdy x = 40° iy = 30°, to trojkaty ADE i EDC sa podobne. Czy mozna to
odwréci¢? Czy mozna wykazac¢ podobienistwo tych tréjkatéow bez odwolywania
sie do zalozenia, ze x = 40° iy = 30°7

Proponujac obserwacje rysunku 7, nauczyciel spodziewa sie, ze studenci za-
uwazg podobienstwo tréjkatow ADE i1 EDC, z uwagi na rowne katy. Poniewaz
cechy podobienstwa sg warunkami koniecznymi i wystarczajacymi, wigc natych-
miast otrzymujemy wniosek, ze podobienstwo trojkatéw ADE i EDC pociaga
za soba réwnos¢ odpowiednich katéw, co w konsekwencji oznacza, ze x = 40°
iy = 30°. W tym momencie trzeba wyraznie przypomnie¢, ze w sformutowaniu
wyjsciowego zadania nie zakladaliémy podobienstwa tréjkatéw ADE i EDC),
a ostatnie rozumowanie ma charakter hipotetyczny: gdybysmy wiedzieli, ze
tréjkaty ADE 1 EDC sa podobne, to moglibySmy wnioskowaé, ze x = 40°
i y = 30°. Nauczyciel podsumowuje ten etap pracy stwierdzajac, ze gdybySmy
np. z innego zrédia uzyskali informacje, ze trojkaty ADE i EDC sa podobne,
to mogliby$my wnioskowaé, ze x = 40° i y = 30°. Ale na razie takiej informacji
nie mamy.

Komentarz. Sytuacja jest delikatna, bowiem rozumowania maja charakter
hipotetyczny i w zamierzeniu prowadzacego powinny sprowokowaé¢ do postawie-
nia pytania, czy nie mozna uzyska¢ informacji o podobienstwie tréjkatéw ADE
i EDC z innego zrédla, bez korzystania z przestanki, ze x = 40° i y = 30°.
Mozna si¢ tu odwolaé¢ do przypomnianych uprzednio (sytuacja 2) twierdzen
o podobienstwie tréjkatow. Jezeli studenci nie sformuluja takiego pytania, na-
uczyciel sam je postawi, a w przypadku gdyby mieli trudnosci z odpowiedzia,
zasugeruje wykorzystanie cech podobienstwa trojkatow, czy wreszcie zwréci ich
uwage na fakt, ze tréjkaty ADE i EDC maja wspélny kat o wierzcholtku D.
Powolanie si¢ w tym miejscu na odpowiednig ceche podobienstwa tréjkatéw
pozwoli stwierdzié, ze wystarczy wiedzie¢, ze zachodzi % = %, aby moc
wnioskowad, iz tréjkaty ADE i EDC' sa podobne, co z kolei pozwolitoby wnio-
skowaé, ze © = 40° i y = 30°.

SYTUACJIA 9
5 5 i AD _ ED 9
Jak wykazac, ze zachodzi 5 = 5&

Sytuacja, w ktorej znajduja sie teraz studenci, jest podobna do opisanej
w sytuacji 4. Wykorzystujac tamto doswiadczenie, studenci powinni zapropo-
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nowaé nastepujacy sposob postepowania: wyrazi¢ kolejno dlugosci odcinkéw
AD, DE, ED i DC przez dlugosé odcinka AB oraz dane w zadaniu wyjscio-
wym katy. Jezeli okaze sie, ze zachodzi rownosé, to zadanie wyjsciowe zostato
rozwiazane i rzeczywiscie x = 40° i y = 30°.

Komentarz. Czeé¢ obliczen, potrzebnych do wykazania rownosci g—g = %
zostala juz wykonana uprzednio (sytuacja 4), pozostale nie sa trudne. Tak jak
poprzednio nauczyciel powinien zaproponowaé krétkie oznaczenia literowe na
dhugosci poszezegblnych odcinkéw, aby utatwi¢ poréwnywanie wynikéw obli-

czen prowadzonych przez poszczegdlnych studentow.

SyTuacia 10
Rzut oka wstecz, rzut oka w przdd.

Jako zakonczenie prac nad rozwigzywaniem wyjsciowego zadania nauczyciel
proponuje zwiezle zredagowanie zadania i jego rozwiazania oraz analize napo-
tkanych w trakcie rozwiagzywania trudnosci i sposobéw ich pokonywania. Po
dyskusji plan opisu rozwiazania mogtby by¢ nastepujacy:

1. Sformulowanie zadania

2. Stwierdzenie, ze wystarczy wykaza¢ podobienstwo tréjkatéw ADE i EDC,
aby wnioskowaé, iz x = 40° i y = 30°.

3. Dowdd (taki, jak w sytuacji 8), ze tréjkaty ADE i EDC sa podobne.

Prowadzacy zwraca uwage, ze przy takim sposobie prezentacji rozwiaza-
nia nie wiadomo, dlaczego nalezalo wykaza¢ podobienstwo trojkatow ADE
i EDC. Wprowadza rozréznienie miedzy ,,gotowa matematyka” a matematyka
rozumiang jako dzialalno$¢ matematyczna. Stawia pytania o role danych w za-
daniu wyjsciowym katow, ktérych konkretne wartosci w znalezionym rozwia-
zaniu sa istotne, o ewentualne zwiazki i zalezno$ci miedzy tymi katami, ktore
powinny by¢ spelnione, jezeli chcieliby$Smy, aby znaleziony sposob rozwiazania
wyjéciowego zadania byt takze skuteczny przy innych danych.

Komentarz. Rzut oka wstecz na droge przebyta podczas rozwiazywania
problemu jest jednym z wazniejszych elementéw ksztalcenia w zakresie me-
tod heurystycznych (Polya, 1978) dotyczacych rozwiazywania probleméw. We
wspblczesnej dydaktyce matematyki nie mniejsza wage przywiazuje sie do ak-
tywnej refleksji wybiegajacej wprzod, pozwalajacej na stawianie nowych za-
gadnien inspirowanych rozwiazanym problemem. Ostatnia omawiana sytuacja
dydaktyczna jest poswiecona wlasnie tym dwém aspektom procesu rozwigzy-
wania wyjsciowego problemu.
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3. Katy Langleya - prezentacja problemu i jego wariantéw

W 1923 roku w czasopiSmie Mathematical Gazette (Mercer, et al., 1923)
opublikowano rozwiazanie tzw. problemu katéw Langleya. Zadanie sformuto-
wano nastepujaco:

ZADANIE 1

Trojkat ABC' jest rownoramienny, katy przy wierzcholkach B i C' sa réwne 80°.
Prosta CF poprowadzona pod katem 30° do AC' przecina AB w F'. Prosta BE
poprowadzona pod katem 20° do AB przecina AC w E. Udowodni¢, ze kat
BEF jest rowny 30°.

Zauwazmy przede wszystkim, ze samo sformulowanie pytania (Udowodnié,
ze kgt BEF jest réwny 30°) powoduje, ze zadanie jest tzw. zadaniem zamknie-
tym ze wzgledu na szukang wielko$¢, zadaniem typu ,,udowodnij, ze”, co znacz-
nie ogranicza jego aktywizujace walory. Znacznie bardziej aktywizujace byloby
sformutowanie: znalez¢ kat BEF'.

Zaprezentowane rozwiazanie rozpoczyna sie tak:

Aby udowodnié, zZe kgt BEF jest réwny 30°, wystarczy wykazaé, ze trojkaty
rozwartokgtne ACF i BEF sq podobne (rys. 8). Do tego wystarczy udowodnic,
ze 4C — BE

AF — BF

Nastepnie dowodzi sie, przyjmujac BC' jako parametr i wykorzystujac twier-
dzenie sinuséw oraz proste tozsamosci trygonometryczne, ze ostatnia rownosé
zachodzi. Nie pojawia si¢ zadna sugestia, skad wiadomo, ze te wladnie trojkaty
powinny by¢ podobne. Jest to, moim zdaniem, typowy przyklad prezentowania
»gotowej matematyki” w postaci rozwigzania postawionego wyzej problemu.
Mozna oczywiscie, analizujac takie rozwiazanie, zadaé sobie pytanie, jak Auto-
rzy doszli do wniosku, ze ten sposéb postepowania prowadzi do celu. Dlaczego
zwrocili uwage na te wlasnie, a nie inne tréjkaty? Takie postepowanie byloby na
pewno ksztalcace, jezeli chodzi o rozwijanie umiejetnosci analizy gotowych roz-
wiazan. Jednak prezentowanie tylko ,gotowych” rozwiazan probleméw zubaza
mozliwoéci podejmowania przez studentow réznych rodzajéw aktywnosci mate-
matycznej, stawia ich w sytuacji ,.konsumentéw” tworczej aktywnosci innych,
pozbawia szansy na osobiste przezycie elementéow twoérczosci matematyczne;j.
A bez tego osobistego doswiadczenia wlasnie w dziedzinie matematycznej twor-
czosci, choéby na mala skale, nie beda w stanie tak pokierowaé w przyszlosci
praca swoich uczniéw, aby umozliwi¢ im podobne doznania intelektualne.

Zadania oparte na problemie katéw Langleya pojawiaja sie w réznych wer-
sjach w zbiorach zadan. Np. w pracy (Jluncknit, Opcannukos, Tymafixos, la-
6ymun, 1965, s. 57, zad. 348) sformulowane jest nastepujace:



88 Maciej Klakla

ZADANIE 2

W tréjkacie rownoramiennym ABC' kat przy wierzchotku B wynosi 20°. Na
ramionach AB i BC wybrano odpowiednio punkty @Q i P tak, ze ZACQ = 60°,
a LCAP = 50°. Wykazac, ze ZAPQ = 80°.

Tutaj réowniez sformulowanie pytania w zadaniu (Wykazaé, Ze LZAPQ =
80°) stawia osobe rozwiazujaca w roli ucznia, poszukujacego odpowiedzi na
pytanie, na ktére nauczyciel zna odpowiedz, a uczen ma ja tylko uzasadnié.
Podane przez Autoréw dwa rozwigzania tego zadania tez nie méwia, skad wia-
domo, ze szukany kat wynosi 80°.

Rozwigzanie I. Na rysunku (rys. 9) zaznaczono te wartosci katéw, ktore sa
oczywiste. Na boku BC wybieramy punkt Q' tak, aby AC || QQ’ oraz punkt
N - jako punkt przeciecia AQ’ i QC. Wykazemy, ze QP 1 AQ’. Istotnie,
NC = AC oraz AC = PC, poniewaz trojkat ACP jest réwnoramienny. Stad
NC = PC, czyli tréjkat NCP jest réwnoramienny, zatem ZCNP = ZNPC =
80°. Stad latwo wnioskujemy, ze ZQ'NP = 180° — 60° — 80° = 40°, czyli
ZNQ'P = 40°, a wiec trojkaty QQ’'P i1 QN P sa przystajace. Stad wynika, ze
QP 1 AQ'. Teraz juz widaé, ze ZQ'PQ = 50° i w konsekwencji ZQPA =
180° — 50° — 50° = 80°.

Ten sam pomysl rozwiazania podaje tez C. Trigg (1975, s. 167, zad. 227).

7 naszego punktu widzenia i to rozwiazanie trzeba oceni¢ jako prezentacje
»gotowej matematyki”. Autorzy nie objasniaja, dlaczego wybrali punkt @’ tak,
aby AC || QQ’, ani tez nie uzasadniaja, dlaczego wykaza, ze QP L AQ’. Za-
prezentowane rozumowanie jest poprawne, ale nic nie méwi o genezie pomystu,
co byloby istotne dla ksztalcenia umiejetnosci atakowania probleméw.

Rozwigzanie II.  Autorzy pisza:

Latwo zauwazy¢ (rys. 10), ze ZQPA = 80° wtedy i tylko wtedy, gdy
tréjkaty ABP i PCQ sa podobne. Wykazemy, ze istotnie tak jest.
Biorac pod uwage rownosé katow ABP i PCQ, wystarczy spraw-
dzié, czy zachodzi rownosé

AB PB (1)
cQ CP
Oznaczmy AB = [, wowczas z trojkata réwnoramiennego CQB
otrzymujemy CD = m. Z drugiej strony, poniewaz PC = AC,

wiec PC = 2[sin 10°, a BP = [—2Isin 10°. Podstawiajac te wartosci
do réwnosci (1) otrzymujemy réwnowazne wyrazenie

45in10° cos20° =1 — 2/ sin 10°. (2)
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Prawdziwosé tej ostatniej rownosci wynika z faktu, ze

in(10° + 20° in(10° — 20° 1
SinlOOCOSQOO:SID(O + 0)—;—5111(0 O):4

Ly 10°
5 sin10°.

A B

60° 50°

Rysunek 8 Rysunek 9

Istotnie, podobienstwo trojkatéw ABP i PCQ tatwo zauwazy¢, gdy zalozy-
my, ze szukany kat wynosi 80°, co wynika ze sformutowanego w tekicie zadania
pytania. Jednak z zaprezentowanego rozwiazania nie widaé¢, skad Autorzy za-
dania doszli do wniosku, ze tyle wlasnie wynosi szukany kat.

Inny wariant tego zadania omawia D. Wells w (2000, s. 309):

ZADANIE 3

W tréjkacie réwnoramiennym ABC (rys. 11), kat przy wierzcholku A wynosi
20°. Na ramionach AB i AC wybrano punkty E i D tak, ze /BCFE = 50°,
a ZCBD = 60°. Znalez¢ kat /BDE.
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Rysunek 10 Rysunek 11

Autor sugeruje dorysowanie odcinka BE’, gdzie E’ jest takim punktem na
odcinku AC, ze LZE'BC = 20°, za$ w innej jego pracy (Wells, 2002, s. 394),
podane jest nastepujace, oparte na tym pomysle, rozwiazanie:

Niech E’ jest takim punktem na odcinku AC, ze Z/E'BC = 20°.
Wtedy trzy tréjkaty: EBC, BE'C i DE’B beda réwnoramienne.
Zatem tréjkat BEE' bedzie réwnoboczny, a tréjkat EE’'D réw-
noramienny. Ale ZDE'E = 40°, stad ZBDE + 40° = 70°, czyli
/BDE = 30°.

O ile sformutowanie zadania jest tutaj bardziej otwarte niz w poprzednio
omawianej wersji, gdyz Autor nie podpowiada, jaka jest wielkos¢ kata BDFE,
to droga prowadzaca do znalezienia pomystu rozwiazania jest tutaj tak samo
niewidoczna, jak w poprzednio cytowanych rozwiazaniach. W szczegdlnodci nie
widaé, skad pojawia sie pomysl dorysowania odcinka BE'.
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Tekst zadania, ktore bylo przedmiotem rozwazan w pierwszej czesci arty-
kuhu, nie zostal formalnie sformutowany. Mozemy to teraz uzupehié, jako za-
danie 4.

ZADANIE 4
Na rysunku (rys. 6) przedstawiono dane katy 50°, 60°, 20°, 80°. Znalez¢ zazna-
czone katy x i y.

Przeprowadzone wczesniej rozumowania i otrzymany wynik (x = 40°, y =
30°) nasuwaja pomysl, aby do réwnania x +y = 70° dolaczy¢ drugie réwnanie
(np. takie, jak otrzymane w sytuacji 4) i podja¢ probe rozwiazania tego uktadu,
stosujac odpowiednie tozsamosci trygonometryczne.

Istotnie, przyjmijmy oznaczenia z rys. 6 oraz AB = BD = a i BE = b.
Stosujac twierdzenie sinusow do trojkatéw BED i ABE, otrzymujemy odpo-
wiednio:

a b a b

, = — oraz — = — ,
sin30°  sin 130° sinz  sin(y + 50°)

Eliminujac z tych rownan a i b oraz uwzgledniajac warunek x + y = 70°, otrzy-
mujemy rownanie

2sin 50° sinx = sin (120° — z).
Stosujac odpowiednie tozsamosci trygonometryczne mamy:
2 c0s40°sinz = sin (120° — x),
sin (z + 40°) + sin (2 — 40°) = sin (120° — ),
sin (z — 40°) = 2 cos 80° sin (40° — x),
sin (z — 40°) - [1 4+ 2cos80°] = 0.

Wobec tego, ze 1+ 2cos80Y # 0, otrzymujemy: sin (z — 40°) = 0. Z warunkéw
zadania wynika, ze = 40°, a zatem y = 30°.

4. Uwagi koricowe

W matematycznym ksztalceniu, na wszystkich jego poziomach, rozwiazu-
jemy zadania. Warto sobie u$wiadomié, ze wszystkie te zadania, wykorzysty-
wane w nauczaniu matematyki, ktos juz przed nami rozwiazywal, rozwiazal,
i gléwnym powodem, dla ktérego pojawiaja sie one w procesie matematycz-
nego ksztalcenia nie jest konieczno$é znalezienia ich rozwiazan, bo te sa juz
znane. Zadania te sg raczej narzedziem do rozwijania naszej umiejetnosci po-
szukiwania rozwiazan, okazja do refleksji nad przyczynami sukceséw w tym
procesie i analizy powodéw porazek. Sa okazja do wypracowywania wlasnych
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regul heurystycznych, uéwiadamiania sobie ogdélniejszych sposobéw postepo-
wania w sytuacjach problemowych i mozliwosci racjonalizacji tych sposobéw.
Dopiero taka aktywnos$é¢, oparta na glebokiej refleksji nad samym procesem
poszukiwania rozwigzan, nad przyczynami porazek i pomystami prowadzacymi
do sukcesu, i to zar6wno w przypadku zadan zamknietych, jak i probleméw
otwartych, nawet na poziomie szkolnej matematyki, nadaje sens rozwiagzywa-
niu zadan w procesie matematycznego ksztalcenia. Wazna jest tu nie liczba
zadan, rozwiazanych na zajeciach, lecz jakoé¢ aktywnosci, ktére podejmujemy
wokoél procesu poszukiwania rozwiazan. Bez tej aktywnosci rozwigzywanie na-
wet wielu zadan w trakcie zaje¢ z matematyki, nie spelni swej zasadniczej roli
ksztalcacej i bedzie tylko strata czasu.
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