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0 cechach podzielnosci liczb i odkrywaniu

twierdzen

Abstract. The paper contains some theorems (with proofs) from numbers
divisibility theory, and suggestions how to use them in the process of te-
acher training, which provide good opportunities for developing students’
creative attitude in the process of discovering new facts in elementary
mathematics.

Stymulowanie aktywnej postawy ucznia — na kazdym poziomie ksztalcenia
— jest jedna z cech nowoczesnego procesu nauczania. Zwlaszcza na studiach
nauczycielskich matematyki, typowa sktadowa takiej postawy jest poznawanie
i analizowanie twierdzen i poszukiwanie ich dowodéw. W artykule tym posta-
ramy sie wzbogaci¢ argumenty tych dydaktykéw matematyki, ktorzy uwazaja,
ze dostepne jest dla ucznia réwniez odkrywanie twierdzen. Materiatem przywo-
tanym do ilustracji tej tezy beda znane lub nieznane cechy podzielnosci liczb,
ktére mozna rozwazaé¢ — naszym zdaniem — ze studentami matematyki w ra-
mach , Teorii podzielnosci w pierscieniach calkowitych” lub z bardziej zainte-
resowanymi matematyka uczniami licebw ogdlnoksztalcacych. Prawie wszyst-
kie podane ponizej twierdzenia i ich dowody zostaly odkryte dla potrzeb tego
artykulu. Nie twierdzimy, ze w dobie komputeréw i powszechnie uzywanych
kalkulatoréw omawiane cechy podzielnoéci sa przydatne w praktyce, ale moga
stanowi¢ wdzigczny material do budzenia zainteresowan matematyka. Pokazu-
ja, ze kazdy moze by¢ odkrywca.

Przypuéémy, ze ktos chcialby nas przekonaé¢ o podzielnoéci liczby 317366
przez 7 nastepujacym rozumowaniem:

Licze: 31736 —2-6 = 31724,
3172 — 2 -4 = 3164,
316 — 2 -4 = 308,
30—-2-8=14.
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Poniewaz 14 jest podzielne przez 7, wiec i liczba 317366 jest podzielna przez 7.
Patrzac na podane obliczenia mozna odgadnaé algorytm, wedlug ktérego
byly prowadzone. Sformutowanie tego algorytmu oczywisdcie nie daje podstaw
do oceny poprawno$ci rozumowania, bo odpowiedniego twierdzenia najczesciej
nie znamy.
Oto to twierdzenie sformulowane w postaci ogélnej oraz jego dowdd.

TWIERDZENIE 1
Dla dowolnych a,b € N liczba postaci 10a+b jest podzielna przez 7 witedy i tylko
wtedy, gdy liczba a — 2b jest podzielna przez 7.

W calym artykule przyjmujemy, ze 0 € N, a Z oznacza zbiér liczb catkowi-
tych.

Twierdzenie to mozna znalezé (wraz z dowodem opierajacym sie na sub-
telnym wykorzystaniu relacji przystawania modulo 7) pod nazwa twierdzenie
Zbikowskiego w ksiazce Opowiesci matematyczne (Szurek, 1987, 36-37). Re-
fleksja po jego lekturze prowadzi¢ moze do mysli: dziwna cecha, pomystowy
dowdd, przypadek szczegdlny, wiec nie do powielenia, mato przydatne w za-
stosowaniach, na jakiej drodze odkryte, mozna je zrozumieé, ale warto chyba
zapomniec.

Uzyskaliémy elementarny dowéd twierdzenia Zbikowskiego, ktéry otwiera
droge do dowodzenia podobnych cech, a nawet do ich odkrywania.

Dowaod I twierdzenia 1. Zauwazmy najpierw, ze

7| (10a +b) <= 7|(1000a + 100b)
oraz
7| (a—2b) <= 7|(10a — 20b),

poniewaz
1000a + 100b = 100(10a + b), 10a — 20b = 10(a — 2b),

a zaréwno 100, jak i 10 sa wzglednie pierwsze z 7.

Zalézmy, ze 7| (10a+b). Wtedy 7| (1000a + 100b), a poniewaz 7 | ((1000a +
100b) + (a — 2b)), gdyz 1000a + 100b+ a — 2b = 1001a + 98b = 7(143a + 14b),
to 7| (a — 2b).

Przyjmijmy teraz, ze 7 | (a—2b). Wtedy 7 | (10a—20b), a poniewaz 7 | ((10a—
200) — (10a+b)), gdyz 10a — 206 — (10a+b) = —21b = 7- (—3b), to 7| (10a -+ b).

W cytowanej ksiazce (Szurek, 1987) podana jest réwniez, wraz z dowodem,
nastepujaca cecha podzielnosci przez 7; nazwijmy ja twierdzeniem 2.

TWIERDZENIE 2
Dla dowolnych a,b € N liczba 100a+b jest podzielna przez 7 wtedy i tylko wtedy,
gdy liczba a + 4b jest podzielna przez 7.
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Mozna postawié¢ pytanie, czy poznanie dowodu I twierdzenia 1 wystarcza-
jaco sugeruje, jak udowodnié twierdzenie 2.

Matematycy rzadko zdradzaja, co byto zrédlem odkrycia danego twierdze-
nia lub jego dowodu. Niektorzy zapewne nad tym sie nie zastanawiali, inni nie
chcieli odkry¢ Zrodla, z ktérego mozna jeszcze czerpaé, jeszcze inni mogli uwa-
zaé, ze zaskakujace (i z pozoru nieintuicyjne) rozumowanie przydaje waloréw
ich twoérczosci. Dydaktycy matematyki, myslac o ulepszaniu procesu naucza-
nia matematyki, daza do zmiany takiej sytuacji. Sami tez stawiaja si¢ w roli
matematykoéw i probuja na drodze autorefleksji ujawniaé¢ elementy twérczosci
matematycznej.

Warto — naszym zdaniem — przy lekturze twierdzen i ich dowodéw (jak wy-
zej twierdzenia Zbikowskiego) stawia¢ sobie pytania: jak inaczej udowodni¢ to
twierdzenie (moze bardziej elementarnie, np. na poziomie liceum ogdlnoksztal-
cacego), dlaczego zostalo nazwane — co zastuzylo na nadanie nazwy, czy mozna
odkryé podobne twierdzenia, jaki$ sposéb (sposoby) ich dowodzenia, czy widaé
zastosowania tych twierdzen?

Analiza tekstu twierdzen 1 i 2 oraz ich dowoddéw sugeruje droge poszuki-
wania twierdzen analogicznych. Od razu zauwazamy, ze uzyte w nich litery a
oraz b nie oznaczaja cyfr. Zapis konkretnej liczby w systemie dzisiatkowym po-
zwala ustali¢ a oraz b, a wiec latwo stosowaé¢ w praktyce sformulowana — np.
w twierdzeniu 1 — ceche podzielnosci (nietypowa rekurencja). A wiec pozadany
w twierdzeniach bylby zapis: po jednej stronie 10a + b, 100a + b, 1000a + b
itp., gdzie a,b € Z, a po drugiej a + b, a — b, a + 2b, a — 2b, a + 3b itp. (liczba
a pozostaje tu ze wspotczynnikiem 1, bo w praktyce jest liczba wielocyfrows,
a cecha winna by¢ uzyteczna). My$li te prowadza np. do odkrycia twierdzenia 3
i postawienia pytania o wyrazne wskazanie twierdzen z teorii liczb, na ktérych
opiera sie dowdd.

TWIERDZENIE 3
Dla dowolnych a,b € N liczba 100a+b jest podzielna przez 7 wtedy i tylko wtedy,
gdy te samqg wlasnosé ma liczba a — 3b.

Dowdd twierdzenia 3 (mniej szczegdlowy od dowodu twierdzenia 1). Mamy

71(100a+b) <= 7|(1000a + 10b)
oraz
7|(a—3b) < 7|(100a — 300b).
Jesli 7| (100a+b), to 7] (1000a+10b), a poniewaz 7 | ((1000a+10b)+(a—3b)),
wiee 7| (a — 3b). Jedli 7| (a — 3b), to 7| (100a — 3000), a poniewaz 7| ((100a —
300) — (100a + b)), to 7| (100a + b).

W istocie w przedstawionych dowodach opieramy si¢ na nastepujacych
dwdch twierdzeniach (nietrudnych do udowodnienia w ramach teorii podziel-
nosci):
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TWIERDZENIE A
/\meNz /\a,bEZ m|la = (m](a+b) < m]|b).

TWIERDZENIE B
Amen, Napez, NWD(m, o) =1 = (m | ab <= m]a).

Ny oznacza tu zbiér NN [2,00), a NWD(x,y) — najwiekszy wsp6lny dzielnik
podanych liczb naturalnych.

7 pelng $wiadomoscia wykorzystania tw. A i tw. B przeanalizujmy jeszcze
dowdd twierdzenia 4.

TWIERDZENIE 4
Dla dowolnych a,b € N: 7|(1000a+b) < 7|(a —b).

Dowdd twierdzenia 4. Jesli 7|(1000a+b), to poniewaz 7| ((1000a+b)+(a—
b)), otrzymamy 7 | (a — b). Przyjmijmy teraz, ze 7| (a — b). Wtedy 7| (1000a —
1000b), a poniewaz 7| ((1000a — 1000b) — (1000a + b)), to 7| (1000a + b).

Przeniesienie tej metody rozumowania pozwolito nam odkry¢ i udowodnié
m.in. nastepujace cechy podzielnoéci':

TWIERDZENIE 5
71(1000¢ 4+ b) < 7| (a— 8b).

TWIERDZENIE 6
11](10a+b) <= 11]|(a —Db).

TWIERDZENIE 7
11](100a +b) < 11|(a+b) < 11| (a — 10b).

TWIERDZENIE 8
11](1000a +b) <= 11|(a—b).

TWIERDZENIE 9
13| (10a +b) <= 13| (a—9b).

TWIERDZENIE 10
13| (100a +b) <= 13]|(a—10b) <= 13| (a+ 3b).

TWIERDZENIE 11
13| (1000a +b) <= 13]|(a —b).

TWIERDZENIE 12
19| (10a +b) < 19](a+ 2b).

1We wszystkich twierdzeniach zaktadamy, ze a, b sa dowolnymi liczbami naturalnymi.
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TWIERDZENIE 13
19| (100a +b) < 19| (a+ 4b).

TWIERDZENIE 14
17| (10a +b) <= 17| (a — 5b).

TWIERDZENIE 15
17[(100a + b) < 17| (a — 9b).

TWIERDZENIE 16
231 (10a +b) <= 23|(a+7b).

TWIERDZENIE 17
231(100a + b) <= 23| (a+ 3b).

TWIERDZENIE 18
29| (10a +b) < 29| (a+ 3b).

TWIERDZENIE 19
101|(10a +b) <= 101|(a — 100).

TWIERDZENIE 20
101 (100a +b) < 101|(a —b).

TWIERDZENIE 21
111](1000a + b) <= 111|(a+b).

TWIERDZENIE 22
99| (100a+b) < 99| (a+0b).

Zauwazmy, ze to skondensowane sformutowanie kilkunastu twierdzen moze
blednie sugerowaé, ze uczniowie liceéw ogdlnoksztalcacych lub studenci mate-
matyki w krotkim czasie i bez trudnoéci odkryja te i podobne twierdzenia i ich
dowody. W istocie podajemy tylko material teoretyczny, rozszerzajacy wiado-
moéci o kilku szkolnych cechach podzielnosci lub kongruencjach omawianych na
studiach (Bialas, 1960, 30-42; Gleichgewicht, 2002, 353-354; Sierpinski, 1969,
138-143), a dopiero eksperyment pozwolilby postawi¢ i czeSciowo zweryfiko-
waé hipotezy o stopniu trudnoéci tego materiatu, o mozliwoéci samodzielnego
odkrywania twierdzen.

Czy elementarny sposéb dowodzenia nie moze by¢ jeszcze ulepszony?

Swiadomie podaliémy powyzej tylko sformulowania twierdzen 5-22, by
szezegblowymi sugestiami (np. pytaniami do uczniéw) nie odwie$é Czytelni-
ka od préb samodzielnego szukania dowodéw.

Zauwazmy teraz, ze np. twierdzenia 6, 20, 21, 22 mozna udowodnié naste-

pujaco:
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Dowdd twierdzenia 6. Skoro 11| (10a + b) + (a — b), to 11| (10a + b) <~
11| (a —b).

Sposéb ten pozwala odkryé nowe cechy podzielnosci, np. (1000a +b) + (a —
b) = 100la =13 -7 11a, a stad 7|(1000a + b) < 7| (a — b) oraz tezy twierdzen
81i11.

Rozumowania te opieraja si¢ na — tatwym do udowodnienia — twierdzeniu

A N\ mla+b) = (m|a < m|b).
meNs2 a,beZ

Oczywiscie twierdzenie to mozna uwazaé za inne sformutowanie twierdzenia A.
,Rozszerzajac” ten sposéb rozumowania nietrudno udowodnié¢ np. twierdzenia
1-3 oraz 12-17.

Dowaod II twierdzenia 1. Mamy

10a+b+4(a—2b)=7-(2a - ).
Skoro
7] (10a+b) +4(a —2b) oraz NWD(4,7) =1,

to
7] (10a+b) <= 7| (a— 2b).

Sposéb ten pozwala tez odkryé inne cechy podzielnosci, np. skoro (1000a +
b)—(a+b) =999 =3-3-3-37, to 37| (1000a + b) <= 37|(a+0D).

Czy przy prébach realizacji ze studentami przedstawionego tematu zaob-
serwujemy wszystkie opisane aktywnosci matematyczne? Zapewne nie, nawet
gdy stworzymy im warunki do matematycznych poszukiwan, gdy nie bedziemy
prowadzi¢ ich znang nam droga przygotowanych wcze$niej i mocno sugeruja-
cych odpowiedz pytan. Sukcesem bedzie, gdy odkryja, jak mozna uzasadnié, ze
przedstawiony na poczatku artykulu sposéb sprawdzania podzielnosci liczby
317366 przez 7 jest poprawny. Juz samo postawienie hipotezy wydaje sie cen-
ne. Informacja, ze w literaturze matematycznej zaprezentowano ten problem,
winna prowokowaé do siegniecia do zrédetl.

Sugestia, ze warto i mozna z dobrym skutkiem szuka¢ prostszych dowo-
déw niz spotykane w podrecznikach, ksztaltuje wazny odruch u studenta mate-
matyki, zwlaszcza przyszlego nauczyciela. Zrozumienie przedstawionych w ar-
tykule dowodéw i przeprowadzenie analogicznych rozumowan to tez sukces,
a uproszczenie tych dowodéw daloby dopiero prawdziwa satysfakcje. Odkrycie
analogicznych twierdzen, cech podzielnosci, wcale nie musi by¢ dzietem tylko
najlepszych studentow.
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