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Teoretyczne i dydaktyczne aspekty nauczania

0 najwiekszym wspolnym dzielniku i najmniejszej
wspolnej wielokrotnosci w zbiorze liczb
naturalnych

Abstract. This article contains a collection of didactic ideas concerning te-
aching the elementary arithmetic. Although they are firmly based on
abstract mathematics, they can be realized at different levels of teaching
school mathematics. The source of these didactic propositions is the fact
that using the set of natural numbers and suitable relations it is possible
to construct the models of structures which are called lattices. In this
paper we consider the two models of lattices: the lattice of natural num-
bers with the divisibility relation and the lattice of hereditary sets with
the inclusion relation. These lattices are abstract models describing the
theoretical foundations of the intuitive process of teaching the greatest
common divisor and the least common multiple in the school mathema-
tics. The properties of these lattices inspire considerations of interesting
mathematical problems using the elementary notions of the school ma-
thematics.

In this paper the didactic propositions are directed to the work with
pupils who are interested in mathematics and who will probably choose
mathematics as a subject of their studies.

1. Wstep

Nauczyciel, ktéry w sposéb tworczy organizuje zajecia dydaktyczne z mate-
matyki, powinien zna¢ definicje i podstawowe wlasnoéci tych struktur algebrai-
cznych, topologicznych i porzadkowych, ktérych modele wystepuja w szkolnym
nauczaniu matematyki. Wiedza na temat wymienionych struktur i ich mode-
li utatwia nauczycielowi wyrdznienie w nauczanym materiale tych zagadnien,
ktére stanowia istote konstrukcji abstrakcyjnych teorii matematycznych. Do-
bra znajomo$¢ podstaw matematyki abstrakcyjnej stanowi bardzo uzyteczny
czynnik inspirujacy w nauczaniu matematyki.
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W tym artykule proponuje Czytelnikom pewien zbiér pomystéw dydaktycz-
nych z zakresu nauczania arytmetyki liczb naturalnych, gleboko osadzonych
w matematyce abstrakcyjnej, mozliwych jednak do realizacji na réznych po-
ziomach nauczania matematyki. Prezentowane zagadnienia dotycza podzielno-
Sci liczb naturalnych, ze szczegblnym uwzglednieniem najwiekszego wspolnego
dzielnika i najmniejszej wspélnej wielokrotnosci tych liczb. Zrédlem wszyst-
kich przedstawionych propozycji dydaktycznych jest fakt, ze za pomoca zbio-
ru liczb naturalnych i odpowiednich relacji mozna zbudowaé modele struktur
algebraiczno-porzadkowych, ktére w matematyce abstrakcyjnej nosza nazwe
krat.

Artykutl ten zawiera dwa nurty tematyczne:

a) nurt teoretyczny — przeznaczony dla nauczyciela;
b) nurt dydaktyczny — przeznaczony dla nauczyciela i ucznia.

Przedstawione problemy i zagadnienia mozna wykorzysta¢ na réznych eta-
pach ksztalcenia — od szkoty podstawowej, poprzez gimnazjum, az do szkoty
Sredniej. Nauczyciel powinien podjaé¢ decyzje, ktére zagadnienia pojawia sie
na zwyklej lekcji, ktére zaproponuje zdolnym uczniom do samodzielnej pracy
w domu, a ktore beda przedmiotem opracowania na kétku matematycznym.

Propozycje dydaktyczne zawarte w tym artykule ukierunkowane sa przede
wszystkim na prace z uczniami interesujacymi sie matematyka, ktérzy w przy-
szlo$ci wybiora studia na kierunkach matematycznych lub na kierunkach, dla
ktérych matematyka jest jednym z wykltadanych przedmiotow. Realizujac za-
proponowana tematyke mozna w sposéb naturalny rozwija¢ u uczniéw rozu-
mowania i intuicje potrzebne do studiowania matematyki formalnej. Ucznio-
wie zauwaza, ze w zbiorze liczb naturalnych mozna okresli¢, oprécz dodawania
i mnozenia, jeszcze inne dzialania, majace podobne wlasnosci (np. przemien-
nosé, tacznosé). Realizacja dydaktyczna zaproponowanej tematyki umozliwia
ksztaltowanie u uczniéw intuicyjnych podstaw nastepujacych pojeé: zbior cze-
Sciowo uporzadkowany, kresy podzbioréw zbioru czesciowo uporzadkowanego,
elementy nauki o grafach, struktury algebraiczno-porzadkowe (kraty), izomor-
fizm struktur algebraicznych i porzadkowych, zasada utozsamiania struktur
izomorficznych.

Obszerniejsze opracowanie teoretycznych podstaw tego artykulu mozna zna-
lezé w ksiazkach (Chronowski, 1999; Chronowski, 2003).

2. Kraty

W tym paragrafie podamy podstawowe definicje i twierdzenia dotycza-
ce struktur algebraiczno-porzadkowych zwanych kratami. Dowody twierdzen
i pelniejsze opracowanie tych zagadnien Cgzytelnik moze znalezé w ksiazce
(Chronowski, 2003). Wszystkie podane nizej fakty z teorii krat beda stuzyé,
w dalszych czedciach tej pracy, ukazaniu zrédla inspiracji dla propozycji dy-
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daktycznych, a takze uzasadnieniu merytorycznej poprawnosci prowadzonych
rozumowan.

DEFINICIA 2.1

Niech X bedzie dowolnym zbiorem. Relacje < okreslona w zbiorze X nazy-
wamy relacjg cze$Sciowo porzgdkujgcq zbior X, jezeli < jest relacja zwrotna,
antysymetryczna i przechodnia. Jezeli < jest relacja czeSciowo porzadkujaca
zbiér X, to pare (X, <) nazywamy zbiorem czeSciowo uporzedkowanym.

Niech (X, <) bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym, niech A bedzie
dowolnym podzbiorem zbioru X.
Element xg € A nazywamy elementem najwickszym w zbiorze A, jezeli

Ve A [z <z

Element xg € A nazywamy elementem najmniejszym w zbiorze A, jezeli
VeeA [z <zl

Element xg € X nazywamy ograniczeniem gornym zbioru A, jezeli
Ve e A [z <z

Element xg € X nazywamy ograniczeniem dolnym zbioru A, jezeli
VeeA [z <z

DEFINICIA 2.2

Kresem gdrnym [dolnym] podzbioru A zbioru czedciowo uporzadkowanego
(X, <) nazywamy element najmniejszy [najwiekszy] w zbiorze wszystkich ogra-
niczen gérnych [dolnych] zbioru A.

Symbolem sup A oznaczamy kres gérny zbioru A, natomiast symbolem inf A
— kres dolny zbioru A.

Podamy dwie rownowazne definicje kraty.

DEFINICIA 2.3
Kratg nazywamy niepusty zbidr czesciowo uporzadkowany (L, <) taki, ze kazdy
dwuelementowy podzbiér zbioru L ma kres gérny i kres dolny.

Niech (L,<) bedzie krata. Jezeli z,y € L, to przyjmujemy, ze x Uy =
sup{z,y} i z My = inf{x,y}. Jezeliz € X, to x Uz =sup{z} =xizNz =
inf{z} = z. Zauwazmy, ze Ll i I sa dwuargumentowymi dzialaniami algebra-
icznymi w zbiorze L. Dziatanie LI nazywamy sumg, a dzialanie M nazywamy
tloczynem.
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DEFINICIA 2.4
Niepusty zbiér L z dwoma dwuargumentowymi dziataniami LI i M okredlonymi
w zbiorze L nazywamy krata, jezeli:
(L1) (a) zUy=yUuz,
(b) zny=ynu,
(L2)  (a) auU(yuz)=(zUy Uz,
(b) 2N (ynz)=(zNy)nz,
(L3) (a) zUz=ux,
(b) zNz=u=z,
L) (2 eU@ny=u
) aN(@Uy)=u,
dla dowolnych elementéw x,y, z € L.

Roéwnowaznosdé definicji 2.3 i 2.4 ustala ponizsze twierdzenie.

TWIERDZENIE 2.5

Jezeli zbidr cze$ciowo uporzqdkowany (L, <) jest kratg, to struktura algebra-
iczna (L, U, M) jest kratq, przy czym x Uy = sup{z,y} ¢« Ny = inf{x,y},
gdzie x,y € L. Ponadto r < y < xzUy =1y dla x,y € L. Odwrotnie, jezeli
struktura algebraiczna (L, U, M) jest kratg, to zbidr czesciowo uporzgdkowany
(L, <) jest kratg, przy czym x < y <= xz Uy =y, gdzie x,y € L. Ponadto
x Uy =sup{z,y} i x Ny =inf{z,y} dla z,y € L.

TWIERDZENIE 2.6
Jezeli (L, U, M) jest kratq, to spelnione sq nastepujace wlasnosci:

(a) z<y<=zNy=z<=alUy=y,

(b) x<zUy, y<azUy,

(c) 2Ny<az, zMNy<y,

(d) [(<2)A(y<2)] &= zUy<z,

(e) [z<2)A(2<y)] &= z2<zNy,

) [@<yAr(w<z)] = (Uw<yU2),
(8) [(e<yA(w<z)] = (zNw<ynz)

dla dowolnych elementéow x,y,w,z € L.

DEFINICIA 2.7
Bijekcje h: L1 — Lo nazywamy izomorfizmem kraty (L1, <) na krate (Lo, <),
jezeli

Va,ye L[z <y<= h(x) < h(y).
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DEFINICIA 2.8
Bijekcje h: Ly — Lo nazywamy izomorfizmem kraty (Li, U, M) na krate
(La, U, M), jezeli:

(a) h(zUy)=h(z)Uhn(y),
(b)  h(zNy) = h(x) N h(y)

dla dowolnych elementéw z,y € L.

TWIERDZENIE 2.9
Odwzorowanie h: Ly — Lo jest izomorfizmem krat (L1, U, M) i (La, U, M)
wtedy i tylko wtedy, gdy odwzorowanie h: Ly — Lo jest izomorfizmem krat
(L1,<) i (L2, <).

TWIERDZENIE 2.10
W dowolnej kracie (L, LI, M) nastepujgce dwa warunki sqg réwnowazne:

(D1) Va,y,z€ L [xN(yUz)=(zNy)U (zNz),
(D2) Va,y,z€L [zU(yMz)=(xUy)N(zxUz).

DEFINICIA 2.11
Krate (L, U, M) nazywamy dystrybutywng (lub rozdzielng), jezeli w kracie
(L, U, M) spelniony jest warunek (D1) lub (D2).

TWIERDZENIE 2.12
Dla dowolnej kraty (L, L, M) nastepujgce warunki sqg réwnowazne:

(a)  Krata (L, U, M) jest dystrybutywna.
(b) JezelizUz=yUzixMz=yMz, tox =1y dla dowolnych elementéw
x,y,z € L.

3. Krata liczb naturalnych z relacjq podzielnosci

Niniejszy paragraf jest poswiecony podstawowym faktom dotyczacym kraty
liczb naturalnych, kraty dzielnikow liczb naturalnych i kraty wspélnych dzielni-
kéw dwéch liczb naturalnych. Obszerniejsze opracowanie teoretyczne tych za-
gadnien Czytelnik moze znalezé w pierwszej czesci pracy (Chronowski, 1999).
Przedstawiony material teoretyczny bedzie wykorzystany w dalszych czeéciach
tego artykutu.

Symbolem N oznaczamy zbidr liczb naturalnych (z zerem). Przyjmujemy,
ze Np = {a € N : a > k}, gdzie k jest liczba naturalng rézna od zera.
Jezeli a,b € N, to NWD(a, b) i NWW (a, b) oznaczaja odpowiednio najwiekszy
wspélny dzielnik i najmniejszg wspdlng wielokrotnoséé liczb a i b.
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DEFINICIA 3.1
W zbiorze N liczb naturalnych okreslamy relacje podzielnosci | nastepujaco:

alb<= Jce N [b=ac
dla a,b e N.

TWIERDZENIE 3.2
Dla dowolnych liczb naturalnych a, b, ¢ spelnione sq nastepujgce warunki:

(a) ala,
(b)  (albAbla) = a =0,
(¢) (albAblc)= ale.

TWIERDZENIE 3.3

Zbiér (N1, |) liczb naturalnych réznych od zera z relacjq podzielnodci | jest kratq,
przy czym a Ub = sup{a,b} = NWW(a,b) i aMb=inf{a,b} = NWD(a,b) dla
dowolnych liczb naturalnych a,b € N7.

Symbolem D, bedziemy oznaczaé zbiér wszystkich dzielnikow naturalnych
liczby naturalnej a réznej od zera.

WNIOSEK 3.4
Niech a € Nv. Wéwczas para (D,,|) jest kratq, przy czym

by by = Sllp{bl7 bg} = NWW(bl, bg) 7 by Mby = inf{bl, bg} = NVVD(bl7 bg)
dla dowolnych liczb naturalnych by,bs € D, .

WNIOSEK 3.5
Niech ay,as € N1. Wéwczas para (Dg, N Da,,|) jest kratq, przy czym

by by = Sllp{bl7 bg} = NWW(bl, bg) 7 by Mby = inf{bl, bg} = NVVD(bl7 bg)
dla dowolnych liczb naturalnych by,ba € Dg, N Dy, .

TWIERDZENIE 3.6
Struktura algebraiczna (N, U, M), gdzie

alb=NWW(a,b) i alb=NWD(a,b) dla a,b € N7,
jest kratg dystrybutywna.

TWIERDZENIE 3.7 (Twierdzenie o dzieleniu z reszta)
Dla dowolnych liczb naturalnych a i b, przy czym b # 0, istnieje dokladnie jedna
para liczb naturalnych q i v takich, Ze

a=qgb+r i 0<r<b.
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TWIERDZENIE 3.8
Niech a € N ib e N;. Jezeli

a=qgb+r, 0<r<b,

gdzie q,7 € N, to
NWD(a, b) = NWD(b, 7).

k. Krata liczb naturalnych z relacjq podzielnosci w nauczaniu szkolnym

Szkolne nauczanie o NWD i NWW liczb naturalnych na ogél dzieli sie
na dwa etapy. W pierwszym etapie NWD [NWW] dwdéch liczb naturalnych
wyznacza sie jako najwieksza [najmniejszal liczbe w zbiorze wszystkich wspdl-
nych dzielnikéw [wielokrotnosci] tych liczb. W drugim etapie nauczania NWD
i NWW dwdch liczb naturalnych wyznacza sie na podstawie rozkladu liczb
naturalnych na czynniki pierwsze. Algorytm znajdowania NWD i NWW stoso-
wany w pierwszym etapie nauczania o tych pojeciach mozna teoretycznie opi-
sa¢ za pomocy kraty liczb naturalnych z relacja podzielnosci, w ktérej NWD
i NWW sa odpowiednio kresem dolnym i kresem gérnym jedno- i dwuelemen-
towych podzbioréw zbioru liczb naturalnych. Podstawy teoretyczne algorytmu
wyznaczania NWD i NWW za pomocg rozkladu liczb naturalnych na czynniki
pierwsze mozna scharakteryzowac za pomoca tzw. kraty zbioréw dziedzicznych,
ktéra bedzie tematem rozwazan w piatym paragrafie tej pracy.

W tym paragrafie propozycje dydaktyczne przeplataja sie z faktami teo-
retycznymi sformulowanymi w postaci twierdzen (wnioskéw). Tresci o charak-
terze teoretycznym skierowane sa przede wszystkim do nauczyciela, aby mogt
uswiadomic sobie istote tych probleméw, ktére bedzie rozwazal z uczniami
w wersji bardziej elementarnej. Wskazuja one réwniez kierunek uogélniania in-
tuicyjnych rozwazan elementarnych i daja nauczycielowi pewnos¢ poprawnosci
otrzymanych rezultatéw. Uczniowie na podstawie analizy konkretnych przykta-
déw moga formutowaé ogélne wnioski o charakterze teoretycznym, a nauczyciel
powinien dba¢ o ich merytoryczna poprawnosé.

Przedstawiony w tym paragrafie materiat nie jest konspektem lekcji, ale
moze by¢ podstawa merytorycznego i metodycznego opracowania przebiegu
zajeé na réznych poziomach ksztalcenia szkolnego.

Realizujac temat o dzielnikach i wielokrotnosciach liczb naturalnych wpro-
wadzamy nastepujaca definicje:

DEFINICIA 4.1

Jezeli liczbe naturalna a mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu liczb natural-
nych bi ¢, czyli a = be, to liczby b i ¢ nazywamy dzielnikami liczby a, za$ liczbe
a nazgywamy wielokrotnosciq kazdej z liczb b i c.
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Jezeli liczba naturalna b jest dzielnikiem liczby naturalnej a, to zapisujemy:
b|a. Zapis b|a czytamy: b dzieli a” lub b jest dzielnikiem a”, lub ,a jest
wielokrotnoécia b”.

Opracowujemy dydaktycznie wlasnosci relacji podzielnodci | zawarte w twie-
rdzeniu 3.2.

Wilasno$é (b) podana w twierdzeniu 3.2 mozemy wprowadzi¢ rozwiazujac
zadania typu: Zbadaj, jaka liczbe naturalna mozesz podstawié¢ za litere a, aby
spelniony byl warunek: a|616|a.

W zaleznoéci od etapu nauczania, mozemy zaproponowaé uczniom przepro-
wadzenie dowodéw wlasnodci (a), (b) i (¢) wystepujacych w twierdzeniu 3.2.

Wprowadzamy graficzny sposéb ilustrowania relacji podzielnosci liczb na-
turalnych w postaci tzw. diagramdéw podzielnosci lub drzew podzielnosci.

PRZYKLADY:
Narysuj diagram podzielnosci dla zbioru:
(a) A=1{1,2,4,8}, (b) B=1{1,2,6,10},
(¢) C=1{1,2,3,6,9,36},(d) D={3,5,10,12}.

Rysunek 1 przedstawia diagramy dla podanych zbioréw.

36
8
4 6 10 6 9
2 2 2 3 12 10
1 1 3 )
1
(a) (b) (c) (d)
Rysunek 1

Ustalamy z uczniami zasady rysowania diagraméw podzielnosci, zwracajac
uwage na to, ze dla uproszczenia tych diagramow, korzystajac z przechodnio-
§ci relacji podzielnodei, rysujemy tylko niezbedne odcinki (zamiast odcinkdw,
mozemy rysowaé odpowiednie strzalki). Diagramy podzielnosci wprowadzaja
uczniéw w teorie diagraméw skonczonych zbioréw czedciowo uporzadkowanych
i w teorie graféw.

Nastepnie uczniowie rysujg diagramy podzielnosci dla zbioru wszystkich
dzielnikow danej liczby naturalnej réznej od zera.
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PRZYKEADY:
Narysuj diagram podzielnosci dla zbioru:

) D¢ =1{1,2,3,6},

) Ds ={1,2,4,8},
c) D3 =1{1,2,3,4,6,12},

) D5 =1{1,2,3,6,9,18},

) Dss =1{1,2,3,4,6,9,12,18, 36},
() Dys =1{1,2,3,4,6,8,12,16,24, 48}.

Rysunek 2 przedstawia diagramy dla podanych zbiorow.

12 18
8
6
4 4 6 6 9
2 302 2 302 3
1
1 1 1
(a) (b) () (d)
48
36
16 24
12 18 8 12
4 9 4 6
2 32 3
1 1
(e) ()

Rysunek 2
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Zgodnie z wnioskiem 3.4 diagram podzielnoéci dla zbioru wszystkich dziel-
nikéw liczby naturalnej réznej od zera jest diagramem kraty.

Analiza diagraméw podzielno$ci zbioru wszystkich dzielnikow liczby natu-
ralnej réznej od zera prowadzi do nastepujacych wnioskdw:

WNIOSEK 4.2
Najwiekszy wspolny dzielnik dowolnych dwéch dzielnikow liczby naturalne;j roz-
nej od zera jest dzielnikiem tej liczby.

WNIOSEK 4.3
Nagmniejsza wspdlna wielokrotnosé dowolnych dwoch dzielnikéw liczby natural-
nej roznej od zera jest dzielnikiem tej liczby.

Uzasadnienie wnioskow 4.2 i 4.3 wynika z wniosku 3.4.
Uczniowie rysuja diagramy podzielnosci dla zbioru wszystkich wspdlnych
dzielnikéw danych dwdéch liczb naturalnych réznych od zera.

PRZYKLADY:
Narysuj diagram podzielnosci dla zbioru:
(a) D12 N D1g ={1,2,3,6},
(b) Dss N Dyg ={1,2,3,4,6,12}.

Diagramy dla podanych zbioréw przedstawia rysunek 3.

12
6
4 6
2 3 2 3
1 1
(a) (b)

Rysunek 3

Zgodnie z wnioskiem 3.5 diagram podzielnosci dla zbioru wszystkich wspél-
nych dzielnikéw dwéch liczb naturalnych réznych od zera jest diagramem kraty.
Na podstawie analizy diagraméw otrzymujemy nastepujacy wniosek:

WNIOSEK 4.4
Kazdy wspolny dzielnik dowolnych dwdch liczb naturalnych rézinych od zera jest
dzielnikiem najwiekszego wspdlnego dzielnika tych liczb.
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Whiosek 4.4 jest réwnowazny stwierdzeniu, ze w kracie (N7,]|) spelniony
jest warunek:

aMb=inf{a,b} = NWD(a,b)
dla dowolnych liczb a,b € V.
Uczniowie rysuja diagramy podzielnosci dla skoniczonych zbioréw wspélnych
wielokrotnosci danych dwoch liczb naturalnych réznych od zera, przy czym

zaklada sie, ze elementem kazdego z tych zbioréw jest najmniejsza wspdlna
wielokrotno$¢ rozwazanych liczb.

PRZYKEADY:
Narysuj diagram podzielnosci dla zbioru:
(a) A ={18,36,54,72,90} — wspdlne wielokrotnosci liczb 6 i 9;
(b) B ={40,80,120, 160,200} — wspdlne wielokrotnosci liczb 8 i 10.

Diagramy dla podanych zbioréw przedstawiono na rysunku 4.

72 160
36 54 90 80« 120 200
18 40
(a) (b)
Rysunek 4

Na podstawie analizy diagraméw otrzymujemy nastepujacy wniosek:

WNIOSEK 4.5
Nagmniejsza wspdlna wielokrotnosé dowolnych dwoch liczb naturalnych réznych
od zera jest dzielnikiem kazdej wspolnej wielokrotnosci tych liczb.

Whiosek 4.5 jest réwnowazny stwierdzeniu, ze w kracie (N7,]|) spelniony
jest warunek:

alb=sup{a,b} = NWW(a,b)

dla dowolnych liczb a,b € V.

Whioski 4.4 i 4.5 sa wazne w teorii podzielnosci liczb naturalnych, gdyz
wlasnosci liczb naturalnych zawarte w tych wnioskach decyduja o tym, ze para
(N1, ]) jest krata.

Analiza diagraméw podzielnosci zbioru wspélnych dzielnikéw dwoch liczb
naturalnych réznych od zera prowadzi do nastepujacych wnioskéw:
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WNIOSEK 4.6
Najwiekszy wspolny dzielnik dowolnych dwdch wspdlnych dzielnikéw, dwoch liczb
naturalnych réznych od zera, jest wspdlnym dzielnikiem tych liczb.

WNIOSEK 4.7
Nagmniejsza wspdlna wielokrotnosé dowolnych dwdch wspdlnych dzielnikow,
dwoch liczb naturalnych rézinych od zera, jest wspolnym dzielnikiem tych liczb.

Uzasadnienie wnioskow 4.6 i 4.7 wynika z wniosku 3.5.

Stopien formalizacji wnioskow 4.2-4.7 zalezy od etapu szkolnego ksztalce-
nia i rodzaju zajeé¢ (zwykla lekcja, kétko matematyczne, zadania dodatkowe
dla uczniéw uzdolnionych matematycznie), na ktérych rozwazamy powyzsze
zagadnienia.

Zwracamy uczniom uwage na ”zamkniety” ksztalt diagraméw podzielnosci
dla zbioru dzielnikéw liczby naturalnej i zbioru wspélnych dzielnikéw dwdch
liczb naturalnych. Mamy wiec dydaktyczna okazje do intuicyjnego i obrazowego
ksztaltowania u uczniéw pojecia kraty jako struktury algebraiczno-porzadko-
wej.

Nastepnie zastanowimy sie, jak wykorzystaé algebraiczna definicje kraty
(def. 2.4) i jej wlasnodci w nauczaniu o podzielnosci liczb naturalnych. Na
odpowiednim etapie ksztalcenia warto wprowadzi¢ symbole L i M jako alter-
natywne oznaczenia odpowiednio dla NWW i NWD, czyli a LU1b = NWW(a, b)
ianb=NWD(a,b), gdy a,b € N7. Dzicki tym symbolom uzyskujemy nowe
srodki dydaktyczne do badania NWW i NWD jako pewnych dzialan algebra-
icznych okredlonych w zbiorze N.

Twierdzenie 3.6 méwi, ze (N7, U, M) jest kratg dystrybutywna. Wobec
tego otrzymujemy nastepujacy wniosek:

WNIOSEK 4.8
Dla dowolnych liczb naturalnych a,b,c € N1 spelnione sq nastepujgce warunki:

(i) (a) aUb=bUa,

(b) afNb=bMNa,
(i) (a) alU(bUc)=(alUbd)Uec,
(b) am(bNe)=(alb)Mec,
(iii) (a) alUa=a,
(b) ala=a,
(iv) (a) aU(aMb)=aq,
(b) af(alb)=a,
(v) (a) an@®Uc)=(anbdb)l (aMc),
(b) al(Nec)=(alb)M(alec).
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Badanie wlasnosci dziatan U i M daje okazje do poglebienia i rozszerzenia
szkolnego pojecia dziatania. Dydaktyczne opracowanie wlasnosci dziatan LI
i M zaczynamy od analizy przyktadéw na konkretnych liczbach naturalnych.

PRZYKLADY:

1. Oblicz 2M (4M6) oraz (2M4) N6. Poréwnaj otrzymane wyniki.
2. Oblicz 2L (4U6) oraz (2 U4) U 6. Poréwnaj otrzymane wyniki.

3. Oblicz 2M (2 U 6) oraz 21 (2M6). Jakie liczby naturalne spelniaja réwna-
nie z M (z U 8) = z? Jakie liczby naturalne spetniaja réwnanie z Ll (x M 8) =
x?

4. Oblicz 2M (4 U6) oraz (2M4) U (2M6). Poréwnaj otrzymane wyniki.
5. Oblicz 20U (4M6) oraz (2U4) M (2U6). Poréwnaj otrzymane wyniki.

Opracowanie znacznej liczby tego typu przykladéow uczniowie moga zakon-
czy¢ sformutowaniem ogdlnych wtasnosci dziatan M i U, wedlug schematu
podanego we wniosku 4.8.

Z twierdzen 2.6 i 2.12(b) wynika nastepujacy wniosek:

WNIOSEK 4.9

Dla dowolnych liczb naturalnych a, b, c,d € N1 spelnione sq nastepujgce warun-

(a) alb<=aNb=a,
alb<=alb=1b;
(b) (albAc|ld)= (aTc)|(bMd),
(a|bAc|d)= (alc)|(bUd);
(¢) (aMe=bUcAalc=blUc)=a=0b.
Kierujac sie wlasnosciami (a)-(c) zawartymi we wniosku 4.9, mozemy ucz-
niom zaproponowa¢ zadania typu:
1. Jakie liczby naturalne spelniaja réwnanie 6 Mz = 67
2. Jakie liczby naturalne spelniajg rownania:
(a) 6Lz =06, (b) 15 Uax =157
3. Znajdz rézne przykltady liczb naturalnych x i y spelniajacych warunek:
(a) (zn9)8ny),  (b) (4Ux)[(yu36).

Czy potrafisz wskazaé¢ przyklady ogolniejszych metod znajdowania liczb
naturalnych x i y spelniajacych powyzsze warunki?
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4. Znajdz wszystkie liczby naturalne, ktére sa jednoczesnie rozwigzaniami obu
réwnan: x M8 =21z U8 =24.

5. Zbadaj, jakie pary liczb naturalnych spelniaja uktad réwnan:

zMNy =2,
Uy =24.

6. Zbadaj, czy dla dowolnych liczb naturalnych a,b,c € N7 spelniony jest
warunek:

(a) jezeliaMb=aMNc¢, tob=c; (b) jezeliallb=alc, tob=c.

7. Zbadaj, czy dla dowolnych liczb naturalnych a,b,c € N7 spelniony jest
warunek: jezeliaMb=aMcialb=alc, tob=c.

Podany warunek w zadaniu 7 jest spelniony dla dowolnych liczb naturalnych
a,b,c € Ni. Istotnie, korzystajac ze znanego zwigzku miedzy iloczynem, naj-
wiekszym wspolnym dzielnikiem i najmniejsza wspélna wielokrotnosciag dwdch
liczb naturalnych réznych od zera otrzymujemy: a - b = (aMb) - (aUb) =
(afe¢)-(aldc)=a-c,czylia-b=a-c, a wiec b =c.

Opracowanie znacznej liczby tego typu przykladéow uczniowie moga zakon-
czyé¢ sformulowaniem ogélnych wilasnosci dziatan M i U, wedlug schematu
podanego we wniosku 4.9.

Za pomocy dzialania M mozna okreslié pewne réwnania w zbiorze N.
W tych réwnaniach bedziemy korzystaé z faktu, ze aM0 = 0Ma = a dla
a € Ni. Dla konkretnie ustalonych liczb naturalnych (tzn. liczb naturalnych
zapisanych za pomoca cyfr ukladu dziesiatkowego), réwnania tego typu moga
rozwigzywac i ilustrowaé graficznie ich rozwigzania uczniowie juz na nizszych
etapach nauczania, natomiast ogélne rozwiazanie tych réwnan mozemy zapro-
ponowaé uczniom szkoly sredniej na zajeciach kétka matematycznego.

Rozwazmy réwnanie

aflxz="b, (4.1)

gdzie a,b € N sg danymi liczbami naturalnymi.

TWIERDZENIE 4.10

Réwnanie (4.1) ma rozwigzanie w zbiorze N wtedy i tylko wtedy, gdy liczba
naturalna b jest dzielnikiem liczby naturalnej a. Liczba naturalna x € N jest
rozwigzaniem réwnania (4.1) wtedy i tylko wtedy, gdy istniejq liczby k,r € N
takie, Ze spelnione sg nastepujgce warunki:

(a) z=ka+r,
(b) 0<r<a,
(¢) allr=b.
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Dowdd. Jezeli réwnanie (4.1) ma rozwiazanie w zbiorze N, to istnieje liczba
naturalna ¢ € N taka, ze allq = b, a wiec bla. Jezeli bla, to a Mb = b, wiec
liczba naturalna b jest rozwiazaniem réwnania (4.1).

Dla uzasadnienia drugiej czesci twierdzenia najpierw przyjmujemy, ze ist-
nieja liczby k,r € N takie, Ze spelnione sa warunki (a), (b) i (c). Z twierdzenia
3.8 wynika, ze aMz = aMr. Wobec tego a Mz = b na mocy warunku (c).
Odwrotnie, zakltadamy, ze liczba x € N jest rozwigzaniem réwnania (4.1), czyli
spelniona jest réwnos¢ a Max = b. Z twierdzenia o dzieleniu z resztg liczb natu-
ralnych wynika, ze istnieja liczby k, r € N takie, ze zachodza warunki (a) i (b).
Ponownie stosujac twierdzenie 3.8 wnioskujemy, ze b = a Mz = aMr, a wiec
spelniony jest réwniez warunek (c).

PRZYKLADY:

1. Znajdz wszystkie liczby naturalne spelniajace réwnanie 12 Max = 4.

Wsréd liczb 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 10, 11 tylko liczby 4 i 8 spelniaja
warunki: 12M4 = 41 12M8 = 4. Wobec tego, zgodnie z twierdzeniem
4.10, wszystkimi rozwiazaniami podanego w zadaniu réwnania sa liczby
naturalne postaci x = 12k + 4 lub x = 12k + 8 dla dowolnej liczby k € N.

2. Znajdz wszystkie liczby naturalne spelniajace rownanie 14 Mz = 4.

Poniewaz liczba 4 nie jest dzielnikiem liczby 14, wiec na mocy twier-
dzenia 4.10, nie ma liczb naturalnych spelniajacych réwnanie podane w za-
daniu.

Rozwazmy rownanie o dwéch niewiadomych x i y nastepujacej postaci:
allex =y, (4-2)

gdzie a € N7 jest ustalong liczbg naturalng.
Na mocy twierdzenia 4.10 otrzymujemy nastepujacy

WNIOSEK 4.11
Para (z,y) € N x N jest rozwigzaniem réwnania (4.2) witedy i tylko wtedy, gdy
istniejqg liczby naturalne k,r € N takie, ze

r=ka—+r,
y=allr,

przy czym 0 < r < a.

PRZYKLADY:

1. Rozwigz réwnanie 2 Mz = y. Narysuj wykres tego réwnania w prostokat-
nym uktadzie wspélrzednych na plaszczyznie.
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7 wniosku 4.11 wynika, ze
r=2k+r,
y=20r

dla dowolnej liczby k € N i dla dowolnej liczby r € N takiej, ze 0 < r < 2.
Poniewaz r =0 lub r = 1, wiec

T k, b x k+1,
y=2 y=1
dla dowolnej liczby k € .

Wykres réwnania 2Mx = y w prostokatnym ukladzie wspélrzednych
na plaszczyznie przedstawiono na rysunku 5.

Yy

2 ° ° . ° °

1 . . . . .

ol 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 @
Rysunek 5

2. Rozwiaz rownanie 6 Mx = y. Narysuj wykres tego rownania w prostokat-
nym uktadzie wspélrzednych na plaszczyznie.

7 wniosku 4.11 wynika, ze

x = 6k +r,
y=6MNr

dla dowolnej liczby k € N i dla dowolnej liczby r € N takiej, ze 0 < r < 6.
Poniewaz r € {0,1,2,3,4,5}, wiec

x = 6k, xr=06k+1, x = 6k + 2,
y =0; y=1 y=2;
r = 6k+ 3, r = 6k + 4, r =6k + 5,
y=3; y=2 y=1

dla dowolnej liczby k € .

Wykres réwnania 6 Nax = y w prostokatnym ukladzie wspélrzednych
na plaszczyznie przedstawiono na rysunku 6.
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Uwaga. Najpierw uczniowie znajduja izolowane punkty na plaszczyz-
nie, nalezace do wykresu rownania, a nastepnie mozemy im zaproponowac
polaczenie kolejnych punktéw linig przerywana, aby ukazaé charaktery-
styczny ksztalt wykresu tego réwnania.

Réwnanie (4.2) mozemy potraktowaé jako wzoér funkeji
y=allx

o dziedzinie . Podany przyktad moze by¢ wykorzystany przy wprowadza-
niu pojecia funkcji. W ten sposéb uczniowie zapoznaja sie z charaktery-
stycznym wykresem ciggu okresowego. Bardziej szczegdlowe opracowanie
tego typu funkcji mozna znalezé w artykule (Ciosek, 1976).

Yy
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5. Krata zbioréw dziedzicznych

Algorytm wyznaczania NWD i NWW za pomoca rozktadu liczb natural-
nych na czynniki pierwsze mozna teoretycznie opisa¢ za pomoca kraty zbio-
row dziedzicznych. Rodzina wszystkich zbioréw dziedzicznych jest cze$ciowo
uporzadkowana przez relacje inkluzji. W tej kracie kresami gérnym i dolnym
podzbioréw jedno- i dwuelementowych sa odpowiednio suma mnogosciowa i ilo-
czyn mnogosciowy zbioréw dziedzicznych bedacych elementami tych podzbio-
row. Funkcja przyporzadkowujaca kazdej liczbie naturalnej réznej od zera od-
powiedni zbiér dziedziczny jest izomorfizmem kraty liczb naturalnych z relacja
podzielnosci i kraty zbioréw dziedzicznych z relacja inkluzji. Zatem relacji po-
dzielno$ci liczb naturalnych odpowiada relacja inkluzji zbioréw dziedzicznych,
a NWD i NWW dwdch liczb naturalnych odpowiada iloczyn mnogosciowy i su-
ma mnogo$ciowa stosownych zbioréw dziedzicznych. Izomorfizm rozwazanych
krat jest teoretycznym odpowiednikiem faktu, ze obie metody wyznaczania
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NWD i NWW, tzn. za pomoca relacji podzielnosci i za pomoca rozktadu liczb
naturalnych na czynniki pierwsze, sa réwnowazne. Rozumowania teoretyczne
dotyczace zbioréow dziedzicznych sg trudniejsze i przeznaczone przede wszyst-
kim dla nauczycieli, chociaz na pewno mozna je zaproponowa¢ uzdolnionym
uczniom szkoly $redniej zainteresowanym matematyka. Do uczniéw natomiast
skierowane sa propozycje zadan, ktérych istota polega na realizacji takich gtéw-
nych celow jak:

— analiza zwiazkow miedzy relacja podzielnoéci liczb naturalnych, a relacja
inkluzji zbioréw dziedzicznych;

— badanie zaleznosci miedzy NWD i NWW dwéch liczb, a iloczynem i suma
odpowiednich zbioréw dziedzicznych;

— analiza podstawowych wlasnosci izomorfizmu krat;

— ksztaltowanie intuicyjnych podstaw zasady utozsamiania struktur izo-
morficznych (rozwazane struktury izomorficzne maja analogiczne wla-
snosci algebraiczno-porzadkowe, np. wlasnosci przemiennosci, tacznoéci,
rozdzielnosci dzialan).

DEFINICIA 5.1
Niech a bedzie liczba naturalna wieksza od jednosci.

(i) Jezeli a jest liczba pierwsza, to rozkladem liczby a na czynniki pierwsze
jest ciag jednowyrazowy p taki, ze a = p.

(ii) Jezeli a jest liczba zlozona, to rozkladem liczby a na czynniki pierwsze
nazywamy ciag
[ S
spetniajacy nastepujace warunki:
(a) p1 <p2<...<pg jest silnie rosnacym ciagiem liczb pierwszych,
(b) ap,02,...,0k GNl,
() a=pi'p3?...pp".
Przedstawiajac liczbe naturalng a € Ny w postaci (¢) bedziemy méwié, ze
podalidémy rozktad liczby naturalnej a na czynniki pierwsze. Przyjmujemy, ze
w symbolicznym zapisie (c) rozkladu liczby naturalnej a € N3, indeksy liczb

pierwszych p1, ps, . ..,y sa identyczne z indeksami odpowiednich wyktadnikéw
ay,Qa,...,0a, tych liczb.

TWIERDZENIE 5.2
Kazda liczba naturalna wieksza od jednosci ma doktadnie jeden rozkiad na czyn-
niki pierwsze.
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TWIERDZENIE 5.3
Niech
a=pi'ps*...pp*

bedzie rozkladem liczby naturalnej a € Na. Liczba naturalna b jest dzielnikiem
liczby a wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje cigg 1, B2, - .., Ok liczb naturalnych
taki, ze:

(a) b=p"ps*...p",

(b) V1<i<k[0<pS <l

Dane sg liczby naturalne a,b € Ns. Niech p1,pa,...,pr beda wszystkimi
roznymi liczbami pierwszymi, ktore wystepuja w rozkladzie na czynniki pierw-
sze liczb a i b. Wobec tego liczby a i b mozemy zapisa¢ w postaci:

a:p?lpgéz...pg’“, b:plﬂlpg2...p£", (5.3)
gdzie a1, 9,...,ar € N i By,0s,...0, € N. Jezeli liczba pierwsza p; nie
wystepuje w rozkladzie liczby a na czynniki pierwsze, to przyjmujemy «; = 0.
Analogicznie w przypadku liczby b.

TWIERDZENIE 5.4
Jezeli liczby naturalne a,b € Ny majg postaé (5.3), to

= pl
NWW(CL, b) _ pvlnax{omﬂl}p;nax{az,ﬂﬂ B 'pzmx{ak,ﬂk}'

NWD(a, b) min{alﬁl}p;nin{az,62} 3 .pzzm{ak,gk}’

Niech P oznacza zbiér wszystkich liczb naturalnych pierwszych. Skonczony
podzbiér A C P x Nj nazywamy zbiorem dziedzicznym (zob. Broekman i inni,
1999), jezeli

V(p,a) €EP xNo [(p,a) € A= (p,a—1) € A].

Zauwazmy, ze zbior pusty @ jest dziedziczny. Niech B bedzie skoficzonym pod-
zbiorem zbioru P. Wowczas zbior B = {(p,1) € P x N1 : p € B} jest dzie-
dziczny.

TWIERDZENIE 5.5
Suma AU B i iloczyn AN B dwdch zbioréw dziedzicznych A i B sq zbiorami
dziedzicznyms.

Dowdéd. Poniewaz ACP x Ny i BCP x Ny sg zbiorami skofhiczonymi,
wigc AU B i AN B sa skoficzonymi podzbiorami zbioru P x Nj. Zaklada-
my, ze (p,a) € Px Ny i (p,a) € AU B. Wéwczas (p,a) € A lub (p,a) € B,
a wiec (p,a—1) € Alub (p,a—1) € B, gdyz zbiory A i B sa dziedziczne. Stad
(p,a— 1) € AU B. Zatem zbiér AU B jest dziedziczny. Analogicznie mozna
wykazaé, ze AN B jest zbiorem dziedzicznym.
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Niech D oznacza zbiér wszystkich zbiorow dziedzicznych.

TWIERDZENIE 5.6
Para (D, C) jest kratq.

Dowdd. Relacja inkluzji C czesciowo porzadkuje zbior D. Z twierdzenia
5.5 wynika, ze
AUB=sup{A,B}=AUB i ANB=inf{A,B} =ANB
dla dowolnych zbioréow A, B € D.

Niech a € N3. Dla liczby a istnieje jednoznacznie wyznaczony rozktad na
czynniki pierwsze:

a=ptp . pn. (5.4)
Okreslamy odwzorowanie f: N7 — D nastepujaco:
(wi) f(1) =0,
(wa) jezeli liczba a € Mo ma rozklad (5.4), to
f(a) = {(pla 1)3 cey (pla al)v (p2a 1)7 CERE (an 042), EER (pn; 1)7 CERE (pnﬂ Oén)}

Udowodnimy, ze odwzorowanie f jest izomorfizmem kraty (N7, |) na krate
(D, C). Z jednoznacznosci rozkladu liczb naturalnych na czynniki pierwsze
wynika, ze f jest injekcja. Niech A € D i A # (. Zbiér dziedziczny A mozemy
zapisa¢ w postaci:

A = {(pla 1)7 ey (pl; al)a (p2a 1)7 ey (p27 052), sy (pna 1)7 ey (p'm an)}a
przy czym p; < ps < ... < p,. Rozwazmy liczbe naturalna

a= p?lpg‘? cp,
Otrzymali$my rozklad liczby a € Ns na czynniki pierwsze. Z definicji odwzoro-
wania f wynika, ze f(a) = A. Wobec tego f jest surjekcja zbioru N7 na zbiér
D. Liczba 1 jest najmniejszym elementem w kracie (N7, ]), a zbidr pusty 0 jest
najmniejszym elementem w kracie (D, C ). Zgodnie z warunkiem (w;) mamy
f(1) = 0. Niech a,b € Ns. Przyjmujemy, ze

B, B, B

a:p?lpgh...p%" i b=q'q; " ... gm™

sa rozkladami liczb a i b na czynniki pierwsze. Niech P(a) = {p1,...,pn}
iP(b) ={q,...,qm}- Rozwazmy zbiory dziedziczne:

A={(p1,1),...,(p1,01), (P2, 1),..., (P2, @2), ..., (Pn, 1), .o\ (Dnyn)},

B = {(ql’ 1)7 T (QLﬁl)v (q27 1)) RS (Q2aﬁ2)a AR (qﬂ% 1)) ) (vaﬁm)}’

przy czym p; < p2 < ... < ppiq1 < g2 < ... < Q. Wowezas f(a) = A
i f(b) = B. Z twierdzenia 5.3 oraz definicji zbioréw A i B wynika, ze:

RS

(5.5)
(5.6)
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alb<=Vp; € Pla) 3q; € P()[pi = qj N < B;] <= AC B+ f(a) C f(b).
Wobec tego f jest izomorfizmem kraty (N7, |) na krate (D, C ). Otrzymali$my
nastepujace

TWIERDZENIE 5.7
Kraty (N1,]) i (D, C) sq izomorficzne.

W kracie (N1, ]) sume U oraz iloczyn M okredlilismy za pomoca wzoréw:
allb=NWW(a,b) i anb=NWD(a,b)

dla a,b € N;. Struktura algebraiczna (N7, LI, M) jest krata. W kracie (D, C)
sume Ll oraz iloczyn 1 okredliliSmy za pomoca wzoréw:

AUB=AUB i ANB=ANB

dla A, B € D. Struktura algebraiczna (D, LI, M) jest krata.
Na mocy twierdzen 2.9 i 5.7 otrzymujemy nastepujace

TWIERDZENIE 5.8
Kraty (N7, U, 1) 4 (D, U, N) sq izomorficzne.

Odwzorowanie f: N7 — D okreSlone za pomoca warunkéw (wi) i (we) jest
izomorfizmem kraty (Ni, U, M) na krate (D, U, M). Odwzorowanie
f71:D — N jest izomorfizmem kraty (D, L, M) na krate (N7, LI, M). Kra-
ta (D, U, M) jest dystrybutywna, gdyz dzialania U i M sa odpowiednio su-
ma teoriomnogosciowa i illoczynem teoriomnogosciowym. Wobec tego na mocy
twierdzenia 5.8 réwniez krata (N7, U, M) jest dystrybutywna. W ten sposéb
otrzymali$my druga wersje uzasadnienia dystrybutywnosci kraty (N, LI, ).

Niech A i B beda niepustymi zbiorami dziedzicznymi postaci odpowiednio

(5.5) i (5.6). Niech D(A) = {p1,p2,...,pn}t 1 D(B) = {q1,4¢2,--.,qm}, gdzie
PrL<p2<...<ppiq1 <gq<...<(qn. Rozwazmy sume

D(A) UD(B) = {7“1,7"2, . ,Tk},
przy czym ry < ro < ... < 1. Wowczas

AUB = {(r1,1),...,(r1,71), (T2, 1), . .., (2, Va)s o o5 (Phy 1)y oo oy (Tl Vi)
przy czym
Qa; < (Ti =Dpj /\pj S D(A) \D(B)),
Vi =9 5 > (ri=qj Ng; € D(B)\ D(4)),
max{e;,08,} <<= ri=pj=q

dlai=1,2,...,k
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Najpierw zakladamy, ze D(A) N D(B) # (). Niech
D(A)ND(B) = {s1,82,..., 5},
gdzie s1 < s9 < ... < s;. Wowezas
ANB={(s1,1),...,(s1,01),(s2,1),...,(82,02)s-..,(s1,1),...,(s1,01)},

przy czym
0; =min{e, B, } <= si=p; = ¢
dlai=1,2,...,1.
Dla odwzorowania f: N7 — D okreslonego warunkami (w;) i (wz) mozemy
przyjac:

“HA) =ppst Ll = a,

)
By =i =,

) =

)

(AUB 1% Yo e —e,

51 s 5l_d

=57"85°.

“1(ANB

Wéwecezas

c=fHAUB)=fYAuB) = f'AufYB)=aUb
oraz

d=f"YANB)=fYAnNB)=fYAnfYB)=anb.
Wobec tego

al_lbfrlylrg%. .rg’“ i al_lbfsflsg? s?l,
gdzie a,b € Ns.
Jezeli D(A) N D(B) =0, to

1=f7'0)=f"(ANB) = f7H(ANB) = (AN f7(B) =anb.

Zatem a b= 1.

Warto poréwnaé otrzymane rezultaty z treécia twierdzenia 5.4.

Przeprowadzone rozwazania dotyczace kraty zbioréw dziedzicznych i izo-
morfizmu kraty liczb naturalnych z relacja podzielnoéci oraz kraty zbioréw dzie-
dzicznych pozwalaja na zaproponowanie uczniom, na roéznych etapach ksztal-
cenia matematycznego, interesujacych probleméw dotyczacych zwiazkow mie-
dzy podzielnoscia liczb naturalnych, a relacja inkluzji zbioréw i dzialaniami na
zbiorach.

Przed podaniem przykladéw zastosowan w nauczaniu podanej wyzej teorii,
wprowadzimy pewna umowe dotyczaca uzywanej symboliki.
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Niech a € Ms. Rozwazmy rozktad liczby a na czynniki pierwsze:
a= p?lpg‘? copn
Przyjmujemy nastepujace oznaczenie:

Ra = {(pla 1)7 (p172)a ceey (plaal)a (p27 ]-)a (an 2)7 ey (p27a2)a B
(pna ]-)a (pna 2)7 BN (pnaan)}-

Wprowadzenie symbolu R, poprzedzamy przykladami zbiorow R, dla konkret-
nie ustalonych liczb naturalnych a € Ns. W zaleznosci od etapu ksztalcenia,
pozostajemy na analizie konkretnych przyktadéw zbioréw R, lub wprowadza-
my og6lny zapis zbioru R, w postaci (5.7).

(5.7)

PRZYKLADY:

1. (a) Dane sa liczby: 6, 8, 12, 16, 24, 36, 896. Podaj rozklady tych liczb na
czynniki pierwsze i uzupelnij nastepujace przyporzadkowanie:

6— Rs =1{(2,1),
8+— Ry = {(
12— Rys ={(
16 — R = {(
24— Roy = ...
36'—>R36 =...
896'—>R896:...

(b) Narysuj diagram podzielnosci dla liczb: 6, 8, 12, 16, 24, 36, 896 oraz
diagram relacji zawierania zbioréw: Rg, Rg, Ri2, Rig, Ro4, R3¢, Rsgos-
(c) Jaki jest zwiazek miedzy podzielnoscia liczb: 6, 8, 12, 16, 24, 36, 896
i zawieraniem sie odpowiadajacych im zbioréw: Rg, Rs, R12, R16, R24, R3e6,
Rgos?

2. (a) Wyznacz zbiory: Rr2, Ros, R7oM 96 1 Rra Ll 96-
(b) Jaki jest zwiazek miedzy zbiorami R7e, Ros 1 Ryg 967
(c) Jaki jest zwigzek miedzy zbiorami Rro, Ros 1 Ryg 967
(d) W ponizszym schemacie przyporzadkowania wpisz w miejsce kropek
symbol sumy lub iloczynu zbioréw:

72 — R72,

96 — Ry,
72196 — Rry ... Rog,
721196 — R7o ... Rgg.
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(e) Przeprowadz analogiczne rozumowanie do zawartego w punktach (a)-
(d) dla innych, wybranych przez Ciebie, liczb naturalnych.

(f) Okreslamy funkcje f nastepujaco:
fla) =R,

dla dowolnej liczby a € AN, Wpisz w miejsce kropek symbol sumy lub
iloczynu zbioréw:

f(al_lb):Ra...Rb,
f(aUb) =R, ... Ry,
flanb) = f(a)... (),
flaub) = f(a)... f(b)

dla dowolnych liczb a,b € N5.

7 poprzednich rozwazan wiemy, ze odwzorowanie f jest izomorfizmem
krat (Mg, U, M) i (D, U, N). Izomorficzne struktury algebraiczne maja
identyczne wlasnoéci algebraiczne i podlegaja tzw. zasadzie utozsamiania
izomorficznych struktur algebraicznych. Ponizsze zadania maja na celu
uswiadomienie uczniom, na konkretnych przykladach, powyzszej zasady.
W tych zadaniach jest rozwazane prawo rozdzielnoéci dla dziatan w kratach
(N, U, N)i(D, U, N). Mozna ponizsze zadania poprzedzi¢ analogiczny-
mi zadaniami dla wlasnos$ci dziatan wyrazonych w definicji 2.4.

(a) Wyznacz zbiory Rg, Rs 1 Ros.

(b) Sprawdz, ze spelniona jest réwnosé 28 M (6 LI 8) = (28 M 6) L (28 M 8).
(c) Czy spelniona jest réwnosé Rog N (R U Rg) = (Reg N Rg) U (Ras N Rg)?
(d) Jak nazywaja sie wlasnosci dziatan M i U oraz N iU wyrazone w réw-
nosciach (b) i (¢)?

(e) Uzupelnij przyporzadkowania wpisujac w miejsce kropek symbol sumy
lub iloczynu zbioréw:

28'—>R28,
6'—>R6,
8'—>R8,
28M(6L8) — RasN (Rs ... Rs),
(28M6) U (28M8) — (Ras ... Rg) ... (Ras... Rs).

(f) PrzeprowadZ rozumowanie analogiczne do zawartego w punktach (a)-
(e) dla innych, wybranych przez Ciebie, trjek liczb naturalnych.

(g) Okreslamy funkcje f nastepujaco:
fla) = Rq
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dla dowolnej liczby a € Ny. Wpisz w miejsce kropek symbol sumy lub
iloczynu zbioréw:

fl@an(buc)) =Ry ...(RpyUR.),
fll@nb)U(ane)) = (R NRy) U(R, ... R.)
dla dowolnych liczb a, b, c € N>.
4. (a) Wyznacz zbiory Rig, Ros 1 Rss.
(b) Sprawdz, ze spelniona jest réwnosé

361U (24M16) = (36 L24) M (36 LU 16).

(c) Czy spelniona jest réwnosé
Rs36 U (Ro4 N R1g) = (R36 U Raa) N (R36 U Rig)?

(d) Jak nazywaja sie wlasnosci dziatan LI i M oraz Ui N wyrazone w réw-
nosciach (b) i (¢)?
(e) Uzupelnij przyporzadkowania wpisujac w miejsce kropek symbol sumy
lub iloczynu zbioréw:

36 — RSG;

24 —— Roy,

16 — R165

36 L (24 1 16) — Rsg... (R24 n Rlﬁ),
(36 L 24) M (36 (] 16) — (R36 S R24) S (R36 S R16).

(f) Przeprowadz rozumowanie analogiczne do zawartego w punktach (a)-
(e) dla innych, wybranych przez Ciebie, tréjek liczb naturalnych.
(g) Okreslamy funkcje f nastepujaco:

fla) =R,

dla dowolnej liczby a € AN, Wpisz w miejsce kropek symbol sumy lub
iloczynu zbioréw:

flau(dne)) =R, U(Ry...R.),
flaub)N(alc)) = (Rg...Rpy) N (RyUR)

dla dowolnych liczb a,b, c € N>.

Uzasadnienie ogélnych wlasnosci zawartych w zadaniach 2(f), 3(g) i 4(g)
moze by¢ trudne dla uczniéw. Wobec tego nauczyciel powinien potwierdzié,
ze wymienione wlasnoéci sa prawdziwe, a zainteresowanym tym problemem
uczniom, poleci¢ stosowna literature.
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Na zakonczenie pragne podzieli¢ sie pewna refleksja. Prowadzac zajecia
ze studentami i nauczycielami studiujacymi matematyke spotykam sie z ich
opinia, ze matematyka abstrakcyjna, bedaca przedmiotem studiéw, jest bardzo
odlegla od matematyki szkolnej, a wiec jej wplyw na jakos¢ szkolnego naucza-
nia tego przedmiotu jest maly. Mam nadzieje, ze ten artykut zainspiruje do
ponownego przemy$lenia stusznosci powyzszej opinii.
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