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Wprowadzenie funkcji trygonometrycznych

przez szeregi Eisensteina

Abstract. In the paper we describe how to introduce the trigonometric func-
tions using their functional characteristics and the Eisenstein series.

1.  Wprowadzenie

W programie analizy matematycznej studiéw nauczycielskich wprowadza
sie funkcje trygonometryczne za pomoca szeregéw potegowych. Znane sa takze
inne sposoby wprowadzania funkcji trygonometrycznych, o ktérych student —
przyszty nauczyciel matematyki powinien wiedziec.

W niniejszym artykule funkcje trygonometryczne sa wprowadzone za po-
mocy szeregdw Eisensteina. Fakt, ze jednowymiarowe szeregi Eisensteina sa
zwiazane z funkcjami trygonometrycznymi, jest znany (Weil, 1976). Ale py-
tanie, czy mozna wprowadzi¢ funkcje trygonometryczne poprawnie wylacznie
przez szeregi Eisensteina, zostalo dopiero rozwiazane w niniejszym artykule.

W punkcie 2. krétko opisujemy teorig¢ Nowosiotowa funkcji trygonometrycz-
nych (Nowosiolow, 1956) oparta na réwnaniach funkeyjnych. W punkcie 3. sa
podane podstawy teorii jednowymiarowych szeregéw Eisensteina. Dowdd po-
prawnosci wprowadzenia funkcji trygonometrycznych przez szeregi Eisensteina,
oparty na rezultatach Nowosiolowa (Nowosiolow, 1956) zostal przeprowadzony
w punkcie 4.

2. Funkcje trygonometryczne a rdwnania funkcyjne

S.1. Nowosiolow (1956, s. 419-421) okresla aksjomatycznie funkcje trygo-
nometryczne jako: ,funkcje majace pewne $cisle sformutowane wtasnosci cha-
rakterystyczne, na podstawie ktérych moga byé¢ ustalone wszystkie pozostale
wlasnosci tych funkcji”, w nastepujacy sposoéb.

DEFINICIA 2.1
Cosinusem C(zx) i sinusem S(x) nazywamy funkcje, ktore spelniaja nastepujace
warunki:
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1) sa okreslone dla wszystkich rzeczywistych wartosci x,

2) spelniaja réwnanie funkcyjne
S(x+y) =S@)C(y) + S(y)C(z)

dla dowolnych z,y € R,
3) sa dodatnie w przedziale (0, \), gdzie A jest pewna liczba dodatnia, tzn.

C(x) >0, S(x) >0, gdy ze€(0,N),

4) w punktach koncowych przedziatu (0, \) zachodza nastepujace réwnosci:

C(0) = S(\) = 1.

Jak pokazano w pracy (Nowosiolow, 1956), na podstawie warunkéw pod-
stawowych 1-4 mozna aksjomatycznie wprowadzi¢ funkcje trygonometryczne.

Wartoé¢ A = § w teorii Nowosiolowa odpowiada standardowym funkcjom
sinus i cosinus.

3. Jednowymiarowe szeregi Eisensteina

DEFINICIA 3.1
Jednowymiarowym szeregiem Fisensteina nazywa si¢ nastepujacy szereg funk-
cyjny

oo

enlz) = Y m n=1,2,3. (1)

p=—00

gdzie p = 0,41, 42, ... oraz = ¢ Z.

DEFINICJA 3.2

Sumowaniem wedlug Eisensteina nazywamy nastepujacy sposéb obliczenia su-
my nieskonczonej

“+o0 +M
E = lim E
M ——+oc0
pH=—00 p=—M

Jezeli szereg sumujemy wedlug Eisensteina i jest on zbiezny, to méwimy, ze
szereg jest zbiezny wedlug Eisensteina. Dalej bedziemy korzysta¢ z nastepuja-
cych twierdzen przedstawionych szczegdtowo w ksiazce (Weil, 1976).

TWIERDZENIE 3.3

1) Szereg (1) przy n =1 jest zbiezny wedlug Eisensteina na zbiorze R\Z oraz

1
e1(x) >0, 0<x<§. (2)
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ii) Szereg (1) dla n > 2 jest bezwzglednie i prawie jednostajnie zbiezny na
zbiorze R\Z.

iii) Dla e1(x) i e2(x) zachodzi nastepujgcy zwigzek réziniczkowy:
el(z) = —ea(z), =z €R\Z. (3)
iv) Dla szeregéw e1(x) i ea(x) zachodzi nastepujacy zwigzek algebraiczny:
eo(z) =ef(z) + 7%, =z €R\Z. (4)
v) Jest spelniona réwnosé
e2(2)ea(y) = e2(w + y)ler(z) +e1(y))?, @,y €R\Z. (5)

vi) Szereg Fisensteina ea(x) i funkcja ctg(mx) sq zwigzane w nastepujgcy
$posob

e1(z) =rmctgmz, x € R\Z. (6)

vii) Szereg Fisensteina e1(x) i funkcja sin(mz) sq zwigzane w nastepujgcy

$posob
T 1 T 1 r+1
= (2) -2 R\Z.
51(2) 251( 2 ) v € R\ ™

sinmx 2

viii) Ma miejsce wzor

T~ a@), 0<z<l. 8)

sinz
iz) Funkcje e1(x) i e2(x) sq okresowe o okresie 1.

LEMAT 3.4
Zachodzi tozisamosé

er(@)ery) = \/(1 - 53(23/)) (1 - %) ea(@)ealy), € (o, %) )

Dowdd. Najpierw zauwazmy, ze wyrazenie pod pierwiastkiem jest dodatnie
co wynika z réwnosci (2).

Po pomnozeniu pierwszego wyrazenia w nawiasie przez €2(y), a drugiego
przez eo(x), otrzymujemy:

¢ (1 - ”—) (1 ”—) e2(@)e2(y) = V(E() = D) () — ),

£2(y)  e2n)

co wobec (4) i (2) jest réwne /e2(y)e?(z) = 1(y)e1(x), a wiec otrzymalismy
lewa strone réwnania (9).
Lemat zostal udowodniony.



100 Maciej Klakla, Renata Liszka, Vladimir Mityushev

L. Funkcje trygonometryczne a szeregi Eisensteina

Wzér (6) mozna przyjaé za podstawe do definicji funkeji cotangens. W ten
sposéb otrzymujemy inne podejsScie do wprowadzenia funkcji trygonometrycz-
nych.

DEFINICIA 4.1
Funkcjg cotangens nazywamy funkcje okreslona wzorem:

ctgx = %51 (%) (10)

dla x # krm, k € Z.

Wiemy, ze szereg e1(x) jest funkcja o dziedzinie R\Z, okresowa o okresie
réwnym 1. Stad dziedzina funkcji ctg(z) jest R\ {km, k € Z}, a okres tej funkeji
wynosi 7 zgodnie z ix) w twierdzeniu 3.3.

Rozpatrzmy teraz funkcje tangens i cotangens. Zachodzi réwnosé

us
tgx = ctg (5793)

Korzystajac z ostatniej zaleznosci, wprowadzamy tangens w nastepujacy spo-
sob:

DEFINICIA 4.2
Funkcjg tangens nazywamy

1 1 x
t = — - — — 11
g W51(2 W) (11)
dlax#nglmr,keZ.

Do wyznaczenia dziedziny funkcji tangens wykorzystamy wtasnosci funkcji
1. Latwo zauwazy¢, iz

Z powyzszego faktu, oraz z tego, ze funkcja &1 jest okre$lona dla x € R\Z
wnioskujemy, ze dziedzing funkcji tangens jest zbiér R\{F + kn, k € Z}.

Korzystajac z tozsamosei (7), potrafimy za pomoca szeregéw Eisensteina
zdefiniowaé funkcje sinus.

DEFINICIA 4.3
Funkcjq sinus nazywamy
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Dziedzing funkcji sinz jest zbiér liczb R (co pdzZniej bedzie udowodnione).
Okresem funkcji sinus jest 27, co wynika z twierdzenia 3.3 (patrz punkt ix)).
Rozpatrzmy tozsamosé trygonometryczng

cos2mr = 1 — 2sin® 7. (13)

Korzystajac z zaleznosci (8) i podnoszac ja obustronnie do kwadratu, otrzymu-
jemy

2
us 1
=sin’mz, ze€(0,=). (14)
62(1‘) 2

Korzystajac z twierdzenia 3.3, mozna uzasadnié, ze réwnoé¢ w warunku
(14) jest spelniona dla x € R. Otrzymana zalezno$¢ podstawiamy do (13),

korzystajac z (4). Wéwczas cosinus mozna wprowadzi¢ w nastepujacy sposéb.

DEFINICIA 4.4
Funkcjq cosinus nazywamy

2
™
coszr=1-2——— z€R (15)
et (z5) +7°

Dziedzina funkcji cosinus jest zbiér R.

TWIERDZENIE 4.5
Zachodzi nastepujgca tozsamosé:

7.[.2

2
cos“mr=1— ——. 16

Dowdd. Dla dowodu postugujemy sie zaleznoscia (14), jak réwniez znang

nastepujaca tozsamoscia: tgx = Ctéx. Wykorzystujac (10), otrzymujemy

™

tg(nz) = o)

Otrzymana zaleznos¢ rézniczkujemy obustronnie ze wzgledu na zmienng x
T _

_ 4@
cos?(mx) e2(z)

Korzystajac z (3) i dokonujac przeksztalcen ostatniego réwnania, otrzymujemy

()

EQ(Z).

o)
=N

cos? (mx) =
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Korzystajac dalej z (4), mamy
ga(x) — 2

cos? (mx) = (@)

)
co jest réwnowazne réwnosci (16).
Twierdzenie zostalo udowodnione.

TWIERDZENIE 4.6
Funkcje sinus i cosinus wprowadzone przez szeregi Eisensteina spelniajg toZsa-
mosé
sin(x + y) = sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y), =,y € R. (17)
Dowdd. W dalszym ciagu beda przedstawiane tylko przej$cia rownowazne.

Rozpatrzmy réwnosé (5), podnoszac do kwadratu wyrazenie w nawiasie po
prawej stronie tej réwnoéci oraz dodajac i odejmujac 272, mamy:

ex(x)e2(y) = ea(z +y)lel(w) + 7% — 20% + 2e1(2)er (y) + e1(y) + 7). (18)
Korzystajac ze wzoru (4), otrzymujemy:
e2(2)e2(y) = e2(x + y)le2(y) — 2n° + 2e1(2)es (y) + ea(x)]- (19)

Ostatni wzér mozna zapisaé¢ w postaci

e@)ealy) _ (| S P
ea(z+y) (1 52(2/))52(y)+ (1 52(93))62( S )

Podstawiajac za €1(z)e1 (y) prawa strong (9), mamy:
@ealy) _ ([, A
ety (1) 2+ (1 5 ) =

Pierwiastkujac obustronnie ostatnia réwno$¢, otrzymujemy:

[ -l o)

Mnozac obie strony przez m, jednoczesnie dzielac przez /ea2(z) oraz /ea(y),

mamy:
2 2
T B 7r\/1 ) . 7T\/l T 2@ (20)

Verr+y) ga(x) e2(y)
Korzystajac z (16) oraz (8), otrzymujemy (17).
Twierdzenie zostalo udowodnione.
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Z (14) wynika, ze

sin0 = 0, (21)
gdyz e3(z) = co. Analogicznie
™
Z =0 22
cos o ) (22)
co wynika ze wzoru (16) przy « = % oraz z réwnosci
+zo:o % = 7T2. (23)
m=—so (3 T 1)
Nier6wnosé
sine >0 dla O<z<m (24)

wynika ze wzoru (8).
Podstawimy do (14) x = % Na mocy (23) uzyskujemy

sing =1 (25)
Podstawimy do (17) y = 5. Woweczas z (22) i (25) mamy
sin(z + g) = cosz. (26)
Skad na mocy (21)—(24) wnioskujemy, ze
cosx >0 d1a0<x<g. (27)

Wobec tego funkcje sin z i cos x wprowadzone przez szeregi Eisensteina spel-
niaja wszystkie warunki wymagane w definicji Nowosiotowa dla A = % (zob.
punkt 2). Jest to dow6d poprawnosci definicji sinus i cosinus zdefiniowanych za
pomocy szeregu Eisensteina.
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