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Rola programu komputerowego CABRI

w rozwigzywaniu matematycznych probleméw

Abstract. CABRI is a didactic program which has won a very stable posi-
tion and is probably the most popular one in teaching mathematics. The
program is constructed in such a way that it not only accepts and carries
out tasks but it emits and stimulates certain behaviors itself, communi-
cating them to the user. Program CABRI, using automatic means, allows
to undertake activities corresponding to the so — called Platonian geome-
tric constructions which are usually made with a pair of compasses and
a ruler. It is used mostly for experimenting within the area of classical
Euclidean geometry. Moreover, it also offers various other possibilities
and might be used outside geometry. The essential role of CABRI, most
frequently used in teaching at school, is using it to solve various tasks
and problems — mainly in geometry. We often think what a student can
do when his/her attempts to solve a particular problem are not effective.
Is, in such cases, a computer program capable of helping him/her solve
a mathematical problem? Working with CABRI, a student very quickly
arrives at the right solution. That means that he/she finds the answer
to the questions he/she asked himself/herself — the degree of certainty of
the result the student achieves is high. He/she also becomes convinced
that the answer is correct. A student’s task in such a situation is to find
theoretical grounds for the facts he/she has discovered.

1. Wprowadzenie

Jeszcze przed pojawieniem sie profesjonalnych edukacyjnych programoéw
matematycznych, wérod matematykéw rozgorzala dyskusja na temat stoso-
wania komputera do generowania dowodéw matematycznych; nie omineta tez
naszego kraju. Bezposrednia przyczyna wymiany pogladéow byl opublikowany
dowdd hipotezy czterech barw (Davis, Hersh, 1981), ktéry bardzo istotnie wyko-
rzystywal komputer. Co wiecej, autorzy dowodu mocno akcentowali znaczaca
w nim role maszyny. Glos w tej sprawie zabierali w Polsce, m.in. R. Duda
(Duda, 1982, s. 47) i Z. Semadeni (Semadeni, 1982, s. 56). Pierwszy z autoréw
wyrazit poglad, ze
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komputer staje sie tym, czym dla fizyka jest jego laboratorium, (...) pro-
wadzi do odkrycia zjawisk, ktére nastepnie mozna opisywaé i uzasadniac
dedukcyjnie. Wspotdziata wiec z dedukcja, ale jej nie zastepuje.

Takie stanowisko dla wielu praktykow i zwolennikéw problematyki wyko-
rzystywania komputera jako $rodka dydaktycznego i dzi§ wydaje sie naturalne,
cho¢ spojrzenie na role dowodu w szkole ulega nieustannym przeobrazeniom
(Konior, 2003, s. 4) oraz (Turnau, 2001, s. 24). Wydaje sie, ze dyskusja w $ro-
dowisku matematycznym zaktywizowala zwolennikéw komputeryzacji w na-
uczaniu, jakkolwiek w jednym i drugim przypadku nie chodzito doktadnie o to
samo.

Pojawita si¢ cala plejada programéw komputerowych zgrupowanych w dwu
kategoriach:

o CAS (Computer Algebra System), np.: Derive, Maple, MuPAD, Math-
Cad, Mathematica,

e DGS (Dynamic Geometry System), np.: The Geometer’s Sketchpad,
CABRI, CABRI 3D, CABRI 2 Plus, CAR, Cinderella, Fuklides.

Wsréd programéw nalezacych do DGS najbardziej znany jest program CA-
BRI. Program ten wzial swoja nazwe od pierwszych liter francuskiego okresle-
nia Le CAhier de BRouillon Interactif, co oznacza dostownie ,interaktywny
zeszyt”, lub tez w wolnym tlumaczeniu ,brulion do pracy”. Powstal on w Pra-
cowni Struktur Dyskretnych i Dydaktyki Instytutu Informatyki i Matematyki
Stosowanej Uniwersytetu im. Josepha Fouriera w Grenoble, afiliowanej przez
francuski Narodowy Osrodek Badan Naukowych (CNRS).

CABRI! jest programem dydaktycznym, ktéry zyskal ugruntowana pozycje
w szkolnym nauczaniu matematyki. Program zostal tak skonstruowany, ze nie
tylko przyjmuje i wykonuje polecenia, ale sam emituje oraz stymuluje pewne
zachowania, komunikujac je uzytkownikowi. Ten wzajemny wplyw i mozliwosé
wigzanych dziatan obu stron — cztowieka i komputera — powoduje, ze stosowany
program jest ,przyjazny dla uzytkownika”. Znalazto to zreszta wyraz w pelnej
nazwie programu, gdzie stowo ,interaktywny” wskazuje na te jego ceche.

Program CABRI pozwala srodkami automatycznymi wykonywac takie czyn-
noéci, ktore odpowiadaja tzw. platonskim konstrukcjom geometrycznym za po-
moca cyrkla i linijki. Stuzy wiec gléwnie do eksperymentowania w obrebie kla-
sycznej geometrii euklidesowej, choé jego zakres zastosowan i mozliwosci wykra-
czaja poza szkolne ramy geometrii. Techniczne walory programu determinuja
takze szeroki krag uzytkownikéw, od poczatkujacego ucznia do profesjonali-
sty — matematyka, ktoremu CABRI pozwala nieraz spojrze¢ w inny sposéb na
znane lub rozwiazywane problemy.

Pamietajmy przy tym, ze

LW artykule odnosimy sie do programu komputerowego CABRI w wersji 2.
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najbardziej pomystowe i nowoczesne $rodki pogladowe pozostana tylko
martwa dekoracja lekcji, jezeli drogi od konkretu do abstrakcji, otwartej
przez te $rodki, uczacy si¢ nie przebedzie aktywnie, z zaangazowaniem
swej wyobrazni i mys$lenia.

(Krygowska, 1977a, s. 67)

Podstawowym motywem korzystania z kazdego srodka dydaktycznego, a do-
tyczy to réowniez CABRI, powinno by¢ wiec rozwijanie szeroko rozumianej
aktywnosci matematycznej uczniéw. Decyzja nauczyciela o wykorzystywaniu
CABRI jako srodka dydaktycznego w procesie nauczania matematyki powinna
zatem by¢ poprzedzona:

e gleboka analiza sytuacji dydaktycznej (cele do osiagniecia, wiek i poziom
uczniéw, przewidywane metody itp.), w ktérej srodek ten ma by¢ stoso-
wany,

e rownie wnikliwag koncepcja wlaczenia tego srodka do procesu poznawcze-
go na lekcji, uwzgledniajaca momenty trudne dla uczniéw na drodze do
abstrakcji,

e wyodrebnieniem, analiza i okreéleniem nowych lub interpretacja dotad
eksploatowanych cech i mozliwoéci technicznych CABRI ze wzgledu na
dane tresci matematyczne do opracowania z uczniami na lekcji lub w dtuz-
Szym czasie nauczania.

W trakcie uzytkowania CABRI mozna wyrézni¢ dwie funkcje programu:
techniczng oraz dydaktyczna. Funkcja techniczna CABRI czesto jest rozumiana
jako mozliwo$¢é skracania czasu operacji oraz zwielokrotniania pewnych czyn-
noéci zewnetrznych wystepujacych przy aktywnym dzialaniu typu matema-
tycznego, w zasadzie stuzacych stabilizacji, utrwaleniu i wspomaganiu my$li,
a nie bezposredniemu inspirowaniu jej kreatywnych form. To zwielokrotnienie
mozliwoéci uzytkownika moze i$¢ w réznych kierunkach, np. otwiera¢ droge
do szybszego rozwazenia wielu przypadkow, stwarzaé szanse¢ swobodnego ba-
dania réznych ,ktopotliwych” potozen, umozliwiaé¢ szybki powrét do sytuacji
wyjsciowej, pozwalaé¢ na przechodzenie bez ograniczen od jednej konfiguracji do
drugiej itp. Shuza temu takie opcje programu CABRI jak m.in.: wiazanie punk-
tu z obiektem, uwalnianie obiektu, powiekszanie lub pomniejszanie, mozliwos¢
pomiaréw (katéw, dlugosci odcinkéw). Oczywiscie, ta rola nie wyklucza pew-
nych implikacji dydaktycznych, ale sga one z reguly tylko posrednie. Program
o tyle wplywa na proces nauczania, o ile ma dlan znaczenie organizacyjne, ra-
cjonalizacyjne i skraca czas dzialan (wszystko to pod warunkiem nie zagubienia
istotnych tresci pojeciowych). Sam w sobie nie stwarza w tej roli nowych oko-
licznosci poznawczych. W drugim przypadku natomiast program jako srodek
nauczania bezposrednio przejmuje na siebie istotna role poznawcza, funkcjonuje
wiec w sensie dydaktycznym. Oznacza to, ze wnosi do procesu dydaktyczne-
go nie tylko elementy technicznego przyspieszenia czynnosci i organizacji pra-
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cy, ale rowniez aktywizuje ten proces jako zespél dzialan podejmowanych dla
przyswojenia pojecia i wzbogaca o takie elementy, ktore moga ukierunkowywaé
plodnie my$l ucznia przyswajajacego pojecie symetrii osiowej na plaszczyznie
i przeksztalcenia geometrycznego w ogélnosci.

W krajach zachodnich program CABRI pojawil sie w szkotach w polowie
lat 80. i od razu pojawit si¢ caly szereg prac badawczych. W literaturze dydak-
tycznej mozna znalezé wiele opiséw badan w zakresie wykorzystania CABRI
w procesie nauczania matematyki. Wymienmy kilku autoréw tych badan: Sier-
pifiska, Dreyfus, Hillel, (1999), Bell, (1993), Bellemain, Capponi, (1992), Bieh-
ler, (1992), Laborde, (1992), Weth, (2000). Wéréd tematyki badawczej, ktora
zajmowali si¢ wyzej wymienieni autorzy, mozna wyrézni¢ problemy zwiazane
A

1. Walorami dydaktycznymi programéw komputerowych:

a) latwe otrzymywania rezultatéw,

o

wizualizacja matematyki,
mozliwo$é¢ sprawdzania przewidywanych wynikow,

o

)
)
)
)

o,

silniejsze oddziatywanie obrazu komputerowego niz wykonany rysu-
nek na papierze,

e) zdobywanie nowych doswiadczen,

f) poszerzanie wiedzy.

2. Rola nauczyciela w pracy z programem i mozliwosciami komunikowania
sie z uczniem w zakresie:
a) sygnalizowania bledow,
b) konstruktywnej krytyki poczynan uczniéw,
¢) matematycznej poprawnosci.
3. Zachowaniem uczniéw podczas pracy z komputerem:
a) konczenie pracy nad zadaniem bez wykonania nalezytej analizy teo-
retycznej,
b) atakowanie probleméw, ktérych rozwiazanie srodkami tradycyjnymi

bytoby niezwykle trudne.

Przykladowo R. Holzl w swojej pracy (Holzl, 1996) stawia nastepujacy pro-
blem:

Czy obserwacje dokonywane w programie CABRI i czynione na ich pod-
stawie spostrzezenia warunkuja sposob atakowania problemu przez ucz-
niow?
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Poszukujac odpowiedzi na tak sformutowane pytanie, przeprowadzil bada-
nia w Niemczech wsrdd uczniéw klas 9 i 10 planowo wykorzystujacych CABRI
na lekcjach matematyki. Obserwowal uczniéw pracujacych w grupie trzyosobo-
wej nad nieznanymi im problemami. Jeden z nich dotyczyl podzialu dowolnego
trojkgta na dwa tréjkgty rownoramienne. W innym eksperymencie dotyczacym
CABRI L. Vadcard (Vadcard, 1999) zajela sie badaniem roli pomiaru w pro-
cesach akceptacyi faktow geometrycznych. W tym celu obserwowata prace kilku
par uczniow wybranych z klas uzywajacych regularnie na zajeciach z mate-
matyki komputera. Zostal przed nimi postawiony problem kgtéw wpisanego
1 Srodkowego opartego ma tym samym {uku.

CABRI? pojawil sie w Polsce pod koniec lat 80-tych. Nie oznaczalo to, ze
program ten od razu zagoscil w szkotach. Wymagalo to powstania grupy en-
tuzjastoéw, chetnych do agitacji i rozpowszechniania jego idei. W duzej mierze
byli nimi nauczyciele zafascynowani mozliwosciami programu, ktére sami od-
krywali i poznawali jego wlasnosci. Dlatego tez w tym czasie ukazalo si¢ wiele
artykuléw w czasopismach nauczycielskich (na poczatku byly to: Nauczyciele
1 Matematyka, Cabri Jest i inne, lokalne, czesto zwiazane z regionalnymi o$rod-
kami ksztalcenia nauczycieli). Artykuly z tego okresu relacjonowaly pierwsze
osobiste do$wiadczenia, a przede wszystkim wlasne przezycia autoréw w samot-
nych zmaganiach z CABRI (np. Pajak, Turnau, 1993); zaczely sie tez pojawiaé
opisy lekcji — najczesciej dotyczace geometrii plaskiej (Pabich, 1993). Ich celem
byta takze szeroko rozumiana popularyzacja programu CABRI w $rodowisku
nauczycieli matematyki. W tej sytuacji zawarte w Owczesnych publikacjach
przyklady ilustrowaly gltéwnie pozytywne aspekty jego wykorzystania, a nawet
idealizowaly jego przydatno$é w nauczaniu matematyki.

Trudno bylo wtedy pisa¢ o planowym i zorganizowanym uzyciu programu,
gdyz sami nauczyciele dopiero go poznawali, a i warunki organizacyjno-tech-
niczne szko6! (np. dostep do pracowni komputerowych) nie byly dostosowane do
uzytkowania komputera na lekcjach matematyki.

Materialy zawarte w tamtych publikacjach sa zapewne wartosciowe i po-
zyteczne; dokumentujg autentyczne fakty z lekcji szkolnych i z tej racji moga
stanowi¢ punkt wyjscia zorganizowanych badan oraz formutowania naukowych
hipotez. Szkicuja tez obraz tamtych dni — pierwszych chwil z CABRI w szkole.

W kwestii omawianych probleméw dotyczacych literatury warto nadmie-
nié¢, ze powstaly nowe czasopisma specjalistyczne, a takze juz istniejace otwarty
swoje tamy dla artykuléw dotyczacych komputeréw i programu CABRI; nalezg
do nich: Matematyka i Komputery, CABRISTA, Komputer w szkole, Kompu-
ter w edukacji, Matematyka oraz czasopisma $rodowiskowe ukazujace sie na
polskich uczelniach.

Na tamach tych czasopism publikowali swoje przemyslenia matematycy, dy-
daktycy matematyki, nauczyciele. Wéréd wielu warto tu wspomnie¢ o dwdch.

2CABRI w wersji 1.
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Pierwszym jest S. Turnau. W artykule napisanym w popularnej formie eseju
(Turnau, 1994, s. 212) czytamy:

nie chcemy bynajmniej namawiaé, by pod pretekstem, ze ,nudna i trud-
na”, szkolna geometrie zastapié¢ zabawa z komputerem i figurami — czyms,
co z prawdziwa geometrig niewiele bedzie miato wspdlnego.

Pojawiajace si¢ w cytowanej pracy przyktady ilustruja proste zastosowania
CABRI na lekcjach geometrii na réznym poziomie ksztalcenia — majg zacieka-
wié¢ ucznia, pobudzi¢ do wlasnych poszukiwan, a niektérym podsunaé pytanie:
dlaczego tak jest?

Drugim z autoréw jest J. Konior. Jego czterocztonowa seria artykulow
(Konior, 2002a), (Konior, 2002b), (Konior, 2002¢), (Konior, 2003) ma w pew-
nym sensie charakter etapowego podsumowania pogladéw nagromadzonych
w $rodowisku szkolnym i literaturze gléwnie ostatniej dekady ubieglego i po-
czatkow biezacego wieku. Podkreslmy przy tym dokonana przez J. Koniora po-
glebiong analize dydaktyczng wskazanych przykladéw oraz uwypuklenie niekté-
rych istotnych réznic pomiedzy procesami myslowymi u uczniéw zachodzacymi
przy udziale CABRI i bez niego. Autor zachowuje i zaleca daleko idaca ostroz-
noé¢ w ocenie rezultatéw postugiwania si¢ komputerem, wskazujac na potrzebe
glebokiej analizy sposobow wlaczenia komputera do procesu dydaktycznego.
Wyraznie tez akcentuje watpliwoéci natury metodologicznej przy podejmowa-
niu badan nad mozliwo$ciami CABRI w réznych sytuacjach lekcyjnych. Prezen-
towany cykl stanowi pierwsza w Polsce probe racjonalnej i osadzonej w dorobku
dydaktyki matematyki oceny tego programu pod wzgledem jego waloréw jako
nowoczesnego srodka nauczania na réznych poziomach. Sam program Autor
sytuuje bardzo wysoko, aczkolwiek uwaza, iz jego wykorzystywanie na lekcji
wymaga kompetencji; przypadkowe dziatania moga nie tylko nie przynosi¢ po-
zadanych rezultatéw, ale by¢ szkodliwe.

Poruszana w publikowanych w Polsce artykutach problematyka dotyczaca
wykorzystania CABRI w nauczaniu matematyki koncentrowala si¢ na:

e lepszym rozumieniu pojeé¢ geometrycznych,

e podwyzszaniu aktywnosci w toku atakowania problemdéw geometrycz-
nych,

e bardziej dojrzalym, planowym i metodycznym podejsciu w rozwiazywa-
niu zadan,

e lepszym ksztaltowaniu wyobrazni geometrycznej.

Na gruncie polskiej literatury dydaktycznej brakuje jednak opiséw plano-
wych badan naukowych podejmujacych problematyke wykorzystywania progra-
mu CABRI w procesie nauczania matematyki. Te luke chcieliby$my w pewnym
sensie wypelnié¢, prowadzac badania nad rola komputerowego programu CABRI
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w rozwiazywaniu probleméw matematycznych®. Natomiast celem tej pracy
jest pokazanie, na przykltadzie jednego zadania-problemu mozliwosci
programu CABRI w zakresie odkrywania, formulowania i weryfikacji
hipotez w trakcie rozwigzywaniu problemoéw.

2. Rozwigzywanie probleméw

Wazna i chyba najczedciej stosowana w praktyce szkolnej rola CABRI jest
jego zastosowanie przy rozwigzywaniu zadan lub probleméw — gléwnie w geo-
metrii. Zgadzamy si¢ réwniez, ze geometria

jest nadzwyczajnym mikro$wiatem, w ktérym uczen moze zostaé wia-
czony w tworzenie rzetelnej, prawdziwej matematyki. Jest miejscem ba-
dania i odkrycia, uogdlnienia, dla rozumowania zaréwno indukcyjnego,
jak i dedukcyjnego typu. Ogdélnie — geometria wspiera rodzaj proceséw
rozumowania typowych dla matematycznego myslenia w jego najlepszym
sensie: uzycie matematycznej argumentacji dla sprawdzenia przypuszcze-
nia, udoskonalenia go i w koncu wykazania, ze jest ono poprawne.
(Schoenfeld, 1982)

W literaturze przedmiotu zostalo szeroko opisane rozwiazywanie proble-
moéw bez wykorzystywania komputeréw (Kakol, 1991, s. 85-92), (Polya, 1975),
(Polya, 1993). Przywolajmy schemat ukazujacy etapy pracy nad rozwiazaniem
problemu matematycznego.

’ Zadanie-problem ‘

@
ot 9 1
o) Szukanie pomystu
T 3 rozwiazania

!

’ Pomyst rozwiazania ‘

Weryfikacja pomystu

—[TAK | [~iE -

Schemat 1.

Uczen postawiony w sytuacji problemowej korzysta gltéwnie z wlasnego do-
Swiadczenia pozwalajacego na generowanie pomystow rozwiazania oraz pozniej-

30Obecnie prowadzone sg badania empiryczne nad rolg, programu CABRI w rozwigzywaniu
probleméw matematycznych wéréd mlodziezy na réznych poziomach ksztalcenia, ze szcze-
gbélnym uwzglednieniem uczniéw zdolnych.
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sza ich weryfikacje. Zauwazmy, ze oba te ogniwa (tzn. Szukanie pomystu rozwig-
zania oraz Weryfikacja pomysiu) moga stanowi¢ bariere trudna do przebycia
dla ucznia. Zaréwno brak pomystow, jak i nalezytej ich weryfikacji moga by¢
przyczyna tego, ze efekt koncowym, jakim jest rozwiazanie problemu, nie zosta-
nie osiggniety. Zaryzykujmy stwierdzenie, ze tradycyjne sposoby poszukiwania
pomystow oraz ich weryfikacji oddzialuja na ucznia jedynie od ,wewnatrz” —
mozna rzec w skrocie: korzystaj z tego, co sam wiesz; nie dostarczaja wiec
bodzcéw zewnetrznych.

Innym zagadnieniem jest sytuacja, w ktorej pomyst rozwiazania problemu
zostal zweryfikowany pozytywnie i dzigki temu uzyskano rozwigzanie zadania.
Ten etap nie powinien, zgodnie z zasadami dydaktyki (por. Krygowska, 1977c,
s. 101) koniczy¢ procesu rozwiazywania problemu, ale powinien byé poczatkiem
dalszych rozwazan, a w szczegdlnosci prowadzi¢ do przedhuzania zadania réz-
nymi metodami — przez uogdlnienie czy specyfikacje. Umiejetnos¢ stawiania
nowych pytan, pytan prowadzacych do nowych odkryé (na poziomie ucznia)
jest procesem trudnym dla ucznia. Uczen pozostawiony bez dodatkowej pomo-
cy ze strony nauczyciela, ktéory ma wlasng wizje pracy nad problemem, jest
czesto bezradny i nie podejmuje dalszych wysitkdw.

Zastanéwmy sie, jak moze postapié¢ uczen, gdy jego préby rozwiazania pro-
blemu nie przynosza spodziewanych efektéw. Czy zastosowanie programu
komputerowego w tych przypadkach moze poméc uczniowi w roz-
wigzywaniu problemu matematycznego?

Dla przykladu rozwazmy nastepujacy problem:

Dana jest pélptaszczyzna oraz punkty A i C na jej krawedzi. Dla kazdego
punktu B tej potptaszczyzny rozwazmy kwadraty ABKL i BCM N leza-
ce na zewnatrz tréjkata ABC. Wyznaczaja one odpowiadajaca punktowi
B prosta LM . Udowodnij, ze wszystkie proste odpowiadajace réznym po-
tozeniom punktu B przechodza przez jeden punkt (por. rysunek 1).
(Pajak, Turnau, 1993, s. 22), (Turnau, 1993, s. 24)

Rysunek 1.
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3. Rozwigzanie problemu wspomagane programem CABRI

Sporzadzona konstrukcja w CABRI (por. rysunek 1) pozwala zmieniaé po-
tozenie punktu B i obserwowaé usytuowanie prostych LM . Pojawia si¢ wowczas
hipoteza: przy wszelkich zmianach polozenia punktu B proste LM przechodzg
przez jeden staty punkt. Oznaczmy wspélny punkt prostych LM literg X.

Rysunek 2.

Nasuwa sie kolejna hipoteza: punkt X leZy na symetralnej odcinka AC.
Dokonajmy weryfikacji empirycznej (tzn. metodami programu CABRI) posta-
wionej hipotezy. W tym celu wykre$lmy symetralng odcinka AC i ponownie
utwérzmy slad prostych LM przy wszelkich polozeniach punktu B. Otrzyma-
ny rezultat pokazuje rysunek 3.

Rysunek 3.

Analiza otrzymanych rysunkéw nasuwa hipoteze: punkt X leZy na syme-
tralnej odcinka AC i jest odlegly od prostej AC o polowe diugosci odcinka AC.
Oznaczmy przeciecie wyznaczonej symetralnej i odcinka AC' litera E. Wyko-
rzystajmy mozliwo$¢ wykonania pomiaréw do weryfikacji ostatniej hipotezy.
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Rezultaty naszych badan ilustruje rysunek 4 — przekonuje nas o trafnosci po-
stawionej hipotezy.

2.43 cm

243cm ¢

Rysunek 4.

Na podstawie przeprowadzonych eksperymentéw dochodzimy do kolejnej
hipotezy, ze zbiér wszystkich prostych LM jest pekiem prostych. Dokonana
weryfikacja empiryczna (por. rysunek 5) pozwala na doprecyzowanie postawio-
nej hipotezy: zbior wszystkich prostych LM jest pekiem prostych z wyjgtkiem
symetralnej odcinka AC.

Rysunek 5.

W wyniku poczynionych obserwacji oraz dokonanych weryfikacji empirycz-
nych ($rodkami programu CABRI, poprzez: pomiar, $lad itp.) postawiliSmy
hipotezy oraz dokonali$émy ich weryfikacji. Mamy swiadomo$¢, ze uzyskane ta
droga zalezno$ci wymagaja poprawnego dowodu matematycznego opartego na
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rozumowaniu bez uzycia komputera. Zauwazmy jednak, ze na poziomie prze-
cietnego ucznia szkoly powszechnej poszukiwanie teoretycznego dowodu wydaje
sie czynnoscia zbyt mocno wykraczajaca poza jego mozliwoéci. Zdajemy sobie
jednoczesnie sprawe, ze

podstawowym zadaniem dowodu jest ulepszanie zrozumienia matema-
tycznych faktéw i wnioskow.
(Prus-Wisniowska, 1995, s. 174)

Niemniej jednak mozemy rozumieé¢ dowdd réwniez jako proces bad a-
w c z y, ktory

zawiera w sobie formulowanie problemu, rozwigzywanie problemu, ukla-
danie réznych czesci rozwiazania w logiczng calo$é, uogdlnianie oraz do-
wodzenie.

(Prus-Wisniowska, 1995, s. 175)

7Z takiego punktu widzenia mozemy uznacé, ze stawianie hipotez i ich weryfikacja
empiryczna (zaréwno wykorzystujaca komputer, jak i wykonana tradycyjnymi
metodami) sa czeScia takiego wlasnie procesu badawczego. Co wiecej — oba te
elementy wprowadzaja ucznia w proces

matematycznej tworczosci, bez ktorej nie mozna zrozumiec pickna i sensu
matematyksi.
(Krygowska, 1977b, s. 13)

Zadowolimy si¢ wigc w pracy z uczniami samym postawieniem hipotez, pré-
ba ich empirycznej weryfikacji oraz Swiadomoscia potrzeby matematycznego
uzasadnienia. Rola nauczyciela natomiast jest uswiadamianie uczniom, czym
sg hipotezy — nawet zweryfikowane empirycznie — oraz czym jest matematyczny
dowdd.

4. Dowodzenie postawionych hipotez

41 Podejscie |

Poczynione obserwacje moga nasunaé pomyst przeprowadzenia dowodu
z wykorzystaniem uktadu wspolrzednych. Wprowadzmy go zatem w taki spo-
s6b, aby osig odcietych byla prosta AC, a osig rzednych symetralna odcinka AC
(por. rysunek 6). Wéwcezas punkty A i C lezace na osi odcietych maja pierwsze
wspoélrzedne bedace liczbami przeciwnymi, tzn. A(—a,0), C(a,0), gdzie a jest
liczba dodatnia.

Przyjmijmy ponadto nastepujace wspélrzedne punktu B(zg,yo). Majac te
dane, ustalmy wspélrzedne punktéw: L i M — potrzebnych do wyznaczenia
rownania prostej LM . Punkt M lezy na prostej prostopadlej do prostej BC
i przechodzacej przez punkt C. Ponadto |BC| = |CM|. Zatem mozna wyzna-
czy¢ wspOlrzedne punktu M.
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Rysunek 6.

Prosta BC': y = 22z — %% Prosta CM: y = 20 g+ q%=2, Oznaczmy

ro—a ro—a’ Yo Yo

wspOlrzedne punktu M (21, try +att ). Zatem ze zwiazku | BC|? =|CM|?

otrzymujemy: (a—x0)%+ (0—y0)* = (1 — a)> + (0w + a®=t — 0)2, a stad
y2 = (x1 —a)?, co pociaga za soba: 1 = yo + a lub 21 = —yo + a. Uwz-
gledniajac zalozenia zadania (z1 > a), wspélrzedne punktu M sa nastepujace:
M (yo + a, “;{fo (yo +a) + az‘;ga), czyli (po uproszczeniu): M (yo + a,a — xp).

Postepujac w sposéb analogiczny, otrzymujemy wspoélrzedne punktu L:
L(—yo —a,a+ xo).

Wspédlrzedne punktow M i L sa zalezne wiec od wspélrzednych punktow A,
C oraz B. Dochodzimy w ten sposob do réwnania prostej LM: y = y_of_‘;x + a.

Teraz tatwo juz zauwazyé, ze kazda prosta LM przechodzi przez punkt
X (0, a), co oznacza, ze wszystkie proste LM przechodza przez jeden wsp6lny

punkt. To spostrzezenie konczy dowdd twierdzenia.

42. Podejscie ll

Program CABRI przyczynil sie do postawienia i komputerowej weryfikacji
hipotez. Sprobujmy teraz wykorzysta¢ ten program do poszukiwania dowo-
du matematycznego postawionych hipotez. Rozwazmy na poczatek przypadek
szezegllny: punkt B nalezy do symetralnej odcinka AC (por. rysunek 7).
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r A ) c M

Rysunek 7.

Okazuje sie, ze przy wszelkich polozeniach punktu B (eksperyment w CA-
BRI potwierdza ten fakt) prosta LM jest zawsze réwnolegla do prostej AC
i odlegta od niej o polowe dlugosci odcinka AC. Aby pokazaé prawdziwosé tej
hipotezy, zauwazmy, ze odcinki AB i BC' sa réwnej dlugoéci, co powoduje, ze
kwadraty ABKL i BCMN sa przystajace. Niech punkty M’ i L’ beda rzutami
prostokatnymi punktéw odpowiednio M i L na prosta AC. Tréjkaty CM’'M
i AL'L s przystajace (réwno$é przeciwprostokatnych: CM = AL; réwnosé ka-
tow MCM' i LAL"). Tak wigc odcinki MM’ i LL' sa réwnej dtugosci i réwne
odcinkowi X E. Zauwazmy dodatkowo, ze tréjkaty prostokatne CM’'M i BEC
sa przystajace (odcinki BC i CM sa réwne oraz katy MCM' 1 EBC sa przy-
stajace). Z tego wnioskujemy, ze odcinki MM’ i EC sa takiej samej dlugosci.
A zatem odcinek X FE jest réwny polowie dlugosci odcinka AC (czyli prosta
LM jest w staltej odleglosci od prostej AC' — bez wzgledu na polozenie punktu
B na symetralnej).

Udowodniona hipoteze mozna takze uzasadnié inaczej (por. rysunek 8).

K N

D

A B C

Rysunek 8.

Zauwazmy, ze trojkaty CFM i BEC sg podobne; DC' = MC'sin ZCM D,
EC = BCsin ZEBC; skoro MC = BC oraz katy CMD i EBC sg réwne,
to odcinek DC' = EC, a wigc jest staly, bo EC to polowa stalego odcinka
AC. Przedstawione rozumowanie dowodzi, ze zmieniajac potozenie punktu B
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na symetralnej odcinka AC, proste LM sa stale i przecinaja symetralng EB
w punkcie X takim, ze FX = DC = EC = %.

Rozwazmy teraz sytuacje, w ktérej punkt B nie nalezy do symetralnej od-
cinka AC'. Ze wzgledu na symetrie przeanalizujmy tylko takie potozenie punktu
B, 7e BC < AB (por. rysunek 9).

B

A E c

Rysunek 9.

Poruszajac punktem B, zmienia si¢ polozenie prostej LM — nasuwa si¢
wowczas spostrzezenie, ze mamy tu do czynienia z obrotem prostej LM wokot
punktu X; prosta LM jest obrazem prostej réwnoleglej do AC' w obrocie wokét
punktu X o kat a. Nasuwa sie jeszcze inna mysl: punkt B takze obraca sie o ten
sam kgt o wokdl punktu X. Dokonajmy weryfikacji tak postawionej hipotezy
(por. rysunki 10a, 10b).

a) b)
Rysunek 10.

Dokonana weryfikacja obala hipoteze, ze punktem obrotu jest X. Postawmy
zatem inna hipoteze: punkt B obraca sie o kgt o wokdl punktu E. Roéwniez
i w tym przypadku dokonana weryfikacja empiryczna ($lad, pomiar katéw)
obala hipoteze, ze $rodkiem obrotu jest punkt E (por. rysunki 11a, 11b).
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Rysunek 11.

Sprobujmy raz jeszcze dokonaé obserwacji w CABRI. PoprowadZzmy prosta
prostopadta do prostej LM i przechodzaca przez punkt B. Prosta ta przetnie
symetralna odcinka AC' w punkcie G. Stawiamy teraz hipoteze: punkt B obraca
sie o kgt o wokdl punktu G.

16.3f

M

Rysunek 12.

Zaznaczony Slad oraz dokonane pomiary (por. rysunki 12a, 12b) potwier-
dzaja postawiona hipoteze, ze punkt G jest $rodkiem obrotu o taki kat, o jaki
obraca sie prosta rownolegta do AC' wokét punktu X. Nietrudno réwniez zna-
lez¢é matematyczne uzasadnienie — wystarczy zauwazy¢, ze proste: symetralna
odcinka AC' i réwnolegta do AC' przechodzaca przez punkt X oraz proste LM
i BG sa prostopadle.

Przedstawmy teraz jeszcze inne spojrzenie na weryfikacje postawionej hipo-
tezy w paragrafie 3. Przyjmijmy w tym celu oznaczenia takie, jak na rysunku
13a: punkty M’, M", L', L"”, to rzuty prostokatne punktéw M i L odpowiednio
na proste: AC i réwnolegta do AC przechodzacy przez punkt X . Ponadto punkt
H jest wspOlnym punktem prostej BG i réwnoleglej do AC przechodzacej przez
punkt X. Punkt F' to czesé wspdlna prostej LM i odcinka BC.
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Rysunek 13.

Wykorzystujac obrét i jego wlasnosci, nietrudno wskazaé trojkaty przysta-
jace: XM"M i XLL"” (katy wierzchotkowe, katy proste i LL” = MM"). Z tego
wnioskujemy, ze XL = X M. Korzystajac z twierdzenia Talesa dla uktadu: pro-
ste L'M' i LM oraz MM', XE i LL', otrzymujemy, ze EM' = EL’. Ponadto
zauwazmy, ze punkty X, H, G tworza zawsze trojkat prostokatny; zaznaczo-
ny dodatkowo §lad punktu H (przy wszelkich polozeniach punktu B na calej
plaszczyZnie) wskazuje na staly okrag (por. rysunek 13b) — zatem punkty X
i G sa stale. Jednoczesnie takie umieszczenie punktu H, ze H = C' wskazuje,
ze EC = XFE = GE. Wykorzystujac przypadek wczesniejszy (gdy punkt B
nalezal do symetralnej odcinka AC), stwierdzamy, ze EX = EC = EA.

Takie rozumowanie, cho¢ niekompletne, zastuguje jednak na uwage ze wzgle-
du na jego szkolny charakter: wprowadza w metode matematyczna oraz do-
datkowo jest wynikiem $cistego wspoldzialania ucznia z programem CABRI
w sferze poszukiwan dowodu. Komputer weryfikuje w tym przypadku stawiane
hipotezy: poprzez pomiar, dodatkowe wykreslenie prostych réwnolegtych, okre-
gu itp. Z tego powodu praca ucznia nad problemem ma charakter wewnetrznego
dialogu z programem CABRI.

Powré¢émy do ostatniej hipotezy sformutowanej w punkcie 3. Rozwazmy
wiee przypadek, gdy punkt B nalezy do prostej AC. Slad prostych LM przy
wszelkich zmianach polozenia punktu B na prostej AC (por. rysunek 5) wska-
zuje, ze proste LM tworza pek prostych; nie mozna jednak uzyskaé symetralnej
odcinka AC. Gdyby prosta LM pokryla sie z symetralng odcinka AC', to by
oznaczalo, ze punkt M bylby punktem symetralnej odcinka AC', a to z kolei
generowaloby sytuacje, w ktorej punkt C' pokrywalby sie z punktem FE, czyli
A = C, co jest sprzeczne z tredcig zadania. Skonstatujmy zatem: proste LM,
przy wszelkich zmianach polozenia punktu B, przechodzq przez staly punkt,
a same tworzq, z wyjgtkiem symetralnej odcinka AC, pek prostych.
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5. Przedtuzanie zadania

Rozpatrywane w paragrafie 4 twierdzenie zostalo matematycznie uzasad-
nione. Mozemy dokonaé kolejnych eksperymentéw w CABRI i postawi¢ nowe
pytania, np. czy kwadraty mozna zastgpi¢ innymi czworokgtami, zachowujgc
teze twierdzenia? Przedstawione powyzej objasnienia, szczegdlnie dowdd z wy-
korzystaniem ukladu wspoéirzednych (por. punkt 4.1), istotnie opieraly sie na
zalozeniu, ze rozwazane czworokaty to kwadraty. Dlatego tez rozumowania te
nie sugerowaly mozliwosci zastapienia kwadratu innym czworokatem. Zamien-
my teraz owe kwadraty na prostokaty. Ustalmy dodatkowo ten sam kat pomie-
dzy bokiem prostokata a jego przekatna.

Rysunek 14.

Wykonana konstrukcja w CABRI (por. rysunki 14a, 14b) wskazuje na dwie
mozliwoéci zwiazane z umieszczeniem dodatkowego kata. W obu przypadkach
proste LM beda posiadaé¢ jeden wspélny punkt. Skoro teza twierdzenia wydaje
sie stuszna dla prostokatow, to sprawdzmy jej stuszno$é réwniez dla rombdw.
Tutaj takze potrzebujemy dodatkowego kata — pomiedzy bokami rombu.

Rysunek 15.

Jednak w przypadku rombu, w pierwszej sytuacji (por. rysunek 15a) proste
LM przechodza przez jeden staly punkt, a w drugiej (por. rysunek 15b) nie
ma takiego stalego punktu. Taka obserwacja nasuwa mysl, ze umieszczenie kata
w rombie ma decydujace znaczenie. Sytuacja, w ktérej przy wierzchotku B sa
katy a oraz 180° — v (gdzie « jest danym katem pomiedzy bokami rombu) daje
pozytywny rezultat, tzn. przy tak usytuowanych rombach proste LM beda
mialy wspélny punkt.
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Kolejna proba dotyczy rownolegtoboku. Jednak dla tego czworokata trzeba
okredli¢ dwa katy: kat pomiedzy bokami oraz kat pomiedzy bokiem a przekatna
(por. rysunek 16). Korzystajac z wezedniejszych obserwacji dotyczacych rombu
i prostokata, od razu ustalmy kat pomiedzy bokami w taki sposéb, aby przy
wierzchotku B w sasiednich réwnolegtobokach katy wynosity: « oraz 180° — a.

A
7 ,f

\ L M

A c

Rysunek 16.

Réwniez i w tym przypadku eksperyment w CABRI pozwala na sformu-
towanie hipotezy, ze proste LM, przy wszelkich polozeniach punktu B, prze-
chodza przez jeden punkt staly, ktory jest srodkiem odcinka LM . Poczynione
eksperymenty pozwalaja jedynie na sformutowanie i dopracowanie nastepujacej
hipotezy:

Dana jest polplaszczyzna, punkty A i C' na jej krawedzi oraz
dwa katy: a i 8. Dla kazdego punktu B tej polplaszczyzny rozwaz-
my réwnolegtoboki ABKL i BCM N lezace na zewnatrz tréjkata
ABC, przy czym katy: CBN, BAL sa réwne «, akaty BAK i M BC
wynosza (3. Rownolegloboki te wyznaczaja odpowiadajaca punkto-
wi B prosta LM. Udowodnij, ze wszystkie proste odpowiadajace
roznym polozeniom punktu B przechodza przez jeden punkt.

W celu udowodnienia powyzszego twierdzenia wystarczyloby pokazaé, ze
punkt M jest obrazem punktu L w symetrii Srodkowej wzgledem $rodka odcinka
LM, bez wzgledu na potozenie punktu B. Zauwazmy na poczatku, ze punkt
L mozna przeksztalci¢ na punkt M, korzystajac z nastepujacych przeksztalcen
(por. rysunek 17):

e obrét punktu L wokét punktu A o kat LAB (réwny «) — powstanie punkt
L' lezacy na poélprostej AB,

e jednokladnosé o srodku w punkcie A i skali s = % — obraz punktu L’

pokryje sie z punktem B,
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e jednokladno$é o srodku w punkcie C' i skali k = g—]BV[ — punkt B ,przej-
dzie” na punkt B’ w taki sposéb, ze |CB’'| = |CM],

e obrét punktu B’ wokét punktu C o kat BCM (ré6wny 180° — a) — obraz
punktu B’ pokryje si¢ z punktem M.

A C

Rysunek 17.

W ten sposéb otrzymujemy przeksztalcenie P przeprowadzajace punkt L
na punkt M: O =% o Jk 0 J5 0 0% (L) = M.

Zwr6émy uwage, ze rownolegltoboki BCMN i ABKL sa podobne ($wiad-
czy o tym rownos¢ odpowiednich katéw pomiedzy bokami i pomiedzy bokiem
a przekatna). Zatem ﬁ—é = %. Skoro BN = CM, to ﬁ—é = %—AB{, czyli k = %
(lub k- s = 1). Przywolajmy teraz nastepujace twierdzenie:

Jesli M # N i m-n =1, to przeksztalcenie Jy; o Jy jest translacja.
(Serafin, Trelinski, 1976, s. 119)

Powolujac si¢ na cytowane twierdzenie, mozemy stwierdzié, ze: Jg o Jj
jest translacjg — dodajmy do tego, ze wektor translacji jest rownolegty do AC.
Zatem przeksztalcenie P przybiera nastepujaca postac: Oégoofa ) TE o 0%.
Wszystkie trzy przeksztalcenia w tym ztozeniu tworzace przeksztatcenie P sa
izometriami. Przywotajmy twierdzenie mowiace o rozktadzie przeksztatcen izo-
metrycznych plaszczyzny na symetrie osiowe:

Kazda izometria jest symetrig osiowa lub zlozeniem dwéch symetrii osio-
wych lub zlozeniem trzech symetrii osiowych.
(Serafin, Treliniski, 1976, s. 55)

Przypomnijmy réwniez, ze:

e translacje o niezerowy wektor zastepujemy zlozeniem dwéch symetrii
osiowych o osiach réwnolegtych, prostopadlych do wektora i odleglych
od siebie o polowe dlugosci wektora,

e obrét o niezerowy kat zastepujemy zlozeniem dwdch symetrii osiowych
o osiach przecinajacych si¢ w srodku obrotu i pozostajacych wzgledem
siebie pod katem réwnym potowie kata obrotu.
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Rozwazmy ogdlnie nasze ztozenie 01080o -« OTBOOfa‘l’ zastepujac kazde z prze-
ksztalcen odpowiednig liczba symetrii osiowych wedlug nastepujacych zasad:
o 0% = Syo8Sq, gdzie anb = {A} oraz £ {a,b} = §,

o T = 5405, gdze c||d oraz odl {c,d} = |;’—|,

° Ogo"—a =Sfo08,, gdzieeN f = {C} oraz L{e, f} = %.

Rysunek 18.

Rozpoznajmy najpierw zlozenie TE o 0%, ustalajac potozenie prostych a,
b, ¢, d tak, jak na rysunku 18. Proste b i ¢ pokrywaja si¢ — zatem zlozenie
dwdéch symetrii osiowych wzgledem tych prostych jest przeksztalceniem tozsa-
mosciowym. Stad wnioskujemy, ze T 0 OF = Sq 0 S,, gdzie aNd = {Z} oraz
Z{a,d} = §. Zatem badane zlozenie jest obrotem wokot punktu Z o kat o.
Ustalmy potozenie pozostatych prostych e i f tak, jak na rysunku 19a.

Rysunek 19.
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Ustawienie prostych a, d oraz e, f moze by¢ dowolne z zachowaniem nastepu-
jacych wiadciwodci: and = {Z}, Z{a,d} = §,enf ={C}, L{e, [} = %.
Zatem mozemy proste a, d, e, f utozy¢ w taki sposéb, aby proste d, e pokryly sie
(por. rysunek 19b). Wéwezas zlozenie dwdch symetrii osiowych wzgledem tych
prostych jest przeksztalceniem tozsamos$ciowym. Otrzymujemy w ten sposob
wniosek, ze nasze badane przeksztalcenie P = 01080"—@ o TE o OF jest zloze-
niem dwéch symetrii osiowych: P = SyoS,. Proste ai f, przecinajac sig, tworza
pewien kat. Kat ten mozemy wyliczy¢, korzystajac z powstalego tréjkata ZC'W
(por. rysunek 20).

Rysunek 20.

. . . . o _ 180°—
Otrzymujemy nastgpujacy zwiazek: 180° = ZZWC + § + =5, zatem

LZWC = 90°. Proste a i f przecinaja sie pod katem prostym. Szukane prze-
ksztalcenie P jest zlozeniem dwdch symetrii osiowych o osiach prostopadtych.
Wynika stad, ze jest to symetria srodkowa. Jezeli dodamy do tego, ze prze-
ksztalcenie P = OICSOLQ o T 0 Of (gdzie wektor W||AC) jest zalezne jedynie
od statych punktéw A i C' oraz od stalego kata «, to dochodzimy do wniosku,
ze bez wzgledu na polozenie punktu B przeksztalcenie P przeprowadza punkt
L na punkt M — przeksztalcenie P to symetria $rodkowa o doktadnie jednym
punkcie stalym (Srodek kazdego z odcinkéw LM). Zatem kazda prosta LM
(generowana przez dowolne polozenia punktu B) przechodzi przez jeden staly
punkt.

Zauwazmy teraz, ze na podstawie powyzszego rozumowania twierdzenie do-
tyczace kwadratéw (por. rysunek 1) mozna udowodnié jeszcze inaczej, a mia-
nowicie: punkt M moze by¢ obrazem punktu L w symetrii $rodkowej (bo tylko
w tym przeksztalceniu jest doktadnie jeden punkt staly, a punkty D, L i M
sa wspolliniowe). W tym celu wystarczy zauwazy¢, ze punkt M jest obrazem
punktu L w zlozeniu dwéch obrotéw:

e obrét punktu L wokdl punktu A o kat —90° (punkt L ,przejdzie” na
punkt B),

e obrét punktu B wokél punktu C o kat —90° (punkt B ,przejdzie” na
punkt M).

Zatem 05900 00290o (L) = M. Punkty A i C sa stale, niezalezne od punktu
B. Wynika stad, ze zlozenie dwdch obrotéow o state katy wokél niezmiennych
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punktéw jest jednym z przeksztalcen izometrycznych — jest symetria srodkowsa
wzgledem punktu X.

6. Whnioskowanie empiryczne

Zastanéwmy sie w tym miejscu nad tym, w jakim sensie uczen pracujacy
z programem CABRI prowadzi wnioskowanie empiryczne. Przypomnijmy, ze
Z. Krygowska (Krygowska, 1977a, s. 136) uzywa terminu wnioskowanie empi-
ryczne w dwoch sytuacjach:

e uczen obserwuje fizyczne stosunki przestrzenne lub iloSciowe, wystepujace
w jego naturalnym otoczeniu, w modelu lub na rysunku i bezposrednio
je matematyzujac, to jest opisujac w terminach matematycznych to, co
widaé¢ lub stwierdza doswiadczeniem, formuluje hipoteze matematyczna,

e uczen wykonuje ciag préb matematycznych (np. obliczen) i dostrzegajac
pewna prawidlowo$é w rezultatach tych prob, formutuje hipoteze mate-
matyczng.

Zilustrujmy omawiane sytuacje na schemacie.

WNIOSKOWANIE EMPIRYCZNE

Obserwacje w naturalnym otoczeniu, Cigg prob matematycznych
w modelu lub na rysunku (np. obliczen)
Schemat 2.

Mozemy postawié pytanie: z ktorg z tych dwdch sytuacji mamy do czynienia,
wykorzystujgc program CABRI w celu poszukiwania i formulowania hipotez?

Postuzmy sie przykladem. Wykreslamy dowolny tréjkat i konstruujemy
w nim $rodek okregu opisanego, ortocentrum i Srodek ciezkosci; zauwazamy,
ze wymienione trzy punkty sa wspélliniowe. Taka postawa odpowiada pierw-
szej z wymienionych powyzej sytuacji wnioskowania empirycznego — postugu-
jemy sie rysunkiem i na jego podstawie formulujemy hipoteze¢ matematyczna.
Mozemy ja wzmocni¢ poprzez wykreélenie odpowiedniej proste;j.

Rozwazmy inny przykltad: wykredlamy kat, przecinamy jego ramiona dwoma
prostymi réwnoleglymi, wyznaczamy odpowiednie odcinki na jego ramionach,
dokonujemy pomiaru ich dlugosci, obliczamy odpowiednie stosunki. Zmieniamy
teraz dlugosci odcinkéw, zachowujac réwnolegloéé przecinajacych ramiona kata
prostych — przy kazdej zmianie obserwujemy obliczone stosunki odpowiednich
odcinkéw. Za kazdym razem stwierdzamy, ze te stosunki sa réwne — formuluje-
my wiec hipoteze matematyczna (por. Pajak, 2002). Taka postawa odpowiada
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niewatpliwie drugiej z wymienionych powyzej sytuacji wnioskowania empirycz-
nego — wykonujemy cigg prob matematycznych i dostrzegamy prawidlowosc.

Rozwazmy kolejny przyklad. Wykreslamy okrag, tworzymy i zaznaczamy
katy srodkowy i wpisany oparte na tym samym huku, korzystajac z pomiaréw
mierzymy oba zaznaczone katy. Zmieniamy polozenie kata wpisanego i obser-
wujemy zachodzace zmiany; dostrzegamy, ze katy wpisane maja te sama miare
— dostrzegamy, bo obserwujemy rysunki, ale dostrzegamy réwniez, bo patrzymy
na wyliczone miary katéw i stwierdzamy, ze sa identyczne. Taka postawa moze
odpowiadaé¢ obu wyrdznionym sytuacjom.

Przedstawione przyktady wskazuja, ze program CABRI umozliwia uczniowi
taka penetracje sytuacji geometrycznej, na podstawie ktérej mozna dokonywaé
wnioskowania empirycznego w obu wskazanych przez Z. Krygowska sytuacjach.
Zauwazmy od razu, ze program CABRI rozumiemy ty 1k o jako innego rodza-
ju przestrzen rysunkowa; nie traktujemy go jako naturalnego otoczenia ucznia,
ani modelu. Zmodyfikujmy zatem powyzej przedstawiony schemat (s. 90).

[ WNIOSKOWANIE EMPIRYCZNE |

ﬁOGRAM CABR\

Cigg prob matematycznych
(np. obliczen)

Obserwacje na rysunku

Schemat 3.

Otwartym i niezbadanym, jak dotad, problemem pozostaje wzajemna za-
leznos¢ i uwarunkowania stosowania przez ucznia jednoczesnie obu sytuacji
wnioskowania empirycznego w pracy z programem CABRI.

7. Podsumowanie

Powyzsze rozwazania ilustruja idee wykorzystania programu CABRI w trak-
cie rozwiazywania matematycznych probleméw. Wymienmy w tym kontekscie
najwazniejsze zalety tego programu.

1. Wykonany w CABRI rysunek jest bardzo dokladny i czytelny.
Uczen korzysta z interpretacji, ktora staje sie sugestywna; pozwala mu
skupi¢ sie na poszukiwaniu rozwigzan, a nie na poddawaniu w watpli-
wos¢ doktadnoéci rysunku czy tez wnioskowaniu na podstawie rysunkow
ilustrujacych szczegélne przypadki. Poprzez dokladny rysunek uczen na-
biera pewnosci co do prawdziwoéci obserwowanych faktéw.

2. Otrzymany rysunek, poprzez mozliwosé ruchu, spelnia cechy
rysunku interaktywnego.
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3. Za jego pomoca mozna wykona¢ w krétkim czasie wiele ekspe-
rymentow.

4. Pokazujace sie na ekranie obrazy pozwalajg zauwazaé réznorod-
ne wlasnoséci i prawidlowosci, a to z kolei ulatwia formutowanie
hipotez.

5. Umozliwia wnioskowanie empiryczne.

6. W bardzo latwy sposdb mozna weryfikowaé stawiane hipotezy.
Zaprezentowane powyzej przyklady wskazuja, ze weryfikacja postawio-
nych hipotez moze przebiega¢ w programie CABRI w dwéch aspektach:

e poszukiwanie kontrprzyktadu — obalenie postawionej hipotezy,

e wzmocnienie postawionej hipotezy poprzez dodatkowe czynnosci, ta-
kie jak: pomiary, konstrukcje prostych réwnolegtych, kreélenie syme-
tralnych itp.

W kazdej z tych sytuacji dotyczacych weryfikacji postawionych hipotez
mamy do czynienia z aktywnoscig uczniéw — z mysleniem typu matema-
tycznego ukierunkowanym na poszukiwanie lub przyblizanie si¢ do ma-
tematycznego wyjadnienia problemu. Mozna powiedzie¢, ze praca ucznia
z programem CABRI aktywizuje go matematycznie i jednoczesnie daje
mozliwo$é¢ wyboru wlasnej drogi dochodzenia do prawdy matematyczne;j.

7. y,Zabawa” z rysunkiem na ekranie komputera moze niejedno-
krotnie podsuwaé pomyslt rozwigzania, szczegblnie w przypadku,
gdy osoba rozwigzujgca problem nie posiada zadnego pomystu
na rozwigzanie tego zadania. Jest to bardzo wazny aspekt w pracy
szkolnej. Z praktyki nauczycielskiej wiemy, ze uczniowie, ktérzy nie moga
dostrzec na recznie wykonanym rysunku zadnych zaleznosci, czesto po-
rzucajy pracg. Wowcezas zachety lub podpowiedzi nauczyciela powoduja,
ze uczen podejmuje jakas probe rozwiazania zadania. W przypadku pracy
z CABRI obserwujemy mimowolna cheé¢ penetrowania problemu, czasem
przybiera ona znamiona zwyktej zabawy, checi odpowiedzenia na pytanie:
co by bylo, gdyby.... Takie proby samoczynnie powoduja, ze uczen pracu-
je nad zadaniem, trudnym problemem dtuzej, a program komputerowy
zaspokaja jego potrzeby w sferze motywacyjnej.

8. Wykonywane na ekranie komputera eksperymenty moga podsu-
naé idee dowodu. Zaznaczmy, ze metody weryfikacji stosowane w CA-
BRI (pomiary, konstrukcje prostych réwnoleglych, konstrukcje symetral-
nej odcinka itp.) maja charakter empiryczny — nie moga by¢ wiec uwa-
zane za metody poprawnego dowodu matematycznego. Ten aspekt pracy
z komputerem wymaga witaéciwych zabiegéw dydaktycznych ze strony
nauczyciela w stosunku do uczniéw; nie mozna bowiem metod weryfi-
kacji empirycznej utozsamiaé¢ z poprawnym dowodem matematycznym.
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Niemniej jednak obserwacje dokonane w programie komputerowym moga
przyblizaé, lub wrecz wskazywaé uczniowi przestanki do dowodu akcep-
towalnego z punktu widzenia matematyki.

Ponizszy schemat wskazuje na miejsce i role komputera (programu CA-
BRI) w rozwiazywaniu probleméw, czy tez w poszukiwaniu matematycz-
nych uzasadnien.

’ Zadanie-problem ‘
|
Szukanie pomystu
rozwiazania

|

’ Pomyst rozwiazania ‘

=% Weryfikacja pomyshu

=V S
2 —[TAK | [NE]-

Schemat 4.

9. Mozliwos¢ spojrzenia ,,w przéd”. Rozwiazujac zadania, poszukujac
dowod6w twierdzen, program CABRI (lub szerzej — program komputero-
wy) wprowadza nowy, niespotykany wcze$niej komponent — pozwala nie
tylko na spojrzenie ,w tyl”, ale na spojrzenie ,w przéd” (por. Kakol,
Ratusinski, 2004) wyrazajace sie przez stawianie nowych pytan, budo-
wanie empirycznych potwierdzen lub doswiadczalnych kontrprzyktadow.
Co wiecej — mozliwosci programu komputerowego w znacznej mierze ni-
weluja ewentualne braki w wiadomosciach (lub szerzej — kompetencjach
matematycznych) pracujacych z CABRI uczniéw (por. Kutzler, 1999).

Zwroémy rowniez uwage na zagrozenia, jakie ptyna z uzywania komputera
w procesie rozwigzywania probleméw.

1. Uczenn moze poprzestaé na odpowiedzi uzyskanej na drodze em-
pirycznej bez koniecznosci jej teoretycznego uzasadnienia. Prze-
widujac taka postawe uczniéw, nauczyciel w swojej pracy musi z nie-
zwykla stanowczoscia i starannodcig akcentowaé empiryczny charakter
uzyskanych odpowiedzi oraz konieczno$¢ matematycznego potwierdzenia,
gdyz doswiadczenie i obserwacja nie zawsze prowadzqg do bezblednego po-
znania (Krygowska, 1977a, s. 54). Nie zawsze proces rozwiazania zadania
musi si¢ zakoniczy¢é poprawnym rozumowaniem wyjasniajacym, czasem
wystarczy przekonanie o potrzebie uzasadnienia odpowiedzi. Zdajemy so-
bie sprawe, ze
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odwotlywanie si¢ do intuicyjnych zjawisk geometrii fizycznej jest nie-
bezpieczne, poniewaz pozwala zawsze przypuszczac, ze istnieje praw-
da geometryczna w samym rysunku.

(Krygowska, 1977a, s. 60)

Takie sytuacje wymagaja wiec od uczniéw wiekszej niz zwykle dojrzatosci
metodologicznej przy rozwiazywaniu zadan z wykorzystaniem komputera.

2. Wykonujac rysunek t y 1 k o za pomocg programu CABRI,
uczenh pozbawia sie czasami innego (dopelniajacego) spojrzenia
na sytuacje geometryczng.

Powyzsze zalety i zagrozenia pozwalaja uchwyci¢ réznice pomiedzy trady-
cyjnym sposobem rozwiazywania matematycznych probleméw, a sposobem wy-
korzystujacym program CABRI. Zwr6émy uwage na bardzo istotng rdznice.
W tradycyjnym sposobie uczen poszukuje odpowiedzi, bada rézne sytuacje,
stara sie znajdowac¢ potwierdzenia stawianych hipotez poprzez niedoktadny ry-
sunek lub rysunek w szczegdlnym przypadku, albo tez postuguje sie rozumo-
waniem formalnym, ktére z kolei czesto jest bariera trudng do przebrnigcia dla
ucznia. Pracujac z CABRI, uczen bardzo szybko dochodzi do prawidlowego roz-
wiazania, tzn. znajduje odpowiedz na postawione pytania — otrzymuje rezultat
z duzym stopniem pewnosci i wlasnym przekonaniem o stusznosci odpowiedzi.
Zadaniem ucznia w takiej sytuacji pozostaje znalezienie teoretycznego uzasad-
nienia faktow, ktore odkryl. Pracujac z komputerem, uczen koncentruje sie nie
tylko na poszukiwaniu odpowiedzi, ale celem pracy staje sie przede wszystkim
jej matematyczne uzasadnienie.

Zauwazmy rowniez, ze pojedyncze rysunki wykonane na kartce sa st at y-
czne i nieruchome — dokonane na ich podstawie obserwacje maja
charakter przewidywan, nie uwypuklaja ewentualnych niezmiennikéw. Nato-
miast prawidlowo wykonana konstrukcja w CABRI ma charakter dynamiczny,
wskazuje na niezmienniki ,,dynamicznej” figury:

jesli jaki$ przedmiot nie zmienia sie, mamy tendencje do niezauwazenia
tego przedmiotu. Przedmiot w ruchu zwraca tatwiej uwage niz przed-
miot nieruchomy. Taka struktura matematyczna ,w ruchu” oddzieli sie
od reszty i przyciggnie uwage.

(Krygowska, 1977a, s. 60)

Droga, jaka przemierza my$l ucznia rozwiazujacego matematyczny problem,
ktérej poczatek to zaznajomienie sie z trescia zadania-problemu, a koniec to
w pelni poprawne matematyczne uzasadnienie, na ogél jest dluga i wymaga od
tegoz ucznia cierpliwosci. Uzycie programu komputerowego (w szczegdlnosci
CABRI) moze znacznie przyspiesza¢ poszukiwanie przestanek dla dowodu teo-
retycznego oraz umozliwiaé szybka ich empiryczna weryfikacje. Pozwala réw-
niez na przediuzanie problemu poprzez nieskrepowane budowanie pomysltéw
oraz badanie nowych sytuacji. Realizuje sie w ten sposéb przeslanie:
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Prowokowanie ucznia do formulowania hipotez, dla ktérych znajduje on
jakas intuicyjna lub empiryczna motywacje — to bardzo wazny element
procesu nauczania matematyki.

(Krygowska, 1977a, s. 101)

Przeprowadzanie w pelni poprawnych matematycznych dowodéw twierdzen
jest oczywiscie mozliwe do wykonania, ale nie zawsze dydaktycznie uzasadnione
na poziomie szkolnym. Wéwczas pozostaje koniecznosé zaakceptowania przez
nauczyciela uzyskanego droga eksperymentu wyniku uczniowskiego z jednocze-
snym uswiadomieniem uczniowi istnienia i potrzeby dowodu.
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