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Abstract. The subject-matter of this article can be divided into three main
parts. The first one includes the theoretical problems concerning the fields
of algebraic fractions and rational functions. In the second part we deal
with didactic questions of algebraic fractions and rational functions in
some chosen school textbooks. In the third part deep ideas and formal
models of algebraic fractions and rational functions are discussed.

Wstep

Tematyke zawarta w tej pracy mozna podzieli¢ na trzy czesci. Czedé pierw-
sza zawiera zagadnienia teoretyczne dotyczace ciala ulamkéw algebraicz-
nych (wyrazen wymiernych) i ciala funkcji wymiernych jednej zmiennej rze-
czywistej. Wymienione zagadnienia zostaly opracowane na podstawie ksiazek:
(Bialtynicki-Birula, 1976), (Gleichgewicht, 1983), (Kostrykin, 1984), (Jlamum,
Escees, 1978), (Opial, 1969).

W tych ksiazkach Czytelnik moze znalezé brakujace w tej pracy dowody
twierdzen, a takze zapoznaé sie z obszerniejszymi materialami dotyczacymi tej
tematyki. W czedci drugiej przedstawiona jest krytyczna analiza dydaktycz-
nych i teoretycznych opracowan tematyki utamkow algebraicznych i funkcji
wymiernych na przyktadzie wybranych podrecznikéw szkolnych. Czesé trzecia
dotyczy idei glebokich i modeli formalnych (Semadeni, 2002), (Semadeni, 2005)
utamkéw algebraicznych i funkcji wymiernych.

Istota tej pracy jest analiza wzajemnych zwiazkéw miedzy znanymi w mate-
matyce wyzszej faktami dotyczacymi utamkoéw algebraicznych i funkeji wymier-
nych, a opracowaniami dydaktycznymi tych zagadnien w matematyce szkolnej.
W wyniku tej analizy otrzymujemy wnioski, gteboko umotywowane teoretycz-
nie i dydaktycznie, dotyczace dydaktycznego ujecia tej tematyki.

Artykul ten jest skierowany przede wszystkim do studentéw matematyki
studiéw nauczycielskich i do nauczycieli matematyki. Rozwazane w tej pracy
zagadnienia moga by¢ wykorzystane do pracy ze studentami na seminariach
i wyktadach monograficznych.
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1. Wiadomosci wstepne

W tym punkcie zamieszczone sa definicje i twierdzenia, ktére beda wyko-
rzystywane w dalszych czedciach tej pracy.

DEFINICIA 1.1
Niezerowy pierscien (P, +,-) przemienny z jednosScia i bez dzielnikéw zera na-
zywamy pierscieniem catkowitym.

Niech P bedzie pierscieniem calkowitym. Symbolem P[x] oznaczamy zbiér
wszystkich wielomianéw jednej zmiennej x o wspoélczynnikach z pierscienia
P. Ponadto (z) oznacza wielomian zerowy jednej zmiennej x. Wielomian
w(x) € Plz] nazywamy unormowanym, jezeli najwyzszy wspdlczynnik wie-
lomianu w(x) jest réwny 1.

TWIERDZENIE 1.2
Jezeli P jest pierscieniem calkowitym, to (Plx],+,-) z dodawaniem + i mno-
zeniem - wielomiandw jest pierscieniem catkowitym.

W zbiorze Plz] okreslamy relacje podzielnosci |
w(@)u(z) <= Fv(z) € Pla](u(z) = w(z)v(z))
dla w(z), u(z) € Pla] oraz relacje stowarzyszenia ~
w(@) ~ u(z) <= (w(@)|u(@) Au(@)w(z))

dla w(x),u(z) € P[z]. Relacja stowarzyszenia ~ jest relacja réwnowaznosci
w zbiorze Plx].

LEMAT 1.3
Niech K bedzie ciatem. Dla dowolnych wielomiandéw w(x) i u(x) z pierscienia
Klz] spelniony jest warunek:

w(z) ~u(z) <= Ja € K\ {0} w(z) = au(z)],
gdzie ~ oznacza relacje stowarzyszenia w zbiorze K|z

TWIERDZENIE 1.4
Niech w(zx), u(x) iv(x) bedg wielomianami nad cialem K. Jezeli w(z)|u(z)v(x)
i wielomiany w(z) i u(x) sq wzglednie pierwsze, to w(x)|v(z).

TWIERDZENIE 1.5
Niech w(z) i u(x) bedg wielomianami nad cialem K, przy czym w(zx) # 0(x)
lub u(z) # 0(x). Jezeli wielomian d(x) € Klx] jest najwigkszym wspdlnym
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dzielnikiem wielomiandw w(x) i u(x), to istniejg wielomiany wzglednie pierwsze
wi () € Kx] i ui(z) € K[z] takie, Ze

w(z) =w(z)d(z) i ulr)=uwui(x)d(z).

TWIERDZENIE 1.6

Niech w(z) € Plx] bedzie wielomianem stopnia n > 0 nad pierscieniem calko-
witym P. Wielomian w(zx) ma co najwyzej n pierwiastkéw, liczgc kazdy pier-
wiastek tyle razy, ile wynosi jego krotno$é.

TWIERDZENIE 1.7

Niech w(z) i u(z) bedg wielomianami nad pierscieniem catkowitym P. JeZeli
istniejg elementy aq, ..., a, € P takie, Ze:

(a) w(a;) =ula;) dlai=1,..,m,

(b) m > max{st(w(z)),st(u(z))},

(€) a; #a; dlai # j, gdzie i,j =1,...,m,

to wielomiany w(x) i u(x) sg rdwne.

2. Ciato utamkéw pierscienia catkowitego

Konstrukcja ciata utamkow pierscienia catkowitego bedzie stosowana w dal-
szych czesciach tej pracy, dlatego w tym punkcie przypomnimy podstawowe
etapy tej konstrukeji i ustalimy przyjete w niej oznaczenia.

Niech (P,+,-) bedzie pierscieniem calkowitym. Przyjmujemy oznaczenie
Py = P\ {0}. W zbiorze P x Py okreslamy relacje S nastepujaco:

(a,b)S(c,d) <= ad = bc (1)
dla (a,b), (¢,d) € P x Pp.

TWIERDZENIE 2.1
Relacja S okreslona wzorem (1) jest relacjg réwnowaznodci w zbiorze P x Py.

Przyjmujemy oznaczenie: U(P) = (P x Py)/S, czyli U(P) jest zbiorem
wszystkich klas abstrakcji wyznaczonych przez relacje réwnowaznosci S w zbio-
rze P x P,.

DEFINICIA 2.2
Dodawanie + 1 mnozenie - w zbiorze U (P) okreslamy nastepujacymi wzorami:

[(a,0)] + [(c, d)] = [(ad + be, bd)],
[(a,0)] - [(¢, )] = [(ac, bd)]
dla dowolnych [(a, b)], [(c, d)] € U(P).
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TWIERDZENIE 2.3
Struktura algebraiczna (U(P),+,-) jest cialem.

Kazda klase abstrakcji [(a,b)] , bedaca elementem ciala U(P), mozemy za-
pisaé w postaci
a

b
i bedziemy nazwaé¢ ulamkiem. Zauwazmy, ze wowczas wzory na dodawanie
i mnozenie w zbiorze U(P) okreslone w definicji 2.2 maja postaé:

c ad + be a ¢ _ac @)
d bd ' b d b

+

a
b

dla &, ¢ € U(P).

DEFINICJA 2.4
Ciato (U(P), +, -) nazywa sie cialem ulamkdw pierScienia catkowitego (P, +,-).

Odwzorowanie ¢ : P — U(P) okreslone wzorem:

dla a € P jest monomorfizmem (zanurzeniem) pierscienia caltkowitego P w cialo

U(P) ulamkéw tego piericienia. Utozsamiajac ulamek postaci ¢ z elementem

a, pierscien P mozemy traktowaé jako podpierscien ciala U(P).

3. Ciato utamkow algebraicznych

DEFINICIA 3.1

Niech P bedzie pierscieniem catkowitym. Pierscieri calkowity Plxq, ..., .| wie-
lomianow n zmiennych nad pierscieniem P definiujemy nastepujaco:

1) P[z1] jest pierscieniem calkowitym wielomianéw jednej zmiennej z; nad
pierscieniem P;

2) Plz1,...;Tpn—1,%y,], gdzie n > 1, jest pierScieniem caltkowitym wielomia-
néw jednej zmiennej x, nad pierscieniem catkowitym Plxq,...,x,_1], czyli
Plzy, ..., pn-1,2n] = (P21, ...s Tn—1])[Tn]-

Niech P bedzie piericieniem calkowitym. Z definicji 3.1 wynika, ze pier-
$cieh Plxq,...,x,] z dodawaniem i mnozeniem wielomianéw n zmiennych jest
pierscieniem calkowitym. Symbolem 6(z1, ..., z,) bedziemy oznaczaé wielomian
zerowy n zmiennych 1, ..., Zy.

DEFINICIA 3.2

Cialo ulamkéw pierscienia catkowitego Plxq, ..., 2] wielomiandéw n zmiennych
nazywamy ciatem ufamkow algebraicznych n zmiennych nad pierscieniem cal-
kowitym P i oznaczamy symbolem UP(x1, ..., z,,). Elementy ciala UP(z1, ..., z,,)
nazywamy utamkami algebraicznymi n zmiennych.
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Utamki algebraiczne nazywamy rowniez wyrazeniami wymiernymi.

Jezeli w(zy, ..., xn) € Plx1, .oy Tn), u(x1, ooy Tn) € Plxy, ooy zp] 1u(z, ..y T)
# 0(x1, ..., Tn), to klase abstrakcji [w(xy, ..., zpn), u(z1, ..., 2,)] € UP(x1, ..., )
zapisujemy w postaci utamka

W(T1, ey Tp)
—_ 3)
w(Tyy .oy Tn)
Utamek (3) bedziemy réwniez zapisywaé prociej w postaci .
Niech
w W
—Le UP(x1,...,zn) 1 —2 e UP(21,...,Tp).
(751 U2
Wtedy wzory na dodawanie i mnozenie (por. wzory (2)) oraz na odejmowanie
i dzielenie utamkow algebraicznych mozna zapisac:

wq Wy  WilUg + UjW2 w1 W2 Wil — U1W2 wyp W2  WW2

) ) b
U1 u2 U1u2 U1 U2 U1u2 up U2 U1uU2

D B2 W%y, £6)

up U2 U1 w2

Pierscienie P i P[x1,..., Z,] sa podpierécieniami ciala ulamkéw algebraicz-
nych UP(x1,...,x,).
L. Tradycyjna definicja funkcji wymiernych

W tym punkcie podamy tradycyjna definicje funkcji wymiernych, a w na-
stepnym — zmodyfikowang definicje tych funkcji.
Dane jest cialo K. Niech

w(xy, ..., T
M ceUK(z1,...,Zn)-
ULy, ooy Ty

Rozwazmy zbiér
DO = {(a/h ...,G/n) e K": u(ala -"aa’n) = O}
Przyjmujemy, ze D = K™\ Dy. Okreslamy funkcje f : D — K nastepujaco:

w(ay, ..., an)
u(ala"'aan) (4)

f(al, ceey an) =

dla dowolnego ciagu (aq, ..., a,) € D.



10 Antoni Chronowski

DEFINICIA 4.1
Funkcje f okreslong wzorem (4) nazywamy funkcjg wymierng n zmiennych nad
cialem K.

Réwnym utamkom algebraicznym z ciala UK (x4, ..., 2, ) mogg odpowiadaé
rézne funkcje wymierne n zmiennych nad cialem K.
PRZYKLAD.

Rozwazmy ulamki algebraiczne jednej zmiennej x nad cialem R liczb rze-
czywistych:
T T
x+1" z(z+1)

Zauwazmy, ze

Funkcje wymierne

x . IQ

P R )

fz) =

sg rézne, gdyz maja rézne dziedziny.

Powyzsza definicja funkcji wymiernych jest powszechnie stosowana w tych
dziedzinach matematyki (np. w analizie matematycznej), w ktérych badamy
wlasnosci poszcezegélnych funkeji wymiernych (np. ciaglo$é, rézniczkowalnosé,
calkowalnosé), ale nie rozwazamy struktur algebraiczno-porzadkowych zbioru
funkcji wymiernych.

5. Ciato funkcji wymiernych

W tym punkcie symbol K oznacza cialo nieskoniczone. Jezeli a € K, to
przyjmujemy, ze: a®° = 11i (x —a)® = 1 dla # — a € KJ[z]. Symbolem A
oznaczamy zbiér wszystkich liczb naturalnych z zerem.

Tradycyjna definicje funkcji wymiernych (jednej zmiennej) zmienimy w taki
sposéb, aby zbidr wszystkich funkeji wymiernych (jednej zmiennej) nad cialem
K wraz z dodawaniem i mnozeniem tych funkcji tworzyl ciato. Istota tej zmiany
bedzie polega¢ na tym, ze dziedzine funkcji wymiernej bedziemy ustala¢ po
uproszczeniu ulamka algebraicznego okreslajacego te funkcje przez czynniki
postaci (r—a)!, gdzie a € K jest pierwiastkiem wielomianu u(x) wystepujacego
w mianowniku tego utamka.

Niech w(z),u(x) € KJz] beda wielomianami nad cialem K, przy czym
u(z) # 0(x). Niech DCK bedzie zbiorem okreslonym nastepujaco:

D={ae K: 3k e N Jwy(z),uo(z) € K[z](w(z) = (x — a)*wo(x) (5)
A u(r) = (z — a)fup(x) A ug(a) #0)}.
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Zauwazmy, ze jezeli element a € K nie jest pierwiastkiem wielomianu u(z),
to a € D, gdyz wystarczy przyjaé: k = 0, wo(z) = w(z), uo(z) = u(z). Jezeli
w(x) = (), to O(x) = (z — a)*0(z), czyli a € D dla dowolnego a € K. Jezeli
w(x) = u(z), to oczywiscie a € D dla dowolnego a € K.

Przedstawienie wielomianéw w(z) i u(xz) w postaci

Fwo(z), w(z) = (x —a)*ue(z) i wuo(a)#0

w(x) = (x — a)
jest jednoznaczne. Istotnie, dla k& = 0 jednoznacznos$¢ jest oczywista. Jezeli
ke Nik>1,towarunki u(z) = (z—a)*up(x) i ug(a) # 0 oznaczaja, ze a jest
k-krotnym pierwiastkiem wielomianu u(z), a krotno$¢ pierwiastka wielomianu
jest wyznaczona jednoznacznie. Jezeli u(z) = (z — a)*u)(z) i uy(a) # 0 dla
pewnego wielomianu uj(z) € K[z], to (z — a)*ug(z) = (v — a)*uf(z), czyli
uo(x) = ufy(x). Poniewaz liczba k jest wyznaczona jednoznacznie, analogicznie
sprawdzamy jednoznacznosé przedstawienia wielomianu w(z) w postaci w(x) =
(x — a)*wo(z).

Okreslamy funkcje f: D — K, ktéra zapisujemy symbolicznie

fa) = 202 )
nastepujaco:
fla) = 00 )

dla dowolnego elementu a € D.
Na podstawie powyzszych rozwazan mozemy przyjac nastepujaca definicje.

DEFINICIA 5.1

Funkcje f(z) postaci (6), ktorej dziedzina jest zbiér D okreslony warunkami
(5), natomiast wartosci funkcji f(z) okreslone sa za pomoca réwnosci (7), na-
zywamy funkcjg wymierng jednej zmiennej x nad cialem K.

Zbiér wszystkich funkcji wymiernych jednej zmiennej x nad cialem K be-
dziemy oznaczaé¢ symbolem K (x).
Kazdy wielomian w(z) € K|z] jest funkcja wymierna, gdyz w(z) = w(lz)
Funkcje wymierne f1(z), fa(z) € K(z) o dziedzinach odpowiednio Dy i Dy
nazywamy rownymi, jezeli:
(a) D1 = DQ,
(b) Va € Dy [fi(a) = fa(a)].

Dziedzina funkcji wymiernej
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jest zbiér K, przy czym
f(a) =0
dla dowolnego a € K. Funkcje wymierna 6(z) bedziemy progciej oznaczaé sym-

bolem 0(x).
Dziedzina funkcji wymiernej

Aw) = 42
u(z)
jest zbiér K, przy czym
Ala) =1

dla dowolnego a € K.
PRZYKLAD.

Dane sa dwa wielomiany nad cialem R liczb rzeczywistych:
w(r) =2 -3z +2 i u(x)=2%—42+3.
Latwo sprawdzié, ze
wx)=(x—-D(z-1)x+2) i ulx)=(x-1)(z-3).
Zgodnie z okresleniem zbioru D otrzymujemy: wo(z) = (z—1)(z+2) = 22 +1—2

iug(z) =2 -3, k=1. Zatem D =R\ {3}.
Zgodnie z definicjg 5.1 wartosé funkcji wymiernej

23— 3z +2
= 8
fla) = ®)
jest okreslona nastepujaco:
a’?+a—2
fla) =

dla kazdej liczby a € D. W szczegdlnosei f(1) = 22 = & =0,
Wobec tego funkcje

23042 (g g £ 1, 2 #£ 3 2+ -2
= { x2—4x+3 ’ ’ =
/(@) {0 dla z =1, 9(x) r—3

sa réowne, czyli maja wspdlng dziedzing D = R \ {3} oraz f(x) = g(z) dla
kazdej liczby = € D.
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TWIERDZENIE 5.2
Dla dowolnych wielomiandw w(x), u(x),v(z) € K[z] nad cialem K, gdzie u(x)#
0(x) i v(x) # 0(x), funkcje wymierne

nad cialem K sq¢ réwne.

Dowdd. Jezeli w(z) = 0(zx), to f(a) = g(a) = 0 dla dowolnego a € K.
Nastepnie zakladamy, ze w(x) # 6(x). Niech a € K. Wtedy wielomiany w(z),
u(z) 1 v(z) mozemy przedstawi¢ w postaci:

w(z) = (z = a)wo(x), wo(a) # 0,
u(z) = (z — a)*uo(z), uo(a) # 0,
v(z) = (z — a)'vo(x), vo(a) #0,

przy czym wo(z), uo(x),vo(z) € K|z] oraz m, k,l € N.

Jezeli m < k, to m +1 < k + 1, czyli element a nie nalezy ani do dziedziny
funkcji f(x), ani do dziedziny funkeji g(x). Jezeli m > k, to m+1 > k+1, czyli
element a nalezy do dziedzin funkcji f(z) i g(x). Zatem funkcje f(x) i g(x) maja
identyczne dziedziny. Jezeli element a nalezy do wspélnej dziedziny funkcji f(x)

ig(z), to

_ wp(a)(a —a)"*
f(a’) - uo(a) )
_ wn(@wo(a)e — @)Dy (a) o — a)mF
9la) = uo(a)vg(a) o uo(a) ’

czyli f(a) = g(a). Zatem funkcje wymierne f(z) i g(x) sa réwne.
7 twierdzenia 5.2 bezposrednio wynika nastepujacy

WNIOSEK 5.3
Kazdg funkcje wymierng f(x) nad cialem K mozna przedstawié w postaci

gdzie w(z),u(zr) € Klz] i u(z) jest wielomianem unormowanym.

TWIERDZENIE 5.4
Funkcje wymierne
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nad ciatem K sq réowne wtedy i tylko wtedy, gdy spelniona jest rowno$é wielo-
mianow
wr (z)uz(x) = wa(z)ug (x). (9)

Dowdd. Jezeli spetniona jest réwnosé (9), to oczywiscie réwne sa funkcje
wymierne:
(o) = D) ) - alulr)
u (x)uz(z) u (x)uz(z)
Z twierdzenia 5.2 wynika, ze funkcje f1(z) i g1(z) sa réwne oraz funkcje fa(z)
i go(z) sa réwne. Zatem funkcje f1(z) i fa(x) sa réwne.

Nastepnie zakladamy, ze réwnosé (9) nie jest spelniona. Na podstawie twier-
dzenia 1.7 wnioskujemy, ze istnieje nieskonczenie wiele elementéow a € K ta-
kich, ze wy(a)uz(a) # wa(a)ui(a). Wobec tego istnieje element b € K taki,
ze wy (b)ua(b) # wa(b)uq(b) i element b nie jest pierwiastkiem ani wielomianu
u1(x), ani wielomianu us(x). Poniewaz

A= 00) = mbua®)
_wa(b)  wa(b)ui(b)
F2(b) = us(d) w1 (b)us(b)’

wiec f1(b) # fa(b). Zatem funkcje fi(x) i fo(x) nie sa réwne.

TWIERDZENIE 5.5
Kazda funkcja wymierna f(x) nad cialem K moze byé jednoznacznie przedsta-
wiona w postacs

fla) =255, (10)

przy czym spelnione sq¢ warunki:
(a) wielomiany w(z),u(z) € K[z] sq¢ wzglednie pierwsze;
(b) u(x) jest wielomianem unormowanym.
Ponadto dziedzing funkcji wymiernej f(x) przedstawionej w postaci (10) jest
zbior D = {a € K : u(a) # 0}.

Dowdéd. Rozwazmy dowolna funkcje wymierna

w (@)
o)

fz) =

nad cialem K. Niech d(z) bedzie najwickszym wspdlnym dzielnikiem wielo-
mianéw w*(z) i u*(z) takim, ze najwyzszy wspélczynnik wielomianu d(z) jest
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réwny najwyzszemu wspélezynnikowi wielomianu v*(z). Z twierdzenia 1.5 wy-
nika, Ze istnieja wielomiany wzglednie pierwsze w(z), u(z) € K|x] takie, ze

w(z) =w(z)dz) 1 u*(z)=u(x)d(z).
Zauwazmy, ze wielomian u(x) jest unormowany. Na podstawie twierdzenia 5.2
otrzymujemy:
@) = w*(z)  wx)d(z)  w(x)
C (@) u(e)d(z)  u(z)

Nastepnie udowodnimy jednoznacznos$é. Niech funkcja wymierna f(x) nad
cialem K bedzie przedstawiona w postaci:

f(a?) _ wl(x) _ w2($)7

ui(z)  uz(z)

gdzie wielomiany w;(x) i u;(x) sa wzglednie pierwsze dla i = 1,2, a wielomiany
ui(x) 1 uz(x) sa unormowane. Na mocy twierdzenia 5.4 mamy réwnosé:

wy (x)ug(x) = wa(x)ug (). (11)

Z twierdzenia 1.4 i réwnosci (11) wynika, ze ui(x)|uz(z) i ua(z)|uy(z), czyli
u1(x) ~ uz(x). Poniewaz najwyzsze wspolczynniki wielomiandéw wui(x) i ua(x)
sa réwne 1, wigc ui(x) = uz(z) na mocy lematu 1.3. Wobec tego z réwnosci
(11) wynika, ze wi(x) = wa(z). Na podstawie definicji 5.1 funkcji wymiernej
zbiér D = {a € K : u(a) # 0} jest dziedzing funkcji (10).

TWIERDZENIE 5.6

Niech fi(x) i fo(x) bedg funkcjami wymiernymi nad cialem K o dziedzinach
odpowiednio Dy i Do. Jezeli istnieje nieskonczony podzbior M CDy N Dy taki,
ze

Vae M[fi(a) = fa(a)],

to funkcje wymierne fi(x) i fa(x) sq réwne.

Dowdd. Niech

fi(z) = i fle) =3
My ={aeM: ui(a) #0 A uz(a) # 0}.

Zauwazmy, ze zbiér M7 jest nieskonczony. Dla dowolnego elementu a € My
mamy:
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czyli

wi(a)uz(a) — wa(a)u(a) =
Zatem wielomian

() = wi(x)uz(r) — wa(r)us ()
ma nieskonczenie wiele pierwiastkéw, czyli v(x) = (x) na podstawie twierdze-
nia 1.6. Stad
wy (2)uz () = wa(z)us (z),

czyli funkcje wymierne f1(z) i fo(x) sa réwne na mocy twierdzenia 5.4. Dow6d

twierdzenia zostal zakonczony.

Niech
wi (x)
up(x)

fi(z) = i folz) = ——=

beda funkcjami wymiernymi nad cialem K.
Okreslamy sume f1(x) + fo(x) 1 doczyn f1(x) - fa(x) funkeji fi(x) 1 fa(z)
nastepujaco:
Wi (w)uz(@) + wa(@)us (x)
uy(z)ua(z ’
fl(fﬂ)'f2(fc):w- (13)

uy(x)ug(x)

fi(x) + fa(2) =

(12)

Udowodnimy, ze suma funkcji wymiernych nie zalezy od wyboru wielomia-
néw, ktore wystepuja w okresdleniu danej funkcji. Niech

fl(x): = , fQ(m): = 7

ui(x)  uy(z)
Zgodnie z twierdzeniem 5.4 otrzymujemy nastepujace rownosci:
wi (w)uy () = wy(2)ur(x),  wa(w)uy(v) = wh(x)us(z).

Mnozac pierwsza réwnos$é przez uz(x)ub(z), a druga przez uq(z)uf(z), otrzy-
mujemy:

wi (x)uz (2)ul (2)us(r) = wi(2)uy(@)ur (z)us (@),

ws () () (2 () = wh()ul () (2)us ().
Dodajac stronami powyzsze réwnoéci i wykonujac stosowne przeksztalcenia,

mamy réwnoscé:

(w1 (z)uz () +wa (z)us (2))uh (2)uy () = (wy (2)uy (@) +wh(@)u) (2))us (2)uz ().
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Z otrzymanej réwnosci na mocy (12) i twierdzenia 5.4 wynika, ze

wi(@)  w(e)  wi(n) | whlx)
(@) | w@) | d@ )

Analogiczng wlasnosé mozna wykazaé dla iloczynu funkcji wymiernych.
Niech

ROFED = w7 . aw
Jezeli
L) e s g )

to

TWIERDZENIE 5.7

Niech K (x) bedzie zbiorem wszystkich funkcji wymiernych nad cialem K. Wtedy
struktura algebraiczna (K (x),+,:) z dzialaniami dodawania + i mnoZenia -,
okreslonymi odpowiednio wzorami (12) i (13), jest ciatem.

Dowdd. Sprawdzenie tacznosci i przemiennosci dodawania i mnozenia funk-
cji wymiernych w zbiorze K (x) jest elementarne. Latwo mozna réwniez spraw-
dzi¢ rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania funkcji wymiernych. Zerem
dla dodawania jest funkcja wymierna 6(z), czyli wielomian zerowy nad cia-
lem K. Jednoscia dla mnozenia jest funkcja wymierna A(zx), czyli wielomian

jedynkowy nad cialem K. Jezeli f(z) = :((;f)) € K(z), to funkcja wymierna
—f(z) = ;“égf) jest elementem przeciwnym do funkcji wymiernej f(x). Jezeli
flx) = t:((;)) € K(z) i f(x) # 6(z), to funkcja wymierna f*(z) = Z((?) jest

elementem odwrotnym do funkcji wymiernej f(z).

Na podstawie twierdzenia 5.7 mozemy przyjaé nastepujaca definicje.

DEFINICJA 5.8
Cialo (K (z),+, ) nazywamy cialem funkcji wymiernych jednej zmiennej x nad
cialem K.
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Okreslamy odwzorowanie ¢ : UK (x) — K (z) nastepujaco:

o (59) = 1) = 1) = 2

w(x)
u(x)
braiczny jest klasa abstrakcji odpowiedniej relacji réwnowaznosci, trzeba wiec
wykazaé, ze odwzorowanie ¢ jest dobrze okreslone, tzn. okreslenie odwzorowa-
nia ¢ nie zalezy od wyboru par wielomianéw reprezentujacych dana klase abs-
trakeji (utamek algebraiczny). Niech % = Z”ll((;f)), gdzie Z’((;E)), 1;’11—((:;)) € UK (z).
Wtedy

dla dowolnego utamka algebraicznego € UK (x). Poniewaz ulamek alge-

w(x)ug(x) = wi (x)u(x). (14)
Niech

= fi(z) <= fi(x) = ( .
@(wl(x)) fi(=) i)

u(z) up ()

Z réwnosci (14) i twierdzenia 5.4 wynika, ze f = f1. W sposéb elementarny
mozna sprawdzié¢, ze odwzorowanie ¢ jest izomorfizmem cial UK (z) 1 K(x).
Zatem otrzymalidémy nastepujace

TWIERDZENIE 5.9
Niech K bedzie cialem. Wtedy cialo U K (x) ulamkdéw algebraicznych nad cialem
K i cialo K (x) funkcji wymiernych nad cialem K sq izomorficzne.

6. Uwagi dydaktyczne o utamkach algebraicznych i funkcjach wymiernych

Ulamki algebraiczne (wyrazenia wymierne) i funkcje wymierne sa zagad-
nieniami rozwazanymi w matematyce elementarnej (szkolnej) i w matematy-
ce wyzszej. Wspdlezesne podreczniki szkolne zajmuja sie tymi zagadnieniami
w ograniczonym zakresie. Informator maturalny od 2005 roku z matematyki
(2003, s. 18) w standardach wymagan egzaminacyjnych do matury z matema-
tyki wymienia hasta:

zasady wykonywania dzialan na wyrazeniach wymiernych, definicje funk-
cji wymiernej oraz metody rozwiazywania réwnan i nieréwnosci wymier-
nych.

Nauczyciel matematyki powinien, niezaleznie od zmieniajacych sie tendencji
w wymaganiach szkolnych, dobrze zna¢ podstawy teoretyczne i rozwiazania
dydaktyczne dotyczace tej tematyki.

Kierujac sie rozwazaniami teoretycznymi zawartymi w poprzednich punk-
tach tej pracy, mozemy wyrozni¢ w zakresie tej tematyki cztery typy zagadnien:

1) cialo utamkéw algebraicznych,
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2) wartosci liczbowe utamkéw algebraicznych,
3) definicje funkcji wymiernych,

4) cialo funkeji wymiernych.

W zdecydowanej wiekszosci podrecznikow szkolnych taczy sie ze soba rézne
aspekty wymienionych czterech zagadnien w taki sposob, ktéry prowadzi do
zamieszania dydaktycznego i merytorycznego, a nawet sugeruje btedne rozu-
mowania.

Najpierw przedstawimy kilka uwag dotyczacych ciata utamkoéw algebraicz-
nych i wartosci liczbowych tych utamkéw. W podrecznikach szkolnych (np.
Pawlowski, 2003; Klaczkow, Kurczab, Swida, 2003; Ehrenfeucht, Stande, 1973)
stwierdza sie, ze podstawowe wlasnosci utamkéw liczbowych i utamkow alge-
braicznych sa analogiczne. Do tych podstawowych wlasnoéci naleza: rownosé
utamkow, skracanie i rozszerzanie utamkéw, dodawanie, odejmowanie, mnoze-
nie i dzielenie ultamkéw, wlasnosdci dziatan (laczno$é, przemienno$é, elementy
neutralne dla dodawania i mnozenia, elementy przeciwne i odwrotne, rozdziel-
no$¢ mnozenia wzgledem dodawania). Wiemy, ze zbiér utamkéw liczbowych
(liczb wymiernych) ze zwyklym dodawaniem i mnozeniem ulamkéw jest cia-
tem. We wszystkich zagadnieniach dotyczacych utamkéw algebraicznych w ma-
tematyce elementarnej mozemy przyjac zalozenie, ze rozwazamy zbiér utamkéw
algebraicznych zbudowanych za pomoca pewnej skonczonej liczby zmiennych
(liter). Zatem zbidr tych wszystkich ulamkéw algebraicznych z dodawaniem
i mnozeniem ulamkéw jest cialem utamkéw pewnego pierscienia catkowitego
wielomianéw (zob. definicja 3.2). Poniewaz zbiér wszystkich ulamkéw liczbo-
wych (liczb wymiernych) jest réwniez cialem utamkéw pierécienia catkowitego
liczb calkowitych ze zwyklym dodawaniem i mnozeniem liczb, wiec istotnie
dziatania na utamkach liczbowych i algebraicznych maja analogiczne wtasno-
Sci. Taki uklad tresci prezentujacy pelna analogie dzialan i wlasnosci dzialan na
ulamkach liczbowych i algebraicznych jest zawarty np. w podreczniku (Brown,
Smith, Dolciani, 1980).

W wielu podrecznikach szkolnych dziatania na utamkach algebraicznych
i wlasnosci tych dzialan niepotrzebnie polaczone sa integralnie z wartoscia-
mi liczbowymi ulamkéw algebraicznych. Utamki algebraiczne wraz z ich do-
dawaniem i mnozeniem tworza cialo, a do rozwazania tego ciala nie sa nam
potrzebne wartosci liczbowe tych utlamkéw. Przedstawimy pewne przyklady
z podrecznikéw szkolnych. Wezmy najpierw pod uwage skracanie i rozszerza-
nie utamkéw algebraicznych. Z teorii ciata utamkéw algebraicznych jako ciata
utamkéw odpowiedniego pierScienia catkowitego wielomianéw wynika, ze skra-
ca¢ i rozszerza¢ utamki algebraiczne mozna przez kazdy niezerowy wielomian
z rozwazanego pierscienia caltkowitego wielomianéw. Zobaczmy, jak traktuja
ten problem podreczniki szkolne. W podreczniku (Kakol, Wolodzko, 1995) jest
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rozwazany utamek algebraiczny
4+
212 +2°
Poniewaz
@tz x(@®+1)
202 +2  2(z2+ 1)’

wiec autorzy stwierdzaja, ze mozna ten utamek uproscié przez z2 + 1, gdyz
22 +1#£0, czyli
r(x?+1) =«

2(22+1) 27
W tym przypadku jest wyrazna sugestia, ze rozwazany ulamek mozna skré-
ci¢ dlatego, ze wielomian 22 + 1 dla zadnej liczby rzeczywistej nie przyjmuje
wartosci zero. Analogiczna uwaga jest zapisana w podreczniku (Klakla, Sera-
fin, 1996).
W podreczniku (Klaczkow i inni, 2003) rozwaza sie ulamek algebraiczny

x® —dx
22 4+2—6
Poniewaz
e —de x(x—2)(x+2)
24+r-6 (z—2)(z+3)’

wiec dokonuje sie skrocenia utamka przez wielomian x — 2, czyli

2?4z ax(z+2)

22 +x—6 z+3

Y

przy zalozeniach, ze x # —3 1 x # 2.

Powstaje pytanie, czemu stuza przyjete zalozenia przy skracaniu powyzsze-
go ulamka algebraicznego? Ulamkéw algebraicznych nie mozna skracaé tylko
przez wielomian zerowy, a przeciez x —2 nie jest wielomianem zerowym. Utamki
algebraiczne

23 —4r . z(z+2)
2+x—6 by +3
sg réwne bez zadnych dodatkowych zalozen o wartoéciach liczbowych tych
ulamkéw, gdyz

i

(2% —4x)(x +3) = (2% + 2 — 6)x(x + 2).

Rozszerzanie utamkéw algebraicznych w podreczniku (Klaczkow i inni, 2003)
rowniez odbywa sie przy dodatkowych zalozeniach o wartosciach liczbowych
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wielomianu, przez ktory utamek jest rozszerzany. Podobnie postepuje sie w pod-
recznikach (np. Pawlowski, 2003; Ehrenfeucht, Stande, 1973). Takie ujecie tych
zagadnien najprawdopodobniej jest spowodowane tym, ze autorzy wymienio-
nych podrecznikéw skracanie i rozszerzanie utamkéw algebraicznych uwazaja
za integralna czes$¢ tematyki funkcji wymiernych oraz rownan i nieréwnoéci wy-
miernych. Nie ma takiej potrzeby. Mozna wcze$niej omowié zagadnienie skra-
cania i rozszerzania utamkéw algebraicznych, bez zalozen o ich wartosciach
liczbowych, a nastepnie wykorzysta¢ te umiejetnosci przy omawianiu funkcji
wymiernych oraz rownan i nieréwnosci wymiernych.
Mozna rozwiazywaé np. zadania typu:

Dana jest funkcja wymierna

3 — 4x
f(x)7I2+$—6

Wyznacz dziedzine funkcji f, a nastepnie skroé utamek algebraiczny okreslajgcy
funkcje f.

Zamieszanie merytoryczne i dydaktyczne wystepuje rowniez przy rozwaza-
niu dziatan na ulamkach algebraicznych. W podreczniku (Pawlowski, 2003)
mamy przyktad dodawania:

10t — 2 t—1 4

S—2 "12t-3 3

przy zalozeniu, ze t #* i. Powyzsza réwnos$é na utamkach algebraicznych za-
chodzi bez zadnych zalozen o wartoéciach liczbowych tych utamkéw. Istotnie,

10t — 2 t—1 128¢%2 — 64t + 8

8t —2 + 12t -3 (8t —2)(12t —3)’

ale
128¢2 — 64t + 8 4

(8t —2)(12t —3) 3’

bo
3(128t% — 64t + 8) = 4(8t — 2)(12t — 3).

Czy dodawanie utamkéw w sensie przedstawionym w tym przykladzie jest dzia-
taniem w zbiorze utamkdéw algebraicznych? Dodajac utamki

0t—2  t—1
8&t—2  12t—3

otrzymujemy dwa wyniki w postaci:

128¢%2 — 64t + 8
(8t —2)(12¢t — 3)°

1
dzie t # —
gdzie ¢ # -,
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oraz

4

§ .
Czy otrzymane utamki algebraiczne sg rowne? Jezeli sa réwne, to jaka jest defi-
nicja réwnosci tych utamkéw? Ponadto, utamki algebraiczne mozna rozszerzac,
czy wiec np. utamek

A(t—17)
3(t—17)

gdzie t # 7, jest réwniez wynikiem dodawania utamkow

106-2 . t-1

1 ?
8t —2 12t -3

Cale to zamieszanie powstalo stad, ze dzialania na utamkach algebraicz-
nych, bedace dzialaniami w ciele ulamkéw algebraicznych, zostaly polaczone
z dzialaniami na funkcjach wymiernych okreslonych za pomoca utamkéw al-
gebraicznych. Przy takim ujeciu tematyki utamkow algebraicznych w podrecz-
nikach szkolnych traci si¢ okazje do zapoznania uczniéw z przykladem ciala
utamkow algebraicznych, ktore nie jest ciatem liczbowym.

Nastepnie zajmiemy sie funkcjami wymiernymi jednej zmiennej. W podrecz-
nikach szkolnych przyjmuje si¢ nastepujaca definicje funkcji wymiernej jednej
zmiennej:

Funkcje postaci

gdzie f(z) i g(x) sa funkcjami wielomianowymi jednej zmiennej rzeczy-
wistej, nazywamy funkcjag wymierng jednej zmiennej rzeczywistej. Za-
ktadamy przy tym, ze g(z) #Z 0. Zatem, jesli A = {x € R; g(z) = 0}, to
dziedzing funkcji wymiernej F'(z) = J;E;C)) jest zbior R\ A.

(Pawtowski, 2003, s. 86)

Dodawanie funkcji wymiernych jednej zmiennej okresla si¢ za pomoca zwy-
czajnej definicji dodawania funkcji.

Sumgq dwoéch funkeji wymiernych F'(x) 1 G(z) nazywamy taka funkcje
H(x), ze dla kazdej liczby x, dla ktérej okreslone sa funkcje F(z) i G(x),
zachodzi réwnoscé:

H(z) = F(z) + G(x). (16)
(Pawlowski, 2003, s. 85)

Z definicji tej wynika, ze dziedzina funkeji H(x) jest czesé wspdlna dziedzin
funkcji F(z) i G(x).

Przy tak przyjetych definicjach funkcji wymiernej i dodawania funkcji wy-
miernych, zbiér wszystkich funkcji wymiernych jednej zmiennej rzeczywistej
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z dzialaniem dodawania funkcji nie tworzy nawet grupy. Istotnie, rozwazmy
dwie funkcje wymierne

Fla) = — iG(x):Zi2

jednej zmiennej rzeczywistej. Zauwazmy, ze nie istnieje funkcja wymierna H (x)
jednej zmiennej rzeczywistej taka, aby

F(z)+ H(z) = G(z),

gdyz liczba 1 nie nalezy do dziedziny sumy funkeji F(x) + H(z), natomiast 1
nalezy do dziedziny funkcji G(x). Zatem zbiér wszystkich funkeji wymiernych
jednej zmiennej rzeczywistej z dziataniem dodawania funkcji nie tworzy grupy,
tym bardziej nie tworzy ciata z dodawaniem i mnozeniem funkcji wymiernych
jednej zmiennej rzeczywistej.

Natomiast w ksigzce (Leitner, Zakowski, 1974, s. 189) stwierdza sic:

Zbior funkcji wymiernych jednej zmiennej x tworzy wiec ciato.

Poniewaz w tej ksiazce okresla sie analogicznie do powyzszych definicji przy-
jetych w podreczniku (Pawlowski, 2003) funkcje wymierne i dodawanie funkcji
wymiernych, wiec powyzsze stwierdzenie jest bledne.

W podreczniku (Ehrenfeucht, Stande, 1973) w temacie Funkcje wymier-
ne mamy wyjatkowe nagromadzenie réznych zagadnien, ktore przy takim ich
zestawieniu catkiem zaciemniajg ich teoretyczne podstawy. Po pierwsze, przy-
ktady dzialan na utamkach algebraicznych ilustrowane sa przyktadami dziatan
na utamkach liczbowych, ale w utamkach algebraicznych ustalana jest dziedzina
bedaca zbiorem liczb rzeczywistych bez pierwiastkow wielomianu w mianow-
niku utamka algebraicznego. Takie zestawienie moze sugerowac¢ bledne stwier-
dzenie, ze zbidér funkcji wymiernych jednej zmiennej rzeczywistej z dodawaniem
i mnozeniem tych funkcji tworzy cialo, gdyz utamki liczbowe z dodawaniem
i mnozeniem tych ulamkéw tworza cialo. Po drugie, dzialania na funkcjach wy-
miernych sa okreslone za pomoca dzialan na utamkach algebraicznych. Z tekstu
podrecznika nie mozna bezpos$rednio wywnioskowaé, czy dzialania na funkcjach
wymiernych sa zwyklymi dzialaniami na funkcjach, czy sa to specyficzne dzia-
tania, ktore okreslone sa tylko dla funkcji wymiernych. Po trzecie, Autorki tego
podrecznika pisza:

W zbiorze funkcji wymiernych okreslonych na tej samej dziedzinie,
podobnie jak w zbiorze liczb wymiernych, okreslone sg cztery podsta-
wowe dzialania: dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie (oprécz
dzielenia przez wielomian zerowy). (...) Wielomian zerowy jest elementem
obojetnym dodawania, a wielomian W (z) = 1 jest elementem obojetnym
dla mnozenia.

(Ehrenfeucht, Stande, 1973, s. 151)
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Zauwazmy, ze iloraz % funkcji wymiernych F(z) i G(z) o tej samej dzie-
dzinie na ogél ma inna dziedzine niz wspdélna dziedzina funkeji F(z) i G(z).
Dziedzina wielomianu zerowego i wielomianu W (x) = 1 w rozwazanej sytuacji
jest zbiér liczb rzeczywistych, a wiec te funkcje nie musza naleze¢ do zbioru
funkcji wymiernych okreslonych na pewnym podzbiorze zbioru liczb rzeczywi-
stych. Stwierdzenie: podobnie jak w zbiorze liczb wymiernych moze sugerowaé
strukture ciata tych funkcji wymiernych jednej zmiennej rzeczywiste;j.

Na podstawie powyzszych rozwazan mozna zaproponowac nastepujace wnio-
ski dydaktyczne:

1. Podstawowe wtasnosci, czyli réwnosé, skracanie i rozszerzanie utamkow
algebraicznych, dzialania na utamkach algebraicznych i wtasnosci tych dzia-
tan nalezy oddzieli¢ od wyznaczania wartosci liczbowych utamkéw algebra-
icznych. Dzialania na utamkach algebraicznych i wlasnosci tych dziatan nalezy
poréwnywaé z dzialaniami na utamkach liczbowych (liczbach wymiernych), aby
podkresli¢ analogiczna strukture algebraiczna utamkéw liczbowych i utamkdw
algebraicznych z dzialaniami dodawania, odejmowania, mnozenia i dzielenia,
czyli strukture ciala ulamkéw dla odpowiednich pierscieni catkowitych.

2. Wyznaczanie wartosci liczbowych utamkow algebraicznych powinno by¢
przygotowaniem do wprowadzenia pojecia funkcji wymiernych oraz réwnan
i nieréwnoéci z utamkami algebraicznymi.

3. W matematyce szkolnej nalezy wprowadzi¢ tradycyjna definicje funkcji
wymiernej (zob. (15)) jednej zmiennej rzeczywistej, w ktorej do dziedziny nale-
za wszystkie liczby rzeczywiste, ktére nie sg pierwiastkami wielomianu wystepu-
jacego w mianowniku funkcji wymiernej. Dzialania na funkcjach wymiernych
nalezy okresli¢ jako zwykle dziatania na funkcjach (zob. (16)) z odpowied-
nio dobranymi dziedzinami. Nastepnie nalezy wykazaé, ze zwykle dzialania na
funkcjach wymiernych mozna wyrazi¢ za pomoca dzialan na utamkach wy-
miernych okreslajacych te funkcje wymierne (zob. Pawlowski, 2003). Przy tak
okreslonych funkcjach wymiernych i dzialaniach na tych funkcjach nie nalezy
sugerowac nadawania zbiorowi funkcji wymiernych wraz z dziataniami dodawa-
nia i mnozenia funkcji struktury algebraicznej, gdyz nie tworzg one ani grupy,
ani pierScienia, ani ciala.

4. W matematyce wyzszej uprawianej na studiach warto rozwazy¢ definicje
5.1 funkcji wymiernej, gdyz zbiér tak okreslonych funkcji jednej zmiennej nad
cialem nieskonczonym K z dodawaniem i mnozeniem funkcji wymiernych two-
rzy cialo (zob. twierdzenie 5.7). Otrzymujemy w ten sposéb wazny przyklad
ciala, ktore nie jest ciatem liczbowym. Ponadto mozna wykazaé, ze jest to ciato
uporzadkowane i niearchimedesowskie.
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7. Idee gtebokie i modele formalne utamkéw algebraicznych i funkcji wymier-
nych

Terminologia idei glebokich i ich modeli formalnych pochodzi z prac (Sema-
deni, 2002), (Semadeni, 2005). Autor tych prac nie podaje $cistych definicji ani
idei glebokich, ani modeli formalnych idei glebokich, ale opisuje istotne cechy
tych pojeé¢ i prowadzi ich analize na podstawie wielu przyktadéw z réznych
dziedzin matematyki. Oto wybrane fragmenty tych prac:

Bedziemy uzywaé pomocniczego terminu twdr matematyczny, ktéry
obejmuje rozmaitego typu twory bedace przedmiotem rozwazan matema-
tykéw: pojecia (liczby, punkty, zbiory, relacje), zdania, formy zdaniowe,
fakty jednostkowe (takie jak 5 < 7), twierdzenia, dowody, standardowe
fragmenty wnioskowan, struktury, procedury (w tym algorytmy, ktére
cechuje jednoznacznoéé wszystkich krokéw). (...)

Typowy twér matematyczny A ma wiec trzy zasadnicze inter -
pretacje.Sato: 1) jego idea gleboka, 2) jego formy powierzchniowe,
3) jego modele formalne. (...)

Idea gleboka tworu X (lub krécej: idea gleboka X) jest to nalezycie
uksztattowana abstrakcyjna idea zawierajaca szeroko rozumiane znacze-
nie tego tworu, jego podstawowe wiasnosci, jego zwigzki z innymi tworami
(zar6wno matematycznymi, jak i niematematycznymi, w rzeczywistym
Swiecie, w fizyce itd.) oraz gléwne cele, dla ktérych dany twor jest roz-
patrywany. Idea gleboka nie jest jednak jakas suma takich sktadnikéw.
Musi by¢ ich dojrzalg syntezqg umystowq, elastyczng, odporng na konflikty
poznawcze. (...)

Formy powierzchniowe to zmystowo postrzegane znaki (gltéw-
nie wizualne lub akustyczne), reprezentujace twory matematyczne. For-
mami takimi sa symbole matematyczne, stowa dowolnego jezyka, ciagi
zerowo-jedynkowe, rysunki figur geometrycznych, wykresy funkcji, pro-
gramy komputerowe, ruchy ciata, ktorymi chce ktos przekazaé co$ o tych
tworach etc. (...)

Modele formalne pojeé i innych tworéw matematycznych, to ich od-
powiednikiw teoriach aksjomatycznych.

(Semadeni, 2002, s. 44, 45, 54),(Semadeni, 2005, s. 276)

Idea gleboka utamkéw algebraicznych ksztaltowana jest na réznych etapach
szkolnego nauczania matematyki. Do najwazniejszych obszaréw tematycznych
zwiazanych z utamkami algebraicznymi naleza: obliczanie wartosci liczbowych
utamkoéw algebraicznych, dzialania na utamkach algebraicznych, utamki alge-
braiczne w réwnaniach i nieréwnosciach, utamki algebraiczne w definicji funkeji
wymiernych.

Modelem formalnym idei glebokiej utamkéw algebraicznych jest ciato utam-
kéw algebraicznych z dodawaniem i mnozeniem tych utamkéw, skonstruowane
jako cialo utamkow stosownego pierscienia wielomianéw. Zbudowanie modelu
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formalnego dla utamkéw algebraicznych przynosi typowe korzysci: wzbogaca
ich tresé¢, znaczenie i rozumienie, uwydatnia ich podstawowe wlasnoéci, suge-
ruje poprawne merytorycznie rozwiazania dydaktyczne dotyczace nauczania
o ulamkach algebraicznych.

Idea gteboka funkcji wymiernych réwniez jest ksztaltowana w szkolnym na-
uczaniu matematyki. Modele formalne idei glebokiej funkcji wymiernych poja-
wiaja sie przede wszystkim w dwdch dziedzinach matematycznych, mianowicie
w analizie matematycznej i algebrze. Konstrukcja tych modeli daje typowe
korzysci dla ksztaltowania idei glebokiej funkcji wymiernych i dla nauczania
o funkcjach wymiernych. Jednak w przypadku modeli formalnych funkcji wy-
miernych otrzymujemy jeszcze jedna bardzo wazng wtasno$é: modele formalne
funkcji wymiernych wskazuja na dysonans w zakresie podstawowego rozumie-
nia idei glebokiej funkcji wymiernych. Termin dysonans uzyty jest w znaczeniu
okreslonym w pracy (Semadeni, 2002). Mamy wiele racjonalnych powodéw do
tego, aby definiowaé¢ funkcje wymierna zgodnie z ideg zawarta w definicji 4.1.
W ten sposéb powszechnie i tradycyjnie rozumie si¢ funkcje wymierne w ana-
lizie matematycznej. Natomiast definicja 5.1 prowadzi do konstrukcji wazne-
go modelu ciala uporzadkowanego niearchimedesowskiego funkcji wymiernych.
Rozwazane definicje funkcji wymiernych nie sa réwnowazne. Gdyby przyjaé
ryzykowna probe oceny, ktéra definicja jest lepsza, mozna by wskaza¢ na de-
finicje 5.1. Argumentem przemawiajacym za definicjg 5.1 jest fakt, ze moze
ona by¢ stosowana zaréwno w analizie matematycznej, jak i w algebrze. Na-
tomiast wiemy, ze definicja 4.1 powoduje, ze zbioér funkcji wymiernych jednej
zmiennej rzeczywistej z dodawaniem i mnozeniem tych funkcji nie tworzy cia-
ta. Jednak omawiany dysonans dotyczacy idei glebokiej funkcji wymiernych
ma charakter trwaly, gdyz zmiana tradycyjnego rozumienia funkcji wymier-
nych jest praktycznie niemozliwa. Mozna rowniez stwierdzi¢, ze idea gleboka
funkcji wymiernych jest odporna na typowe konflikty poznawcze. Sformulowanie
to zostalo uzyte w sensie przyjetym w pracy (Semadeni, 2005). Odpornosé idei
glebokiej funkcji wymiernych na konflikty poznawcze w tym przypadku polega
na tym, ze pomimo dwéch nieréwnowaznych definicji funkcji wymiernych, idea
gleboka w sensie epistemologicznym jest tak dobrze uksztaltowana, ze omawia-
ny dysonans w zakresie rozumienia funkcji wymiernych nie przeszkadza w ich
stosowaniu w matematyce i w réznych dziedzinach pozamatematycznych.
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