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Wokot twierdzenia Picka®

Abstract. The article concerns the phenomena connected with the Pick theory
and its generalizations. It is divided into two parts. The first one includes
the reflection on the part of research, during which a group of students was
solving maths tasks based on the Pick theory. In the second part of the article
we present our conclusions as to the Pick theory and its generalizations. We
present here tasks and problems which can become a basis for constructing
sets of tasks that will enable pupils to improve their mathematical knowledge
and skills.

Wstep

Jednym z waznych elementéw ksztalcenia matematycznego jest ksztaltowanie
umiejetnosci czytania tekstu matematycznego oraz umiejetnosci wykorzystywania
informacji w nim zawartych w procesie rozwigzywania zadan matematycznych.
Ten obszar dzialalnosci matematycznej, a zarazem element ksztalcenia matema-
tycznego znalazt swoje odbicie m.in. w Standardach Wymagan Egzaminacyjnych
bedacych podstawa egzaminu maturalnego na poziomie podstawowym i rozszerzo-
nym. Obejmuje on trzy obszary:

— wiadomosci i rozumienie,
— korzystanie z informacji,
— tworzenie informacji.

W obszarze drugim zwrécono uwage na poprawne interpretowanie tekstu ma-
tematycznego, w tym na stosowanie podanej definicji lub wzoru do rozwiazania
problemu matematycznego oraz stosowanie przedstawionego algorytmu do rozwia-
zania problemu praktycznego lub teoretycznego (por. Informator, 2007).

Z. Krygowska (1986) zwraca uwage na potrzebe dostarczania uczniom zadan,
ktore prowokowalyby i rozwijaly ich aktywnos$¢ matematyczna. M. Klakla (2002)
wyroznia nastepujace, podstawowe rodzaje tworczej aktywnosci matematycznej:
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1. stawianie hipotez i ich weryfikacja (...),

2. transfer metody (przeniesienie metody rozumowania czy rozwigzania pro-
blemu na zagadnienie podobne, analogiczne, ogdlniejsze, otrzymane przez
przeniesienie wymiaru, szczegdlny czy tez graniczny przypadek),

3. tworcze odbieranie, przetwarzanie © wykorzystanie informacji ma-
tematyczney,

dyscyplina i krytycznosé myslenia,
generowantie problemow w procesie transferu metody,

przedtuzanie problemow,

XS S

stawianie problemow w sytuacjach otwartych.

W artykule podejmujemy m.in. prébe opisania wynikéw badan odnoszacych
sie do drugiego i trzeciego obszaru dziatalno$ci matematycznej uczniéow. Zwrocimy
tez uwage na wyniki uczniéw w kontekscie podejmowania przez nich tworczych
aktywnosci matematycznych.

Niniejszy artykul podzielony jest na dwie czesci. Pierwsza z nich stanowi
refleksje nad fragmentem badan, w czasie ktorych grupa uczniéw rozwiazywala
odpowiednio skonstruowane zadania matematyczne skupione wokét twierdzenia
Picka. W drugiej czesci artykutu przedstawimy uwagi dotyczace twierdzenia Picka
oraz jego uogolnienn. Zaprezentujemy tu zadania i problemy mogace stanowi¢ baze
do budowania zestawdéw zadan pozwalajacych poglebia¢ wiadomosci i umiejetnosci
matematyczne uczacych sie. Zagadnienia omawiane w niniejszej czeSci artykulu
mozna, naszym zdaniem, traktowac jako ogniwo w waznym, zdaniem Z. Krygow-
skiej, poszukiwaniu §rodkéw dydaktycznych stuzacych prowokowaniu i rozwijaniu
aktywnosci matematycznej.

1. Opisiwyniki badan

W niniejszym rozdziale przedstawiamy fragment wynikéw badan dotyczacych
umiejetnosci czytania i wykorzystywania informacji zawartych w tek$cie matema-
tycznym podczas pracy nad zadaniami. Jak wspomniano wczesniej, badania do-
tyczyly drugiego i trzeciego obszaru dzialalnosci matematycznej. Uczniom liceum
zaproponowano zapoznanie sie z krotkim wprowdzajacym tekstem, a nastepnie
polecono pisemne rozwiazanie pieciu zadai dotyczacych twierdzenia Picka.

Ponizej opisujemy metodologie badan, uzyte narzedzia badawcze, formutujemy
cele badan oraz scharakteryzujemy badang grupe oséb. W dalszej czesci paragrafu
podejmujemy prébe opisania i zinterpretowania wynikéw badan.

1.1. Opis badan

W badaniach brato udzial 57 uczniéw liceum ogélnoksztatcacego z Wieliczki.
Wiekszos¢ uczniow bioracych udzial w badaniach uczeszcza na kota matematyczne
organizowane przez nauczycieli uczacych w poszczegédlnych klasach matematyki.



Wokét twierdzenia Picka [119]

Badani sa, jak sami deklaruja, osobami zainteresowanymi problemami matema-
tycznymi. Uczniowie ci, takze w opinii nauczycieli, interesuja sie matematyka,
lecz nie sa wybitnie uzdolnieni matematycznie. Wsréd badanych znalazto sie 26
0s6b, ktore uczeszczaja do klasy o profilu ogélnym oraz 31 uczniéw z klasy ma-
tematycznej. Badaniami objeto wiec uczniow dwu klas obecnych na zajeciach
3 grudnia 2009 r.

Narzedzie badawcze stanowil kwestionariusz badan zawierajacy m.in. zestaw
5 zaprezentowanych i oméwionych dalej zadan, nad ktérym kazdy z uczniéw mogt
pracowaé przez 45 minut. Wiekszo$¢ uczniéw zakonczyla prace nad zestawem
zadan po 30 minutach.

Metode badawcza stanowila analiza wytworéw dziatania uczniéw rozwiazuja-
cych zadania matematyczne (Lobocki, 1984).

Celem badan byta proba uzyskania odpowiedzi na nastepujace pytania:

e Czy uczniowie potrafig czyta¢ tekst matematyczny dotyczacy nieznanego
badanym twierdzenia geometrycznego, a przy tym czy potrafia wykorzystaé
informacje w nim zawarte do rozwigzania zadan matematycznych?

e W jaki spos6b uczniowie oceniaja prawdziwosé stwierdzen matematycznych
i w jaki spos6b weryfikuja swoje przypuszczenia?

e (Czy uczniowie klasy III liceum znaja elementy metody matematycznej, ktére
pozwalaja na dowodzenie twierdzen matematycznych?
1.2. Narzedzie badawcze

Chcac uzyska¢ chocby czesciowe odpowiedzi na sformutowane wyzej pytania,
zaproponowano badanym prace nad nastepujacym kwestionariuszem badan.

Zapoznaj sie z ponizszymi informacjami, a nastepnie rozwiaz zadania.

Na papierze kratkowanym wyr6znijmy punkty przeciecia si¢ prostych wyznaczajacych
sie¢. Punkty te bedziemy nazywaé¢ punktami sieciowymi. Przyjmijmy, ze najmniej-
szy kwadrat, ktorego wierzchotki sa punktami sieciowymi ma pole réwne 1j? (zob.
rysunek 1).

Rozwazmy prostokat o bokach dlugosci 2j oraz 3j, ktorego wierzcholki sa punktami
sieci (zob. rysunek 2). Pole prostokata jest rowne 2-3 = 6j>. Zauwazmy, ze prostokat
ten zawiera w swoim wnetrzu 2 punkty sieciowe, za$ na brzegu prostokata znajduje
sie 10 punktow sieci.
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Rysunek 1. Rysunek 2.

W roku 1899 George Pick sformulowal i udowodnil zaleznos¢ pomiedzy polem dowol-
nego wielokata, ktérego wierzcholki leza w punktach sieci, oraz liczba punktéw sieci
lezaca na brzegu i wewnatrz wielokata. Mamy

P=g+i—1,

gdzie

P oznacza pole wielokata,

b oznacza liczbe punktow sieci lezacych na brzegu wielokata,
i oznacza liczbe punktéw sieci lezacych wewnatrz wielokata.

Dla naszego prostokata mamy b = 10 oraz i = 2, a wiec
P=242-1=54+2-1=6j> (zob. rysunek 2).

Zadanie 1. Narysuj dowolny prostokat, ktorego wierzchotki znajduja sie w punktach
sieci. Wyznacz liczbe punktow sieci zawartych we wnetrzu prostokata. Wyznacz liczbe
punktoéw sieci lezacych na brzegu prostokata. Wyznacz pole prostokata.

Zadanie 2. Oblicz, korzystajac z wzoru Picka, pola wielokatéow z rysunku.
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Zadanie 3. Wyznacz pole wielokata, ktorego wierzcholki znajduja sie w punktach
sieci 1 dla ktoérego liczba punktéw sieci lezacych na brzegu wielokata jest réwna 10
oraz liczba punktow sieci lezacych wewnatrz wielokata jest réwna 6.

Zadanie 4. Czy ponizsze zdania sa prawdziwe? Odpowiedz tak albo nie. Swoja
odpowiedZ uzasadnij.
e Pole dowolnego wielokata, ktérego wierzcholki znajduja sa w punktach sieci,
jest liczba wymierna.

o Kazdy czworokat, ktorego wierzchotki znajduja sie w punktach sieci, jest pro-
stokatem.

e Podwojone pole dowolnego wielokata, ktorego wierzcholki znajduja si¢ w punk-
tach sieci jest liczba naturalna.

Zadanie 5. Uzasadnij prawdziwo$¢ wzoru Picka dla dowolnego prostokata, ktorego
wierzcholki znajduja si¢ w punktach sieci, a boki zawieraja sie w prostych wyznacza-
jacych siec.
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Jak wspomniano wyzej, kwestionariusz badan sktadat sie z pieciu zadan ma-
tematycznych. Co bardzo istotnie, poprzedzony zostal krotkim tekstem, w kto-
rym zdefiniowano nowe dla uczniéw pojecia punktéw sieciowych oraz podano tresé
twierdzenia Picka, mowiacego o zaleznosci pomiedzy polem dowolnego wielokata,
ktorego wierzchotki leza w punktach sieci a liczbg punktéw sieci lezacych na brzegu
i wewnatrz tego wielokata. Informacje tu zawarte nalezatlo wykorzysta¢ podczas
pracy nad zadaniami kwestionariusza badan.

W zadaniu 1 nalezalo narysowaé prostokat, ktorego wierzcholki znajduja sie
w punktach sieciowych, i wyznaczy¢ liczbe punktow sieci lezacych na brzegu i we-
wnatrz prostokata oraz obliczy¢ jego pole. Tak skonstruowane zadanie pozwolito
nam podczas analizy rozwiagzan formutowaé hipotezy dotyczace zaré6wno zrozumie-
nia tresci definicji i twierdzenia zaprezentowanego w tekscie matematycznym po-
przedzajacym zadanie 1, jak réwniez hipotezy dotyczace umiejetnosci i gotowosci
wykorzystania podczas pracy nad zadaniem poznanego twierdzenia matematycz-
nego.

Zadania 2 oraz 3 dotyczyly wyznaczania (ze wzoru Picka) pol wielokatow sie-
ciowych. Przy czym w zadaniu 2 zamieszczono na sieci kwadratowej szkice sto-
sownych wielokatow, za§ w zadaniu 3 podano tylko informacje dotyczace liczby
punktow sieci lezacych na brzegu i wewnatrz wielokata.

W zadaniu 4 zawarto trzy stwierdzenia, ktore nalezato ocenié, przypisujac zda-
niom wartos$¢ logiczng prawdy lub falszu. Nalezalo tez podaé stosowne uzasad-
nienie odpowiedzi. Stwierdzenia dotyczyty mozliwosci zbudowania na sieci kwa-
dratowej czworokata nie bedacego prostokatem oraz wymiernosci pola dowolnego
wielokata, ktérego wierzchotki znajduja sie w punktach sieci.

W zadaniu 5 nalezalo przedstawi¢ dowod twierdzenia Picka dla dowolnego
prostokata, ktérego wierzchotki znajduja sie w punktach sieci, a boki zawieraja sie
w prostych wyznaczajacych sieé.

W zadaniu 4 nalezato skonstruowaé stosowne kontrprzyktady albo przeprowa-
dzi¢ $ciste dedukeyjne rozumowania matematyczne (dowod twierdzenia), podobnie
jak to miato mie¢ miejsce w przypadku zadania 5.

1.3. Omodwienie wynikdw badan

Na podstawie analizy rozwigzan zadan mozna stwierdzi¢, ze wszyscy ucznio-
wie, szkicujac (na sieci kwadratowej) wielokaty, dbali o to, aby wierzcholtki figur
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znajdowaly sie w punktach sieciowych. Jednoczesnie ujawnita sie tendencja bada-
nych do szkicowania figur geometrycznych w potozeniach ,uprzywilejowanych", tj.
szkicowania prostokatéw, ktorych boki sg zawarte w prostych wyznaczajacych sie¢
oraz np. trapezow, dla ktorych podstawy zawieraja sie w prostych wyznaczajacych
sie¢.

W 45 rozwigzaniach zadania pierwszego (18 uczniéw klasy o profilu og6lnym
oraz 27 uczniéw klasy o profilu matematycznym®) poprawnie wyznaczono liczby
punktow sieci zawartych we wnetrzu i na brzegu prostokata oraz pole prostokata ze
wzoru Picka. Czesé badanych (5 0s6b z KO oraz 1 osoba z KM) okreslita stosowne
liczby punktéw sieci, o ktérych mowa w tresci zadania, a nastepnie wyznaczyta
pole prostokata w sposéb ,standardowy”. Osoby te wymnazaly wiec dlugosci pro-
stopadlych bokow prostokata. Dwie osoby (jedna z KO i jedna z KM) wyznaczyty
pole prostokata dwiema wspomnianymi metodami. Ponadto po dwie osoby z kaz-
dej z klas podaty niepelne rozwiazanie zadania. Osoby te wyznaczyly tylko liczby
punktéw sieci zawarte we wnetrzu i na brzegu figury, nie podejmujac proby wy-
znaczenia pola prostokata.

Podsumowujac, mozna stwierdzi¢, ze wszyscy badani potrafili naszkicowaé wie-
lokat, ktorego wierzchotki s punktami sieci, a wiekszo$¢ badanych potrafita dla
wskazanego przez siebie prostokata podac liczbe punktéw sieci lezacych na brzegu
i wewnatrz tej figury. Wielu badanych wykorzystato pozyskane przez siebie dane
do obliczenia pola prostokata. Wérod badanych znalazty sie tez osoby, ktore wy-
znaczajac poprawnie stosowne liczby punktow sieci nie, postuzyly sie tymi danymi
do obliczenia pola prostokata. Moze to $§wiadczy¢ o braku gotowosci tych uczniéow
do stosowania nowopoznanego twierdzenia, badz tez o niezrozumieniu jego istoty.

Analiza prac pozwala stwierdzi¢, ze uczniowie nie mieli wiekszych trudnosci
z rozwigzaniem drugiego oraz trzeciego zadania. Wszyscy badani podjeli prace nad
zadaniem drugim. Zadania trzeciego nie rozwiazywaly tylko 4 osoby z KO. Pole
pieciokata z zadania 2 poprawnie wyznaczato 28 uczniow KM oraz 24 uczniow KO,
za$ pole trojkata 31 uczniow klasy KM oraz 24 uczniéw KO. Przy czym pola tréj-
kata oraz pieciokata byly w wiekszosci przypadkéw wyznaczane za pomoca wzoru
Picka. Pojawily sie réwniez rozwigzania, w ktérych pola wyznaczano w sposob
,standardowy” (pole tréjkata obliczano ze wzoru P = %a - h, gdzie a — dlugosé
podstawy oraz h — dlugo$¢ wysokosci prostopadtej do prostej zawierajacej bok a
trojkata; pole pieciokata obliczano jako sume pol trojkata oraz prostokata). Ta-
kie rozwigzania dla trojkata przedstawilo 4 uczniow KO oraz 1 uczen KM, dla
pieciokata — po jednej osobie z obu klas.

Osoby, ktore pracujac nad zadaniem drugim, nie uzyskaty poprawnego rozwia-
zania, popelnity bledy podczas badZz wyznaczania liczby punktéw wewnetrznych,
badz brzegowych figur geometrycznych. W wiekszosci przypadkéw byly to bledy
rachunkowe. Warto tu wspomnie¢ o jednej pracy ucznia KM. Osoba ta podzielita
pieciokat na dwie figury geometryczne (trojkat oraz prostokat) i podczas wyzna-
czania liczby punktéw brzegowych pieciokata ,doliczyta” do punktéw brzegowych
dwa punkty znajdujace sie na odcinku stanowigcym wspolny brzeg nowopowsta-
tego tréjkata oraz kwadratu.

LW dalszej czeéci stosujemy skréot KO na oznaczenie uczniéw klasy o profilu ogolnym oraz
KM na oznaczenie uczniéw klasy o profilu matematycznym.
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Wszyscy uczniowie KM wyznaczyli poprawnie pole wielokata, dla ktorego
liczba punktow sieci lezacych na brzegu i wewnatrz wielokata jest znana (zadanie
3). Omawiane zadanie rozwigzalto réwniez bezblednie 20 uczniow KO. Dwie osoby
z KO podaty jako rozwigzanie wyniki liczbowe: 13,5 j2 oraz 6. Uczniowie ci nie
podali przy tym zadnego uzasadnienia swoich odpowiedzi. Mozna sformulowaé
ostrozng hipoteze, ze 4 osoby, ktére nie podjely préby rozwiazania zadania uwa-
zaly, ze dane zawarte w jego tresci sa niewystarczajace do rozwiazania badz nie
zrozumialy istoty (zaleznosci miedzy zaloZeniem i teza twierdzenia) twierdzenia
Picka. Moze $wiadczyé¢ o tym fakt, iz osoby te, wyznaczajac w zadaniu 2 pola
wielokatow, postugiwaly sie ,standardowymi” wzorami, a nie twierdzeniem Picka.

Wartosci logicznej zdania: Pole dowolnego wielokgta, ktdrego wierzchotki znaj-
dujqg sie w punktach sieci, jest liczbg wymierng, nie ocenilo kilkoro uczniéow. Byto
to 6 0s6b z KO oraz 3 uczniéw z KM. Ponadto 3 osoby z KM oraz 2 osoby z KO
uznaly zdanie za falszywe. Badani ci nie podali uzasadnienia swojej odpowiedzi.
Pozostali uczniowie uznali zdanie za prawdziwe. Jednoczesnie siedmioro uczniéw
z KM oraz czworo uczniow z KO, ktorzy uznali zdanie za prawdziwe, podjeli probe
uzasadnienia swojej decyzji.

Oto wybrane wypowiedzi uczniéw.

e zgodnie ze wzorem,

e bo b ii sqg zawsze liczbami naturalnymi,

e bo do wzoru Picka podstawiamy tylko liczby catkowite,
e bo pole jest zawsze liczbg wymierng,

e bo pole jest zawsze liczbg naturalng.

Mozna sformutowaé ostrozng hipoteze, iz pierwsze trzy wypowiedzi §wiadcza o
tym, iz badani, uzasadniajac prawdziwo$¢ zdania, odwoluja sie do struktury zalez-
nosci pomiedzy liczbg punktéw wewnetrznych i brzegowych figury zbudowanej na
sieci kwadratowej, a jej polem i na tej podstawie formutujg sady odnosnie do wy-
miernos$ci pola wielokata sieciowego. Pozostale dwie odpowiedzi moga Swiadczy¢
o blednych przekonaniach badanych dotyczacych wartosci pola figur geometrycz-
nych.

Wielu badanych (13 oséb z KO oraz 25 z KM) poprawnie ocenito wartosé
logiczng zdania 2 oraz podalo poprawne uzasadnienie swojego sadu. Badani ci
skonstruowali stosowny kontrprzyktad, tj. opisali badz naszkicowali czworokat nie-
bedacy prostokatem, ktoérego wierzchotki znajduja sie w punktach sieci. W wielu
pracach szkicowano trapezy rownoramienne oraz réwnolegloboki, ktérych dwa boki
zawarte sa w prostych wyznaczajacych sieé.

Wsrod badanych znalazty sie tez osoby, ktére uznaly zdanie za prawdziwe.
Podawaly one nastepujace uzasadnienia:

o Tak jest zawsze, narysowatem przyktad,

e Tak bo czworokgt, ktorego wierzchotki znajdujg sie w punktach sieci moze byé
tylko prostokgtem albo kwadratem,
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o Tak bo czworokat tworzy sie z jednego lub wiecej kwadratow, gdy sie je potgczy
to otrzymamy prostokat,

e Tak bo na sieci mozna narysowaé co najwyzej kwadrat.

Pierwsza z cytowanych wypowiedzi $wiadczy o elementarnych brakach wiedzy
z zakresu logiki matematycznej, a w tym o podstawowych trudno$ciach z rozu-
mieniem elementéw metody matematycznej. Mozna przypuszczaé, ze uczniowie,
ktorzy sformutowali pozostate cytowane wypowiedzi, budujac wielokaty, nie sa
w stanie ,oderwac sie¢” od linii sieci, nie dostrzegaja, iz boki wielokatéw, ktorych
wierzcholki znajduja sie w punktach sieci, nie musza leze¢ na prostych wyznacza-
jacych siec.

Uczniowie, ktérzy uznali zdanie za falszywe — jak wspomniano wczesniej —
konstruowali stosowne kontrprzyktady. Byly tez dwie takie osoby, ktére napisaly:

e Nie bo na sieci da sie zbudowaé inne figury, np. tréjkat, pieciokqt,

e Na sieci da sie zbudowaé inng figure niz czworokqt (trdjkqt).

Wypowiedzi te $wiadcza, naszym zdaniem, o brakach wiedzy z zakresu logiki,
a w szczegblnosdci o niezauwazeniu faktu, iz w twierdzeniu mowa jest o czworokacie.
Pominieto wiec tu jedno, bardzo wazne zatozenie.

Na koniec warto zauwazy¢, ze kilkoro badanych nie ocenito wartosci logiczne;j
zdania — byli to 4 uczniowie KO oraz 1 osoba z KM.

Wartosci logicznej zdania: Podwojone pole dowolnego wielokgta, ktorego wierz-
chotki znajdujg sie w punktach sieci, jest liczbg naturalng, nie ocenito 6 uczniéow
KO. Pozostalych 20 uczniow uznalo zdanie za prawdziwe, przy czym 3 osoby nie
podaly zadnego uzasadnienia swojej wypowiedzi. Tylko dwie osoby poprawnie
uzasadnily prawdziwosé zdania. Jedna z oséb napisata: Tak poniewaz ilosé punk-
tow jest zawsze liczbg naturalng. Pdzniej dzielimy przez 2 (np. g =3 lub % =4.5)
w przypadku nieparzystej liczby punktow powstaje liczba z utamkiem ,,%” lecz gdy
pomnozymy jg przez 2 staje sie znow naturalna.

Pozostate osoby z KO, pomimo iz poprawnie ocenity warto$¢ logiczna zdania,
w sposob bledny uzasadnialy swoje tezy. Badani popelniali btedy polegajace na

przypisywaniu polu figury nastepujacych wtasnosci:

e Pole dowolnej figury geometrycznej jest liczba naturalng: kazde pole jest
liczbg naturalng, po pomnozeniu przez 2 tez,

e Pole dowolnej figury geometrycznej jest liczbg dodatnia: pole nie moze byé
ujemne bgdZ réwne zero,

e Pole dowolnej figury zbudowanej na sieci kwadratowej jest liczba calkowita:
pole figury na sieci ma wartosé liczby catkowitej.

W badaniach ujawnity sie réwniez braki w wiadomosciach i umiejetnosciach
uczniéw z zakresu logiki. Dwaj badani rozumowali w sposéb nastepujacy: zdanie
jest prawdziwe, poniewaz pole jest zawsze liczbg dodatnia (nieujemng), za$ liczby
naturalne sg liczbami wiekszymi od zera. Oto przyklad takiego rozumowania. Ok.
gdyz wynik pola musi byé zawsze dodatni a liczby naturalne zaczynajg sie od zera
i sg do korica wiec wykluczone sq liczby ujemne.
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Uczniowie KM lepiej niz uczniowie KO poradzili sobie z oceng wartosci lo-
gicznej zdania trzeciego. Jedynie dwoch uczniéw nie podjelo pracy nad tym za-
daniem. Trzy osoby podaly tylko samg odpowiedz (twierdzaca), nie opatrujac jej
zadnym komentarzem. W pracy nad omawianym zadaniem 19 uczniéw uzasad-
nialo prawdziwo$¢ zdania na podstawie wzoru Picka. Uczniowie zapisywali wzor
Picka i na podstawie jego struktury orzekali o prawdziwosci zdania logicznego.
Jeden z uczni6w napisal: Prawda [zdanie jest prawdziwe], bo P = g +1i—1 oraz
b, i€ N, to P W.

Jednocze$nie dwoch uczniéw dla uzasadnienia prawdziwosci zdania skonstru-
owalo stosowne przykltady. Uczniowie ci orzekali wiec o prawdziwosci zdania na
podstawie sprawdzenia jego prawdziwosci w jednym szczegblnym przypadku.

Analiza prac ujawnita takze bledne przekonania dotyczace wartosci pola do-
wolnego wielokata. Dwaj uczniowie stwierdzili, ze pole dowolnego wielokata jest
liczba naturalng. Jeden z nich napisal: Pole jest zawsze liczbg naturalng, po po-
mmnozeniu przez 2 tez.

Analiza rozwigzan zadania piatego pozwala stwierdzié, ze po 6 osob z kazdej
z klas nie podjelo proby jego rozwigzania. Ponadto przewazajaca cze$é uczniow
pracujacych nad zadaniem przedstawila rozumowanie matematyczne, w ktorym
uzasadniano prawdziwos$é twierdzenia tylko w jednym przypadku szczegdlnym.
Uczniowie ci szkicowali na sieci prostokaty, ktorych wierzcholtki znajduja sie w pun-
ktach sieci, a boki sa zawarte w prostych wyznaczajacych sie¢. Tym samym ba-
dani ustalali konkretne dtugosci bokéw prostokata, a nastepnie obliczali pole pro-
stokata dwiema metodami, z zastosowaniem ,standardowego” wzoru (wymnaza-
jac przez siebie dlugosci prostopadlych bokow prostokata) oraz z zastosowaniem
wzoru Picka. Na podstawie réwnosci dwoéch wynikéw orzekano o prawdziwosci
wzoru Picka dla dowolnego prostokata, ktorego wierzchotki znajduja sie w punk-
tach sieci. Rozumowanie opisane powyzej przedstawito 20 uczniow KO oraz 18
uczniéw KM.

Warto zwréocié uwage na fakt, ze §wiadomosé elementéw metody matema-
tycznej jest wieksza u uczniéw KM. W klasie tej, chociaz w przewazajacej czesci
prac przedstawiono rozwigzanie opisane powyzej, kilkoro uczniéw podjelo probe
udowodnienia wzoru dla dowolnego prostokata, ktorego wierzchotki znajduja sie
w punktach sieci, a dtugosci bokéw wynosza a oraz b, gdzie a,b € R. Trzy osoby
wyznaczyly liczbe punktéw brzegowych prostokata, tzn. zapisaly, iz liczba ta
wynosi 2a + 2b, a nastepnie podstawily odpowiedniag warto$¢ do formuly Picka.
Niestety osoby te nie dokonczyty pracy nad zadaniem.

Jednoczes$nie jedna osoba przedstawila nastepujace rozumowanie:

P:g+z‘—1 /-0

0=0
L = P. Zatem twierdzenie jest prawdziwe.

Cytowane rozumowanie moze $wiadczy¢ o elementarnych brakach w wiadomo-
$ciach na temat rozwiazywania rownan, w tym przeksztalcania réwnan w sposob
réwnowazny.
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W pozostalych pracach wyrézniono tylko zalozenia i teze twierdzenia oraz
naszkicowano prostokat o bokach dtugosci a oraz b.

Podsumowujac warto podkresli¢, ze zadna z badanych os6b nie przedstawila
pelnego uzasadnienia prawdziwosci wzoru Picka dla dowolnego prostokata, ktorego
wierzcholtki znajduja sie w punktach sieci, a boki znajduja sie w prostych wyzna-
czajacych sie¢. Mozna wiec sformutowaé¢ ostrozna hipoteze, iz utworzenie nowego
— nieznanego badanym — dowodu odnoszacego sie do twierdzenia Picka znajduje
sie poza sferg najblizszych mozliwosci uczniéw uczeszczajacych do ostatniej klasy
liceum ogélnoksztalcacego.

1.4. Podsumowanie wynikéw badan

Badani wykazali sie znajomos$cia i umiejetnosciag wykorzystania podczas pracy
nad zadaniami ,standardowych” twierdzenn dotyczacych figur ptaskich, a takze
umiejetnoscia wykorzystania wzoru Picka do obliczania pél wielokatéw o wierz-
chotkach w punktach sieciowych. Mozna stwierdzi¢, ze badani byli w stanie prze-
nies¢ przedstawiong (w tekscie poprzedzajacym zadania kwestionariusza badan)
metode rozumowania do rozwigzania analogicznych zadan. Warto tu podkresli¢, iz
wiekszo$¢ badanych wyznaczala poprawnie liczby punktéw wewnetrznych i brze-
gowych wielokatow zbudowanych na sieci kwadratowej. Uzyskane wyniki §wiad-
czy wiec o tym, ze wiekszo§¢ uczniéw potrafi czytaé¢ i analizowaé proste teksty
matematyczne oraz ze potrafi rozwigzaé¢ zadania, w ktorych nalezy poshuzyé sie
informacjami zawartymi w tekscie matematycznym. Wyniki badan wskazuja, iz
wielu uczniéw potrafi powieli¢ przedstawiony schemat rozwigzania zadania, a jed-
nocze$nie ma duze trudnosci zwigzane z tworzeniem nowych rozwigzan zadan wy-
magajacych ,przeorganizowania” informacji zawartych w tek$cie wprowadzajacym.
Trudnosci te dotycza gtéwnie przeprowadzania rozumowan dedukcyjnych, tj. do-
wodzenia twierdzen z wykorzystaniem nowo poznanych definicji i twierdzen.

Jednocze$nie badania ujawnity duze trudno$ci uczniéw zwigzane z doborem
wlasciwych metod uzasadniania falszywosci zdan matematycznych (konstrukcja
kontrprzyktadow) oraz trudnosci z uzasadnianiem prawdziwosci twierdzen (do-
wodzenie twierdzeri). Problemy tu sygnalizowane korespondujg z obserwacjami
dotyczacymi trudno$ci uczniéw w zakresie przeprowadzania rozumowan matema-
tycznych (por. Nowecki, 1975; Nowecki, 1977; Pieprzyk, Zeromska, 2009; Major,
Major, 2009c).

Uzyskane wyniki stanowia, naszym zdaniem, potwierdzenie hipotezy, iz tema-
tyka dotyczaca twierdzenia Picka moze by¢ proponowana uczniom szkél ponad-
gimnazjalnych, zadania te sa dostepne dla wiekszosci badanych licealistéw.

2. Refleksje dotyczace twierdzenia Picka i jego uogdlnien

W niniejszej czedci artykutu proponujemy problemy generowane przez twier-
dzenie Picka oraz jego uogoélnienia. Punktem wyjscia do prowadzenia rozwazan sa
pewne pytania matematyczne, ktére w naturalny sposéb prowadza do formutowa-
nia hipotez, a nastepnie do ich weryfikowania. Rozwazania skupione wokot twier-
dzenia Picka i jego uogélnien pozwalaja w sposéb naturalny taczyé szkolne dziaty
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matematyki, takie jak: analiza matematyczna, algebra oraz geometria. Pracujacy
nad przedstawionymi tu zagadnieniami maja okazje do podejmowania tworczej
matematycznej aktywnosci, w tym formulowania i weryfikowania hipotez, poszuki-
wania i redagowania tresci dowodoéw, poszukiwania przyktadow i kontrprzyktadow.
Mozna wiec stwierdzié, ze osoby pracujace nad prezentowanymi tu zadaniami maja
okazje do podejmowania i prezentowania najwyzszego poziomu funkcjonowania po-
znawczego, tzw. reprezentacja badawcza — tworcza (por. Dabrowski, Zytko, 2008).

Prezentowane dalej zagadnienia moga by¢ wykorzystane, w calosci lub we
fragmentach, w pracy z uczniami szkét ponadgimnazjalych lub studentami studiéw
nauczycielskich kierunkéw matematycznych.

Rozwazmy sie¢ kwadratowg powstala w wyniku nastepujacej konstrukeji.

Na ptlaszczyznie kartezjanskiej rozwazmy proste o réwnaniach x = a i y = b,
gdzie a oraz b przyjmuja wartosci ze zbioru liczb calkowitych. Na plaszczyznie
wyroznijmy punkty przeciecia tych prostych, ktore bedziemy nazywacé¢ punktami
sieciowymi. Kwadrat, ktory ma dokladnie 4 punkty sieciowe brzegowe i nie ma
punktéw wewnetrznych sieciowych, nazwijmy kwadratem jednostkowym. Wszyst-
kie punkty sieciowe tworza sie¢ kwadratowa.

Pole wielokata (wymierzane kwadratami jednostkowymi), ktérego wierzchotki
znajduja sie w punktach sieci kwadratowej, wyraza sie zaleznoscia

b
P=g+i-1,

gdzie i stanowi liczbe punktéw sieciowych lezacych we wnetrzu wielokata, zas b
jest liczba punktow sieciowych lezacych na brzegu wielokata.

W pracy (Major, Major, 2009b) zaprezentowano metode odkrywania powyz-
szego wzoru na pole wielokata, ktorego wierzcholki znajduja sie w punktach sieci
kwadratowej. Dow6d twierdzenia, znanego w literaturze pod nazwa Twierdzenia
Picka (zob. Coxeter, 1967) dla sieci kwadratowej mozna znalezé np. w pracach
(Dabrowski, 1989; Kotodziejczyk, 1989).

Przedstawimy trzy przykladowe problemy, ktore warto rozwazy¢ na sieci kwa-
dratowej w kontekscie twierdzenia Picka.

Problem 1. Rozwazmy sie¢ kwadratowa, wyréznijmy na niej punkt O (poczatek
uktadu wspotrzednych), proste tworzace sie¢ kwadratowa przechodzace przez ten
punkt przyjmijmy jako osie odcietych oraz rzednych i jako jednostke przyjmijmy
dhugosé boku kwadratu jednostkowego.

W tej sytuacji kazdy punkt sieci mozna opisaé¢ za pomocag dwu wspolrzednych
o wartosciach catkowitych. Rozwazmy kwadrat o wierzchotkach O(0,0), A(n,0),
B(0,n), C(n,n), gdzie n € Ny. Do odcinka otwartego AB, zawierajacego sie
w prostej o rOwnaniu z + y = n, nalezy n — 1 punktéw sieciowych. Oznaczmy
te punkty przez A;, As, ..., An,_1. Punkty te maja wspolrzedne (i,n — i) dla
i = 1,....,n — 1. Rozwazmy mate czworokgty OA1CA, OAsCA;,..., OBCA,_,
(por. rysunek 3).
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B(Q,n) ()

/
0(0,0) A(n,0)

Rysunek 3.

Oczywistym jest, ze dwa mate czworokgty OA1C A oraz OBC A,,_1 nie zawie-
raja zadnego punktu wewnetrznego. Wykazemy, ze jesli n jest liczba pierwsza,
to wszystkie pozostale mate czworokgty, tj. czworokaty OAsC Ay, OA3CAs, ...,
OA,_1CA,_5 zawieraja taka sama liczbe punktow sieciowych wewnetrznych.

Istotnie, jesli n jest liczba pierwsza, to i oraz n — i sa liczbami wzglednie
pierwszymi. Oznacza to, ze ulamek # jest nieskracalny, a wiec na brzegu kaz-
dego matego czworokgta znajduja sie doktadnie cztery punkty sieciowe. Zauwazmy
ponadto, ze dlugosci odcinkéw AA;, A1As, ..., A,_1B wynosza @. Ponadto
trojkaty OA1As, OAsAs, ..., OA,_2A,_1, CA1As, CA3As, ..., CAp_2A, 1
maja réwne wysokosci, z czego wynika, ze mate czworokgty maja takie same pola.
7 twierdzenia Picka otrzymujemy zatem natychmiast wniosek, ze wszystkie mate
czworokqty maja taka sama liczbe punktow sieciowych wewnetrznych.

Problem 2. Rozwazmy kwadrat o boku dtugosci n € Ny, ktoérego wierzchotki
znajduja sie w punktach sieci i ktérego bok lezy na jednej z prostych tworzacych
sie¢ kwadratowa. Wykazemy, ze do tego kwadratu nalezy (n + 1)? punktéw siecio-
wych.

Zauwazmy, ze wszystkie boki kwadratu, o ktérym mowa w problemie 2, leza na
prostych tworzacych sie¢ kwadratowa. Liczba punktéw sieciowych znajdujacych sie
na brzegu kwadratu wynosi zatem 4n, za$ liczba punktéw sieciowych nalezacych do
wnetrza kwadratu rowna jest (n — 1)2. Oznacza to, ze liczba punktéw sieciowych,
ktore naleza do kwadratu, wynosi 4n + (n — 1)2, czyli (n + 1)%.

Problem 3. Wykazemy, ze kwadrat o boku dtugosci n € Ny pokrywa nie wiecej
niz (n + 1)? punktow sieciowych sieci kwadratowe;.

7 rozwiazania problemu 2 wynika, ze liczba punktow sieciowych, ktora po-
krywa kwadrat o wierzchotkach w punktach sieciowych, wynosi (n +1)2. W ogol-
nym przypadku brzeg wielokata moze zawiera¢ nie wiecej niz 4n punktéw siecio-
wych. Z twierdzenia Picka wynika zatem, ze n® =i+ % — 1.

Zauwazmy, ze

b b 4
z‘+b=i+§—1+§+1<n2+7”+1:(n+1)2.

Liczba punktéw sieciowych, ktora pokrywa kwadrat jest zatem mniejsza lub rowna
(n+1)>2
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Sie¢ kwadratowa zdefiniowana na stronie 128 (por. tez Major, Major, 2009b)
pokrywa cala plaszczyzne, ale nie jest to jedyna sie¢ o tej wiasnosci. Rozwazana
sie¢ nazwijmy siecig zbudowang na bazie kwadratu lub generowang przez kwadrat.

Zauwazmy, ze jedynymi wielokatami foremnymi pokrywajacymi catkowicie
plaszczyzne sa: kwadrat, trojkat rownoboczny oraz sze$ciokat foremny (zob. np.
Steinhaus, 1954). Dla sieci zbudowanych na bazie tych wielokatéow mozna zatem
poszukiwac zaleznosci pomiedzy polem wielokata P(w), a liczba punktéw siecio-
wych nalezacych do wnetrza i oraz do brzegu b wielokata w. Dla sieci kwadratowej
taka zalezno$¢ ujmuje wspomniane twierdzenie Picka.

Problem 4. Rozwazmy sieé trdjkging powstalta w wyniku nastepujacej kon-
strukcji.

Na plaszczyznie kartezjanskiej rozwazmy proste o réwnaniach y = —v/3z +
al\/g, y = \/§:c + ag\/§ iy = a;;@, gdzie ay, as oraz as przyjmuja wartosci
ze zbioru liczb calkowitych. Na plaszczyznie wyrdznijmy punkty przeciecia tych
prostych, ktore bedziemy nazywaé¢ punktami sieciowymi. Trojkat rownoboczny,
ktoéry ma doktadnie 3 punkty sieciowe brzegowe i nie ma punktéw wewnetrznych
sieciowych, nazwijmy trajkgtem jednostkowym. Wszystkie punkty sieciowe tworza
sie¢ trojkatng.

Rozwazmy sieé trdjkqging (por. rysunek 4) (zbudowana na bazie tréjkatow
rownobocznych). Przyjmijmy, Ze najmniejszy réwnoboczny trojkat sieci ma pole
réwne 1. Pojawia sie tu pytanie: czy i ewentualnie w jaki sposéb mozna obli-
czy¢ pole wielokata, ktorego wierzcholki znajduja sie w punktach sieciowych sieci
trojkatnej, wykorzystujac informacje o liczbie punktéw sieciowych nalezacych do
wnetrza oraz brzegu figury?

W pracy (Major, Major, 2009b) zaprezentowano metode poszukiwania wzoru
na pole wielokata, ktorego wierzchotki znajduja sie w punktach sieciowych sieci
kwadratowej. Zaproponujemy, w jaki sposob te metode mozna zmodyfikowa¢ do
rozwiazania rozwazanego problemu (por. tez Major, Major, 2009a).

/NSNS NN NSNS NSNS
| y

/ \/

\ // \\ / \\ // \ // \ /
VARAVIRAVER N/, VN
/\ / \ \ I\ \

/\/ \\/ \/ \/ \ /NS

N/ /N /N \

VAAVAAVAVAY, \VARVARV/
/ \ / \ /\
Rysunek 4.

Mozna tu sformutowaé hipoteze, podobnie jak to moze mie¢ miejsce dla sieci
kwadratowej, iz pole wielokata P(w) o wierzchotkach w punktach sieciowych sieci
trojkatnej (wymierzane jednostkowymi trojkatami rownobocznymi) wyraza sie za-
leznoscia

P(w) = ai + Bb+ 7,
gdzie a, B,v € R, za$ i stanowi liczbe punktéw sieciowych lezacych we wnetrzu
wielokata w, za$ b jest liczba punktow sieciowych lezacych na brzegu wielokata w.
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Jesli przyjmiemy, ze nasza hipoteza jest prawdziwa, to w kolejnym etapie
mozna wyznaczy¢ (o ile istnieja) wartosci statych «, 8,7. W tym celu wystar-
czy rozwazy¢ trzy rozne trojkaty, ktorych wierzchotki znajduja sie w punktach
sieci trojkatnej (por. rysunek 5).

/

/\ \ /\ / \ \ / \ / \
/NN NN NN NN\

v /N /N /N /\ / \
\ / \\ / \ / \ // \\ / \\ / \ /
\ / /\ / /\
// \/ \\ // \\/\// \\ / \/\ /\/ A
\
\ /\ \wa/ /
\\m/ \/\ va \/ \/\\ ws\/ /\/
/\ /\ \ / N\

Rysunek 5.

Zauwazmy, ze P(w1) =1, P(we) =41 P(ws) = 9. Mamy

l=a-0+58-3+7,
4=a-04+8-6+7,
9=a-14+5-9+7,

a wiec
a=2, =1, ~v=-2

Nasza hipoteza przyjmuje wiec postac
Pw)=2i+b—2. (1)

W pracy (Kordos, 2008) zostal sformutowany warunek (1), rozstrzygniecie jego
prawdziwo$ci autor pozostawia jako problem otwarty.

Ponizej przedstawimy idee dowodu odkrytej hipotezy.
Niech L(w): = 2i+b—2, gdzie i jest liczbg punktow wewnetrznych, zas b — liczba
punktéw brzegowych dowolnego wielokata sieciowego w.

1. Na wstepie wykazemy prawdziwosé wzoru (1) dla rownolegloboku w, ktorego
boki (o dtugosciach a i b) zawarte sa w prostych tworzacych sie¢ trojkatna
(rysunek 6). Pole rownolegtoboku wyrazone liczba trojkatow jednostkowych
wynosi 2ab.

a

Rysunek 6.



[132] Joanna Major, Maciej Major

Mamy ponadto L(w) = 2(a — 1)(b—1) +2(a+b) — 2 = 2ab. Zatem P(w) =
L(w).

2. Zauwazmy, ze jesli wielokat w zbudowany na sieci tréjkatnej jest suma mno-
gosciowa wielokatow wi 1 we, dla ktorych do zbioru w; Nwe naleza co najwy-
zej punkty brzegowe, to P(w) = P(w1)+ P(ws) oraz L(w) = L(wy) + L(ws).

3. Kazdy wielokat w o wierzchotkach bedacych punktami sieci tréjkatnej mozna
podzieli¢ na trojkaty, ktorych wierzcholki leza w punktach sieci.

4. Na dowolnym trojkacie t o wierzchotkach w punktach sieci mozna ,opisa¢”’
trojkat T', ktérego boki zawarte sa w prostych tworzacych sie¢ trojkatna,
a wierzcholki sg punktami sieci. Wtedy trojkat T = t U t1 Ut U t3 (zob.
rysunek 7.

5. Kazdy z trojkatow t1, to, t3 (dla ktorych dwa boki zawarte s w prostych wy-
znaczajacej sie¢), mozna uzupelnié¢ do rownolegltoboku, ktérego boki zawarte
sa w prostych tworzacych sie¢ tréjkatna.

N/ \/\
AN
JAVAVA!
VA VAVAYA

N

tq

Rysunek 7.

W dalszej czesci pracy zaproponujemy inny sposob odkrycia wzoru Picka dla
sieci trojkatnej.

Rozwazmy dowolny wielokat o wierzchotkach w punktach sieci kwadratowej.
Pole P tego wielokata jest rowne (i+3 —1)j2, gdzie j2 jest polem kwadratu jednost-
kowego sieci (zob. rysunek 8a)). Przez punkty sieciowe poprowadZzmy proste na-
chylone pod katem 45° do prostych y = a, a € Z, tj. proste o rownaniach y = z+c,
¢ € Z. W wyniku tej konstrukcji kazdy kwadrat jednostkowy zostal podzielony
na 2 trojkaty rownoramienne prostokatne. Sie¢ kwadratowa zostala zatem prze-
ksztatlcona w sie¢ zbudowang na bazie trojkata rownoramiennego prostokatnego.
Te sie¢ nazwijmy sieciq generowang przez trajkgt réwnoramienny prostokgtny. Za-
uwazmy, ze tak powstala sie¢ ma te same punkty sieciowe, co sie¢ kwadratowa.
Niech k? bedzie polem polowy kwadratu jednostkowego sieci, a wiec polem troj-
kata rownoramiennego prostokatnego, bedacego trojkatem bazowym nowej sieci.
Poniewaz j2 = 2k2, wiec pole P rozwazanego wielokata jest réwne (2i + b — 2)k?
(zob. rysunek 8b).
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a) b)
\
P=i+5-1[] P=2i+b-2[/
' t t . A
Rysunek 8.

Przeprowadzone rozumowanie pozwala stwierdzié¢, ze wzér P = 2i + b — 2 na
pole wielokata o wierzchotkach w punktach sieciowych, gdzie i jest liczba punktow
sieciowych wewnetrznych wielokata, zas b — liczba punktéw sieciowych lezacych
na brzegu wielokata, jest prawdziwy dla sieci generowanej przez trojkgt rownora-
mienny prostokgtny.

Wykazemy teraz, ze jest on tez stuszny dla sieci trdjkgine; generowanej przez
trajkqt rownoboczny.

W tym celu jeden z punktow sieciowych sieci kwadratowej przyjmijmy jako
poczatek ukladu wspoélrzednych, zas proste prostopadle przechodzace przez ten
punkt okreslmy jako proste x i y (0§ odcietych oraz rzednych)2. Jako jednostke
dhugosci przyjmijmy dlugo$é¢ boku kwadratu jednostkowego.

Rozwazmy przeksztalcenie F' plaszczyzny w plaszczyzne zadane wzorem

F:OgonoOg,

gdzie

03 i Og sa obrotami woko6t punktu O odpowiednio o katy « oraz f3,

Pk jest powinowactwem prostokatnym wzgledem osi x o skali k.

Zauwazmy, ze tak okreslone przeksztalcenie jest przeksztalceniem afinicznym,
zachowuje ono zatem réwnolegtosé prostych, wypuktosé figury, uporzadkowanie
punktow na prostej, wspotliniowosé punktoéw oraz stosunek pol figur na plaszczyz-
nie.

Wskazemy takie wartosci «, 8 oraz k, ze sie¢ generowana przez trojkat rowno-
ramienny prostokatny zostanie przeksztalcona poprzez przeksztalcenie F' na sie¢
generowang przez trojkat rownoboczny.

Rozwazmy kwadrat OK LM z rysunku 9. Obracajac go wokét punktu O o
kat 7, otrzymujemy kwadrat OK'L'M’. Wyznaczmy taka wartos¢ k& > 0, aby
przeksztatcajac uzyskany kwadrat przez powinowactwo prostokatne wzgledem osi
z i skali k, uzyska¢ romb OK”L"M", o dtugosci boku réwnej dtugosci jego krot-
szej przekatnej. Musi zatem by¢ spelniony warunek |[OL”| = |[OK"|. Punkt L”

2Mozliwe s3 tu dwie orientacje uktadu wspotrzednych; wybierzmy dodatnia.
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ma wspotrzedne (0, kv/2), zas punkt K" wspotrzedne ( ‘/75 , k“/Ti) Korzystajac ze

wzordéw analitycznych na obrét, powinowactwo prostokatne oraz dtugosé odcinka,

11
EV2 =]+ =k2,
V2 2 * 2
ktérego dodatnim rozwigzaniem jest k = @ Szukanym przeksztalceniem jest
zatem powinowactwo prostokatne wzgledem osi z o skali k = V3
L/
LII
M’ K’
M// KII
O K
Rysunek 9.

Zauwazmy, ze obraz punktu K" w obrocie wok6l punktu O o kat 8 = —

bedzie lezal na osi odcietych (zob. rysunek 10). Oznacza to, ze obracajac romb
OK"L"M" wokoét punktu O o kat 8 = —F%, uzyskamy dwa trojkaty réwnoboczne

majace wspolny bok. Kazdy z nich generuje sie¢ trojkatna.

6

3
sz (K,)ZKN

(V2 V2
K'=(%,4%)
I
I
N
ol (K
6 N ‘\
% ﬁ ;K”/
o 2 =
2 K=(10)
/6
tgﬁ=%=~/?§=>ﬁ=%
-3

Rysunek 10.
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_x V3 LS
Zauwazmy, ze przeksztalcenie F' = O,° o Pp* o Ofj przeksztatca afinicznie
sie¢ kwadratowa na sie¢ trojkatna generowana przez tréjkaty rownoboczne (zob.
rysunek 11).

Rysunek 11.

Na koniec rozwazan zauwazmy, ze wzor P = i+2—1 (P = 2i+b—2) jest stuszny
dla dowolnego wielokata o wierzchotkach w punktach sieciowych sieci generowanej
przez dowolny rownolegtobok (trojkat). Wynika to z faktu, ze istnieje przeksztal-
cenie afiniczne P, takie, ze przeksztalcenie P, o F' przeksztalca sie¢ generowang
przez kwadrat jednostkowy (trojkat bedacy potowa kwadratu jednostkowego) na
rownoleglobok o bokach a, b oraz przekatnej ¢ (trojkat o bokach a, b oraz ¢) (por.
Bednarczuk, 1978).

Prezentowane tu rozwazania, ze wzgledu na ich elementarny charakter, moga
by¢ wykorzystane w procesie ksztalcenia uczniow szkét ponadgimnajalnych. Nieco
inne zagadnienia zwigzane z twierdzeniem Picka zaprezentowano np. w pracach
(Iseri, 2008; Funkenbusch, 1974; Grunbaum, Shephard, 1993; Varberg, 1985; Ga-
skell, Klamkin, Watson, 1976).

Problem 5. Czy mozna méwié o analogonie wzoru Picka dla sieci szeSciokatnej
(sieci generowanej przez sze$ciokqt foremny)?

Odpowiedz na pytanie jest negatywna. Istnieja bowiem dwa trojkaty o wierz-
chotkach w punktach sieci generowanej przez sze$ciokat foremny majace roézne
pola oraz majace po 3 punkty brzegowe i nie majace punktow wewnetrznych (zob.
rysunek 12).
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N

w2

- 7

i=0,b=3
P(w1) # P(w2)

Rysunek 12.

Problem 6. Rozwazmy plaszczyzne, na ktoérej znajduje sie niewtasciwy pek
prostych réwnoleglych, dla ktérych odleglosci pomiedzy kazdymi dwiema sasied-
nimi prostymi rownolegtymi wynosi 1, tj., np. pek prostych o réwnaniach y = a,
gdzie a € Z. Na tak zbudowanej sieci budujemy wielokaty, ktérych wierzchotki
leza na prostych wyznaczajacych sie¢ (por. rysunek 13).

Rysunek 13.

Mozna sformulowaé hipoteze, ze pole wielokata P(w), ktorego wierzchotki leza
na prostych wyznaczajacych sie¢, jest réwne sumie dlugosci odcinkéw?® zawar-
tych wewnatrz wielokata w powiekszonej o polowe dlugosci odcinkéw zawartych
w brzegu wielokata w. Czyli

1

gdzie
i — suma dlugosci odcinkéw zawartych wewnatrz wielokata w,
b — suma dlugosci odcinkéw zawartych w brzegu wielokata w.

Dowdd hipotezy przebiega etapami (por. Gut, 2005). Podamy szkic tego do-
wodu.

Przez L(w) oznaczmy sume dltugosci odcinkow zawartych wewnatrz wielokata
w powiekszong o polowe dlugosci odcinkéw zawartych w brzegu tego wielokata.

30dcinkiem nazywamy figure geometryczna bedaca czeicia wspolng wielokata oraz prostej
z peku.
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1. Na wstepie zauwazmy, ze jesli wielokat w jest suma mnogo$ciowa dwo6ch
wielokatow wy oraz we, dla ktérych do zbioru w; N we naleza co najwyzej
punkty brzegowe, to L(w) = L(w;) + L(ws) oraz P(w) = P(wy) + P(w2).

2. Rozwazmy prostokat o dlugosciach bokéw a oraz b, ktérego dwa boki leza
na prostych z peku (rysunek 14).

b

Rysunek 14.

Mamy P(w) = a-boraz L(w) = (a—1)-b+3-2b = a-b. Zatem P(w) = L(w).

3. Rozwazmy trojkat prostokatny ti, ktorego jedna z przyprostokatnych lezy
na prostej z peku. Trojkat t; mozna uzupelni¢ do prostokata, ktérego dwa
boki leza na prostych z peku (zob. rysunek 15).

Mamy P(tl) = P(tg) oraz L(tl) = L(tg). Zatem P(tl) = L(tl).

NG
\
\

Rysunek 15.

4. Rozwazmy trojkat ¢, ktorego jeden bok lezy na prostej z peku (rysunek 16
i17).
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t =1t Uta

/ t t2\ / ¢ /t1
/ A\ / |

Rysunek 16. Rysunek 17.

Jesli t = t1 Uta, to P(t) = P(t1) 4 P(ta) = L(t1) + L(t2) = L(t).
Jesli natomiast t* =t Uy, to L(t*) = P(t*) = P(t) + P(t1) = P(t) + L(t1)
oraz L(t*) = L(t) + L(t1), wiec P(t) = L(t).

5. Rozwazmy trojkat ¢, dla ktorego zaden z bokéw nie lezy na prostej z peku
(rysunek 18).

N
AN
V4

Rysunek 18.

Wtedy t* = t U t1, a wiec L(t*) = L(t) + L(t1) = L(¢t) + P(t1) i L(t*) =
P(t*) = P(t) + P(t1). Jest zatem P(t) = L(t).

6. Dla dowodu twierdzenia wystarczy zauwazyé, ze kazdy wielokat o wierz-
chotkach lezacych na prostych z peku mozna podzieli¢ na tréjkaty, ktorych
wierzcholki leza na prostych z peku.

Zauwazmy, ze sygnalizowane tu zagadnienia dotyczace pol wielokatow budowa-

nych na prostych z peku niewtasciwego koresponduja z pojeciem calki Riemanna.

Zakonczenie

Opisane wyzej zagadnienia nie wyczerpuja omawianej problematyki. Nalezy
traktowaé je jako przykladowe do budowania kolejnych wtasnych zadan i proble-
moéw. Ich wartosé dydaktyczna upatrujemy w fakcie, iz rozwazania prowadzone
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sa na stosunkowo prostym materiale teoretycznym, mogacym by¢ przedtuzanym
na problemy bardziej zaawansowane matematycznie. Jednoczesnie bogactwo py-
tan i problemoéw generowanych przez twierdzenie Picka i jego uogoélnienia pozwala
rozwija¢ aktywnos$¢ matematyczng uczacych sie na réznych szczeblach ksztatcenia
matematycznego.
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