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Abstract. Generalizations are very common in mathematics. A generalization
may be a process (mathematical activity) and a product in the form of ma-
thematical concepts, tasks, theorems, hypotheses, methods of reasoning and
argumentation. The article points out that the basic skills in the process
of generalization of concepts and theorems consist of observation focused on
distinguishing mathematical relations and the ability to represent the results
by means of letters, algebraic expressions, equations and other symbols. It
is particularly significant in mathematics education at the later stages of
elementary school and in middle school (12-16 years). The article analyzes
the generalization abilities and difficulties that were exhibited by university
students of mathematics education and mathematics teachers from the mid-
dle school level while solving the “step pattern” task. A concrete situation,
presented on a schematic graph together with explanatory information and
questions, was a starting point for the formulation of general relations and
recurrence and induction generalizations within the set of natural numbers.
As a result of these generalizations, the condition defining the triangular
numbers was formulated. Almost 65% of the students (out of 106) and 50%
of the teachers (out of 130) successfully represented the generalizations. Al-
most 50% of the students managed to represent the reasoning that led to the
generalization using the method of mathematical induction or the theorem
of the sum to n terms of an arithmetic progression; while about 20% of the
teachers represented the justification leading to the generalization by using
the theorem of the sum of the first n integers or the induction generaliza-
tion of the reasoning based on the example concerning the area of the figure
created by the “step pattern.”

Zamiast wstepu

1. Relacja z obserwacji: W ramach praktycznego przygotowania do prowa-
dzenia lekcji matematyki zdarzylo sie, ze pigtka studentéw IIT roku matematyki
nie potrafita przygotowac i poprowadzi¢ lekcji z wykorzystaniem sytuacji dydak-
tycznej zaproponowanej w podreczniku do klasy drugiej gimnazjum.

*On the ability of mathematical generalization among mathematics teachers and mathematics
students of teacher specialization (illustrated by “step pattern” tasks)
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1. Ta uktadanka réwniez rzadzi pewna regufa.

o [ 24

0. Z ilu kostek bedzie zbudowana piata uktadanka?
b. Sformutuj regute, okreslajaca liczbe kostek w uktadance o numerze n.

(. Zapisz regufe za pomoca wzoru.

Rysunek 1. Sytuacja z podrecznika dla klasy drugiej gimnazjum ,Matematyka 2001”, (Bazyluk,
Dalek, Dubiecka, Fryska, Goralewicz, Lakoma, Piskorski, Sienkiewicz, 2000, s. 57).

W rozmowie okazalo sie, ze studenci nie potrafili sformutowaé reguty i zapisac
jej za pomoca wzoru dla uktadanki o numerze n. Nie potrafili, bo tak tego nie byli
uczeni, takich zadan nigdy nie rozwigzywali. Po przygotowaniu i przeprowadzeniu
przez studentke lekcji okazalo sie, ze nauczyciel takze nie wiedzial, jak poprowadzié¢
taka lekcje, gdy uczniowie nie znajg ciggow, wzoru na SuMeE N WYrazow Cciggu
arytmetycznego. Celowo dawal taki temat lekcji z zaleceniem, by przygotowac ja
z wykorzystaniem sytuacji z podrecznika.

2. Z wynikéw badari: Wsréd wynikéw miedzynarodowych badan umiejet-
no$ci matematycznych uczniow konczacych gimnazjum (Program Miedzynarodowe;j
Oceny Umiejetnosci Uczniow OECD/PISA, Wyniki badania 2008 w Polsce, 2003,
s. 12) sformulowano taki, ze ,polscy uczniowie, niezaleznie od dzialu matematy-
ki, gorzej niz ich réwiesnicy w Swiecie, radza sobie z zadaniami wymagajacymi
abstrakcyjnego my$lenia: analizy lub uog6lnienia”.

Na egzaminie gimnazjalnym w 2008 roku tylko 13% uczniéw potrafilo zapisac
uogolnienie w postaci wyrazenia algebraicznego dla uktadanki przedstawionej na
rysunku (Osiggniecia uczniow koriczacych gimnazjum w roku 2008, 2008, s. 151,
193-196).

Problem badawczy, jaki zrodzit sie w wyniku tych informacji, to rozeznanie,
jak z uogdélnieniami radza sobie studenci matematyki, a takze nauczyciele gimna-
zjum. W tym artykule przedstawiam wyniki badan przeprowadzonych w latach
2007-08 w grupie studentéw i nauczycieli rozwiazujacych serie zadan ,;schodki”.

1. O uogdlnianiu w matematyce

Uogdlnienie to przejscie od rozpatrywania jednego obiektu do rozpatrywania
zbioru zawierajacego ten obiekt, albo przejscie od rozpatrywania wezszego zbioru
do rozpatrywania szerszego zbioru zawierajacego ten wezszy zbior (Polya, 1964,
s. 248). Obiekty i zbiory zawierajace te obiekty moga by¢ w matematyce rézno-
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rodne i dlatego rozwazane sg w matematyce uogélnienia: pojeé, problemow,
twierdzen, hipotez, sposob6éw rozumowania i dowodzenia. W matematyce
i jej nauczaniu rozréznia sie proces uogodlniania i efekt tego procesu — produkt
uogdblnienia (Lubomirski, 1983; Zareba, 2003; Zareba, 2004).

Klasyczna teoria uogélniania w odniesieniu do matematyki sprowadza sie,
wedlug Lubomirskiego (1983, s. 81), do trzech nastepujacych tez:

1. ,Uogolnianie jest operacja typu klasyfikacji. Polega ono na generowaniu coraz
szerszych klas pojeciowych zawierajacych sie jedna w drugie;j.

2. Uogolnianie dokonuje sie, wychodzac od danych poje¢, przez abstrahowanie
cech wspoélnych; w ten sposob idea ogdlna pojawia sie, jako to, co pozostaje
po odjeciu czego$ z pewnej bogatszej calosci.

3. Z uogdlnianiem zwigzane jest rozszerzanie zakresu idei, natomiast zubozenie
jej znaczenia. Wraz z uog6lnieniem rosnie stopien nieokre$lonosci. Relacja
miedzy szczegdlem a ogotem jest zazwyczaj pojmowana, jako stosunek czesci
do catlosci. (.. .) Identyfikuje sie to, co ogolne, z tym — co abstrakcyjne iz tym,
co istotne”.

W zaleznosci od sytuacji matematycznej, od tego, czego uogolnienia dotycza
i czemu stuza, nadaje sie uogolnieniu rézne znaczenia. Moze by¢ ono uzyteczne
w rozwiazywaniu zadan, bo ogdlniejsze zadanie moze by¢ tatwiejsze w rozwigzaniu.
Ogolne wyjasnienie moze utatwi¢ zrozumienie idei i zastapi¢ wiele szczegétowych
zadan jednym. Uogoélnianie jako proces moze dotyczy¢ uogélnienia problemow,
bo ,w istocie rzeczy stanowia owa sile napedowa calej ewolucji matematycznego
poznania” (Lubomirski, 1983, s. 86). Uogolnia si¢ problemy nie tylko wtedy, gdy
w szczegolnym przypadku zostaly tak czy inaczej rozwigzane w postaci uogélnie-
nia twierdzenia, ale i wowczas, gdy jedynie udalo sie postawi¢ bardziej lub mniej
prawdopodobne uogélnione hipotezy. Krygowska (1977, s. 109-118) precyzuje
uogoOlnienie twierdzenia jako formutowanie twierdzenia, ktorego szczegblnym przy-
padkiem jest dane twierdzenie, i wyréznia w tym procesie: uogélnianie typu
indukcyjnego, uogdélnianie przez uogodlnienie rozumowania, uogolnienie
przez unifikacje oraz uogdlnienie przez dostrzezenie prawa rekurencji.

Rozumowanie ,,0d szczegétu do ogétu”, od tego, co mniej ogédlne do tego, co
bardziej ogolne, kojarzone jest z uogoélnianiem, z indukcja (przyrodnicza lub mate-
matyczna) i czesto przeciwstawiane jest dedukeji, jako rozumowaniu typowemu dla
matematyki. Tak ujal to G. Polya (1964, s. 116), piszac, ze: ,matematyka dopiero
powstajaca, szukajaca nowych twierdzen, jest eksperymentalng nauka indukcyjng.
(...) Wiele osiagnie¢ matematycznych znaleziono najpierw droga indukcji, a na-
stepnie udowodniono. Indukcja usituje znalez¢ regularnosé i zgodnosé lezaca poza
obserwacjami”. Takie spojrzenie na tworzaca sie matematyke, jakie przedstawil
Polya, prawdopodobnie odnosi sie takze do matematyki, jaka powstaje w umysle
osoby uczacej sie jej.

W analizie proceséw poznawczych uogoélnienie rozumiane jest jako przechodze-
nie ,,0d szczegotu do ogotu” i odwrotnie — ,,0d ogétu do szezegotu” (zwane specyfi-
kacja, specjalizacja czy konkretyzacja). Sa to rodzaje zabiegéw poznawczych,
ktore wystepuja w tym samym procesie uogélnienia i weryfikowania opisanej sytu-
acji. Czesto konkretne liczby (lub inne konkretne obiekty) zastepujemy ,dowolna
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liczba” z danego zbioru, méwimy wéwczas o uzmiennianiu danych (Polya, 1964,
s. 250; 1975, s. 35), lub uzmiennianiu stalych (Krygowska, 1977, s. 113; 1974,
s. 3). Uogolniajac, uzywamy innego jezyka, zastepujemy nazwy wlasne poszcze-
gblnych obiektow jakiegos zbioru nazwami ogolnymi. Czesto liczby zastepujemy
literami. Tradycyjnie dowolna liczbe ze zbioru liczb naturalnych oznaczamy litera
n, dlugosci odcinkéw oznaczamy literami a, b, c. Mamy przy tym Swiadomosé, ze
w miejsce litery mozemy podstawi¢ dowolng liczbe z pewnego okreslonego zbioru,
np. gdy a oznacza dtugosé odcinka, to w miejsce a mozemy podstawiac tylko liczby
nieujemne. Literami oznaczamy w matematyce pewne wielko$ci stale np. 7, e.
Litera oznacza wowczas $cisle okreslong jedna liczbe, ktorej dokladnej wartosci nie
potrafimy zapisa¢ za pomoca cyfr. Gdy chcemy opisaé¢ zmiany (wzrost lub spadek)
jednej wielkosci w zaleznosci od drugiej, uzywamy liter w roli zmiennych, np.
zapis 2n moze opisywaé¢ dwukrotne zwiekszanie sie wielkosci oznaczonej n albo,
gdy n jest liczbg naturalng, mozemy 2n uznaé jako nazwe ogolna dowolnej liczby
. . . : _ (1) (n+2) 4.
parzystej. W zapisie dowolnego wyrazu ciagu a,, = 5 litera n wystepu-
je jako nazwa ogolna w dwoch znaczeniach w nazwie ciagu (traktowanego jako
pewien zbior liczb) i w nazwie dowolnego wyrazu tego ciagu, ktory wyznaczamy
podstawiajac za n liczbe naturalna. Wystepuje tez jako zmienna, bo od niej zalezy
wartos¢ liczbowa wyrazow tego ciagu (wartosc funkeji a,, dla argumentu n). Litery
w uogoélnianiu wystepuja najczesciej, jako nazwy ogolne, wielkosci zmienne oraz
state. Kazde z tych znaczen wystepuje w réznych odmianach i zalezy od kontekstu,
w jakim sie pojawia. Trudnosci psychologiczne i pojeciowe wiaza sie z wieloznacz-
noscia symbolu literowego (Krygowska, 1955, s. 24; Turnau, 1990, s. 156; Demby,
2000; Semadeni, 2002). Rozumienie liter jest konieczne dla wykonywania operacji,
racjonalnego ich planowania i kontrolowania wyniku nie tylko w przeksztatcaniu
wyrazen algebraicznych i w rozwigzywaniu rownan. Na wyzszym poziomie litery
staja sie obiektami matematycznymi.

Obserwacja i do§wiadczenie nauczycielskie pokazuja jednak, ze rozumowanie
,ha liczbach” jest dla uczniéw duzo latwiejsze do zrozumienia i odtworzenia niz
to samo rozumowanie prowadzone ,na literach”. ,Przejscie od jezyka konkretow do
jezyka symboli, od stéw do znakéw, stanowi dla ucznia zasadnicza trudnosé, ktorej
pokonanie laczy sie z jako$ciowa zmiana w mys$leniu ucznia” (Krygowska, 1955,
s. 23). Jesli uczniom w wieku 11-16 lat, nie pomozemy pokonaé tej trudnosci, to
zniechecaja sie do uczenia matematyki, przestaja rozumieé a z czasem staja przed
barierami nie do pokonania, w ich opinii.

2. O uogodlnieniach w serii zadan ,,schodki”

2.1. Seria zadan schodki

Seria zadan ,schodki” wykorzystana w badaniach umiejetnosci uogélniania na-
wiazuje do sytuacji z podrecznika ,Matematyka 2001” i do zadania ,schodki” z ba-
dain OECD/PISA z 2003 roku. Jest jednak bardziej rozbudowana i ciag naryso-
wanych na kracie figur w ksztalcie ,schodkéw” rozpoczyna figura ztozona z trzech
kwadratow jednostkowych, a nie jednego. Wprowadzony zostal przez to pewien
»szum informacyjny” i bardziej ztozona zalezno$¢ miedzy numerem figury oraz licz-
ba kwadratow ,,przy boku figury”. Pojawila sie jeszcze jedna okazja do uogoélnienia
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z uzyciem dzialan na literach. Stowa ,schodek” i ,figura” uzywane sa w odniesie-
niu do narysowanych wielokatéw, dlugosci ich bokéw wymierzane sa dlugosciami
bokow kwadratéw jednostkowych, z ktérych zlozone sa te wielokaty. Uzywanie
skojarzen ze ,schodkami” utatwia wyrazanie zalezno$ci w jezyku nieformalnym,
nie zawsze $ciS§le matematycznym. Pojawiaja sie stopnie schodéw z jezyka natu-
ralnego, ,warstwy kwadratéw” uktadane poziomo, pionowo i po skosie.

Rysunek 2. Seria zadan ,schodki”.
1. Sformutuj regute, wedtug ktoérej tworzono kolejne figury.

2. Gdyby kontynuowano rysowanie ,schodkow”; z ilu kwadratéow jednostkowych
zlozona bedzie

a) si6dma figura,

(c

(d) n-ta figura.

(a)

(b) dziesiata figura,
) setna figura,
)

(e) Odkryty wzor uzasadnij/udowodnij.

3. Oblicz obwody narysowanych figur, przyjmujac za jednostke dlugosé¢ boku
kwadratu, z jakich rysowano figury. Zapisz obwod n-tej figury.

Polecenie 1 w zadaniu zacheca rozwiazujacego, by dostrzegl (wyabstrahowal)
cechy wspoélne narysowanych trzech ,schodkow” i probowal je w jakis sposob uze-
wnetrzni¢, formulujac regule. Zadanie 2 roztozone zostato na szczegdlowe polece-
nia i sugeruja one (czy nawet wymuszaja) indukcyjne uogolnienia. Dla kolejnych
poczatkowych figur mozna kontynuowaé rysowanie, liczenie, ale pytanie o licz-
be kwadratow w setnej figurze wymusza wymyslenie sposobu wyznaczania liczby
kwadratow w dowolnej figurze. Polecenie uzasadnienia (czy udowodnienia) odkry-
tego wzoru jest takze okazja do ujawnienia sposobu rozumowania i weryfikowania
sformutowanej reguty. Zadanie 3 jest podobne do zadania 2 ze wzgledu na uogol-
nienie, dotyczy obwoddéw narysowanych figur i oczekiwany jest sposob liczenia
obwodu dowolnej z figur ,schodki”. Zostalo umieszczone w serii, by rozwiazujacy
mial mozliwo$¢ potwierdzenia swoich umiejetnosci uogoélniania.

Rozwiazujac zadania serii ,schodki”, mamy do czynienia z procesem i z pro-
duktem uogolniania. Ujawniamy aktywnosci zwigzane z procesem uogo6lniania, gdy
poszukujemy reguly, wedlug ktorej tworzono ,schodki’, gdy poszukujemy sposobu
liczenia kwadratow w dowolnej n-tej figurze i gdy poszukujemy wzoru na liczenie
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jej obwodu. Produktem uogoélniania sa reguly zapisane stownie lub symbolicznie
w postaci wzoréw lub wyrazen algebraicznych. Mozemy réwniez na te serie zadan
spojrzeé jak na zadanie metodologiczne, przedstawiona na rysunku sytuacje po-
traktowaé jako punkt wyjscia do formutowania pytan, spostrzezen i odpowiedzi
na postawione pytania najpierw w postaci hipotez, ktére po zweryfikowaniu po-
prawno$ci moga by¢ sformutowane w postaci uogélnionych twierdzen. Narysowane
figury numerujemy: pierwsza, druga i trzecia figura. Pokazuja one sposob (regule),
w jaki mozemy narysowac¢ czwarta, piata, szostg figure i wyobrazi¢ sobie dziesiata,
setna, n-ta figure. Piszac n-ta figura (F),), myslimy o dowolnej figurze tego ciagu
tworzonej wedlug regulty pokazanej dla trzech pierwszych figur. W nieformalny
sposob okreslamy (definiujemy) tu ciag figur, ktorych liczby jednostkowych kwa-
dratéw f,, sa w istocie podciggiem ciggu liczb tréjkatnych. Pojawiajaca sie w tresci
zadania litere n mozemy odczytaé jako nazwe ogdlna dowolnej figury. Dokonujemy
tu uogolnienia przez uzmiennienie stalej, zastepujac litera n konkretne liczby na-
turalne w ich aspekcie porzadkowym uzyte dla okreslenia kolejnosci figur w ciggu.
Whikliwie obserwujac zaréwno stale, jak i zmieniajace sie elementy w kolejnych
figurach, poprzez abstrahowanie i uogélnienie mozemy zauwazy¢, ze:

1. Pierwsze z narysowanych ,schodk6w” maja: dwa stopnie (w jezyku natural-
nym), dwie warstwy kwadratéw jednostkowych i sa suma (1+2) kwadratow.

2. Figura o numerze n ma n + 1 stopni i n + 1 warstw.

3. W kazdej figurze liczba stopni ,schodkow”, jest taka sama jak liczba kwadra-
tow ,przy boku figury” (pionowym i poziomym).

4. W n-tej figurze ,warstwy” sktadaja sie z 1,2,3,...n, (n+ 1) kwadratow jed-

nostkowych.

5. Liczba wszystkich kwadratow w n-tej figurze jest rtowna 1 +2+3+...+n+
(n+1).

6. Przechodzac od n-tej figury do n+ 1—ej, doktadamy n + 2 kwadraty jednost-
kowe.

7. Liczby kwadratow jednostkowych w figurach (pola figur) tworza ciag 3, 6, 10,
15,21, ... rosnacy, ktory nie jest arytmetyczny.

8. Wyraz ogdélny ciagu ,schodkéw” mozna zapisaé na kilka sposobéw i sprowa-
dzi¢ do wzoru f, = W dla dowolnej liczby naturalnej n > 1.

2.2. Formutowanie reguty dla liczby kwadratéw w ,,schodkach”

W poszukiwaniu reguty, wedtug ktoérej narysowane zostaly figury, mozna wy-
réznié trzy podejscia:

I. Skupienie uwagi na takich cechach jednej figury, ktore sa wspolne dla wszyst-
kich figur i pozwalaja tatwo wyznaczy¢ liczbe kwadratéw jednostkowych w tej
figurze.

II. Skupienie uwagi na zmianach miedzy dwoma (czasem trzema) kolejnymi fi-
gurami.

ITI. Spojrzenie ,na wszystkie figury” jak na ciag.
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W kazdym z tych podej$¢ mozna stownie lub symbolicznie podaé kilka regut.
Przedstawione sg one ponizej, oznaczone numerami i krétkimi nazwami.

I. W podejsciu pierwszym po wstepnym zapoznaniu sie z danymi na rysunkach
figurami i sformutowanymi poleceniami uwaga rozwigzujacego koncentruje sie na
obserwacji jednej figury: jak jest utworzona, jak zliczy¢, ile ma kwadratéw, z na-
stawieniem wymyslenia takiego sposobu (metody), ktory mozna zastosowaé do
kazdej innej figury. Sprawdzony, dobrze dziatajacy sposoéb dla konkretnej figury
moze zostaé uogdlniony. Méwimy woéwczas o uogélnieniu rozumowania z przy-
kladu. Rozumowanie zostaje przeprowadzone dla jednego szczegdlnego
przypadku. Dostrzegane jest to, ze rozumowanie dla kazdego innego,
szczegolnego przypadku bedzie przebiegaé tak samo. Pozwala to doko-
naé uzmiennienia stalych i prowadzi do ogélniejszego rezultatu — uogol-
nienia rozumowania. W tych podejsciach wykorzystywane sa matematyczne
pojecia, twierdzenia i umiejetnosci dotyczace liczb naturalnych i pél figur geome-
trycznych. Zrealizowane moga by¢ w tym podej$ciu co najmniej cztery strategie.

Regula 1 — sumowanie liczb naturalnych (R1)

W kolejnych ,warstwach”
figury jest o 1 wiecej kwa-
dratéw jednostkowych.

Rysunek 3. Trzecia figura.

Wybieramy np. trzecig fi-
gure. W czterech ,war-
stwach”, sa 1, 2, 3 i 4
kwadraty, czyli w calej fi-
gurze jest 1+2+43+4 kwa-
dratow.

Tworza one ciag kolejnych
liczb naturalnych rozpo-
czynajacy sie od liczby 1
a konczacy na liczbie o
jeden wiekszej niz numer
figury. Liczba kwadratow
jednostkowych w figurze
jest sumg tych kolejnych
liczb.

Dla dowolnej figury F;, te-
go ciaggu mozna zapisac
liczbe jej kwadratow f, w
postaci wzoru W1:

fa=14243+. .. +(n+1).

Dla sprawnego policzenia tej sumy, mozna skorzystaé¢ z ,pomystu Gaussa’!
dodawania poczatkowych liczb naturalnych od 1 do n + 1. Zapisujemy te sumy
w odwrotnej kolejnosci sktadnikdw:

fa= 1 424+ 3 4+...4+n+n+1,
fa=n4+l+n4+n—-14+...+24+ 1.

Suma kazdych dwoch z ,,podpisanych jeden pod drugim” sktadnikéw jest rowna
n + 2, sktadnikéw sumy jest n + 1, wiec podwojona suma jest iloczynem

2fn = (n+ 2)(” + 1)7

i w efekcie otrzymujemy
(n+1)(n+2)
fn = f
!Tak sposob ten nazywaja L.R. Gracham, D.E. Knuth i O. Patashnik (1998, s. 21) oraz
G. Polya (1975, s. 87). Jest w nim ukryta indukcja matematyczna. Rozumowanie, bez jej jawnego
przywotania, jest przekonywujace dla liczb.
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Suma we wzorze W1 moze zatem zosta¢ zastapiona wzorem W9 (zob. s. 89):

(n+1)(n+2)

fn: D) s

ktory pozwala szybko policzyé sume poczatkowych, kolejnych liczb naturalnych.

Reguta 2 — polowa pola prostokata (R2)

Rysunek 4. Dopelnianie figu-
ry do prostokata.

Dla drugiej figury tworzy-
my prostokat o bokach 3 i
4, liczba kwadratéw w fi-
gurze F5 jest polowa jego
pola (3-4) : 2.

R2: Do dowolnych ,schod-
kéw” o numerze n dokla-
damy te same ,schodki”
tak, by otrzymaé prosto-
kat o bokach n+11in+2.
Liczba kwadratéow w n-
tych ,schodkach” jest po-
towa pola tego prostoka-
ta.

W2: Symbolicznie te re-
gute dla dowolnej figury
mozna zapisa¢ w nastepu-
jacy sposob:

fn= %(n +1)(n+2).

Reguta 3 — skojarzenie z polem tréjkata (R3)

Rysunek 5. Podzial figury na
trojkaty.

Liczba kwadratéw w dru-
giej figurze jest rowna
33434

R3: W ,schodkach” two-
rzymy ,trojkat prostokat-
ny réwnoramienny” (jest
to polowa kwadratu) i
,male” trojkaty przyle-
gajace do przeciwprosto-
katnej, ktoérych jest ty-
le samo, co kwadratow
przy boku figury. Licz-
ba kwadratéow w ,schod-
kach" jest rowna sumie
pola tréjkata i pol ,ma-
tych trojkacikow”.

W3: Symbolicznie mozna
ta regute, dla dowolnej fi-
gury F,, zapisa¢ naste-
pujaco: liczba kwadratow
jednostkowych
fo=3Mm+1)2+ 3(n+1)
dlan > 1.
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Regula 4 — skojarzenie z symetriag kwadratu (R4)

[87]

Rysunek 6. Dopelnianie do
kwadratu przez odbicie syme-
tryczne.

Liczba kwadratow w trze-
ciej figurze jest réwna
(52 —5):2.

R4: Jesli figure ,schod-
ki”, np. trzecia, ,odbi-
jemy symetrycznie”’ tak,
by otrzymaé kwadrat, to
bok kwadratu jest o jeden
wiekszy niz bok w pod-
stawie figury. Liczba kwa-
dratéw w figurze jest po-
towa pola kwadratu po-
mniejszonego o kwadra-
ty ,na przekatnej” (ciem-
ne kwadraty na rysunku).
Ta graficzng reprezenta-
cje mozna skojarzy¢ z

W4: Zapis symboliczny
ma postac:

fo = ((n+2)°—(n+2)) : 2
(liczba kwadratow w pod-
stawie figury F, jest o 1
wieksza niz numer figury,
a zwieksza sie jeszcze o 1
w symetrycznym odbiciu,
stad we wzorze n + 2)

liczba rozgrywek druzy-
nowych n + 1 zespolow.
Liczba rozgrywek to licz-
ba kwadratéw pod ,prze-
katna” kwadratu.

II. Obserwacja relacji miedzy dwoma kolejnymi figurami pozwala wytoni¢

druga grupe regul.

Pierwsza figura sklada sie z 3 kwadratow. Druga figura powstaje przez doto-
zenie do pierwszej trzech kwadratéw, trzecia powstaje przez dolozenie do drugiej
czterech kwadratow itd. Fakt ten stosunkowo tatwo zaobserwowaé dla narysowa-
nych figur, ale znacznie trudniej zapisa¢ symbolicznie dla dowolnych dwoch figur.
Zmienia sie bowiem numer figury i zwieksza sie liczba ,dokladanych kwadratow”.
Mozemy okresli¢, z ilu kwadratow sktada sie figura F,, gdy znamy liczbe kwa-
dratéw w poprzedniej F,,_; figurze i liczbe kwadratow w pierwszej figurze Fj.
Tak prowadzone rozumowanie pozwala zapisaé zalezno$é pomiedzy dwoma
kolejnymi elementami, gdy znamy warunek poczatkowy dla pierwsze-
go elementu. Nazywane jest ono uogoélnieniem rekurencyjnym lub rekursja
(Polya, 1975; Krygowska, 1977; Graham, Knuth, Patashnik, 1998) W tym podej-
§ciu mozna wskazaé¢ co najmniej trzy reguly.

Reguta 5 — dokladanie warstwy o jeden kwadrat wigkszej (R5)

Tworzac kolejne ,schodki”, doktadamy do poprzednich jedna warstwe kwadra-
tow zawierajaca o jeden kwadrat wiecej niz doktadana warstwa poprzedniej figury.
Mozna doktada¢ warstwe kwadratéw ,,po skosie”, albo po lewej stronie ,,do wyso-
kosci”, albo w ,,podstawie schodkéw”, bo i tak za kazdym razem otrzymamy figure
tego ciagu. W zapisie symbolicznym zaleznosé¢ ta przyjmuje posta¢ wzoru rekuren-
cyjnego Wa: f1 =31 f,=foo1+(n+1)dlan>2.
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Reguta 6 — kwadrat z dwoch kolejnych figur (R6)
R6: Jesli do dowolnych n-
tych schodkéw (od dru-
gich poczawszy) dolozy-
my odpowiednio poprzed- | Zaleznos¢ ta w symbo-
nie, to otrzymamy kwa-|licznym zapisie przyjmuje
drat o boku dhugosci o|posta¢ wzoru rekurencyj-
jeden wigkszej niz numer | nego We:

Rysunek 7. Kwadrat z dwoch schodkow. Liczba kwa- fi=3,

kolejnych schodkow. dratéw f,, jest réwna réz- fo=m+1)2— fo1,
nicy pola kwadratu o bo-|dla n > 2.

ku n + 1 oraz liczby kwa-
dratow f,—1 w figurze po-
przedniej.

Kwadrat o boku 4 tworzy
trzecia i druga figura.

Reguta 7 — doktadanie warstwy poziomo i pionowo do figury przed poprzednia (R7)
R7: W pierwszej figurze
sa 3 kwadraty, w drugiej
jest 6 kwadratéw, czwarta
powstaje z drugiej przez | W symbolicznym zapisie
dotozenie poziomo i pio-|regula ta przyjmuje po-
nowo warstwy kwadratow | sta¢ W7:

tak, by powstaly wicksze|f1 =3, fo =6,

schodki. Liczbe kwadra-|fn = fn—2 + (2n+ 1),
tow dla n-tej figury wy-|dla n > 3.

znaczamy w zaleznosci od
Czwarta figura powstaje liczby kwadratow (n—2)-ej
z drugiej przez doltozenie figury, dokladajac niepa-
(2-4) + 1 kwadratow. rzysta liczbe kwadratow.

Rysunek 8. Dokladanie war-

stw pionowo i poziomo.

III. W trzecim podejsciu poszukiwania reguly uwaga rozwiazujacego jest skupio-
na na wszystkich figurach danego ciagu. Szybko pojawia sie opis ciagu figur
z uzyciem liczb naturalnych i dla ciaggu liczbowego poszukiwana jest reguta, po-
szukiwany jest wzor na dowolny wyraz tego ciagu. Wykorzystywane sa wiadomosci
o ciagach, twierdzenie o sumie skoriczonej wyrazéw ciggu arytmetycznego oraz in-
dukcja matematyczna. Mozna do tej grupy zaliczy¢ co najmniej trzy reguly.

Reguta 8 — dodawanie do liczby 3 kolejnych liczb naturalnych, od 3 rozpoczynajac
(R8)

Kolejne schodki sktadaja sie z 3, 6, 10, 15, ... kwadratéw jednostkowych i licz-
ba kwadratow jednostkowych w kolejnych schodkach wzrasta o 3,4, 5,... (o kolejne
liczby naturalne, poczawszy od liczby 3). Ciag ten jest rosnacy, nie jest arytme-
tyczny, ale jest ciagiem sum czesciowych f1 = 3, fo = 3+ 3, f3 = 3+ (3 +4),
fa=3+0B4+4+5),.., fn=3+B+4+..+(n+1)) dlan > 3. Dodawane
liczby 3,4, ...,n+1 tworza ciag arytmetyczny skonczony, n—1 wyrazowy, w ktérym
a1 = 31ir = 1. Obliczajac jego sume, mozna zapisa¢ symbolicznie regute dla ciagu
liczbowego w postaci wzoru W8: f,, =3+ (”—+4é"—_11.
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Reguta 9 — skojarzenie z ciggiem arytmetycznym (R9)

Sposob liczenia kwadratow w figurach pozwala od razu dostrzec liczbe kwa-
dratow w n-tej figurze jako sume n + 1 wyrazoéw skonczonego ciaggu arytmetycz-
nego o wyrazie pierwszym a; = 1 i réznicy r = 1. Dla n = 1 otrzymujemy
fi=1+2="122 qan=2f=1+2+3 =03 =6 dlan =3,
fa=1+2+3+4="0801_ 9,

Zapisane réwnodci, dla n = 1, n = 2 i n = 3 jako zdania prawdziwe, mozna
uznaé za takie ,male” twierdzenia dla konkretnych przypadkéw, a znale-
ziony wspoélny schemat liczenia kwadratow dla wszystkich przypadkow,
jako twierdzenie ogoélne spelnione dla dowolnego n:

(n+1)(n+2)

fn:1+2+3+...+n+(n+1):f.

Zastosowano tu uogdlnianie twierdzenia typu indukcyjnego i otrzymano
wzor W9: f, = M, dlan > 1.

Reguta 10 — skojarzenie z liczbami tréjkatnymi (R10)

W ciagu liczb 3, 6, 10, 15,... mozna rozpoznaé¢ podciag liczb trojkatnych.
Liczba kwadratéw w pierwszych ,schodkach” to druga liczba tréjkatna. W mate-
matyce liczba 1 jest tez liczba trojkatna, poniewaz ,liczbami tréjkatnymi nazywa-
my liczby postaci ¢, = @, gdzie n € Ny” (Encyklopedia szkolna. Matematy-
ka, 1997, s. 196). W warunku definiujacym liczby trojkatne, Sierpinski (1962, s. 3)
podaje od razu, ze liczba t, jest sumag n poczatkowych liczb naturalnych, czyli
tn, = 1+ 24 3+ ... + n. Przedstawienie graficzne liczb tréjkatnych jako uktadu
kot w trojkatach (czy ,kamykow na piasku” w starozytnej Grecji), uzasadnia ich

.ab“‘

Rysunek 9. Liczby tréjkatne.

Podstawiajac we wzorze t,, za n kolejne liczby naturalne, otrzymamy liczby
trojkatne. Poczatkowe liczby to: t1 = 1, to = 3, t3 = 6, t4 = 10, t5 = 15, tg = 21.

Dostosowanie dla ,schodkéw” wzoru okreslajacego liczby trojkatne wymaga
podstawienia za zmienng n po prawej stronie wzoru wyrazenia n+1. W ten sposéb
otrzymujemy wzoér W10:

fu = —(n+1)2(”+2), dlan>1.

2.3. Uogdlnienia przez unifikacje dla liczby kwadratow w figurze

Poszukujac regul dla tworzonych schodkéw, otrzymaliSmy rézne wzory jako
sposoby obliczania liczby kwadratow, z ktorych sktada sie n-ta figura. Niektore
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z nich: f, = 3(n+1)(n+2), fn = (n+2)2—(n+2)) : 2, fo = 2(n+1)2+3(n+1),
=3+ %2("_1), mozna w wyniku prostych przeksztatcen algebraicznych do-
prowadzi¢ do postaci: f, = ﬁw

Mozna réwniez wykazaé¢ rownowazno$¢ okreslenia ciggu wzorami

(n+1)(n+2)
2

W5:{f1:3’ i WO f, = dlan > 1.

fn:fn—1+(n+1) dlan > 2

Przejscie od wzoru rekurencyjnego do wzoru ogblnego zaprezentowane jest ponizej.
Obliczamy roéznice f, — f1, zapisujac ja w nastepujacy sposéb:

fn - fl = (fn - fn—l) + (fn—l - fn—2) + ...+ (f2 - fl)

Stosujac wzor rekurencyjny f, = fn—1 + (n + 1) dla kolejnych wyrazéw ciagu,
obliczamy poszczegoélne sktadniki sumy: f, — fn_1 =n+1, fuo1 — fn_2 =nitd.,
az obliczymy ostatni wyraz fo — f1 = f1 +3 — f1 = 3.

Podstawiajac obliczone sktadniki sumy do liczonej réznicy, otrzymujemy:

fan—fi=Mm+1)+n+..+3.
Obliczamy f, = (n+ 1)+ n+ ...+ 3+ f1 i podstawiajac fi; = 3, otrzymujemy
fa=@+1) +n+..+3+2+1).

Jest to suma n + 1 poczatkowych liczb naturalnych, od 1 poczawszy, albo n + 1
wyrazoéw ciagu arytmetycznego, w ktorym f; = n + 1 oraz r = —1. Obliczajac te
sume, otrzymujemy wzor ogoélny:

(n+1)(n+2)

fo =R

Ze wzoru ogbdlnego W9 mozna otrzymaé¢ wzor rekurencyjny W5, obliczajac
fr= T — 36y — frog = EHNEE b)) — (4 1), skad

fn = fn—l + (n+ 1)'

To rozumowanie pokazuje takze dazenie do pewnego ujednolicenia, pewnej
unifikacji ré6znych rozumowan i réznych wzoréw. Jest to element organizo-
wania wiedzy na zakonczenie pracy. Tym elementem unifikujacym jest sformutowa-
nie og6lnego warunku W10 definiujacego liczby tréjkatne. Nie s3 to, co prawda,
w $cistym znaczeniu uogolnienia przez unifikacje (Krygowska, 1977, s. 116), po-
niewaz nie sg to rozumowania prowadzone w kilku calkiem réznych przypadkach,
ktore potem scalane sa w jedng calosc.

2.4. Formutowanie uogélnien dla obwodow figur

W liczeniu obwodéw narysowanych figur i poszukiwaniu sposobu obliczania
obwodu dowolnej figury mozna réwniez zaprezentowaé trzy podejscia, podobnie
jak w formulowaniu regut dla liczby kwadratow.
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I. Przeanalizowanie obwodu jednej figury i uogdlnienie rozumowania z przy-
ktadu. Dostrzezona jest zalezno$¢, ze obwody narysowanych ,schodkéw” sa
réwne obwodom kwadratéw o bokach dtugosci o jeden wiekszej niz numer
figury. Tu mozna wyrézni¢ co najmniej dwie strategie prowadzace do wzordw:

W1l: b, = (n+1)+(n+1)+2(n+1) — liczenie obwodu ,schodkow”.

Na obwod pierwszej figury sktada sie dtugo$é dwoch odcinkow o dlugosci 2
i dlugos¢ tamanej ztozonej z 2 odcinkéw poziomych i 2 odcinkéw pionowych,
czyli 2 4+ 2 4+ 2 - 2. Poprzez uzmiennienie statych, dlugosci bokéw w n-tej
figurze maja (n+ 1) jednostek dtugosci i pojawia sie sposéb liczenia obwodu
dla dowolnej figury w postaci wzoru W11.

W12: b, = 4(n+1) — skojarzenie z obwodem kwadratu.

Uzasadnienie dla wzoru mozna przedstawi¢ na rysunku poprzez przesuniecie
réwnolegle odpowiednich odcinkéw tamanej do bokéw najmniejszego kwa-
dratu, w ktorym zawiera sie figura ,schodki”. Obliczony obwdd, np. pierwszej
figury, to 4-2. W n-tej figurze ,,bok” jest o jedna jednostke dtuzszy niz numer
figury, wiec jest rowny n + 1, a obwdd jest rowny 4(n + 1).

II. Analizowanie zmian obwodu dla dwoch kolejnych figur i uogoélnienie reku-
rencyjne.

W13: by =8ib, =b,—1+4 dlan >2 — obwdd miedzy kolejnymi figurami
wzrasta o 4 jednostki.

Obwod pierwszej figury jest réwny 8 dlugosciom boku kwadratu jednostko-
wego. Dla drugiej figury obwod wzrasta o 4 jednostki i o tyle wzrasta miedzy
kolejnymi dwoma figurami.

ITI. Obliczenie obwoddéw poczatkowych figur i uogélnianie zaleznosci dla ciagu
liczbowego.

W14: b, =8+ 4(n—1) — dla dowolnej liczby naturalnej n, obwody figur
tworza cigg arytmetyczny.

Policzony zostal obwdd pierwszej figury b; = 8 i dostrzezona zaleznosé po-
miedzy kolejnymi figurami, ich obwod wzrasta o r = 4 dlugosci boku kwa-
dratu jednostkowego.

W15: b, =4(n+1) — wzbr ogblny dla ciagu 8,12,16,20...

Liczone obwody kolejnych figur wyznaczaja ciag wielokrotnosci liczby 4 od
drugiej, niezerowej poczawszy. Wzoér ogélny to zapis wielokrotnosci liczby 4.

Wzory zapisane dla obwodow mozna powigzaé¢ z odpowiednimi wzorami za-
pisanymi przy zastosowaniu tych samych strategii liczenia kwadratow w figurach:
W11z W1, W12 z W2, W13 z W5, W14 z W8 i W15 z WO.
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3. Analiza rozwigzan zadan studentow i nauczycieli gimnazjum

3.1. Celeiorganizacja badan

Celem badan byto poznanie i opisanie rodzajéw rozumowan prowadzacych do
uogolnien (procesu i produktu), jakie stosowali studenci matematyki i nauczycie-
le gimnazjum w rozwigzaniu serii zadan zatytutowanej ,schodki”. Studenci byli
uczeni o rodzajach rozumowan i rodzajach uogélnienn na zajeciach z dydaktyki
matematyki?, a zadanie to sprawdzalo ich umiejetnosci na egzaminie z tego przed-
miotu. W kursie dla nauczycieli zadanie to bylo ,wstepna diagnoza’ ich umie-
jetnosci uogodlniania na poczatku zaje¢ poswieconych uogodlnianiu. Rozbudowana
forma zadania miala stworzy¢ okazje, by rozwiazujacy ujawnili (uzewnetrznili)
to, co dostrzegali w narysowanych figurach, z jaka matematyka je kojarzyli, jakie
podejmowali préby opisania uogélnienia.

Sformulowane zostaly nastepujace szczegdtowe pytania badawcze:

C1: Jak bytla formutowana dostrzegana przez badanych regularnosé¢ przedstawio-
na na rysunkach?

C2: Jakie uogolnienia zostaly zapisane?
C3: Jakie ujawnitly sie trudno$ci z uzasadnieniem uogolnienia?

C4: Jakie ujawnily sie trudnosci z uzyciem liter?

Serie zadan ,schodki” rozwigzywato 106 studentéw czwartego roku matema-
tyki Akademii Pedagogicznej w Krakowie w czerwcu 2007 roku. Z 21 studenta-
mi, ktérzy nie rozwiazali zadan lub przedstawili ,zaskakujace” rozwiagzania lub
bledy, przeprowadzitam rozmowy. Z rozméw sporzadzalam notatki i wykorzysta-
tam w analizie. Druga grupe rozwiazujacych to zadanie stanowito 104 nauczycieli
uczestniczacych w grancie Malopolskiego Kuratora Oswiaty ,Ksztalcenie kompe-
tencji matematycznych uczniéw gimnazjum”® w pazdzierniku i listopadzie 2008
roku i grupa 26 nauczycieli, uczestnikéw warsztatéw na konferencji Stowarzysze-
nia Nauczycieli Matematyki. Byli to nauczyciele matematyki ze szkot wojewddz-
twa malopolskiego, ktorzy dobrowolnie zgtosili sie na szkolenia. Wséréd nich byli
mtodzi nauczyciele zaréwno z kilkuletnim stazem pracy, jak i kilkunastoletnim,
po réoznych studiach, nie tylko matematycznych magisterskich, ale licencjackich
matematyczno-informatycznych oraz magisterskich technicznych, ekonomicznych
z przygotowaniem pedagogicznym. Wsréd nich byli nauczyciele dyplomowani, mia-
nowani, kontraktowi oraz trzech nauczycieli stazystéow. Nauczyciele otrzymywali
karte pracy z zadaniami i rozwiazywali je okoto 30-40 minut (w zaleznosci od po-
trzeb). Mogli pytaé¢ indywidualnie, gdy co$ byto dla nich niezrozumiate. Zostali

2Studenci w ramach zaje¢ z dydaktyki matematyki poznali rodzaje rozumowari matematycz-
nych [wnioskowanie empiryczne, rozumowanie intuicyjne i formalne (dedukcja, redukcja i induk-
cja matematyczna)] oraz rodzaje uogoblnien (indukcyjne, rekurencyjne, uogoélnienie rozumowania
przez uzmiennienie stalych i przez unifikacje).

Rozumowania te przedstawione byly na wykladzie na przyktadzie liczby odcinkow taczacych
kazde dwa sposréd n punktéw plaszczyzny. Inne przyklady studenci mieli na ¢wiczeniach, przy te-
matach indukcji matematycznej i ciagéow. Z indukcja matematyczna zapoznawali sie na zajeciach
ze wstepu do matematyki, analizy matematycznej i na podstawach arytmetyki szkolnej.

3Jedna cze$é tych zaje¢ poswiecona byla uczeniu uogélniania w nauczaniu matematyki.
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poproszeni o to, by wszystko zapisywali na kartach. Przekazana byta im réwniez
informacja o tym, ze ich rozwigzania stanowig dokumentacje kursu, beda anali-
zowane, a wybrane prace dolaczone do sprawozdania kursu. Prace byly numero-
wane bez nazwisk. Praca z nauczycielami odbywala sie w grupach do 25 os6b.
Gdy wiekszos¢ nauczycieli zakoniczyta rozwigzywanie zadan, pozostali byli prosze-
ni o odlozenie przyboréw do pisania i niedopisywanie juz niczego na kartach pracy.
Nastepnie przeprowadzane byly dyskusje nad sposobami rozwiazania zadan, wy-
branymi strategiami, zastosowanymi uogélnieniami. Nauczyciele dzielili sie swoimi
pomystami, nie ukrywali zdziwienia, czasem radosci z odkrycia geometrycznego
uzasadnienia dla danego uogoélnienia.

3.2. Metody analizy rozwigzan zadan

Pisemne rozwigzania zadan studentéw i nauczycieli oraz notatki z rozmow
stanowily material badawczy poddany analizie. W pierwszym etapie analizowa-
ne i oceniane bylo kazde rozwiazanie ze wzgledu na poprawno$é¢ regut, obliczen,
uogllnien i uzasadnien. W drugim etapie kazda praca ponownie byta analizowana
a przedstawione w niej reguly i uzasadnienie byly kodowane. Efektem tej pracy
sg zestawienia zbiorcze wynikéw, ktore postuzyty do sformutowania wnioskow?.
W trakcie analizy zapisu uogélnienn zestawiane byly przyklady ujawniajace trud-
nosci z uzyciem liter w opisie zmiennych i zalezno$ci.

3.3. Przyktady rozwigzan

Analiza rozwiazan otwartego, nietypowego zadania nie jest latwym procesem?®.

Prawie zawsze jest wiele poprawnych sposob6w rozwiazania takiego zadania. Roz-
wiazujacy, nie dysponujac gotowym schematem postepowania, poszukuje pomy-
stow i podejmuje rézne proby, niektore porzuca po kilku pierwszych czynno$ciach,
by potem do nich powrdécié. Trudno woéwczas na podstawie zapisu ,,odtworzy¢”,
jak przebiegalo jego rozumowanie. To, co zapisal, narysowal lub wypowiedzial jest
ujawnieniem tylko czeSci jego rozumowania, jakie przeprowadzil w swoim umysle
w procesie rozwigzywania zadania. Pozostaje to ukryte takze dla bezposredniego
obserwatora nawet wowczas, gdy rozwiagzujacy zapisal pelne rozwigzanie. Analiza
zapisu rozwiazania i notatek z prowadzonych rozméw nie zawsze pozwala odtwo-
rzy¢ wiernie proces rozumowania danej osoby. Jednak na podstawie ujawnionych
czynnosci, kilkakrotnie powtorzonych, sformutowanych regul, zapisanych wzoréw
i podejmowanych prob ich uzasadnienia mozna z do$¢ duza pewnoscig scharaktery-
zowaé umiejetnosci uogoélniania wiekszosci badanych oséb. Rozumowania rekuren-
cyjne i indukcyjne w wielu rozwiazaniach wzajemnie sie uzupelnialy (jak w przy-
ktadach 1. i 4. zaprezentowanych nizej) albo prowadzone byly niezaleznie, badz
wystepowalo tylko jedno z nich. Przedstawione nizej przyklady rozwigzan poka-
zuja rézne podejicia, rozne strategie uogodlniania arytmetyczno-algebraiczne (R1,
R5, R8), geometryczno-algebraiczne (R2-R4, R6-R7) oraz rézne rodzaje rozumo-
wan indukcyjnych i rekurencyjnych (R5-R7). Komentarze do przykladéw opisuja

4Rozwigzania zadan 104 nauczycieli analizowane byly w pracy magisterskiej (Stygar, 2009).
5Wiecej o analizie tego procesu w pracach: (Ciosek, Krygowska, Turnau, 1974; Legutko, 1987;
Ciosek, 2005).
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krotko przebieg analizy rozwiazan, zwracajac uwage na istotne dla interpretacji
szczeg6ly, wskazuja bledy i pomytki. W opisie uzyte sa oznaczenia dla regut, wzo-

row 1 uzasadnien z rozdziatu 2 (uzyty symbol N dotyczy pracy nauczyciela, S —
pracy studenta).

Przyktad 1. Sumowanie kolejnych liczb naturalnych, uogoélnienie indukcyjne
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Rysunek 10. Przyktad 1, praca N28.

Osoba rozwigzujaca zadanie zastosowala arytmetyczne podejécie do liczenia
kwadratow jednostkowych, z ktorych sktadaja sie kolejne figury. Przeliczylta kwa-
draty w narysowanych figurach, podpisata te wielkosci pod rysunkami i kontynu-
owala liczenie wedtug regulty R8 dla wyobrazonych juz tylko dalszych figur. Obser-
wacja wystepujacych tam zaleznosci liczbowych byta podstawa do sformutowania
reguly rekurencyjnej (R5) stownie. Dokonujac uogolnienia liczby doktadanych kwa-
dratow dla n-tej figury, by otrzymac n + 1-sza figure, osoba ta popelnita btad, do
n-tej figury dodajemy bowiem n+ 2 kwadraty, by powstaty kolejne ,schodki”. Btad
ten moze by¢ wynikiem préby uzmienniania stalej w serii wczes$niej zapisanych ob-
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liczen i skupieniu uwagi na numerze powstajacej figury oraz liczbie dodawanych
kwadratéw, np. Fg = (liczba elementow figury poprzedniej) + 7.

W drugim pytaniu osoba ta potrzebowata rozpisa¢ dodawania az do sibdme;j
figury, by wystepujaca liczbe 3 zapisaé jako sume liczb 11 2, a zastosowana metode
uogOlni¢ przez uzmiennienie stalej dla liczby kwadratoéw w n-tej figurze, jako sume
kolejnych liczb naturalnych od 1 do n + 1. Z duza pewno$cia mozna sadzi¢, ze
weczesniejszych sze$é zapisow bylo zastosowaniem reguty R8, dopiero od siédme-
go rozpoczelo sie analizowanie pod katem zastosowania litery jako nazwy ogolnej.
W liczeniu sumy stu jeden kolejnych liczb naturalnych osoba ta zastosowala wzo-
ry W1, najpierw liczac sume liczb od 1 do 100, a potem dodajac 101. W takiej
tez postaci wpisata w miejscu na uzasadnienie wzor % (n 4 1) + (n + 1), z jakie-
go korzystala przy liczeniu sumy liczb. Nie pojawil sie §lad zadnego skojarzenia
z ciagiem arytmetycznym, tylko wzér W1, w wyniku uogoélnienia rozumowania
smaltych twierdzen” zapisanych dla poczatkowych przyktadéw. Skreslenia i dopi-
ski potwierdzaja trudno$é z ustaleniem ostatniego wyrazu sumowania. W zapisie
obwodoéw figur osoba ta ponownie ujawnilta, ze nie zwrocita uwagi na zaleznos$é
miedzy numerem figury i liczba kwadratéw ,,przy boku schodkéw”. Policzyta ob-
wody pierwszych figur, prawdopodobnie dostrzegta tu wielokrotnosci liczby 4, od
drugiej poczawszy, i opisala je wzorem W15. Litera n wystepuje w dwoch réznych
znaczeniach, ktorych nie mozna réwnoczesnie uznaé¢ za poprawne.

Podsumowujac, osoba ta zastosowala podejicie arytmetyczne, najpierw po-
przez rekurencyjne rozumowanie ustalita zaleznosé dla liczby doktadanych kwadra-
tow pomiedzy dwoma kolejnymi figurami, uzmiennita state, sformutowata stownie
regute R5 i zastosowata ja do szesciu figur. Nastepnie dokonata indukcyjnego uogdol-
nienia sposobu liczenia kwadratow dla n-tej figury, zapisujac wzor W1 w regule
R1. Do zapisu uogélnien wykorzystata trzy wzory, z ktérych jeden potraktowata,
jako uzasadnienie swojego sposobu liczenia sumy liczb.

Przyktad 2. Uogolnienie rekurencyjne, dokladanie warstw poziomo i pionowo

Narysowane figury (rysunek 11) zostaly ponumerowane i numer drugi otrzy-
mata pierwsza z nich. W wyniku tego przenumerowania obserwacje poczynione
dla konkretnych figur i uporzadkowane w tabelce zawieraja pewne, wydawacé by
sie mogto drobne bledy (zapis rozpoczety zostal od drugiej figury, Zle policzo-
ne zostaly obwody). Konsekwencja tego przenumerowania jest jednak uogolnienie
rekurencyjne, ktore, zastosowane dla narysowanych figur, nie daje liczby kwadra-
téw, z jakich sa utworzone. Nie mozna wiec tego uogoélnienia uznaé za poprawne.
W podjetych probach formulowania reguty z uzyciem liter ,$cieraja sie” dwa podej-
§cia do okreslenia liczby kwadratow figury (widoczne w nanoszonych poprawkach):
jedno (R8), dodawanie do liczby kwadratow w poprzedniej figurze kolejnych liczb
naturalnych od 3 poczawszy (ujete w tabelce) i drugie (R7) przedstawione na do-
rysowanych figurach, dodawanie nieparzystej liczby kwadratéw do figury o dwa
numery mniejszej poczawszy od trzecie;j.

Analizujac zapis rozwigzania, nie mozemy z cala pewnoscia odtworzy¢ do-
ktadnie rzeczywistego przebiegu rozumowania, jednak z zagospodarowania kartki
(wzory dopisane nad trescig zadania) i poczynionych skreslern mozemy wniosko-
wacé, ze badana osoba rozpoczela analize od czwartej figury, pierwotnie okreslajac
jej zwiazek z figura trzecia. By¢ moze napisany nad tym zapisem zwigzek wplynat
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na poprawienie zapisu dla czwartej figury na postaé: Py = P> + 7, co moze $wiad-
czy¢ o checi wyrazania nastepnych zwiazkéw poprzez P» i potraktowanie P» jako
stalej.

Edukacja mateﬁpatygzya wgnmnaz;um P
s 1’} ’PG :?L' +
g Py=Ppt4
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Rysunek 11. Przyktad 2, praca N98.

Dalsze zapisy tworzone sa jednak wedlug innej, rekurencyjnej reguty R7. Figu-
ra siddma nie zostala narysowana, ale odpowiedni wzor zostal napisany, podobnie
przez analogie opisana zostala liczba kwadratow dla setnej (faktycznie dla 99) fi-
gury. Dla obwodu zostalo zapisane niepoprawne uogélnienie. Dostrzezony zostal
prawdopodobnie fakt, ze obwod figury ,,schodki” jest taki sam, jak obwod kwadratu
(W12) i we wzorze na obwdd figury podstawiona zostala litera n, ale bez uwzgled-
nienia jej zakresu zmiennos$ci. Podsumowujac, osoba wykazata sie postawa badaw-
cza, podejSciem geometryczno-algebraicznym, dostrzegla dwie reguty (R7 i RS8)
tworzenia kolejnych konkretnych ,schodkow”. Wzor sformutowany w odpowiedzi
na pytanie drugie powstal w wyniku refleksji nad dokonanymi juz zestawieniami
tabelarycznymi oraz u$wiadomienia sobie konieczno$ci rekurencyjnego obliczenia
wartosci dla figur posrednich przy liczeniu kwadratéw w dziesiatej, a potem set-
nej figurze. Zaowocowalo to uogoélnieniem rekurencyjnym i wzorem W7 poprzez
uzmiennienie statych. Zabraklo jednak elementarnych czynnosci zwigzanych z tym
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uogOlnieniem: litery wystapily jako nazwy ogélne i zmienne, nie zostaly opisane
oznaczenia dla wprowadzonych symboli P,, P» (funkcjonuja jedynie na rysunku),
nie podany zakres zmiennej n. Zabraklo sprawdzenia tego wzoru dla wyrazow
poczatkowych, co byé¢ moze uswiadomiltoby popelnione bledy.

Przyktad 3. Uogoélnienie rozumowania z przyktadu, skojarzenie z polem tréjkata
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Rysunek 12. Przykiad 3, praca N53.

Osoba ta skojarzyta liczbe kwadratéw wykorzystanych do rysowania figury
z obliczeniem pola figury. Dorysowala dwie figury, dla ktérych konkretnie przeli-
czyla pole, przyjmujac kwadrat za jednostke. Rysunki wskazuja sposob obliczenia
pola figury. Dtugosé boku kwadratu wyrazona zostala liczba o 1 wieksza od numeru
figury. Nastepnie poprzez uogoélnienie rozumowania typu indukcyjnego i uzmien-
nienie stalych sformulowana zostala reguta (R3) za pomoca wzoru (W3) wraz
z okresleniem znaczenia litery n we wzorze (rozpoczynajac od n = 1). Poprzez
specyfikacje wykorzystany zostal wzor do policzenia liczby kwadratéw w siodmej,
dziesiatej i setnej figurze. Jako uzasadnienie dla odkrytego wzoru, osoba ta wskaza-
ta rysunek. Nie dokonala jednak drugiego uogoélnienia dla obwodéw narysowanych
figur, ani ich nie policzyta.
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Przyktad 4. Skojarzenie z ciagiem arytmetycznym, uogélnienie rekurencyjne i in-
dukcyjne, dowdd indukcyjny
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Rysunek 13. Przyklad 4, praca S33.

Student dla danych trzech figur najpierw policzyl liczbe kwadratow, koncen-
trowatl sie na sposobie liczenia, rozpisat przy kazdej figurze ta sume na sktadniki
odpowiadajace liczbie dokladanych kwadratéow w kolejnych schodkach. Kolejne
figury oznaczyl tak, jak wyrazy ciagu: a1, as, as. Zaobserwowal rekurencyjna za-
leznosé, dobrze ja zapisal stownie (R5) (dodaje n + 2 kwadraty do n-tej figury)
i symbolicznie w postaci wzoru (W5). Warto zauwazy¢, ze uporzadkowanie zwiaz-
kéw z wykorzystaniem symboliki literowej nie przebiegalo bez usterek — numer
figury n + 1 jest dopisany nad tekstem, wyrazenie n + 2 pierwotnie miato postaé
n + 1 — §wiadczy to o weryfikowaniu znaczenia litery n. Odkryty wzor (W9) na
liczbe kwadratow w n-tej figurze sprawdzit dlan = 1, n = 2, n = 3, a nastepnie wy-
korzystal dla siodmej, dziesiatej i setnej figury. Komentarz (OK) przy wyliczeniach
dla a; potwierdza, ze sprawdzal, czy n dobrze oznacza numer figury i liczbe jej
kwadratow. Dowod wzoru dla liczby kwadratow n-tej figury przeprowadzit induk-
cyjnie. Dla obwodéw figur rozwigzujacy postuzyt sie uogélnieniem indukcyjnym,
policzyt obwody dwoéch pierwszych figur, dokonal dla numeru figury uzmiennienia
stalej, zapisal wzor (W12) i uzasadnit sw6j sposob rozumowania na rysunku.
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W powyzszych czterech przyktadach zostaly zaprezentowane strategie (wie-
dza i umiejetnosci) wyznaczania liczby kwadratow n-tej figury z wykorzystaniem:
sumowania liczb naturalnych od 1 do n+ 1, obliczania pél figur oraz zaleznosci al-
gebraicznych (odkrywanych w postaci wzoréw i sprawdzanych). Wystapily w nich
rozumowania rekurencyjne i indukcyjne. Pojawily sie takze trudnosci z ustaleniem
zaleznoSci miedzy numerem figury a liczba dokladanych kwadratow i liczba kwa-
dratéw w figurze. Pojawily sie rézne sposoby korzystania ze wzorow.

3.4. Dostrzegane regularnosci w rysowaniu kolejnych figur i formutowane
reguty

Na etapie zrozumienia zadania i poszukiwania reguty dla narysowanych figur
rozwiazujacy dokonywali obserwacji rysunkéw, prostych matematyzacji z uzyciem
liczb, dzialan arytmetycznych lub poje¢ geometrycznych, przedtuzali ciag figur
na rysunkach lub w wyobrazni, dostrzegali (abstrahowali) pewne wspolne cechy,
ktore zachowywaly sie, mimo ,zwiekszania sie” figur. Wykonywali wiele réznych
czynnosci konkretnych lub wyobrazonych. Na tym etapie rodzity sie pomysty na to,
co i jak uogoélni¢. Popelnione btedy decydowaly o tym, czy sformutowane reguty
i uogoblnienia sa poprawne, czy nie (jak pokazuje przyklad 2), a zweryfikowane
pomytki (jak w przykladzie 4) prowadzily do poprawnych uogoélnien. Skupienie
uwagi na sposobie liczenia kwadratéw w figurze, a nie tylko na tym, z ilu kwadratow
utworzona jest figura, zwiekszalo szanse na dobre uogoélnienie. Mozna uznaé, ze
autorzy rozwiazan czesciej wnioskowali empirycznie lub intuicyjnie w szczegélnych
przypadkach (Krygowska, 1967, s. 56-67). Warto tu zwro6ci¢ uwage na fakt, ze
analizowane bytly prace oséb o dos¢ duzym doswiadczeniu matematycznym, a tych
dodatkowych, konkretnych czynnosci, wychodzacych poza dane w zadaniu, na tym
etapie bylto wiele. Najczesciej pojawiajace sie czynnosci przedstawia tabela 1.

Tabela 1. Zestawienie czynnosci ujawnionych przez studentéw i nauczycieli na etapie po-
szukiwania zaleznosci

Wykonywane czynnosci na etapie badania Liczba prac

danej sytuacji studentéow S=106 | nauczycieli N=130
Liczyli dokladane kwadraty do kolejnych fi-

gur 1}1:1b wszystkie kwadraty};v ﬁguracil,};véréd 61 (58%) 110 (85%)
nich:

liczyli dla czterech poczatkowych figur, 25 26

dla siedmiu poczatkowych figur, 13 31

dla dziesieciu poczatkowych figur. 11 15
Rysowali kolejne figury (schodki), wsr6d nich: 51 (48%) 85 (65%)
rysowali jeden rysunek, 46 56
dwa rysunki, 5 29
schodki o numerze 7, 1 6
rysowali, dopelniajac do kwadratu, 6 14
dopetniajac do prostokata, 3 9
trojkat w ,schodkach”. 1 10
Poszukiwali wzoru albo powolywali sie na

twierdzenie o sumie skoticzonej liczby wyra- | 65+14 (75%) 67+8 (57%)
zOW ciaggu arytmetycznego.
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Informacje przedstawione w tabeli daja ogolne spojrzenie, ktore czynnosci i ja-
kie srodki wykorzystywali rozwiazujacy zadania. Nauczyciele czesciej niz studenci
liczyli kwadraty w figurach. Prawie 10% os6b w kazdej grupie liczyto (dodawalo)
kwadraty az dla dziesieciu ,schodkéw”. Warto zwréci¢ uwage na to, ze prawie 50%
studentow i 65% nauczycieli, majac trzy narysowane figury, ,chciato widzie¢”, jaka
jest czwarta figura i rysowalo ja, a okoto 20% nauczycieli rysowalo dwie kolejne fi-
gury. Nauczyciele (25%) czesciej niz studenci (9%) probowali kojarzy¢ narysowane
figury z kwadratami, prostokatami lub trojkatami. Studenci czeSciej niz nauczy-
ciele poszukiwali wzoréw lub wyrazen algebraicznych dla zapisania dostrzezonych
zaleznosci. 5% studentow i 5% nauczycieli nie podjeto proby sformultowania reguty
ani stownie, ani symbolicznie. W kilku przypadkach rozwiazujacy nie pisali reguty
w pierwszym pytaniu, tylko od razu liczyli i przystepowali do dalszej czesci zadania,
a regule formutowali dopiero na konicu. Prawie 35% o0s6b z kazdej z grup zapisato
reguty w formie stownej lub z wykorzystaniem dzialan arytmetycznych, z pomoca
wzoréw lub wyrazen — blisko 50% os6b w kazdej grupie. Liczba podejmowanych
prob i skreslen potwierdza, ze dla wiekszos$ci nauczycieli dostrzezenie i sformu-
towanie zaleznosci oraz dokonanie uogoélnienia dla liczby kwadratéw w dowolnej
figurze bylo zadaniem nietypowym. 75% studentéw i 50% nauczycieli poprawnie
sformutowato regute i zapisato dobrze chociaz jedna z nich wzorem. Sformulowane
reguly i zapisane wzory w rozwigzaniach zadan 11 2 zestawitlam w tabeli 2. Liczby
zaréwno wskazanych regul, jak i zapisanych wzoréw w tabeli 2 sg wieksze od licz-
by studentow i nauczycieli, poniewaz prawie potowa studentéw podata stownie lub
symbolicznie jedng regule i jeden wzoér, a pozostali podali po dwie reguly, pieciu
podato nawet trzy, a pieciu nie podato zadnej reguly ani wzoru. Podobnie wérod
nauczycieli — wiecej niz jedna reguta pojawita sie w 31 pracach, a w jednej pracy
pojawilo sie nawet 6 regul.

Reguta R1 pojawita sie w pracach z wyraznie sformutowanym zapisem sumo-
wania poczatkowych liczb naturalnych ze wzorem pierwszym i wzorem drugim
u prawie 25% studentéw i 30% nauczycieli (pierwszy wiersz w tabeli 2). Pojawiata
sie takze R1 w postaci tylko wzoru drugiego, czesto bez objasnien, jako sposéb
sprawnego liczenia sumy liczb naturalnych u 20% studentéw i 20% nauczycie-
li. W kilku uzasadnieniach rozwiazujacy ujawniali, ze traktowali wzér w postaci
iloczynu jako ,typowy wzor” lub ,odkryty wzor” (przez siebie). Wzor w postaci
iloczynu pojawial sie takze w wyniku rozumowania wykorzystujacego twierdzenia
o sumie skoriczonej ciggu arytmetycznego, na etapie poszukiwaniu wzoru w regule
R9. Skojarzenie z ciagiem arytmetycznym i obliczanie skoriczonej sumy bylo réw-
niez wykorzystywane w zapisie wzoru dla reguty R8. Reguta R1 zapisana w postaci
wzoru pojawiala sie najczesciej zaréwno w pracach studentéw, jak i nauczycieli.
Obserwacja poczyniona dla uczniow, ze latwiej im rozumowaé na liczbach, ma
i w tej grupie badanych potwierdzenie.
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Tabela 2. Zestawienie regul oraz wzoréw formulowanych przez studentéow i nauczycieli

Formulowane reguly
dla liczby kwadratow

Liczba prac

S=106

N=130

Zapisane wzory®
dlan>1

Liczba prac

S=106

N=130

R1 - sumowanie po-
czatkowych liczb natu-
ralnych lub
korzystanie ze wzoru
na sume poczatkowych
liczb naturalnych

27

40

fa=14243+...+(n+1)

25

40

21

26

fn = (n+1)2(n+2)

46

66

R2 - skojarzenie z po-
towa pola prostokata

fn=3(n+1)(n+2)

R3 — skojarzenie z po-
lem trojkata (polowa
kwadratu)

o= 17 22

14

R4 - skojarzenie z sy-
metrig kwadratu

fa=((n+2)*—(n+2)):2

R5 — dokladanie war-
stwy o jeden kwadrat
wiekszej do figury po-
przedniej

61

13

fi=31
fn :fn—l"‘(n"‘]-)’
dlan>2

27

13

R6 — kwadrat z dwoch
kolejnych figur

11

fi=3,
fa=(m+ 1)2 — fr—1
dlan > 2

R7 - doktadanie do n—
2 figury warstwy po-
ziomo i pionowo

f1:37 f2:67
fn:fn—2+(2n+1)
dlan >3

R8 - dodawanie do
liczby 3 kolejnych liczb
naturalnych od 3 roz-
poczynajac

45

50

fn =3+ (n+4)2(n—1)

22

R9 - skojarzenie z cia-
giem arytmetycznym

14

fn = (n+1)2(n+2)

8

7

R10 - skojarzenie z
liczbami trojkatnymi

_ (n4)(nt2)
2

I

0

0

bledne wzory

19(18)%

13(10%)

brak wzorow

5(5%)

32(25%)

Reguta R8 pojawita sie u 42% studentéw i 38% nauczycieli jako opis liczby
kwadratow w figurach i opis przyrostu liczby kwadratéw o kolejne liczby natural-
ne, od liczby 3 rozpoczynajac. Zapisanie tych zaleznosci w postaci wzoru sprawito
zaréwno nauczycielom, jak i studentom duze trudnosci. Nie tatwo bylo uogélnic,
obserwujac réznice czy ilorazy liczb, albo odgadujac wzor ogdlny, gdy znane jest
kilka pierwszych wyrazow. Najlatwiej bylto przejs¢ do sumy poczatkowych liczb
naturalnych, jak w przykladzie 1. Tylko polowa studentéw zapisala ta zaleznosc
poprawnie w postaci wzoru, a wéréd nich 7 studentéw powotalo sie na twierdzenie
o sumie skoniczonej liczby wyrazéw ciggu arytmetycznego. Tylko jednemu nauczy-
cielowi udalo sie zapisa¢ regute R8 w postaci wzoru.

%Dla innych n warunki przy wzorze.



[102] Maria Legutko

Wiecej niz polowa studentéw sprecyzowala regute R5, dokladniej analizujac
przejscie rekurencyjne miedzy fn,—1 a fn (albo f, i fn+1) istotne dla uogdlnien
i uzasadnien we wzorach zwigzanych z regulami R1, R8 i R9. Zapisa¢ ta regule
w postaci wzoru potrafita tylko polowa z tych studentow, ktorzy ja sformutowali.
Jednak sformutowanie tylko reguly R5 (co mialo miejsce w przypadku 13 studen-
tow), nie pozwalalo podaé efektywnego wzoru na liczbe kwadratow w dowolnej
figurze. Regula R5 w powigzaniu z regutami R1 i R8 pozwalala przeprowadzié
indukcyjny dowod wzoréw zwiazanych z tymi regulami, a w powiazaniu z reguta
R6 wyliczy¢ algebraicznie ilo§¢ kwadratéw w n-tej figurze.

Reguly R1-R4 pojawialy sie w wyniku indukcyjnego rozumowania poprzez
uogoélnienie rozumowania i uzmiennienie stalej. Reguty R5-R7 zostaly sfor-
multowane w wyniku rozumowan rekurencyjnych i opisuja, przy poczatkowych
danych przedstawionych na rysunku, zaleznosci pomiedzy dowolnymi dwoma ko-
lejnymi figurami (lub, jak w R7, pomiedzy dang i przed poprzednia figura). Regutly
R8-R10 sa wynikiem uogélnien indukcyjnych lub zastosowania twierdzen
o ciggach liczbowych z wykorzystaniem rozumowan rekurencyjnych w poczat-
kowym etapie. Po u§wiadomieniu sobie koniecznosci zmudnego liczenia wartosci
posrednich w rozumowaniach rekurencyjnych (jak w przykltadach 1 i 4) pojawiaty
sie uogolnienia indukcyjne. Najczesciej pojawialy sie reguty R1, R5 i R8, w ktorych
liczba kwadratow w kolejnych ,schodkach” opisana zostala z pomoca liczb i dziatan
na liczbach. Reguly zwiazane z dostrzeganiem zaleznosci geometrycznych i uzy-
ciem jezyka geometrii (R2-R4 i R6) pojawily sie w 12% prac studentow i 20% prac
nauczycieli.

Wzory zwiazane z regutami R1, R8 i R9 czeiciej pojawialy sie wowczas, gdy
wnioskowanie empiryczne dotyczace narysowanych lub dorysowanych figur ukie-
runkowane bylo na sposéb liczenia, a nie tylko na liczbe wszystkich kwadratow
w figurze. Sformulowanie reguly stownie wymagato ,gietkosci” i precyzji jezyka,
a ich zapis symboliczny byl sprawdzianem ich poprawnosci i doktadno$ci. Zapis
symboliczny w postaci wzorow ukazuje ,site” formalnego jezyka, gdy sie go ro-
zumie i umie zinterpretowaé. Przetozenie stowno-symbolicznego jezyka regut na
jezyk wzorow okazalo sie trudne, jak wskazuja liczby w tabeli 2 w drugiej i trzeciej
kolumnie oraz piagtej i szostej (za wyjatkiem pierwszego i drugiego wiersza).

Druga sytuacja, w ktorej nalezato zapisa¢ uogoélnienia, byty obwody naryso-
wanych figur. Sposoby zapisu, jakie sie pojawity, przedstawia tabela 3.

Tabela 3. Uogo6lnienia dla obwodéw figur podane przez studentow i nauczycieli

e . , Liczba prac
Formulowane uogoélnienia dla obwodéw figur S—106 N=130
Wilibp=(n+1)+n+1)+2(n+1) 18 9
W12: by, = 4(n + 1) 16 27
W13: by =8iby, =bp—1+4dlan>2 17 4
Wid: b, =8 +4(n—1) dlan € Ny 28 8
W15: b, = 4(n + 1) wzor ogblny ciagu 8, 12, 16, ... 38 49
Wsréd nich bledne uogolnienia 14 (13%) | 12 (9%)
Brak prob uogdélnienia 7 (%) | 43 (33%)

Staty przyrost w obwodach kolejnych figur o 4 jednostki najprawdopodobniej
dostrzegli ci, ktoérzy napisali wzory W14, W13 i W15. Tylko 12 studentéw i 1
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nauczyciel dostrzeglo w tych zmianach ciag arytmetyczny. Bledne uogélnienia dla
obwodéw figur, gdy n oznacza numer figury, przedstawiaja przyktady: 4n; 4(n—1);
2n + 6; (n + 1)(n + 4). Pierwsze dwa bledy wynikaja z ustalenia zlej zaleznosci
pomiedzy numerem figury a dlugoscig ,boku”. Ostatni przyklad btedu sugeruje
mylenie obwodu z polem figury — mialo to miejsce w 4 przypadkach. Pojawity
sie obliczenia obwodoéw tylko dla konkretnych liczb w 8 pracach, brak w tych
przypadkach uogélnien pozwala z duza pewnoscia sadzi¢, ze osoby te nie umialy
uogOlnic.

3.5. Umiejetnos¢ uogodlnienia

W serii tych zadan nalezalo zapisa¢ dwa uogoélnienia: jedno dotyczace liczby
kwadratow w n-tej figurze i drugie dla obwodu tej figury. Poréwnujac uogoélnienia
dla liczby kwadratow i obwoddéw figur u poszczegdlnych osoéb, mozna stwierdzic, ze
tego samego rodzaju uogélnienia (poprawnie lub nie) zastosowalo 45 studen-
tow (42%) oraz 46 nauczycieli (35%). Najczesciej stosowali uogolnienie indukcyjne
i zapis W1 1 W11 (43 osoby sposréd nauczycieli i 32 osoby wsrod studentow).
Uogolnienia i zapis W8 oraz W14 wystapily u 7 oséb, ktore wykorzystywaly twier-
dzenie o sumie skonczonej liczby wyrazoéw ciaggu arytmetycznego zaréwno w licze-
niu kwadratow, jak i obwodow figur. Dostrzezone zaleznosci rekurencyjne (W5
i W13) pojawity sie¢ u 6 studentow. Istotniejsze dla umiejetnosci uogoélniania jest
jednak to, czy w obu przykladach uogoélnienia zostaly dobrze przeprowadzone.
Takie iloSciowe zestawienie przedstawia tabela 4.

Tabela 4. Zestawienie liczby uogolnien dokonanych w obu przyktadach przez
studentow i nauczycieli

Uogolnienia dla liczby kwadratow i dla obwodow figur S :Lllcoz é) al\}) rjcl 30
poprawne obydwa uogdlnienia 69 65
jedno blednie albo jeden brak 28 33
zadne niepoprawne (blednie lub brak) 8 12
brak prob w obu przykladach 1 20

Poprawnie zapisalo uogélnienie w obu przykladach 65% studentéow
i 50% nauczycieli. Mozna z do$¢ duza pewnoscia uznac, ze potrafia oni uogélniac.
Obu uogolnien poprawnie nie potrafito zapisa¢ 9% studentow oraz 24% nauczycieli,
wliczajac tych, ktérzy nie podjeli prob w obu przyktadach. Studenci, ktérzy nie
podali zadnego uogdlnienia poprawnie, otrzymali z egzaminu z dydaktyki niskie
oceny (ich wynik z calego egzaminu zaliczony zostal do ,dolnej ¢wiartki” wynikow).
25% nauczycieli i taka sama czes$é studentoéw popelniata bledy i ujawnita trudnosci
w uogdlnieniu. Nauczyciele z uogélnianiem mieli wieksze trudno$ci niz studenci.

3.6. Uzasadnienia dla sformutowanego uogélnienia, dowéd

Uzasadnieniem zapisanego wzoru dla liczby kwadratéow w figurze byl najcze-
$ciej dowdd indukceyjny, taki jak w przyktadzie 4. Podawali go studenci, nie wszyscy
jednak umieli sobie z tym poradzi¢. Poprawnie przeprowadzito dowod indukcyjny
prawie 40% studentéw i jeden nauczyciel a prawie 30% studentéw popelnito w do-
wodzie bledy lub nie umialo go przeprowadzi¢ (mozemy to odczytaé z tabeli 5).
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Tabela 5. Rodzaje uzasadnient i dowodéw podane przez studentéw i nauczycieli

Liczba prac
S=106 | N=130

Rodzaj dowodu lub uzasadnienia dla podanego wzoru

D1: Dowd6d indukeyjny:

przeprowadzony poprawnie, 40 1
przeprowadzony z bledami, 30 0
zapowiedziany, ale nieprzeprowadzony. 7 0
D2: Dow6d z powolaniem sie na twierdzenie o sumie wyrazow 6 4
ciagu arytmetycznego (ze wskazanie pierwszego wyrazu i réznicy)

D3: Dowdd dla sumy n + 1 poczatkowych liczb naturalnych 2 13
D4: Uzasadnienie przez uogoélnienie rozumowania z przykladu z 2 7
wykorzystaniem wzoru na pola figur

D5: Uzasadnienie z wykorzystaniem wzoréw rekurencyjnych 0 4
D6: Uzasadnienie przez podanie wzoru (wpisanie w miejscu na 0 17
uzasadnienie)

D7: Uzasadnienie przez przeksztalcenie algebraiczne jednego 1 13

wzoru na inny

D8: Slowne wyjasnienia (cytaty oddzielone $rednikami): na pod-
stawie obserwacji; z rysunku; tworzgc n-tq figure dodawalismy 0 8
kwadraty 1, potem 2, i tak dalej; pole catego kwadratu podzielone
przez 2 1 dodana liczba kwadratow na przekgtne;.

Sprawdzanie przez podstawienie konkretnych liczb do wzoru 1 3
Brak dowodu lub uzasadnienia 17 (16%) | 60 (48%)

Studenci dowodzili indukcyjnie zapisany przez siebie wzor okreslajacy liczbe
kwadratow, nieliczni u§wiadamiali sobie, ze dowodzili twierdzenie o sumie skonczo-
nej szczegblnego ciggu arytmetycznego. Trojka studentéw dowodzita réwnowaz-
nosci pomiedzy rekurencyjnym a ogélnym okresleniem ciggu. Liczba studentéw,
ktorzy poprawnie udowodnili to twierdzenie nie jest zadowalajaca. Dowod induk-
cyjny jest uwazany za trudny’. Oczekujemy od studentéw matematyki, zeby nie
tylko rozumieli sens (wiedzieli, kiedy i jak) ale i umieli przeprowadzi¢ tego typu
dowod w typowej sytuacji. Widaé¢ wyrazng réznice pomiedzy podej$ciem studen-
tow do polecenia udowodnij a nauczycieli do polecenia uzasadnij. Sformulowanie
Luzasadnij odkryty wzor” nie byto dla wszystkich nauczycieli zrozumiate, pytalo
o to 4 albo 5 nauczycieli (w trzech z siedmiu grup) indywidualnie podczas samo-
dzielnego rozwigzywania zadania®. Otrzymywali odpowiedz, by podali argumenty,
ze podany przez nich wzor pozwala dobrze liczy¢, ile jest kwadratow w figurze
albo opisali rozumowanie, jak ,doszli” do wzoru. Podejmowane przez nauczycieli
czynno$ci ujawniaja jak rozumieli oni, ,,co to znaczy uzasadni¢”. Indukcyjne uogol-
nienia rozumowania przez uzmiennianie statych (D3, D5) podalo 15% nauczycieli.

77 Komentarza do Podstawy Programowej ksztalcenia ogélnego z grudnia 2008 roku: ,Za-
sada indukcji matematycznej zostala usunieta catkowicie, rowniez z zakresu rozszerzonego. Jest
specyficznie trudna. Jej stosowanie stalo sie pewnym rytuatem, ktoérego sens pojmowali nieliczni
uczniowie” (Semadeni, Karpinski, Sawicka, Jucewicz, Dubiecka, Guzicki, Tutaj, 2009, s. 80).

8Pytali o to rowniez uczniowie trzeciej klasy gimnazjum, i pierwszej klasy liceum, gdy roz-
wigzywali podobne zadania, wér6d nich bylo zadanie ,schodki” w latwiejszej wersji (pierwsza
figura skladala sie z jednego kwadratu). Sposrod badanych 114 uczniéow uogdlni¢ potrafito 24%
uczniéw, uzasadnienia podato 8% uczniéw (Legutko, 2009).
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Dla innych nauczycieli znaczylo to: ,podaj wzor, z jakiego korzystasz” (dla 13%
nauczycieli); ,przeksztal¢ wzor do prostszej postaci” (9%) lub ,objasnij stownie”
(6%), wsprawdz dla kilku liczb” (3%).

Uznalam za poprawne uzasadnienia podane przez 22% nauczycieli (w tab. 5.
zaznaczone pogrubiong czcionka). Uzasadnienie wzoru dla liczby kwadratow w n-
tej figurze z wykorzystaniem regul rekurencyjnych R5 i R6 pojawito sie w pracach
4 nauczycieli. Na podstawie zaleznosci R5 i R6 zapisany zostal uktad rownan:

p — Gp-1 =N+ 1,
an +an—1 = (n+1)>%

Po dodaniu stronami wyznaczone zostato 2a, = (n + 1) + (n + 1)2, a stad
_ (1) (n+2)
Ap = I —

Nie uznawalam wpisania wzoru ani jego przeksztalcania do postaci réwnowaz-
nej w tym zadaniu, jako poprawne uzasadnienie, jesli rozwigzujacy nie przedstawil
rozumowania, z ktorego otrzymal ten wzor, albo nie powotal sie na twierdzenie
o sumie n wyrazéw ciggu arytmetycznego i nie sprawdzil, ze stosuje go do ciagu
arytmetycznego. Brak uzasadnienia u potowy nauczycieli wiaze si¢ z tym, nie mieli
czego uzasadniac¢, bo tylko potowa z nich podata uogoélnienie.

3.7. Trudnosci z uzyciem liter w zapisaniu zaleznosci

Wsréd podejmowanych prob uzycia liter w zapisie zalezno$ci mozna byto wy-
réznié:
T1. Trudnosci z uogélnieniem przez uzmiennienie stalej i wprowadze-
niem opisu w jezyku matematycznym dla jednej z trzech zaleznosci
w taki sposob, by pézniej réwnoczesnie uja¢ wszystkie te trzy zaleznosci
jednym wzorem (Te zalezno$ci to spostrzezenia 4, 5, 6 w p. 2.1). Niekto-
re z tych trudnosci pojawily sie w sformutowaniu reguty w przyktadzie 1,
np. co oznacza litera n, ile kwadratow doktadamy do poprzedniej figury.
Dalsze trudnosci tego typu pokazuja ponizej przyktady 5-9 Potwierdzaly te
trudnosci osoby w rozmowach: nie umiatam powigzaé numeru figury z licz-
bg doktadanych kwadratow albo nie powigzatem numeru figury z liczbg jej
wszystkich kwadratéw.

T2. Trudnosci z uzyciem litery n, w dzialaniach na wskaznikach np. n — 1,
n+2, czyli w innych podzbiorach liczb naturalnych innych niz {1, 2, 3, ..., n}.
Tlustruja to przyktady 1, 2, 10 i 11 Pierwsza figura skladala sie z trzech
kwadratéow (a nie jednego), do pierwszej figury dokltadane sa trzy kwadraty
(a nie jeden); dla n-tej figury dodajemy liczby od 1 do n + 1). Wymusza
to sformutowanie ograniczen dla zmiennej n albo zmiany w numeracji fi-
gur (w istocie okreslenie nowego ciggu). Studenci moéwili o tym: wiedziatem,
ze trzeba ,przenumerowaé wskazniki”, ale nie umiatam (nie zrobitem) tego
dobrze.

T3. Trudno$ci w sumowaniu nieparzystej ilosci liczb naturalnych (przed-
stawione w przykladzie 12 i 13). Wynikaja one z blednych ,utatwien” w li-
czeniu badz z nieznajomosci sposobu sumowania kolejnych liczb naturalnych
niezaleznego od liczby sktadnikéw sumy.
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Ponizej zacytowane sa przyktady popelionych btedéw i ujawnionych trudnosci
wraz z komentarzami i prébami interpretacji.

Przyklad 5. Trudnosci z powigzaniem liczby dokladanych kwadratéw z numerem
figury w poszukiwaniu wzoru ogoélnego (T1)

Zadanie ,,Schodki”

1. Sformutuj regute weme&ktérej tworzono kolejne figury.
BTN 1

T T
m=/ n=2 mz?%
ntl wIED - med3
ntntA ninett wendd  pnenid e ngn
A Mt d 5(m 1)

Rysunek 14. Przyklad 5, praca N1.

W tym przykladzie litera n ma rownocze$nie wiele znaczen. Przy zapisie n = 1,
n = 2, n = 3 litera n oznacza numer kolejnej figury. Zapoczatkowane uzmiennienie
stalej nie jest kontynuowane. Dalsze zapisy wskazuja na jakas probe uzmienniania
liczby doktadanych kwadratéw w kolejnych figurach. Gdy w trzecim z dopisanych
wierszy podstawimy n = 1, otrzymamy liczbe kwadratéw w figurach, w pozosta-
tych wyrazeniach juz nie. Podstawienie n = 3 w wyrazeniach pod trzecia figura
w zadnym wyrazeniu nie opisuje liczby jej kwadratow. W tworzonych wyrazeniach
jest podstawianie za n+ 2 wyrazenia n+n+ 1, a dalsze przeksztalcenia nie zawsze
sa wykonane zgodnie z regutami obowiazujacymi przy przeksztalcaniu wyrazen
algebraicznych (4n + 1 # 3(2n + 1)). Za n podstawiane sa kolejne liczby, nie ma
miejsca uogollnianie, jest raczej specyfikacja. W konsekwencji dobry poczatek pra-
cy nad sformulowaniem reguty koriczy sie napisaniem réznych wzoréw, ktére nie
okreslaja liczby kwadratow w figurach. Proby zapisu (i odczytu) znaczenia litery
n z zapisanych wyrazen zakonczone zostaly niepowodzeniem.

Przyktad 6. Trudnosci z zapisaniem liczby kwadratow w dowolnej figurze (T1)
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Rysunek 15. Przyklad 6, praca N41.
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W tym przyktadzie zostala wyrdzniona liczba n = 3 jako stata (pierwsza figura
sktada sie z 3 kwadratow i do niej dotozono 3 kwadraty, by powstala druga). Przy
takim rozumieniu litery n widoczne sa starania, by zapisa¢ z jej uzyciem konkretne
wartosci wyliczonej liczby kwadratéw w kolejnych figurach, przedstawione na gra-
fie. Pomyst, by liczby kwadratéw w ponumerowanych figurach opisywaly kolejne
wielokrotnosci liczby 3 zawodzi juz dla trzeciej i czwartej figury, wiec dodawa-
ne sa kolejne liczby naturalne, by liczba kwadratéw w figurze sie zgadzala (by
wynik sie zgadzal). W efekcie dla kazdej figury jest inny wzor na liczbe jej kwa-
dratéw, brakuje wzoru ogolnego. Rekurencyjna obserwacja, jak sie zmienia liczba
kwadratow pomiedzy dwoma kolejnymi dowolnie wybranymi figurami, nie zostalta
zapisana z uzyciem litery n. By¢ moze zabrakto takze sprecyzowania sposobu, jak
liczy¢ wszystkie kwadraty w figurze.

Przyklad 7. Trudnosci z zapisem zalezno$ci pomiedzy kolejnymi figurami (T1)

Zadanie ,,Schodki”
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Rysunek 16. Przykiad 7, praca N48.

Autor rozwiazania ponumerowal figury (liczbami z nawiasem) litera n ozna-
czyl numer ,schodkéw” zgodnie z trescig zadania i zauwazyl konieczne trzy zalez-
nosci dla dziesieciu figur (poprawnie dla szesciu). Zapisal, ze w kolejnych figurach
jest doktadanych o jeden wiecej kwadratow niz ich byto doktadanych do figury po-
przedniej (liczby w podwdjnym nawiasie). Zauwazyl i uog6lnit, ze w kazdej kolejnej
figurze ilo§¢ kwadratow zwieksza sie o 2 w stosunku do numeru figury. Zaobserwo-
wal, Ze w ciaggu figur zmienia sie zaréwno numer figury, jak i liczba doktadanych
kwadratow, wprowadzil dwie rézne litery, funkcjonujace niezaleznie od siebie. Nie
powigzal numeru figury i liczby dokladanych kwadratow z (trzecia zaleznoscia)
liczbg kwadratow w figurze. Przyklad ten ujawnia istotna trudnosé, ze uogodlnie-
nie dotyczy calosci sytuacji i w pewnym momencie rownoczesnie trzeba powigzac
wszystkie te elementy. Lubomirski (1983, s. 91) ujmuje to zwiezle tak: ,uogolni¢
cokolwiek — to znaczy w pewnym sensie uogélni¢ wszystko od razu”. Jednak, gdy
chce sie wszystkie zalezno$ci uja¢ réwnocze$nie, trzeba mieé¢ kazda z nich jasno
sprecyzowana. Ilustruje te uwage takze przyktad 8.
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Przyktad 8. Swobodne postugiwanie sie zapisem literowym, brak jasno sprecyzo-
wanej reguty
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Rysunek 17. Przyklad 8, praca N58.

Mozna przypuszczaé, ze po policzeniu kwadratéw w figurach (S; = 3, So = 6,
...,S86 = 28) i liczeniu dokladanych kwadratow (3, 5, 7, 9), osoba ta wypisy-
wala zaleznosci algebraiczne i sprawdzata, ktéra z nich okresla liczbe kwadratow
w figurze. Mimo swobody w postugiwaniu si¢ zapisem literowym (w uogoélnianiu
i sprawdzaniu), zadna z podjetych (co najmniej trzech) prob uogolnienia zaob-
serwowanych regularnosci nie zakorniczyla sie powodzeniem. U zrédet tych sym-
bolicznych zapiséw mozna sie dopatrywac regut (R6, R7 i R4). Jednak zabraklo
doktadnej obserwacji poszczegélnych elementéw sytuacji, wyrdznienia i oznaczenia
zmieniajacych sie wielkosci oraz sformultowania i zapisania zaleznosci pomiedzy ni-
mi. Zabrakto umiejetnosci w zakresie elementarnej matematyzacji dotyczacej np.
nieparzystej liczby kwadratoéw przy prostokatnych bokach figury (zaznaczonych
kreska i policzonych, ale uogolnionych niepoprawnie), czy tez zapisania liczby kwa-
dratéw w polowie n-tego kwadratu i ,,na przekatnej”.

Przyktad 9. Trudno$é w ustaleniu zaleznosci miedzy wielko$ciami i brak opisu
znaczenia liter
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Rysunek 18. Przyklad 9, praca N3.
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Wprowadzono trzy litery, zadnej nie opisano. Mimo zapisania znaku réwnosci,
nie mozna méwié o probach powigzania z soba zmiennych x i a, co do ktérych
mozemy sie jedynie domysla¢, ze oznaczaja liczbe kwadratéw w kolejnych figu-
rach. Litera a najpierw jest kodem dla liczby kwadratow w figurze, a zaraz obok
w nawiasie oznacza prawdopodobnie liczbe kwadratow w warstwie doktadanej do
figury. Zabraklto doktadnego sprecyzowania zaleznosci.

Przyktad 10. Trudnosci z ,przenumerowaniem” figur (T2)

Zadanie ,,Schodki”
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Rysunek 19. Przyktad 10, praca N2.

W tym przykladzie osoba przyjeta figure zlozong z jednego kwadratu jako
pierwsza, by utatwi¢ sobie zapis. Wowczas as wyznacza liczbe kwadratéw w pierw-
szej figurze, a,, liczbe kwadratéow w figurze n — 1 przy warunku, ze wzér zachodzi
dla n > 2. Pod znakiem uog6lnionej sumy pojawila sie zmienna n sumowana od
1 do n, a wystarczylo zmienié¢ jej nazwe i sumowaé od 1 do n + 1, by zapisaé
poprawnie liczbe kwadratow w n-tej figurze albo ,przenumerowac” indeks przy a.,
z nnan — 1 dlan > 2. Takie postepowanie mozna prébowaé¢ wyjasnia¢ tym, ze
najczesciej zapisujemy ciagi i szeregi, poczawszy od n = 1 albo a; = 1 i konczy-
my na n. W tym przykladzie ujawnila sie trudnosé¢ (T3) zwiazana z modyfikacja
znanego schematu opisu.

Przyktad 11. Trudnosci z ustaleniem zalezno$ci miedzy numerem figury a dlugoscia
boku (T2)

Przy uogoélnieniu dla obwodéw figur podawane byty wzory a,, = 4n albo a,, =
4(n — 1), ktore nie opisuja obwodéw w danej sytuacji. Latwo to mozna sprawdzié
dla narysowanych trzech pierwszych figur o obwodach réwnych 8, 12, 16 jednostek.
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Rysunek 20. Przyktad 11, praca N25.
Specyfikacja dla n = 1 lub n = 2 pozwala w momencie sprawdzi¢, ze uogol-

nienie nie jest poprawne. Poniewaz takie bledy ujawnito 23 studentow (22% bada-
nych), bledy te mozna wyjasnia¢ brakiem samokontroli w zapisie uogolnienia.
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Przyktad 12. Bledne sumowanie kolejnych liczb naturalnych od 1 do n + 1, gdy
n jest liczba nieparzysta (T3)

Rozwiazujacy opisal innymi wyrazeniami sume liczb dla liczby parzystej i dla
liczby nieparzystej. Nie zwrocit uwagi na to, ze gdy n jest nieparzyste, to i n + 2
jest nieparzyste, wowczas iloczyn (n+-2) - nie jest liczba catkowita i nie wyznacza
liczby kwadratéw w figurze.
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Rysunek 21. Przyktad 12, praca N25.

Przykltad 13. Trudnosci w sumowaniu kolejnych liczb naturalnych od 1 do n + 1
w zaleznosci od tego, czy n jest liczba parzysta, czy nieparzysta (T3)
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Rysunek 22. Przykiad 13, praca N35.

W tym przykladzie oddzielony zostal nawiasem najwiekszy, nieparzysty sktad-
nik od sumy pozostalych, by obliczy¢ sume kolejnych liczb naturalnych przez ,}ta-
czenie w pary” pierwszej z ostatnig liczba w nawiasie, drugiej z przedostatnia itd.,
aby nastepnie obliczy¢ iloczyn liczby par przez sume elementéw pary. Takie po-
dejécie wplywa na rozréznienie sytuacji, kiedy sktadnikow jest parzysta, a kiedy
nieparzysta liczba. Osoba ta, chociaz realizowala ,pomyst Gaussa’, ujawnita, ze
nie zna jednego sposobu na obliczenie sumy kolejnych liczb naturalnych. Jest on
realizowany, ale nie w taki sposéb, by osiagnaé¢ cel przy zminimalizowanym wy-
sitku. Mozna to takze zinterpretowac jako brak unifikacji sposobow liczenia, jakie
kiedy$ osoba ta poznala. Warto jeszcze zwroci¢ uwage na koricowy zapis wzoru,
nie w postaci iloczynu, ale polowy tréjmianu kwadratowego.

Podsumowujac, ujawnione trudnosci z uzyciem liter dotycza matema-
tyzacji na elementarnym poziomie: ustalenia zmiennych w danej sytuacji,
wprowadzenia dla nich oznaczei, zbadania zaleznosci miedzy tymi zmiennymi i opi-
sania ich w jezyku dziatan i relacji matematycznych. Latwiej opisaé¢ te zaleznosci,
gdy dostrzeze sie sposob tworzenia kolejnych figur i jasno sie go sprecyzuje. Skon-
centrowanie sie na liczbach i szukanie dla liczb zaleznosci ogdlnych okazalo sie
trudniejsze w przypadku okreslenia liczby kwadratéw, z ktorych ztozona jest n-ta
figura. Widoczne jest to w formulowaniu reguly R8 i jej zapisie w postaci wzoru
(w tabeli 2). Jednak bledy i brak prob przy uogolnieniu obwodu tych figur oraz
trudno$ci w dodawaniu kolejnych liczb naturalnych do n + 1 raczej potwierdzaja
braki umiejetnosci w elementarnych matematyzacjach.
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3.8.

1.

Whioski z analizy rozwigzan

Rozwiazania zadan serii ,schodki” pokazaly ogromna réznorodno$é mate-
matycznego my$lenia w zakresie dostrzegania regularno$ci. Sformu-
lowanych zostalo, co najmniej 10 regul i co najmniej 8 zapisow uogdlnien
z pomocy wzoréw i wyrazen algebraicznych. Ré6znorodnosé i ilo§é czynnosci
konkretnych podejmowanych przez rozwiazujacych w poszukiwaniu uogol-
nienia zaleznos$ci ukazuje, jak indywidualnie przebiega proces matematyzacji
w tym przypadku. Jak wiele oséb potrzebuje wsparcia dla swojej wyobrazni
i abstrakcyjnych operacji w dziataniach na konkretnych liczbach i rysunkach,
(co najmniej 23% studentéw i 35% nauczycieli liczyto kwadraty kolejno, az
do si6dmej figury, a prawie potowa dorysowywala czwarte schodki). Dobre,
dokladne wnioskowania w konkretnej sytuacji sa podstawg dobrych
uogolnieri.

. Poprawnie dwa uogd6lnienia dla liczby kwadratow i obwodéw figur poda-

to 65% studentow i 50% nauczycieli. Mozemy uznaé, ze oni potrafig uogélnié
i zapisa¢ symbolicznie dostrzezone zaleznosci. Podstawa tych uogélnieri byto
najpierw dostrzezenie rekurencyjnych zaleznosci pomiedzy kolejnymi figura-
mi tworzonymi wedlug reguly przedstawionej na rysunku oraz uogélnienie
indukcyjne lub uogélnienie rozumowania z przyktadu.

. Uzasadnienie czy udowodnienie sformutowanego uogdélnienia okazalo sie

trudne. Tg umiejetnoscia wykazalo sie¢ 48% studentow, dowodzac indukcyjnie
lub powolujac sie na twierdzenie o sumie skoriczonej liczby wyrazoéow ciagu
arytmetycznego, i 22% nauczycieli, korzystajac z uogoblnienia przez uzmien-
nienie stalej, twierdzenia o sumie poczatkowych, kolejnych n liczb natural-
nych lub uogoélnienie rozumowania z przyktadu z wykorzystaniem pola figur.

. Trudnosci z uzyciem liter w opisie zaleznosci w obu zadaniach ujaw-

nito 24% nauczycieli i 9% studentow. Trudnosci te dotyczyty matematyzacji
prostych zaleznosci, ktore trzeba byto uwzgledni¢ w uogélnieniu, w uzmien-
nianiu stalej dla liczb naturalnych. Wigksza liczba studentéw niz nauczycie-
li, dokladnie okreslala, ile trzeba dolozyé¢ kwadratow przy przejsciu miedzy
dwoma kolejnymi figurami, formutujac regute rekurencyjna (R5). Ta obser-
wacja i dobre jej zapisanie okazalo sie niezbedne do poprawnego uogoélnienia
i uzasadnienia.

. W zapisie liczby elementéw dowolnej figury wiele oséb ujawnilo swoje podej-

$cie do wyprowadzania, zapisu i stosowania wzordéw. Polecenie uzasad-
nij ,,odkryty” wzoér, dla wielu nauczycieli nie znaczylo przedstawienia argu-
mentoéw, na podstawie ktorych wzor zostal napisany. Ponad 20% nauczycieli
podato wzér, z ktérego korzystato lub przeksztatcato go algebraicznie. Nie
objasniali, w jaki sposéb go wyprowadzili. Pojawily sie rézne wzory i czasem
w ich poszukiwaniu brakowalo naturalnego, dobrze zorganizowanego i eko-
nomicznego myslenia zakonczonego prostym wzorem, z ktérego tatwo datoby
sie obliczy¢ liczbe kwadratow w figurze. Jako przyklad moze postuzy¢ wzor
(n+1)2— szi@zany z regula R6, ktorym wyznaczano liczbe kwadra-
tow w n-tej figurze, a odjemnik oznacza liczbe kwadratow w poprzedniej
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figurze liczona znacznie prostszym sposobem. W korzystaniu ze wzoru na
sume liczb naturalnych lub sume ciagu arytmetycznego pojawiata sie po-
sta¢ S, = % (w 15% prac studentow), trudniejsza do zapamietania
i przypomnienia, jakby postac¢ iloczynowa nakazywata wykonanie mnozenia.
I tu czasami pojawialty sie btedy, ktére nie byly korygowane, gdy osoba nie
pamietata w danym momencie, w jaki sposéb pojawia sie taki wzor. Przy
korzystaniu ze wzoru, podstawianie wyrazenia n + 1 w miejsce litery w tym
wzorze zastepowano dwoma operacjami, najpierw korzystano ze wzoru dla
n i dodawano n + 1. W wiekszo$ci wzoroéw, tych wyprowadzanych jak i tych,
z ktorych korzystano, nie byly opisane oznaczenia liter i czesto nie bylo
okreslone, dla jakich n wzoér ten mozna stosowaé.

6. Na zadanie wymagajace policzenia wszystkich kwadratéw w figurze spojrza-
to jak na obliczanie pola tych figur niewielu rozwigzujacych (9% studentow
i 18% nauczycieli). Jeszcze mniejsza ich liczba (okoto 6% nauczycieli i 2%
studentow) wykorzystata to w tworzeniu uogolnienia i uzasadnienia. W dys-
kusji z nauczycielami widoczne bylo czasem zaskoczenie, ze nie przeformuto-
wali sobie pytania o liczbe kwadratow, z jakich ztozona jest figura, na pytanie
o jej pole. Wielu byto zdziwionych tym, jak zmienia sie spojrzenie na zadanie
przy wykorzystaniu pola i jak staje sie ono wowczas dostepne dla uczniow
gimnazjum. Na wybor strategii w nowej sytuacji ma wplyw do$wiadczenie
w rozwigzywaniu zadan i przyzwyczajenie do typowych poleceri.

7. Okoto 12% studentéw i 5% nauczycieli dostrzeglo w tej serii zadan ciag
arytmetyczny. Wykorzystywali go w liczeniu kwadratow w figurach (13
studentow 1 1 nauczyciel), w zapisywaniu obwodow (12 studentéw i 1 na-
uczyciel), w uzasadnianiu wzoru (6 studentéw i 4 nauczycieli). Nie wszyscy
jednak umieli z niego dobrze skorzystac, bo albo nie odtworzyli dobrze wzoru
z pamieci, albo stosowali go do ciagu, w ktérym réznica nie byta stata. W jed-
nej tylko pracy dostrzezona regula zostala sformutowana w ten sposob, ze
liczby doktadanych kwadratow w kolejnych figurach tworzq cigg arytmetyczny,
a cata (jedna) figura jest sumg n + 1 wyrazow tego ciggu, gdy a; = 1,r = 1.

8. Tylko jedna osoba (z 236) w rozwiazaniu (na rysunku) nawigzalta do liczb
trojkatnych. Proces uogoélniania w tej serii zadan prowadzil do sformutowania
warunku definiujacego liczby tréjkatne.

Ponizej obserwacja, niezwigzana z celami badan.

9. Podjete préoby powigzania umiejetnosci uogoélniania z wynikami egzaminu
u studentéw nie dostarczaja informacji pozwalajacej sformulowaé¢ jedno-
znaczne wnioski. Nie napisali zadnego z dw6ch uogélnien ci studenci, ktérych
wyniki z calosci egzaminu nalezaty do ,dolnej ¢wiartki wynikow” a 60% spo-
§rod nich popetnito bledy w uogoélnieniach. Studenci z wynikami z ,,gérnej
¢wiartki” w 80% przypadkow uogolnili poprawnie i podali dowdd, a pozo-
stali popelnili bledy w ktéryms zapisie uogoélnienia. Dwa przypadki, jakie
sie zdarzyly wsrod rozwiazan tych zadar, ucza ostroznosci w formulowaniu
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zbyt ogblnych wnioskéw wiazacych umiejetnosci uogélniania z matematycz-
nymi umiejetnodciami: jedna studentka rozwiazala poprawnie na egzaminie
tylko zadanie ,schodki” (jedno z dziesieciu), a jeden ze studentéw (z wyso-
kim stypendium naukowym) zamiast obwodow (w zadaniu 3) policzyl pola
tych figur przez bted nieuwagi w czytaniu polecenia, jak wyjasnial w rozmo-
wie, a pierwszego zadania nie skojarzyt z obliczaniem pola figury, bo to byto
zadanie na uogdlnianie.

4. Podsumowanie

Uogolnieniu w nauczaniu matematyki powinnismy po$wieci¢ wiecej uwagi,
zwlaszcza na etapie zapoznawania uczniéw z symbolika literowa. Przyczyniloby
sie to do lepszego rozumienia liter w zapisach symbolicznych i zmniejszylto licz-
be popelnianych btedéw w przeksztalceniach algebraicznych. Wymaga to jednak
dalszych badan.

Nie ma w polskiej szkole tradycji uczenia uogoélniania przez dostrzeganie re-
gularnosci, indukcyjne rozumowania, przez uzmiennianie stalej w zbiorze liczb na-
turalnych. Formalne nauczanie nakazuje uzy¢ od razu ciggow i indukcji matema-
tycznej.

Zadania dotyczace liczb trojkatnych i liczb kwadratowych czy prostokatnych
nie naleza do typowych zadan rozwiazywanych w szkole. Podejscie od graficznego
przedstawienia liczb tréjkatnych i poszukiwanie regut ich tworzenia pozwala ,,0d-
krywaé¢ na nowo” i sformutowaé¢ warunek definiujacy liczby tréjkatne t,, = ﬂ"QLl),
gdzie n € Ni. Systematyzujac reguty i uogolnienia, jakie pojawity sie w serii zadan
,schodki”, mozemy z uczniami sformulowaé nastepujace twierdzenia:

TWIERDZENIE 1
Liczba 1 jest liczbg trajketng, liczba trajkgtna ty, jest od poprzedniej liczby trojkgtnej
wieksza o n. Zapisujemy to symbolicznie: t1 =1 i t, =t,_1 +n.

Mozna wypowiedzie¢ je inaczej: Kazda liczba naturalna jest réznica dwoéch
kolejnych liczb tréjkatnych.

TWIERDZENIE 2
Suma dwdch kolejnych liczb trajkgtnych jest kwadratem liczby naturalnej n, wiek-
szej od 1.

Symbolicznie mozna to zapisaé: t,—1 + t, =n? dla n € Ns.

TWIERDZENIE 3
Liczba prostokgtna postaci p, = n(n + 1) jest réwna sumie dwdch liczb trajkgt-
nych t,.

Dowody tych twierdzen, z wykorzystaniem definicji liczb trojkatnych, spro-
wadzaja sie do prostych algebraicznych przeksztalcer. Propozycje dydaktyczna
dotyczaca liczb trojkatnych, prostokatnych i kwadratowych w dedukcyjnym uje-
ciu, dla nauczycieli i zainteresowanych matematyka uczniéw gimnazjum i liceum,
przedstawil A. Chronowski (1999, s. 94-97) w Podstawach arytmetyki szkolnej.
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Wiele twierdzen o liczbach tréjkatnych, wraz z ich historig i wktadem polskich
matematykéow w poszukiwaniu wlasnosci tych liczb w drugiej polowie XX wieku,
przedstawil Sierpinski (1962) w ksiazce Liczby trdjkgtne.

Pozostaja pytania otwarte: czy w ogole chcemy zapoznaé¢ uczniéw z licz-
bami trojkatnymi; czy bedzie to w formie ciekawostki o jednych z liczb, jakich
wiele jest w matematyce, jak np. liczby doskonale, blizniacze, zaprzyjaznione; czy
bedzie to ,mala wysepka dedukcyjna” (definicja i kilka dowodzonych twierdzen);
czy wykorzystamy je do uczenia dostrzegania regularnosci, dostrzeganie wspolnego
schematu i uogoélniania.

Liczby trojkatne (i liczby wielokatne) okazuja sie by¢ bogata sytuacja matema-
tyczna do rozwijania aktywnosci uczniéw. Zadania, takie jak w serii ,,schodki”, daja
mozliwosé ,widzenia figur”, a nie tylko liczenia, formutowania uogolnieni, wprowa-
dzania oznaczen z uzyciem liter i sprawdzania. W spos6b naturalny pojawia sie
potrzeba uzasadniania ,dlaczego tak?” i dostepne sa $rodki weryfikacji: podsta-
wianie i sprawdzanie, odwotanie sie do konkretu i jego ogblnego symbolu, takze
wykorzystanie rysunku. Pojawiaja sie bltedne uogolnienia, ktére ucza ostroznosci
w uogoélnianiu i koniecznosci weryfikowania, sprawdzania, argumentowania i do-
wodzenia. Pojawia sie w tych zadaniach potrzeba nadania znaczenia stowom ,dla
dowolnej”, ,dla kazdej” (liczby, figury). Wszystko jednak zalezy od celu, jaki sobie
postawimy.

Nauczyciel bedzie wybieral takie podejscie, jaki postawi sobie cel nauczania.
Bedzie wybieral rozwijanie umiejetnosci uogoélniania, gdy sam bedzie umial uogol-
nia¢. Jak wskazuja przyklady w tych badaniach, nie zawsze potrafi. Musi takze
umieé poprowadzi¢ z uczniami dyskusje o dostrzeganych, réznorodnych regutach,
sposobach zapisywania z uzyciem liczb, liter, wyrazen algebraicznych i wzoréw. Za-
lecane przez Polya (1975, s. 102) wskazowki obserwowaé, wogdlniaé, udowadniaé
wciaz pozostaja aktualne i czekaja na realizacje w praktyce.
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