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Tozsamosci dla uogélnionych symboli Newtona®

Abstract. In the present work the coefficients of the polynomial (1 + z + 2% +
..+ 2*7H™ are studied. They may be treated as a generalization of the
binomial coefficients. Numerous identities for these coefficients are proved.
Further, the basic properties of these numbers are provided.

L. Comtet (1974, s. 77) podaje, ze André w 1875 r. oraz Montel w 1942 r.
zajmowali sie wielomianami postaci

n(p—1)
(I+z4+22 4. +2¢ )" = Z ("J“)zﬂ (neN, u>2). (1)

§=0

W ostatnich latach znaleziono zastosowanie wspotczynnikéw (symboli) (”J“)
przy badaniu tzw. uogoélnionych liczb Fibonacciego i uogélnionych wielomianéw
Fibonacciego (Belbachir, Bouroubi, Khelladi, 2008; Hoggatt, Bicknel, 1973; Koshy,
2001; Philippon, Georghin, Philippon, 1983; Schork, 2008).

Pojawilo sie tez wiele wlasnosci tych wspolczynnikoéw (Belbachir i inni, 2008;
Bollinger, 1986; Kallos, 2006; Walser, 2000).

W tej pracy podamy elementarne dowody dwoch znanych z literatury wila-
snosci oraz szereg nowych tozsamosci dla liczb ("]’,"), ktére w pewnym sensie sg
uogolnieniami symboli Newtona. Ze wzgledu na widoczne zwiazki z klasycznym
trojkatem Pascala, nierozerwalnie zwiazanym z nauczaniem matematyki w szko-
tach $rednich, material przedstawiony w artykule szczegblnie nadaje sie do wyko-
rzystania w ksztalceniu przyszlych nauczycieli matematyki (np. na seminariach).
Niebanalne uogoélnienia i rozumowania sg tez ksztalcace dla studentéw matematy-
ki, ktorzy winni mieé¢ na swoich studiach mozliwos¢ do tworzenia ,wtasnej mate-
matyki”.

Zbior liczb naturalnych wiekszych badz réwnych od k oznacza¢ bedziemy sym-
bolem Ny.

DEFINICIA
Wielomian W, (2) = ap2™ +an_12""1+...+ag, an # 0 0 wspotezynnikach zespo-
lonych nazywamy wielomianem lustrzanym, gdy as = an—s dla s € {0,1,2...,n}.

*Identities for the generalized Newton symbols
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Latwo mozna udowodnié

TWIERDZENIE 1
Wielomian W (z) € C[z] stopnia n jest lustrzany wtedy i tylko wiedy, gdy

T <1> —W(z) dlaz+40.

z
Na podstawie twierdzenia 1 latwo wykazuje sie takze nastepujace

TWIERDZENIE 2
Tloczyn wielomianow lustrzanych jest wielomianem lustrzanym.

Udowodnimy

TWIERDZENIE 3

Jezeli Wy, (2) € C[z] jest wielomianem lustrzanym, to suma kwadratéw jego wspot-

czynnikow jest rowna ,$rodkowemu” wspotczynnikowi wielomianu lustrzanego

W2(z2), cayli jesli Wy (2) = an2z™ + an—12""1 + ...+ ag jest wielomianem lustrza-
. n 2 . . . .y . n . .

nym stopnian, to Y j=0 @ = bn, gdzie by jest wspotczynnikiem przy 2" wielomianu

(Wa(2))?.

Dowdd. Poniewaz W, (z) jest wielomianem lustrzanym, to
Wi(2)  Wn(2) = (@n2™ + an_12" 1 + ...+ ag) - (@02 +a12" 1+ ...+ ay),

stad wspotezynnik przy 2" wielomianu W7(z) jest rowny 37 a3, co konczy do-
wod twierdzenia 3.

Wykorzystujac fakt, ze wielomiany

n(p—1)
I4z+22 4. 2= Y <n’.u)zj

=0 Y

sa lustrzane, co tatwo uzasadni¢, wykorzystujac warunek podany w twierdzeniu 1
oraz twierdzenie 3, dostajemy

WNIOSEK 1
Dla dowolnych n € N, u € Ny zachodzi réwnosé

(2:3) (n3u)2 B ((ﬁ’f)n)- 2)

n,2

Zauwazmy, ze (";°) = () i tozsamos¢ podana we wniosku 1 przyjmuje postac

() -() 2

M-

Jj=
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Tozsamo$¢ (3) jest znana tozsamoscia z literatury; wynika ona takze wprost
z tozsamosci Cauchy’ego dla symboli Newtona:

S ()0 = (00) e 0

(Graham, Knuth, Patashnik, 2002, s. 198).
Z okreslenia wielomian6éw zadanych wzorem (1) wynika wprost po podstawie-
niu z =1

WNIOSEK 2
Dla dowolnych n € N, p € Ny zachodzi réwnosé

n%—:n <nu> 2 -

=0
7 tozsamosci algebraicznej
m 2 m
(Lo) -Yae 3
j=1 j=1 0<i<i<m
oraz wnioskéw 11 2 dostajemy

WNIOSEK 3
Dla dowolnych n € N, u € Ny zachodzi rownosé

n, n, { 2n 277,,/1,
2 () =) e
o<i<jen(u—1) \ ' J (= 1)n

Zgodnie z okregleniem wspotczynnikow ("J“) dolny indeks j moze przyjmowac
wszystkie wartosci ze zbioru {0, 1,2, ..., (u—1)n}. Wygodnie jest rozszerzy¢ zakres
zmienno$ci tego indeksu do zbioru liczb catkowitych Z. Przyjmijmy zatem umowe
obowigzujaca w calej pracy: (") =0, gdy k € Z oraz k < 0lub k > (u— 1)n.

LEMAT 1 (BELBACHIR, BOUROUBI, KHELLADI, 2008)
Dla dowolnych n € N, u € Ny prawdziwe sq rownosci:

() (4" =1dlake{0,1,2,...,u—1},

(ii) <” +k1’“> - ,S <k"’_”j> dla ke {0,1,2,...,(u—1)(n+1)}

=0

Tozsamosci (i) oraz (ii) podane w lemacie 1 wynikaja wprost z definicji liczb
(1) oraz tozsamosci

Z(HJF'LM) :(1+Z+...+z“_1)"+1:(1+Z+”'+Zu—1).z(n,‘u)zj.

Jj=20 J 720 J
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LEMAT 2 (GRAHAM, KNUTH, PATASHNIK, 2002, s. 188)
Dla dowolnych I,m € N, | < m zachodzi réwnosé

l n l+1 T m—1\ [ m
l l o L) \i+1)
Udowodnimy teraz

TWIERDZENIE 4
Dla dowolnych n,s € N, u € Ny zachodzi réwnosé

(") = 2 (0" "

Tozsamos$¢ (7) podana zostala w pracach (Belbachir i inni, 2008) oraz (Schork,
2008). Przyjmujemy, ze w tozsamosci (7) sktadniki sumy odpowiadajace wskaZni-
kom j, dla ktorych s — 7 < 0 lub s — j > n jest réwne zero.

Dowdd. Zastosujemy indukcje ze wzgledu na zmienng s.
Gdy s =0,to ("#™) =1dlaneNipueN,.

Poniewaz
(0 j’><_> (0’)<) '
jZ? ‘ i 0—j 0 0

dla n € Ni pu € Ny, twierdzenie jest zatem prawdziwe dla s = 0.
Przyjmijmy teraz, ze dla dowolnie ustalonego s € N oraz dowolnych n € N,

p € Ny
)50
= ; | dlake{0,1,...,s}.
(k S\ k—j
nyp+1\ s+1—7g,p n
<s+1>_;< j )(s+1—j>'

7 lematu 1 wiemy, ze

n+1l,u+1 _” n,pu+1 .
( s+ 1 )-Z( )] dlaneNipg+1eNs.

Pokazemy, ze

Stad otrzymujemy
n+lp+1\ (mp+l _Z n,p+1 i n,pu+1 ()
s+1 s+1 _]=1 s+1—3j = s—j7 )

Ktadac w tozsamosci (8) za n kolejno 0, ,2,...,n—11idodajac stronami otrzymane
réownosci i biorac pod uwage fakt, ze ( ;;1) = 0, otrzymamy

(o) EE )
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Wykorzystujac teraz zatozenie indukcyjne, a nastepnie lemat 2, dostajemy:

() EE 02

k=0 i=

Z Z(s‘““‘)( )
k=0 i=0 j>0 s—1-7J
-1

< n il S—Jy
s+1-j>izo(.¢-i)

J

Na podstawie tozsamosci (ii) lematu 1 otrzymujemy

(n,u+1>_z<s+1—j,u)< n >
s+1 S0 J s+1—j

To koniczy dowdd twierdzenia 4.

Tréjkaty Pascala zbudowane z symboli (”,’c") oraz ilustracja twierdzenia 4

Klasyczny trojkat Pascala, a wlasciwie jego fragment zwigzany z rozwinieciem
(14 2)™ przedstawiamy ponizej (tablica 1). Liczby wystqpujqce w tym trojkacie
na liniach tworzacych z kolumng jedynek kat o mierze 7 pojawiaja si¢ we wzorach
podanych ponizej.

1 (%)
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
Tablica 1
Wzory:

(") =
(") =)
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() =)+ (@)

(") = (3) +2(3)

(") = (D) +3G) + (3)

("5°) = (5) +4(7) +3(5)

(") = (5) +5(5) +6(3) + (5)

wynikaja wprost z twierdzenia 4, gdy przyjmiemy w nim p = 3, s =0,1,2,3,4,5,6.
Wyznaczaja one pierwszych siedem kolumn w nastepnym tréjkacie Pascala zwia-
zanym 7z rozwinieciem (1 + 2z + 22)™.

(")

3 2 1

6 7 6 3 1

10 16 19 16 10 4 1

15 30 45 51 45 30 15 5 1

21 50 90 126 141 126 90 50 21 6 1
Tablica 2.

e e Y S G
O U = W N =

Ponizsze wzory zbudowane na bazie tablicy 2 w sposéb analogiczny jak odpowied-
nie wzory na bazie tablicy 1:

("s") = (5

(") = ()

() =G+ (@)

("5 = () +2() + ()

(") = () +3(3) +3()
(") = (5) +4(2) +6(3) +2(5)

(") = (5) +5() +10() +7() + (3)

ilustruja twierdzenie 4, gdy p = 4 i wyznaczaja siedem pierwszych kolumn w na-
stepnym trojkacie Pascala, zwigzanym z rozwinieciem (1 + 2z + 22 + 23)™.

(")
1 1 1
2 3 4 3 2 1
3 6 10 12 12 10 6 3 1
4 10 20 31 40 44 40 31 20 10 4 1
5 15 35 65 101 135 155 155 135 101 65 35 15 5 1
6

21 56 120 216 336 456 546 580 546 456 336 216 120 56 21 6 1
Tablica 3.

I N ==y SO

Ponizsze wzory zbudowane na bazie tablicy 3 w sposéb analogiczny jak odpowied-
nie wzory na bazie tablicy 1:
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(%) = ()

() =)

() =)+ @)

(") = (3) +2() + (7)

(") = (1) +3G) +3() + (1)

(") = (5) +4(1) +6(3) +4(3)

("¢") = (5) +5(5) +10(3) +10(5) +3(3)

ilustruja twierdzenie 4, gdy p = 5 i wyznaczaja siedem pierwszych kolumn w na-
stepnym trojkacie Pascala, zwigzanym z rozwinieciem (1 4 z + 22 + 22 + 24)™.

Obserwujac tablice 1, 2, 3, zauwazamy, ze trzy pierwsze kolumny tablicy 2
oraz cztery pierwsze kolumny tablicy 3 sa takie same jak odpowiednie kolumny
w tablicy 1. Nie jest to przypadek. Prawdziwe jest bowiem

TWIERDZENIE 5
Jesi seNipeNsis<pu—1, to

(";“):("*2’”), ne N )

Dowdd. Tozsamosé (9) zostala wykazana w pracy (Belbachir i inni, 2008).
Do uzyskania tej tozsamos$ci uzyto zaawansowanych narzedzi, w tym wielomianéw
Bella. My wykazemy te tozsamo$¢, uzywajac bardzo prostych narzedzi matema-
tycznych. Zastosujemy indukcje wzgledem n.

Gdy n=1, to

1
(;’u>:1 dlas€{071,27---,/~"_1}-

Poniewaz ('t71) = (%) = 1, zatem twierdzenie 5 jest prawdziwe, gdy n = 1.

Przyjmijmy teraz, ze dla dowolnie ustalonego n > 1 i kazdego s € {0,1,...,u—1}

mamy
nypu\  (n+s—1
s ) s '
Pokazemy, ze

<n+1,u> _ (n+1+(8—1)> dlase {0,1,...,0—1}.

S 5

Z lematu 1 wiemy, ze
ntlp —HZ_:I HY dlake{0,1,...,(u—1)(n+1)}
k _jzo k—j y Ly ooy (M .

Poniewaz s < u — 1, zatem

(0 () () )
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Wykorzystujac teraz zatozenie indukcyjne, a nastepnie lemat 2, otrzymamy:
1, -1 -2 1-1 -1
n+1,u _ n+s n n-+s I n—+ n n
s s s—1 1 0
n+s—1 n+s—2 n n—1
() ) () G
_(n+s\ [(n+s
N n N S
_(n+1+(s—1)>
s .

To koniczy dowdd twierdzenia 5.

W tej czesci pracy podamy pewne tozsamosci dla wspolezynnikow (™).

TWIERDZENIE 6
Prawdziwe sq¢ nastepujgce rownosci:

O X t(") = 30— (1), adie n € e

k>0

4p+2 nm )
T —)R(™ = (v2)" cos T
()’;)( )( ok > (V2) cos ==, gdzien €N, p €N,
4p+2 nm .
il —nk(™ — Vasin T
( )’;)( )(2k+1> \/_Sln4,gdzzen€N,,u€N,
4p+3 nw .
(V)Ig)( )( ok ) cos —-, gdzien €N, p €N,
V) Z(—l)k S = sin = gdzien € N, p € N
k>0 2k+1 2’ ’ ’
4 1
(VD) Z(—l)k<n’ éu]:_ >:1, gdzien € N, p € Ny,
k>0
(VID > (-1 (”’Qi’“‘ ﬂl) =0, gdzie n €N, pn € Ny,

k>0
Dowdd. Ze wzoru (1) wiemy, ze
(b—1)n n, i
(I+z4+224... +2¢ ) = Z (k)zk. (10)
k=0

Podstawiajac w (10) w miejsce z liczbe —1, otrzymujemy (I). Podstawiajac w (10)
w miejsce z liczbe i, otrzymujemy tezy od (II) do (VII).
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Udowodnimy teraz

TWIERDZENIE 7
Prawdziwe sq¢ nastepujgce rownosci:

[£]

, -1 g
(A) L (—1)17? n-ltk=jop , gdzie n € Ny, p € Ng,
k . j n—1
Jj=0
a[

==

} oznacza ceche z liczby %

) (”’3#)( k mju) gdzie m, n € N, m < n,
720

(n, N) (n,#) (k n2 ‘>, gdzien € N, p € No,
>0 J — 4]
ue

n> D6y s = Z(—l)j <n,.u)< " ,), gdzien € N, s € N, s < n,
= JJ\k—]
No, a 6, s 0znacza delte Kroneckera.

Dowdd. Tozsamosé (A) zostata wykazana w pracy (Belbachir, Bouroubi, Khel-
ladi, 2008) przy uzyciu tozsamosci algebraicznej

I+z4+224. . +2¢ ) =1-2M"-1—-2)"

Wykazemy teraz (B).
Korzystajac z tozsamosci algebraicznej

(Idz4. 2= +z4. 2™ (24 2™,

()5 )
0 720 J

Sx ()
= —J
Poréwnujac wspotezynniki przy z¥, dostajemy (B).

Dowod (C).
Korzystajac z tozsamosci algebraicznej

otrzymujemy

> ()

<.
Vv

I
\VM

A4+2+ )2+ )0+ )" = A+ 2+ 22+ ..+ 222 hn

otrzymujemy
ny 20\ N, U\ o ny ; n, W n k
()= (V) 2 0) = s () )
k=0 Jj=0 j=0 k>07520
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Poréwnujac wspotezynniki przy z*, dostajemy (C).

Dowédd (D).
Wychodzac od tozsamosci algebraicznej

(1—zM"=Q4z+...+2"H" (1 —2)",

(-

J

otrzymujemy

() 2 (e

0 §>0

k?og (n;,u> (k ﬁ j) (—1)k—jzk'

Porownujac wspotezynniki przy potegach z, dostajemy (D).

<

Tozsamos$¢ (B) jest niewatpliwie uogolnieniem tozsamosci Cauchy’ego dla kla-
sycznych symboli Newtona.

Przyjmujac p = 2 w tozsamosci (B), dostajemy tozsamosé Cauchy’ego (4).
Zauwazmy tutaj rowniez, ze wniosek 1 wynika teraz takze z tozsamosci (B). Przyj-
mujac bowiem w tozsamosci (B) n = 2m oraz k = (u — 1)m i korzystajac z faktu,
7e

m, p m, p .
. = . dlameN, pueNy, 7€{0,1,...,(m—1)u},
( J ) ((M—l)m—J) e { ( e

gdyz wielomian

Q+z4... 427 =)" (n"“)zﬂ‘

izo N/
jest lustrzany, dostajemy tozsamos$é (2), wykazang na innej drodze we wniosku 1.
Przyjmujac u = 2 w (C) i (D), otrzymujemy nastepujace tozsamosci:

(=200 )

(Z) (—1)F 564 05 = j;(—l)j (?) (k ﬁ J).

Kladac w ostatniej tozsamosci k = n, otrzymamy
2
n (n
(2)nrsetnn =17 (%) (1)
>0 J

Podobnego typu tozsamosé
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nosi nazwe tozsamosci Dixona (zob. Comtet, 1974, s. 174).
W pracy (Comtet, 1974, s. 168) podano tozsamos¢

2025

j=0 j=0
Ktadac w tej tozsamosci z = —1 i wykorzystujac (11), otrzymamy tozsamosé
" /n\ [2n—j n
Z ( > ( J> (_2)] = ( )(_1)n+55n,2s-
=\ n s

Zauwazmy jeszcze, ze taczac na rozne sposoby tozsamosé (7) z twierdzenia 4
z tozsamosciami (A), (B), (C) z twierdzenia 7, mozna uzyska¢ cala serie roznych
tozsamosci, np. taczac (7) z (B), otrzymamy:

Z<k_jj’“> <kﬁj) 2 (m’Tl) ' <n_/:n—’?+1>'

>0 520
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