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Kilka uwag na temat liczb Fermata F; i Fy

Abstract. In this paper we give the necessary and sufficient conditions for the
number of the form d = k- 27 + 1 and d = k- 2° + 1 to be divisors of the
Fermat numbers F5 and Fg, respectively. Moreover, we present numerous
elementary proofs of the complexity of the numbers F5 and Fg.

Liczby postaci F, = 22" + 1, gdzie n € N, nazywane sa liczbami Fermata.
Wiele interesujacych faktéw dotyczacych tych liczb mozna znalezé m.in. w pra-
cach (Narkiewicz, 2003; Ribenboim, 1997; Sierpinski, 1969; Yan, 2006). W litera-
turze dydaktycznej powtarzane jest domniemanie, iz Fermat byl przekonany, ze
wszystkie liczby F), sa pierwsze. Liczby Fermata nabraly znaczenia, gdy F. Gauss
udowodnil, ze konstrukcja n-kata foremnego (n > 3) srodkami klasycznymi jest
mozliwa wtedy i tylko wtedy, gdy n = 2t dlat € Ny lub n = 2™p1 -pa-... ps, gdzie
m €N, ap; dlaje {1,...,s} sa parami réznymi liczbami pierwszymi Fermata.
Euler wykazal (zob. Sierpinski, 1959) nastepujace

TWIERDZENIE 1
Kazdy dzielnik liczby F,, jest postaci k- 272 + 1, gdzie k jest liczbg naturalng.

Zapewne dzieki temu twierdzeniu odkryt, ze liczba 5- 27 + 1, czyli 641 jest dziel-
nikiem liczby F5. Zlozono$é¢, a wlasciwie pelny rozklad liczby Fg na czynniki
pierwsze znalezli T. Clansen w 1856 r. oraz F. Landry w 1880 r.

W tej pracy pokazemy uzytecznosé prostych narzedzi matematycznych do uza-
sadnienia ztozonosci liczb F5 i Fg. Udowodnimy najpierw

TWIERDZENIE 2
Liczba d = k-27+1, gdzie k jest liczbg naturalng, jest dzielnikiem liczby Fy = 23241
wtedy i tylko wtedy, gdy d|(2* + k*).

Dowdd. Poniewaz d =k -27 + 1, zatem 1 = d — k - 27. Stad kazdy wspolny
dzielnik liczb d i k jest dzielnikiem 1. Zatem NWD(d,k) = 1. Wobec tego
nastepujace warunki s rownowazne:

dlFs, d|2*(k-20) + k), d|2%k-20)* — 2% + 2t 1 kY,
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dl 2%k 2"+ 1) (k- 2" —1)((k-27")> + 1) + 2" + k*)],

d|(2* + k*).

Wykorzystujac twierdzenie 2, bez trudu znajdziemy jeden z dzielnikow liczby
F5. Dla k = 5 mamy bowiem d = 5 - 27 + 1 = 641 oraz 2% + 5% = 641.

Wyréznimy teraz jeszcze trzy warunki réwnowazne warunkowi podanemu
w twierdzeniu 2. W tekscie ponizej zostaly one podkreslone. Niech d = k- 27 +1,
gdzie k € N.

Nastepujace warunki sa réwnowazne:
diFs, di(2*+kY), d27@2'+ k"), d@7k*+ k- k> +2'),
d [FPk-2"+ 1)+ 2" — k%], d@" -k, d2"(k -2"),
A7k + K — k> —2'%), d|[K*(k-27 +1)— (K*+2'%)], d|(k* +2'%),
d2T(K*+2'%), dQ"K* +k—k+2%), d[kQT+1)+(2® k)], d(2%—k).
Wobec tego udowodniliSmy

TWIERDZENIE 3
Niech d = k - 27 + 1, gdzie k jest ustalong liczbg naturalng. Wtedy warunek d|Fs
jest rownowazny nastepujgcym warunkom:

(1) dl2" + &),

(2) d|(2" - ¥?),

(3) d|(2'® + £?),
d|(2% — k).

Zauwazmy, ze warunek (4) z twierdzenia 3 pozwala odkry¢ ,bez obliczen” drugi
dzielnik liczby F5. Mamy bowiem

25 _ 5 = 641 - 52347.

Stad
25 _ 52347 = 640 - 52347 + 5,

% _ 52347 = 5(52347- 27 + 1).

Wobec tego liczba k = 52347 spelnia warunek (4) z twierdzenia 3, co pozwala
stwierdzi¢, ze liczba d = 52347 - 27 + 1 jest dzielnikiem liczby Fs.

Znanych jest kilka dowodow faktu, ze 641|F5. Dowody te oparte sg na twier-
dzeniach dotyczacych relacji przystawania modulo m (zob. Sierpiriski, 1959).

W tej czesci pracy podamy osiem oryginalnych dowodow tego, ze 641|F5, opar-
tych na wzorach skréconego mnozenia.
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Dowdd I. Nastepujace warunki sa rownowazne:
641|F5, 641]2F5, 641[((2'1)% —125% 4125 +2).

Poniewaz 641|(2!1 — 125) oraz 641|(125% + 2), zatem 641|F5.

Dowdd II. Nastepujace warunki sg rownowazne:
641|F5, 641|2%-10%Fs, 641[(10%(2%)%42%-10°), 641 [(640° — 1) + (2'10° + 1)].
Poniewaz 641[(640% — 1) oraz 641[(2* - 10% + 1), zatem 641|F5.

Dowdd III. Nastepujace warunki sg rownowazne:

641|F5, 641 [((2'%)? — 1547) + (1547 + 1)].

Poniewaz 641|(216 — 154) i 641|(1542 + 1), zatem 641|F5.

Dowdd IV. Nastepujace warunki sg rownowazne:

641|F5, 641]4F5, 641|((2'7)% — 3332 + 3332 + 4).

Poniewaz 641 | (217 + 333) i 641 | (3332 + 4), zatem 641 | Fs.

Dowdd V. Nastepujace warunki sg rownowazne:
641|F5,  641] [26((2"%)% — 141%) + (26 - 141% + 1)],
641 [20((2'%)% — 141%) + (20 - 1417 — 640)],

641 [((2"%)% — 141%) + (141% - 10)].
Poniewaz 641[(213 + 141) i 641|(141% — 10), zatem 641|F5.
Dowdd VI. Nastepujace warunki sa rownowazne:
641|F5, 641|5%Fs, 641[[5(2%)* + 5%, 641 [((5-2%)" —2%) + (2* +5)],
641] [2*((5-27)* — 1) + 641].
Poniewaz 641 = 5 - 27 + 1, zatem 641|F5.
Dowdd VII. Nastepujace warunki s rownowazne:

641|Fs, 641|2%F5, 641](2%6 +21), 641|645 +2%), 641|(640° + 1052%),

641 [(640° — 640%)+(10° - 2* + 640%)], 641 [640%(640* — 1)+107 - 23(5" 4 2%)].
Poniewaz 641 = 5% + 24, zatem 641|F5.
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Dowdd VIII. Nastepujace warunki sg rownowazne:
641|F5, 6412%(2%24+1), 641](2%0 +2%), 641](2% . 5% 4+ 2%.5%),

641] [((5-2'0)* — &%) + (8* + 5 - 2%)], 641] [8*((5-27)* — 1) +28(2* + 5%)].
Stqd 641|F5.
—_ 264

Zajmiemy sie teraz badaniem liczby Fg + 1. Udowodnimy najpierw

TWIERDZENIE 4
Jesli d = k- 28 + 1, gdzie k jest ustalong liczbg naturalng, to warunkowi d|Fg
rownowazne sg nastepujgce warunks:

(1) d|(k® +1),
(2) d|(k" - 2°),

d|(k® + 216),
d|(k® — 2%4),
d|(k* +2%3),
I( )
( )
(

d| (k> +2%%),

k3 _ 940

=9

)

—~
EN|

)
)
)
)
)
)
)
)

d|(k — 2%).
Dowdd. Nastepujace warunki sa réwnowazne:
d|Fs, dlk®- (2% +1), d|[((k-2°)°-1)+ K +1)], d|(k®+1).

Dowod réownowaznosci pozostatych warunkéw przebiega analogicznie do dowodu
rownowaznosci warunkow (2), (3), (4) w twierdzeniu 3.

7 twierdzenia 4 wynika nastepujacy

WNIOSEK
Liczba Fg jest liczbg 2tozong i jednym z jej dzielnikéw jest liczba 107128 4+ 1, czyli
274177.

Dowdd. Wystarczy sprawdzi¢, czy dla liczby d = 1071 - 28 + 1 spelniony jest
jeden z warunkow od (1) do (8) twierdzenia 4. Sprawdzimy np., ze spelniony jest
warunek (1). Nalezy zatem wykazaé, ze d|(1071% + 1).

Mamy:

d = 274177, 10712 = 4d + 50333, 1071% = 16d> + 8d - 50333 + 503332,

1071% = 16d? + 402664d + 9240d + 15409, 1071* = s - d + 15409,
gdzie s = 16d + 411904.
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Stad dostajemy:
10718 + 1 = (sd + 15409)% = s2d* 4 2sd - 15409 + 154092 + 1.

Poniewaz 154092 + 1 = 866d, zatem d|(10718 + 1).

Niewielkim wysitkiem mozna sprawdzié, ze spelniony jest kazdy z pozostatych
warunkow twierdzenia 4. Biorac np. pod uwage warunek (6) z twierdzenia 4
mamy:

10712 — 240 = 1228480911 — 1099511627776 = —1098283146865 = —4005745d.

10712 = 50333 (mod d),
1071 = 167951 (mod d),
219 =1024 (mod d),
220 = _48132 (mod d),
210 = 167951 (mod d).

Stad d|(10713 — 240).
Poniewaz 2% = 72057594037927936, wiec

2°6 _ 1071 = 72057594037926865 oraz 2°° — 1071 = d - 262814145745,

gdzie d = 1071 - 28 + 1.
Stad tez

256 262814145745 = 1071 - 28 - 262814145745 + 1071,
256 _ 262814145745 = 1071(2° - 262814145745 + 1).

Stad oraz z twierdzenia 4 dostajemy takze informacje, ze liczba 28-262814145745+1
jest dzielnikiem liczby Fg.

W tej czesci pracy pokazemy, ze dobierajac odpowiednio system pozycyjny
zapisu liczb mozna tatwo uzasadni¢, ze 641|Fs oraz (1071 - 28 + 1)|Fg.

Zajmijmy sie najpierw liczba Fs i przyjmijmy, ze podstawa systemu, w ktérym
bedziemy prowadzili rozwazania jest liczba ¢ = 27. Wtedy d = 641 = 5q + 1
oraz F5 = 16¢* + 1. Dla uzasadnienia, ze 5q + 1 dzieli F5, wystarczy znalezé
ai,az,as € {0,1,2,3,...,127} takie, by 16¢* +1 = (5¢+1)(a3¢® + a2q® + a1q+1).

Po wykonaniu mnozenia mamy

16¢* + 1 = basq* + (5ag + ag)q3 + (ba1 + ag)q2 + B +a)g+ 1.

Stad otrzymujemy:

5+4a; = 128, a; =123,
5.123+as +1=05-128, ao = 24,
5-24+as+5 = 128, as = 3.

Poniewaz 5 - az + 1 = 16, zatem 16¢* + 1 = (5¢ + 1)(3¢> + 24¢> + 123¢ + 1).
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W ten sposéb przedstawiliémy liczbe F5 w postaci iloczynu
(5-27 4 1)(3-2% +24-2M 1123.27 +1).

W przypadku liczby Fg przyjmijmy, ze podstawa systemu, w ktéorym bedziemy
teraz dzialaé, jest liczba ¢ = 1071.

Aby pokazaé, ze liczba d = 256q + 1 dzieli liczbe Fg, wystarczy pokazaé, ze
d|(¢® +1) (zob. tw. 4 warunek (1)). W tym celu wystarczy znalez¢ ay, as, ..., as €
{0,1,...,1070} tak, by ¢®+1 = (256¢+1)-(aeq® +asq¢° +asq* +azq® +azq* +a1q+1).

Po wykonaniu mnozenia otrzymamy

q® + 1 = 256a6q" + (256a5 + ag)q® + (256a4 + as)q® + (256a3 + as)q*
+ (256as + +asz)q® + (256a1 + a2)q® + (256 + a1)q + 1.

St@d a; = 815, a2 = 204, az = 60, a4 = 656, a5 = 196, ag — 4.

Zatem 1071841 = (256-1071+1)-(4-10716+196-1071°+656-10714+60-10713+
+204-10712 4 815 - 1071 + 1). To konczy uzasadnienie, ze liczba d = 1071 - 28 +1
dzieli liczbe Fg.
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