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Abstract. In this paper, we understand the term ”creative attitude” to denote
an action of the learner which consists in undertaking creative activity. This
activity can take different forms, such as: discovery, invention, a creative
act, etc. We understand ”discovery” to denote a fact which already exists
but was unknown to the discoverer. While teaching mathematics, we deal
with such an understanding of “discovery” e.g. when we use the problem
method. Thence, subjectively new theorems can emerge during the solving
of a mathematical problem by a student. Analyzing the collected research
material, we try to determine the ability of students to find various regu-
larities, which arise while solving mathematical problems, and to formulate
these regularities in the form of theorems. We also pay attention to errors
made by the respondents. The results of these observations may be help-
ful in assessing various aspects of mathematical activity of the examined
individuals.

1. Wstep

Do opisu ludzkiej dziatalnosci psychologia stosuje pojecie postawy. Nie zostato
ono jednoznacznie zdefiniowane i przez wielu psychologow jest uzywane w roz-
nych znaczeniach. A. S. Reber i E. S. Reber (1981, s. 555-556) stwierdzili, ze
wspotczesne rozumienie postawy zawiera zwykle kilka komponentow. Wérdéd nich
wymieniane sg nastepujace:

— poznawczy (Swiadome przekonanie lub opinia danej osoby),

— afektywny (zabarwienie emocjonalne lub uczuciowe),

- ewaluatywny (pozytywny lub negatywny),

- motywacyjny (dyspozycja do dziatania).

W cytowanej tu ksiazce (Reber, Reber, 1981, s. 829) terminem twdrczosé
okredla sie procesy wmystowe, ktore prowadzg do rozwigzania problemu, do nowych
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idei, teorii, form artystycznych, konceptualizacyi czy wytworow, ktore sq wyjgthowe
1 nowe.

W niniejszej pracy przez postawe twdrczg rozumiemy postawe warunkujaca
aktywnos¢ osoby uczacej sie, polegajaca na podejmowaniu dzialalnosci tworczej.
Ta aktywnos$¢ moze przybieraé rézne formy. R. Gloton i C. Clero (1985, s. 36)
wyrdznili nastepujace formy aktywnosci tworczej: odkrycie, inwencje, tworczosc,
réznicujac miedzy soba znaczenie tych terminéw. Dla przyktadu przez odkrycie
rozumiejy ci autorzy fakt, ktéry juz istnieje, ale byl nieznany osobie poznajacej
g. W procesie nauczania matematyki z takim rozumieniem odkrycia mamy do
czynienia np. podczas stosowania metody problemowej (zob. np. Siwek, 2005, s. 97-
99). Subiektywnie nowe dla ucznia twierdzenia moga wtedy pojawiac sie w trakcie
rozwigzywania zadania matematycznego. Z. Krygowska (1977, s. 100-101) wy-
réznita cztery sytuacje, w ktorych rozwiazanie odpowiednio dobranego zadania
prowadzi do wykrycia twierdzenia. W pierwszej uczen odkrywa twierdzenie, roz-
wigzujgc zadanie dane mu a priori. ... W sytuacji drugiej uczen rozwigzuje dane
mu, ale bardziej otwarte zadanie, w ktorym wyrainie widaé juz, zZe chodzi o wy-
krycie © dowdd nowego twierdzenia ... W sytuacji trzeciej uczen sam zadaje takie
pytania i sam lub przy pomocy nauczyciela szuka na nie odpowiedzi. ... Wreszcie
moze si¢ zdarzyé i zdarza sie, Ze uczen formuluje twierdzenie w postaci hipotezy,
wyrazajgc w ten sposob spostrzezenie na przyktad pewnej regularnosci obserwo-
wanej w poszczegolnych przypadkach lub intuicyjnie oczywistej relacji. Pytanie
dotyczy wtedy ogolnej ,prawdziwosci” tego, co zauwazono. Bywaja jednak takie
sytuacje dydaktyczne, ktére nie do konca mieszcza sie w przypadkach opisanych
przez Z. Krygowska. W naszej pracy (Major, Powazka, 2009, s. 215-220) podali-
$my kilka przykladow zadan stereometrycznych, w ktorych refleksja nad otrzyma-
nym rozwigzaniem prowadzi do sformutowania subiektywnie nowych dla uczniow
twierdzen matematycznych. Omawiane tam zadania nie pozwalaja na realizacje w
peli zadnej z sytuacji opisanych powyzej. W wyniku refleksji nad rozwigzaniami
formutuje sie twierdzenia o pewnych obiektach matematycznych. Istotny jest tu
fakt, ze pytania matematyczne (polecenia) zawarte w tresci zadan dotycza innych
obiektow niz te, o ktorych mowa w twierdzeniach. Na przyktad zadanie dotyczy
wyznaczenia objetosci prostopadlo$cianu, podczas gdy formutowane twierdzenie
dotyczy zaleznosci pomiedzy miarami katéw, jakie przekatna prostopadlo$cianu
tworzy z jego krawedziami. W takich przypadkach §wiadomie postugujemy sie
terminem znalezienie twierdzenid?.

2. Uwagi metodologiczne

W tej czesci pracy sformutujemy cel badan, opiszemy ich organizacje, scharak-
teryzujemy studentéw w nich uczestniczacych i oméwimy narzedzia badawcze.

Badania byly proba uzyskania choéby cze$ciowej odpowiedzi na nastepujace
pytanie: Czy i jakie twierdzenia matematyczne sq w stanie znaleZé i udowodnicé

!Natomiast akt twdrczy polega na powolaniu do istnienia czego$, czego jeszcze nie byto.

2Termin ten zostal zaczerpniety z (Maty Stownik jezyka polskiego, 1982) i oznacza: 1. odna-
leZé, 2. odszukaé kogo$ lub co$ schowanego, ... 3. natrafi¢c na co$, 4. stwierdzié wystepowanie
czegos.
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studenci w procesie refleksji nad uzyskanym rozwigzaniem odpowiednio skonstru-
owanego zadania?

Analizujac zebrany material badawczy podejmujemy wiec probe okreslenia
umiejetnosci studentéw w znajdowaniu réznych prawidlowosci pojawiajacych sie
podczas rozwigzywania zadai matematycznych i formutowania tych prawidtowosci
w postaci stwierdzen. Zwracamy tez uwage na btedy popelniane przez responden-
tow. Uzyskane wyniki obserwacji moga by¢ pomocne w ocenie r6znych aspektéw
matematycznej aktywnosci os6b poddanych badaniond.

Badania zostaly przeprowadzone w semestrze letnim roku akademickiego
2009/2010 na czterech rocznikach matematycznych, nauczycielskich studiow dzien-
nych na Uniwersytecie Pedagogicznym w Krakowie. Uczestniczyto w nich lacznie
141 0s6b, w tym 66 studentéw roku I, 20 studentéw roku II, 28 studentéw z roku
IIT i 27 studentéw z roku IV. Prowadzone badania na roku II zostaly potraktowane
jako badania pilotazowe. Testowano w nich opracowany kwestionariusz badan pod
wzgledem jego przydatnosci do realizacji celéw zamierzonych badan. Wyboér pozo-
statych grup respondentéw nie byl przypadkowy. Studenci roku pierwszego mogli
posiadaé stosunkowo duze umiejetnosci rozwigzywania zadan stereometrycznych
z uwagi na niedawne zdawanie egzaminu maturalnego. Studenci roku trzeciego,
koniczac edukacje na poziomie licencjatu, po odbyciu wielu zaje¢ w czasie kto-
rych przyblizano im ,matematyke szkolna”’, nabywaja uprawnienia do nauczania
matematyki w szkolach podstawowych i gimnazjach. W szczegélnosci powinni
wiec posiada¢ pewne umiejetnosci w zakresie dostrzegania analogii i formutowania
wnioskéw inspirowanych rozwiazaniem zadania matematycznego. Studenci roku
piatego byli przedstawicielami ostatniego rocznika, ktéry na naszym Uniwersyte-
cie koniczyl jednolite, piecioletnie studia magisterskie. W czasie pieciu lat studiow
osoby poddane badaniom mialy okazje do zapoznania si¢ z wieloma dzialami ma-
tematyki, a w ramach licznych zaje¢, w tym zaje¢ z dydaktyki matematyki, po-
znawaly specyfike ,matematyki szkolnej”. Nalezato przypuszczaé, ze powinni oni
by¢ mozliwie najlepiej, ze wszystkich badanych, przygotowani do twérczej pracy
na lekcjach matematyki.

Na uzytek badan skonstruowano kwestionariusz badan. Oto tresé¢ zadan, dru-
giego rozbudowanego kwestionariusza badan.

ZADANIE 1.
a) Obliczy¢ objetosé prostopadloscianu, wiedzac, Ze przekatna dlugosci d two-
rzy z krawedziami tego prostopadloscianu katy o miarach o, (3, 7.

b) Analizujac przeprowadzony rachunek ustali¢ zalezno$é miedzy dlugosciami
krawedzi tego prostopadloscianu, dlugoscia jego przekatnej oraz stosownymi
funkcjami trygonometrycznymi danych w zadaniu a) katéw.

¢) Rozstrzygnaé, czy istnieje prostopadtoscian, w ktérym katy nachylenia prze-
katnej d do odpowiednich krawedzi spelniajg warunki: o = 8 = v = 7.
OdpowiedZ uzasadnic.

d) Rozstrzygnaé, czy suma kwadratéw cosinuséw katow a, (3, v zalezy od wy-
miaréw danego prostopadloscianu.

3Ten aspekt badan zostal opisany w pracy (Major, Powazka, 2010b).
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e) Rozwazy¢ rzut prostokatny prostopadloscianu na plaszczyzne jego podstawy
i znalez¢ odpowiednik(i) zaleznosci otrzymanej(ych) w punktach b) i d).

ZADANIE 2.

a) Obliczy¢ objetosé prostopadloscianu, wiedzac, ze przekatna diugosci d two-
rzy z plaszczyzng podstawy kat v i przekatne scian bocznych tego prosto-
padloscianu wychodzace z tego samego wierzchotka tworzg z podstawa katy
o miarach «, (.

b) Wykorzystujac zaleznosci wyznaczone w punkcie a) tego zadania wykazaé
réwnosé: ctg?a + ctg?B = ctg?y.

¢) Korzystajac ze wzoru z czesci b) ustali¢ zwiazek miedzy miarami katéw na-
chylenia do plaszczyzny podstawy przekatnej szeScianu i przekatnej Sciany
bocznej tego szescianu wychodzacymi z tego samego wierzcholka.

ZADANIE 3.

a) W ostrostupie prawidlowym czworokatnym krawedZ podstawy ma dlugosé
a. Obliczyé objetos¢ tego ostrostupa wiedzac, ze kat nachylenia krawedzi
bocznej do krawedzi podstawy wychodzacej z tego samego wierzchotka ma
miare a.

b) Na podstawie otrzymanego wzoru rozstrzygnaé, czy kat o moze byé dowol-
nym katem ostrym. Odpowiedz uzasadnié.

¢) Jak zmienig sie odpowiedzi w zadaniach a) i b), gdy zamiast ostroslupa pra-
widlowego o podstawie kwadratu rozwazymy ostrostup prawidlowy o pod-
stawie tréjkata rownobocznego?

W niniejszej pracy nie podajemy rozwigzan omawianych zadan, gdyz znaj-
duja sie one w naszych pracach z lat 2009-2011 (Major, Powazka, 2009), (Major,
Powazka, 2010b).

Zadania la), 2a), 3a) sa naszym zdaniem nietrudnymi zadaniami szkolnymi,
ktore w terminologii Z. Krygowskiej nosza nazwe zadari - zwyktych zastosowani teorii
(zob. Krygowska, 1977, s. 20-38). W ich rozwiazaniach studenci powinni byli sko-
rzysta¢ z podstawowych wiadomosci dotyczacych graniastostupéw i ostrostupéw.
Gdyby jednak nie pamietali tych faktéw, to w cze$ci wstepnej kwestionariusza
badan zostaly one przypomniane. Pozostale zadania (1b)-1e), 2b), 2¢), 3b), 3¢))
mialy stwarza¢ badanym okazje do podejmowania dziatalnosci tworczej. W tej
dziatalnosci wyrézni¢ mozna kilka etapéw. Wydaje sie, ze pierwszym, podsta-
wowym stadium jest uwazna obserwacja sytuacji opisanej w tresci zadania
i dostrzeganie zachodzacych tam prawidlowosci oraz precyzyjne ich formutowa-
nie w postaci hipotez. W omawianych badaniach sa to zaleznosci miedzy danymi
i szukanymi elementami graniastostupa lub ostrostupa (zad. 1b), 3b)). Nastep-
nym etapem jest dowodzenie prawdziwosci sformulowanych hipotez (zad.
1c), 1d), 2b)). Etap trzeci polega naszym zdaniem na zastosowaniu poznanych
prawidlowosci do rozwiazania zadan dotyczacych nowych sytuacji (zad.
2¢)). Ta aktywnos¢ umystowa moze czesto prowadzi¢ do kolejnych odkry¢ mate-
matycznych. W omawianej tu aktywno$ci niezbedna jest umiejetno$¢ dostrzegania
i wykorzystywania analogii, uogélniania lub specyfikowania (zad 1le), 3c)).
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3. Wyniki badan

W tym paragrafie oméwimy wybrane wyniki uzyskane w badaniach.

3.1. Obserwowanie i dostrzeganie prawidtowosci oraz formutowanie hipotez

Jak juz wspomnieliSmy powyzej, pewne elementy dziatalnosci twoérczej, tj. ob-
serwacja i dostrzeganie prawidtowosci oraz formulowanie hipotez miaty w zalozeniu
autorow by¢ sprawdzane przede wszystkim w zadaniach 1b) i 3b).

Zadanie 1b) jest zadaniem otwartym i dopuszcza réznego typu odpowiedzi.
W rozwiazaniach mogly pojawi¢ sie jedynie zaleznosci potrzebne do rozwiazania
zadania la) zapisane zgodnie z oznaczeniami z rysunku 1, w jednej z ponizszych
postaci:

o
o
¢ a
@y
B
b
Rysunek 1.
a=dcosa, b=dcosf, c=dcosv, (a)
b
L SR (b)

cosa  cosf3 - cosy
Stosujac twierdzenie o kwadracie dtugosci przekatnej prostopadtoscianu otrzymu-
jemy nastepujaca rownos¢:

cos? o + cos® 4 cos? y = 1. (¢)

Prawdziwe jest zatem nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 1
Jezeli o, B, v sq miarami kgtow, jakie przekgtna prostopadto$cianu tworzy z kra-
wedziami wychodzqcymi z jednego wierzchotka, to zachodzq réwnosci (a), (b), (c.

Natomiast w rozwiazaniu zadania 3b) nalezalo zauwazy¢, ze otrzymane rozwia-
zanie jest mozliwe tylko przy dodatkowym zatozeniu o mierze kata a. Prawdziwe
jest bowiem ponizsze twierdzenie.

4W pracy (Major, Powazka, 2009), zostalo sformutowane twierdzenie 1 jedynie z teza (c).
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TWIERDZENIE 2
Niech a bedzie kgtem, jaki krawedZ boczna prawidtowego ostrostupa prostego tworzy
z krawedziq podstawy. Jezeli podstawq jest kwadrat, to a € (%, %)

Dostrzezenie tego faktu wydaje sie nam tatwiejszym od odkrycia twierdzenia 1,
poniewaz w rozwiazaniu zadania 3a) pojawia sie wyrazenie \/tg %« — 1.

W rozwiazaniu zadania 1b) nalezalo wiec, analizujac przeprowadzony w za-
daniu la) rachunek, ustali¢ zalezno$ci miedzy dlugosciami krawedzi stosownego
prostopadloscianu, dlugoscig jego przekatnej oraz stosownymi funkcjami trygono-
metrycznymi danych w zadaniu katow. Jak sie okazalo, jedynie 46% o0s6b rozwig-
zujacych zadanie 1a) udzielito odpowiedzi w poleceniu 1b). Odnotujmy réwniez
i to, ze z grupy 56 oséb, ktére poprawnie rozwiazaly zadanie la), odpowiedzi
w zadaniu 1b) udzielily 53 osoby. Uzyskane odpowiedzi mozna podzieli¢ na trzy
grupy.

Do grupy pierwszej zaliczone zostaly odpowiedzi poprawnie opisujace relacje
zachodzace miedzy elementami prostopadtoScianu, chociaz ich sformutowania nie
zawsze sg precyzyjne. Oto przyktady takich Wypowiedzﬂ

1. a=dcosa,b=dcosf,c=dcosvy (ew. rownowazne postaci tych wzorow).

2. Dtugo$é odpowiedniej krawedzi jest iloczynem dlugosci boku oraz cosinusa
kgta zawartego miedzy przekgtng prostopadtoscianu i odpowiednig krawedzig.

3. Dtugos$é krawedzi prostopadtoscianu jest rowna iloczynowi dlugosci przekgt-
nej d i cosinusa kqgta zawartego miedzy przekgtng d i tg krawedzig.

4, o _—_b _— _c<c_ _yg

cos a cosfB ~ cosvy

5. lloraz diugosci krawedzi jest rowny ilorazow:i cosinusow stosownych kgtow.
6. Stosunek bokow réwna sie stosunkowi cosinusow kgtow zawartych miedzy
nimi a przekging.

7. Krawedzie majq sie do siebie tak samo jak cosinusy kqtow, ktore tworzy prze-
kgtna z tymi krawedziama:

a dcosa cosa a dcosa cosa ¢ dcosy  cosvy

b dcosB cosB’ ¢ dcosy cosy b dcosfB  cosf3

(ew. rownowazne postaci tych wzorow).
8. cos?a + cos? B+ cos?y = 1.

9. Suma kwadratow cosinusow kgtow jakie przekgtna prostopadtoscianu tworzy
z krawedziami rowna sie 1.

10. abc = d® cos o cos 3 cos .

11. Objetosé prostopadtoscianu jest rowna iloczynowi trzeciej potegi dlugosci prze-
kgtnej i cosinusow kgtow o, 5, 7.

12 VaZz+b2 _ /b2+c2 _ a?+c2

siny ~  sina ~  sinf

5Dowod tego faktu znajduje sie w naszej pracy (Major, Powazka, 2010a).
SPrzyjmujemy oznaczenia jak na rys. 1.
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Jak wspomniano wczeéniej, odpowiedzi od 1 do 12 sa prawidtowosciami wydo-
bytymi przez studentéw podczas refleksji nad rozwiazaniem zadania 1a). Wypo-
wiedzi 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 11 sa bezpos$rednimi wnioskami z rozwiazania zadania,
natomiast stwierdzenia 7, 8, 9, 12 wymagaja glebszej refleksji i dodatkowego uza-
sadnienia, czego byli §wiadomi niektérzy respondenci z pigtego roku matematyki.
Z przytoczonych powyzej wypowiedzi wynika, ze studenci formulowali zaleznosci
w postaci wzorow (np. 1, 4, 8, 12) na ogél bez podania komentarzy dotycza-
cych stosowanych oznaczenn. Byly one jednak zgodne z oznaczeniami przyjetymi
w rozwiazaniach zadania la). W nielicznych pracach pojawil si¢ wzor z objasnie-
niami uzytych oznaczen, badz z dodatkowym rysunkiem. Wypowiedzi stowne 2,
3, 5, 6,9, 11 sformulowane sa w postaci oznajmujacej i nie zawieraja réwniez
zadnych zatozeri. Wydaje sie prawdopodobne, ze niektérzy uczestnicy badan po-
prawnie rozumieja stosowane symbole literowe, ale nie sa §wiadomi koniecznosci
precyzyjnego formulowania w formie pisemnej zaobserwowanych prawidtowosci.
Odnotujmy w tym miejscu, ze niektorzy ankietowani podawali wiecej niz jedng
zaleznosé (np. 1, 4, 7) lub wzor oraz niekiedy komentarz stowny.

Do drugiej grupy odpowiedzi w poleceniu 1b) zaliczamy takie, ktére sa zda-
niami prawdziwymi, ale sa zbyt ogolne w stosunku do zadania 1a). Przyktadem
takich wypowiedzi sa:

o Objetosé prostopadtoscianu zalezy od diugo$ci przekginej i funkcji trygono-
metrycznych danych kgtow.

o (Objetosé zalezna jest od kgtow o, 5, ~.

Grupe trzecia stanowia odpowiedzi, ktore sa zdaniami fatszywymi. Oto przy-
ktady takich wypowiedzi:

o Dtugosé odpowiedniej krawedzi jest iloczynem boku oraz cosinusa kgta zawar-
tego miedzy dtugoscig przekgtnej prostopadtoscianu i odpowiednim bokiem.

o Dtugosci nie majg znaczenia, liczy sie tylko przekgtna.

o (Objetosé prostopadtoscianu jest rowna jednej trzeciej iloczynowi trzeciej po-
tegi dtugos$ci przekgtnej i cosinusow kgtow o, 3, .

Zauwazmy, ze w pierwszej wypowiedzi popelniono dosé¢ czesty blad, wynika-
jacy z nieprecyzyjnego postugiwania sie pojeciami teorii miary. W wypowiedzi
pojawia sie pojecie odcinka zamiast jego dlugosci.

Analizujac wyniki pracy studentéw nad zadaniami 3a) i 3b) nalezy zauwazy¢,
ze wsrod 52 osob, ktore poprawnie rozwiazaly czesé a), jedynie 12% oséb po-
prawnie odpowiedzialo na czes¢ b) tego zadania. Przy czym metody wyznaczania
objetosci bryly w zadaniu 3a) byly, w badanej grupie respondentéw, dosé jedno-
rodne. Studenci najczesciej wyznaczali z twierdzenia Pitagorasa dlugosci wysoko-
§ci stosownego ostrostupa, nastepnie podejmowali proby wyrazenia objetosci bryty
przez dang dhugosé boku wielokata foremnego wystepujacego w podstawie i funkcje
trygonometryczna kata «. Badani czesto popelniali bledy rachunkowe, ktére po-
wodowaly, iz uzyskiwana w zadaniu 3b) odpowiedz byta btedna. Wéréd badanych
znalazly sie réwniez 3 osoby z mlodszych rocznikéw studiow, ktére prébowatly
wyznaczy¢ objeto$¢ ostrostupa prawidlowego czworokatnego bez wykorzystania
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informacji o mierze kata «. Badani ci probowali wyznaczyé¢ objeto$¢, zapisujac
uktady réwnan wynikajace ze stosowania twierdzenia Pitagorasa dla wskazanych
przez siebie trojkatow prostokatnych.

Na odnotowanie zastuguje fakt, ze kilkoro badanych (7 osob) wyznaczajac
objetosci ostrostupéw prawidlowych jako odpowiedz ostateczng uznato wyniki,
w ktoérych objeto$¢ wyrazona byta przez nieznane badanemu wielkosci, np. przez
nie wyznaczong w rozwigzaniu dtugos¢ krawedzi bocznej ostrostupa, dlugosé wy-
sokodci §ciany bocznej badz dlugo$é promienia okregu opisanego na podstawie
ostrostupa.

Studenci bioracy udziat w badaniach nie radzili sobie réwniez z odpowiedzia na
pytanie czy kat o moze mie¢ dowolng miare. Badani préobujac odpowiedzie¢ na py-
tania zapisywali warunki wynikajace z zakresu stosowalnosci podanych przez siebie
wzorow na objetos¢ ostrostupow (np. warunek nieujemnodci liczby pod pierwiast-
kiem). Wszyscy badani zrobili to poprawnie. Trudnosci pojawialy sie w momencie
proby rozwiazania sformulowanych warunkéw. Na przyktad badany jako rozwia-
zanie nieré6wnosci tg o > 1 wskazuje przedziat o € (0, §), co moze $wiadczy¢ o jego
brakach w wiadomosciach matematycznych. Zdarzalo sie réwniez, iz badani jako
rozwigzanie nieréwnosci tga > 1 podawali o € (O +km, T+ kw), gdzie k € Z.
Podawanie tego typu odpowiedzi moze wskazywac, iz u tych studentéw zabra-
kto chwili refleksji nad sensownoscig otrzymanego rozwigzania, a w szczegolnosci
nad tym, iz kat musi by¢ ostry. Mozna réwniez przypuszczaé, iz prawdopodobng
przyczyna bledéw jest nastawienie studentéw tylko i wylacznie na rozwiazanie
konkretnej nieréwnosci. Mozna sformutowaé hipoteze, iz studenci nie maja w pa-
mieci calego zadania i jego rozwiazania, a jedynie pamietaja, iz maja rozwigzac
nieré6wnos¢. Rozwiazanie nieréwnosci staje sie celem, po osiagnieciu ktoérego stu-
denci rozwiazanie zadania uwazaja za skonczone. W szczegélnosci nie weryfikuja
oni odpowiedzi z pytaniem zawartym w zadaniu.

3.2. Dowodzenie prawdziwosci sformutowanych hipotez

Wazna umiejetnoscia w tworczej dziatalnosci cztowieka jest uzasadnianie pra-
widlowosci odkrytych przez siebie lub zaproponowanych przez innych. Wymaga
ona zaangazowania posiadanej przez siebie wiedzy i doswiadczenia w prowadzeniu
rozumowan matematycznych dedukcyjnych lub redukcyjnych. W omawianych ba-
daniach chcielismy te umiejetnos¢ weryfikowaé przede wszystkim w zadaniach 1c),
1d) i 2b).

Probe rozwiazania zadania 1c) podjeto 67 uczestnikéw badan, ale jedynie 32
osoby rozwiazaly zadanie poprawnie. Bylo to zadanie z negatywna odpowiedzia.
Osoby, ktoére udzielity blednej odpowiedzi, rozumowaly w nastepujacy sposoéb.
Poniewaz w rozwazanym prostopadlo$cianie zachodza réwnosci:

a=dcosa, b=dcosf, c=dcosy, oraz a:ﬁzvzz,

wiec
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zatem wynika stad, ze istnieje prostopadloscian, o ktérym mowa w tresci zada-
nia, i jest nim szeScian. W rozumowaniu tym badani popetnili powazny btad
logiczny. Zapomnieli bowiem, ze réwnosci, na ktorych oparte sa ich rozumowania,
sa teza twierdzenia 1(a). Wynika stad, ze aby skorzystaé z tego twierdzenia, nalezy
sprawdzié, czy spelnione sa jego zalozenia. W naszym przypadku wystarczyto np.
obliczy¢ dlugos¢ przekatnej domniemanego szescianu i stwierdzié, ze jest ona rézna
od d.

Osoby, ktére w omawianym zadaniu udzielily poprawnej odpowiedzi, prowa-
dzity bardziej lub mniej $wiadomie dowod nie wprost. Zakltadaty, ze istnieje taki
prostopadloscian i stosowaly jeden z ponizszych schematéw postepowania:

e S1: Skorzystaly z twierdzenia 1(c) i faktu, ze « = = v = 7§ i otrzymaly
sprzeczno$¢ 1 = 3.

e Sy: Skorzystaly z twierdzenia 1(a) i ze wzoru na dlugosé przekatnej oraz

z faktu a = B = v = 7 i otrzymaly sprzecznos$¢ d = %.

e Ss3: Skorzystaly z definicji prostopadtoscianu i stwierdzaly, ze jesli a = 8 =
v = %, to trojkaty prostokatne wyznaczone przez krawedz podstawy, prze-
katna $ciany bocznej i przekatna prostopadlo$cianu sa przystajace i rowno-
ramienne. Wynika stad, ze przekatna §ciany bocznej musiataby mieé¢ dtugosé
réwna krawedzi tej $ciany, co nie jest mozliwe.

e S,: Jezeli taka bryla istnieje, to na mocy twierdzenia 1(a) i faktu, o = 8 =
v = %, wynika, ze jest ona szescianem. Jezeli a oznacza dlugos¢ krawedzi
tego szescianu, wtedy przekatna sciany bocznej ma dlugosé av/2. Zatem kat
a # . W konsekwencji bryta opisana w zadaniu 1c) nie istnieje.

Odnotujmy na koniec, ze kilku respondentéw dato odpowiedzi poprawne lub
bledne bez zadnego uzasadnienia. Prawdopodobnie bazowali oni przede wszystkim
na swej intuicji.

Zadanie 1d) dotyczyto rozstrzygniecia problemu, czy suma kwadratow cosinu-
sow rozwazanych katéw jest niezalezna od wymiaréw prostopadloscianu. W za-
mierzeniu autoréw zadanie to miato spetnié role swoistej podpowiedzi do polecen
poprzednich. Prébe rozwiazania zadania podjeto 40 os6b z pierwszego, trzeciego
albo piatego roku (tj. 32% respondentéw). Otrzymano 31 odpowiedzi popraw-
nych, do czego walnie przyczynili sie studenci roku piatego.

Badani udzielajacy blednych odpowiedzi uwazali, ze rozwazana suma zalezy
od wymiaréw prostopadlo$cianu. Jeden z respondentéw napisat: Tak, poniewaz
w kazdym z cosinusow potrzebujemy wymiary danej krawedzi, przy ktorej znajduje
sie ten kqt.

Odpowiedzi poprawne dowodzone byly za pomoca twierdzenia 1 (rownosé a).
Analiza prac nie pozwolila jednak na stwierdzenie, czy zadanie 1d) spelnito swoja
role i stanowilo wspomniang podpowiedz.

Dowdéd w zadaniu 2b) poprawnie przeprowadzilo jedynie 21 osob ze 141 ba-
danych. Osoby badane do$¢ czesto zapisywaty zaleznos$ci zachodzace w prostopa-
dloscianie. Uklad warunkéw podawany przez studentéw byt zupelny, tj. pozwalat
badanym na udzielenie odpowiedzi na pytanie zawarte w tresci zadania. Studenci
takowej jednak nie udzielali. Na tak ksztaltujace sie wyniki badan mogta mie¢
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wplyw niska dojrzalo$¢ matematyczna studentéw, a w tym mate doSwiadczenia
w zakresie prowadzenia rozumowai dedukecyjnych.

3.3. Zastosowanie poznanych prawidiowosci do nowych sytuacji

W tworczej dzialalnosci cztowieka istotne wydaje sie, by posiadana przez niego
wiedza stawala sie uzyteczna w odkrywaniu, opisywaniu i uzasadnianiu nowych
twierdzen. Jak wspomnieliSmy powyzej, niezbedne jest w tym celu postugiwanie sie
takimi aspektami matematycznej aktywnosci, jak dostrzeganie i wykorzystywanie
analogii, uogolnianie i specyfikowanie (zob. Krygowska, 1986). Te umiejetnosci
chcieliSmy bada¢ przede wszystkim za pomoca zadan 1e), 3c).

Zadanie 1e) okazalo sie najtrudniejsze dla badanych studentéw. Rozwiazywaty
je jedynie 23 osoby ze 141 uczestnikow badan. Studenci podejmujac prace nad
zadaniem rozumowali w ponizej opisany sposob.

Rzutem prostokatnym prostopadloScianu na plaszczyzne podstawy jest pro-
stokat bedacy podstawa tego prostopadloscianu, za$ rzutem przekatnej prostopa-
dloscianu jest przekatna tego prostokata. Oznaczmy przez o i 8’ odpowiednie
rzuty na plaszczyzng podstawy katow o i 8. Wtedy o + 8’ = 7. Przyjmijmy, ze
w dolnym prawym wierzchotku tego prostopadloécianu (zob. rysunek 1) znajduje
sie poczatek ukladu wspoélrzednych, ktérego osie zawieraja krawedzie tego pro-
stopadlodcianu wychodzace z tego wierzcholka, a na przekatnej umieszczony jest
wektor v o poczatku w rozwazanym wierzchotku. Wtedy wystepujace w twier-
dzeniu 1(c) funkcje trygonometryczne danych katow sa cosinusami kierunkowymi

wektora v. Zauwazmy, ze rzut prostokatny skladowej pionowej tego wektora na
plaszczyzne podstawy jest wektorem zerowym. W geometrii przyjmuje sie, ze
wektor zerowy jest prostopadly do tej plaszczyzny. Stad cosy = 0. Ze wzoru (c)
otrzymujemy réwnoéé cos? o/ + cos? 8’ = 1. Na, mocy wzoréw redukeyjnych dosta-
jemy cos? o/ +sin? o/ = 1. Otrzymali$my zatem tzw. jedynke trygonometryczna.
Jednak zaden z badanych nie zauwazy! tego faktu. Wiekszoé¢ wypowiedzi po-
dana byla w postaci wzoréw wyrazajacych zaleznosci miedzy dlugosciami bokéw
podstawy prostopadlo$cianu i funkcjami trygonometrycznymi rzutéow danych ka-
tow na te plaszczyzne. W jednej z prac znalaz!l sie nastepujacy komentarz: suma
cosinusow kgtow nie zalezy od wymiaréw prostokgta. Odpowiedz ta jest bledna,
poniewaz opuszczono w niej stowo , kwadratéw”. Odnotujmy na koniec odpowiedz,
w ktorej jej autor nie rozumie pojecia podobieristwa figur. Oto ta wypowiedz:
Suma kwadratéow cosinusow ulegnie zmianie, jezeli zwiekszymy boki.

Zadanie 3c) wymagalo przeniesienia rozumowania z zadania 3a) z ostrostupa
o podstawie kwadratu na ostrostup prawidlowy tréjkatny. Dokonato tego jedynie
27% osob, ktore rozwiazaly zadanie 3a). Osoby te prowadzily tu rozumowania ana-
logiczne do rozwazan prowadzonych w czesci a) zadania. Jak wspomniano wcze-
$niej, czes¢ badanych pracujacych nad czescia a) zadania 3 wyznaczajac objetosci
ostrostupéw prawidtowych jako odpowiedZ ostateczna uznato wyniki, w ktorych
objeto$¢ wyrazona byta przez nieznane badanemu wielkosci. Osoby te podobnie
czynily pracujac nad zadaniem c), tj. probowaly uzaleznia¢ objetosci od tych sa-
mych wielkosci. Studenci niejako przenosili rozwigzania wypracowane w czesci a)
zadania na zadanie 3c).
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Nalezy tu réwniez wspomnieé o grupie 5 oséb ze starszych rocznikéw studidw
(IIT oraz V rok), ktérzy po poprawnym rozwiazaniu zadania 3a) w zadaniu 3c) nie
wykonywali stosownych obliczeni, a jedynie pisali np.: Objetosé bedzie sie liczyé
analogicznie, zmieni sie tylko pole podstawy, kgt taki sam albo odpowiedZ bedzie
taka sama, kgt zostanie taki sam. Takie odpowiedzi badanych, pomimo iz bledne,
Swiadcza naszym zdaniem o $wiadomodci studentéw, iz podczas rozwigzania za-
dania mozna i nalezy korzysta¢ z wcze$niej uzyskanych wynikéw. Jednoczesnie
stanowia one sygnal, ze czes¢ studentéw niejako ,automatycznie” przenosi wypra-
cowane w jednym konkretnym przypadku rozwigzanie na inne sytuacje.

4. Whnioski i hipotezy badawcze

Analiza uzyskanych wytworéw dziatania studentéw wskazata na duza réznice
miedzy liczba poprawnie rozwigzanych zadan la), 2a) i 3a) a liczba poprawnych
odpowiedzi formutowanych przez studentéw w rozwiazaniach pozostatych zadan.
Zachodzi naturalne pytanie o przyczyne takiego stanu rzeczy. Czyzby studenci,
majacy by¢ przysztymi nauczycielami nie potrafili lub nie odczuwali potrzeby sta-
wiania sobie roznych pytan i szukania odpowiedzi na te pytania?

S. Szuman (1985), badajac rozwdj pytan dziecka, stwierdzil:

Nasze zycie jest jednym, nieustajgcym, nigdy nie koniczgcym sie szeregiem
pytan, ktore zadajemy w zyciu. Prawdziwe wymiana pytan i odpowiedzi istnieje
miedzy matym dzieckiem a matkq, miedzy miodymi przyjaciétmi, ktorzy wspolnie
dyskutujg najistotniejsze zagadnienia rzeczywistosci, miedzy przewidujgcym ma-
rzeniem 1 marzycielskim planowaniem przysztosci a odpowiedzig losu zZyciowego
doswiadczenia, miedzy niegasngcqg nigdy ciekawoscig umystu a nagromadzonym
przez ludzkosé materiatem wiedzy, miedzy Zyczeniem a spetnieniem. Obserwujgc
mate dzieci zauwazamy, ze zasypujqg one swych rodzicow lub opiekunow szeregiem
roznych pytan. Pytajgc: Co to? Co to jest?, dziecko spodziewa sie dowiedzieé cze-
go$ o przedmiocie lub zjawisku, ktorego nie zna. Zadajgc pytania: Jakie to jest?,
Do czego to stuzy? Co jeszcze jest takie? pytajgcy podmiot dazy do rozszerzemia
swej wiedzy na dany temat. Formulujgc natomiast pytania typu: Czy to jest takie,
a takie? Czy to sie Htumaczy w ten sposéb? osoba pytajgca szuka potwierdzenia
lub odrzucenia wltasnych stwierdzen lub stawianych przez siebie hipotez.

Wydaje sie, ze w podobnej sytuacji jest student podczas rozwiazywania wielo-
etapowych zadan. Badania nasze wskazujg raczej na fakt, ze badani nie wykazywali
sklonnosci do zadawania sobie ani pdzniej eksperymentatorom wielu pytan zwia-
zanych z zadaniami, ktére zaproponowano im do rozwigzania. Zastanawiajace jest
dlaczego tak sie dzialo. By¢ moze przyczyna tkwi w braku zainteresowania trescia
zadan, ale moze tkwi¢ réwniez w systemie edukacji, ktory nie sprzyja rozwijaniu
uczenia problemowego na réznych szczeblach edukacji.

Zastanawiajacy wydaje sie sposob formulowania przez studentéw zaobserwo-
wanych prawidlowosci. Studenci matematyki powinni wiedzie¢, ze obserwowane
prawidtowosci sg hipotezami matematycznymi. Powinny one byé¢ formulowane
w postaci zdan, a nie formut zdaniowych. Zwazywszy na fakt, iz respondenci
w wiekszo$ci maja by¢, albo juz sa nauczycielami matematyki, dosé¢ niepokojace
jest czesto bezrefleksyjne podawanie samych tez bez zalozen twierdzen. W tre-
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$ci zadan nie zostalo sformulowane wprost polecenie dotyczace podania zaobser-
wowanej prawidlowos$ci w postaci twierdzenia, jednak ze wzgledu na charakter
ksztalcenia studentéw w naszej uczelni taka postawa jest pozadana i oczekiwana.

Nalezy tu réwniez zwrécié uwage na spora nieporadno$é jezykowa, zaréwno
wsréd oséb rozpoczynajacych studia, jak i tych konczacych edukacje. Ujawnita
sie ona przede wszystkim w sposobie redagowania tekstu, jak réwniez opisu pro-
wadzonych rozumowar.

Wyniki badann wskazuja réwniez, ze u wielu studentéw nie zostaly jeszcze
uksztaltowane rézne aspekty matematycznej aktywnosci, a zwlaszcza umiejetnosé
dostrzegania analogii, uogolniania i specyfikowania. Fakt ten wplywal prawdopo-
dobnie hamujaco na twoércza dziatalno$¢ badanych.

Literatura

Gloton, R., Clero, C.: 1985, Twdrcza aktywnosé dziecka, WSiP, Warszawa.
Krygowska, Z.: 1977, Zarys dydaektyki matematyki, cz. 8, WSiP, Warszawa.

Krygowska, Z.: 1986, Elementy aktywnosci matematycznej, ktére powinny odgrywaé
znaczaca role w matematyce dla wszystkich, Roczniki Polskiego Towarzystwa Mate-
matycznego, Seria V, Dydaktyka Matematyk: 6, 25-41.

Major, J., Powazka, Z.: 2009, Finding properties of prisms and pyramids while solving
stereometric problem, Acta Mathematica 12, 215-220.

Major, J., Powazka, Z.: 2010a, From researces upon solving sterometric tasks by students,
Acta Mathematica 13, 139-144.

Major, J., Powazka, Z.: 2010b, Z badan nad ksztaltowaniem sie u studentéw matema-
tyki pewnych aspektéow matematycznej tworczosci, Wspétczesne Problemy Naucza-
nia Matematyk: IT1, 111-127.

Maty Stownik jezyka polskiego: 1982, PWN, Warszawa.

Reber, A. S., Reber, E. S.: 1981, Stownik psychologii, Wydawnictwo Naukowe SCHO-
LAR, Warszawa. Polskie wydanie pod redakcja prof. dr hab. I. Kurcz i prof. dr hab.
K. Skarzynskiej.

Siwek, H.: 2005, Dydaktyka matematyki. Teoria i zastosowania w matematyce szkolnej,
WSiP, Warszawa.

Szuman, S.: 1985, Studia nad rozwojem psychicznym dziecka. Dzieta wybrane, t. 1 (wyb.
Przetacznikowa, M., Makietlo-Jarza, G.), WSiP, Warszawa.

Instytut Matematyks
Uniwersytet Pedagogiczny

ul. Podchorgzych 2

PL-30-084 Krakow

e-mail: jmajor@Qup.krakow.pl
e-mail: powazka@ap.krakow.pl



	Wstep
	Uwagi metodologiczne
	Wyniki badan
	Obserwowanie i dostrzeganie prawidłowosci oraz formułowanie hipotez
	Dowodzenie prawdziwosci sformułowanych hipotez
	Zastosowanie poznanych prawidłowosci do nowych sytuacji

	Wnioski i hipotezy badawcze

