
���������
	�	�

������������������������ !�"��#��$#%�&�(')���+*��-,�./,/�&01�+�324 5��0".+�6�&���+�"�7�

8:9!;1<�=�>?>%<(@A=�<B>%CD9D=�CE>"FHGI>�9!J1KLFM>�9D=�CE>%KONPKLQ79D=�R1KLRP9D=�>TS UWV7XZY\[PX]

^`_ba�cdbe&f:g\hjiDk lEmBno_bp�qrfbp/aok stiDk
�vu$w�x\yPz�{�|�}�~b{�u1�B}%��}Zw��"�"�B}%����w�}�~��������t����wZ��~E��������u$w�x
�$w�x$����y�~!�B}%���t�B~/��x\y�~b}�~ox ∗∗∗

���j����� �t����� ��¡6¢�£5¤-¥D¦t¥!¤&§¨¢�£5¤)¦t©ª¢�£5«t§�¬7 ©5¬�® ¡5¯+¯j¤7¡5¤&§°¦t±P²³«t§�´�©5± ¦t¬7�µª¤&¢�¤&§�´�® ¡5¤)¦t¡Dµ
µª¤7¬�¶&§�® ·!¤\¦¨¶7± ¦t¬�¬"«t²:® ¡ª¸D¡5® ¢�¤B¬�¤º¹»©5¤7¡5¶7¤7¬%«t²�¡D¦`¢�©ª§°¦t±o¡r©5´�·!¤&§�¬75¥D¦t® §�¬«t²:¼%£5® ¶°£�¦`§�¤
§�¤7± ¦`¢�® ½�¤7± ¾"¥ª§�® ´�¤j¿ºÀP£5® ¬b§�¤7¬�©5± ¢b¼Z¦t¬�«j·ª¢°¦t® ¡5¤ºµ"©5¬�® ¡5¯P¢�£5¤ ¢�£5¤7«t§�¾"«t²5Áb©5¶º¦t¬b¬�¤º¹»©5¤7¡5¶7¤7¬
¦t¡Dµ$§�¤7¶7©ª§�§�¤7¡»¢%¤º¹»©D¦`¢�® «j¡5¬%«t²�¢�£5¤L¬�¤7¶7«j¡DµAµª¤7¯t§�¤7¤j¿

Â�Ã�ÃEÄ�ÅLÆbÄ�ÅLÇ³ÄªÃ!ÈªÉAÈbÊoËtÌAÍ`Ç³Î5Ï+Ð Ç³Í`ÑtÒÔÓEÌtÕ&É�Ä»Ö7Ä
(Fn)

Ê Ï5Ã!ÑtÇ Ì
Fn = 22

n

+ 1, n ∈ N0× ÌjØ�Ö¨Í`Ç³Î5ÏªÇ ÌtÉÙÐ Ç³Í`ÑtÒ�ÚbÄrÕ7ÄrÉAÇ:ÅLÑtÏªÐ ÛjÃ!ÆEÇ Ì-ÚEÇ ÌtÕ&ÅBØ°ÑtÜ!Í7Ý:Þ�ßoÆbÄrÆEÌ)Ø&Î�Ç ÆEÆEÌ)Í`Ç³Î5ÏªÇ�Ð Ç³Í`ÑtÒ�ÚbÄrÕ7ÄrÉAÇ
ÅLÑtÏªÐ ÛjÃ!ÆEÇ ÌBÚEÇ ÌtÕ&ÅBØ°ÑtÜ!Í7Ý�à�áÃ!Å"ÄrÕ7ÃEØtÊbâjãªäråbæªç�èªÕ&È»ÅBØ°éDÇ�Êªê:ÈªÉAÆEÇ³Í7éDÇ�Ê5ërìªìªã5íºÊªÄrÐ ÌBÉ�ÄrÆEé»ÄrÉAÌtÆ!î
Ö&ÌtÉ�ÆbÄ × Í`ÑtÛjï&Í`Ç Ì × ÚoÈ!ÃEÄ�Å"ÄrÆDÜ!Í7Ý-ÅTÐ Ç Ö&ÌtÕ7Ä»Ö&ðEÕ&ÑtÌ"Ö7ÄréDÇ³Í7Ý�Í`Ç³Î5Ïªè»Å × ÌjØ�ÖZÖ&ÈbÊªËtÌBØ&Î�ÑjÃ!Ì`ñbÆEÇ È»Å"ÄrÆEÌ
Õ&ÌtéDðEÕ&ÌtÆbÍ`Ü × ÆEÇ Ì"ÇEÑtÅLÜDéDÐ Ì"ÆEÇ ÌLÚoÈrÖ&Õ7Ä»ñbÉ-Ü$ÑtÆbÄrÐ Ìtòjó1ÅLÑtÈªÕ&ð)ÆbÄ¨ÅLÜDÕ7ÄrÑ1ÈªÏªèªÐ ÆDÜ¨Ö7ÄréDÇ ÌtÏªÈ�Í`Ç³Î5Ïªð:Þ
ô ÚEÕ7ÄªÍ`Ü?à�ç�èªÕ&È»ÅBØ°éDÇ�Ê ê:ÈªÉAÆEÇ³Í7éDÇ�Ê:ërìªìªã5íLÈªéDÕ&Ìjï°Ð ÈªÆEÈ+ÅLÑtÈªÕ7ÄrÉAÇ�ÈªÏªèªÐ ÆDÜDÉAÇPÅLÇ ÌtÐ ÌAÕ&èªËtÆDÜ!Í7Ý
Í`Ç³Î5Ïªè»ÅõÈAÅLÜDÕ7ÄrÑjÄªÍ7Ý+ÚbÄrÕ7ÄrÉAÇ�ÅLÑtÏªÐ ÛjÃ!ÆEÇ Ì�ÚEÇ ÌtÕ&ÅBØ°ÑtÜ!Í7Ý:Þ

ö ÛjÃ!ÑtÇ ÌtÉ-Ü÷ÅWÃEÄrÐ³Ø°ÑtÜDÉøÍ`Ç³Î5ÏªðùÉAè»ÅLÇ Ð ÇLéDÕ&èrÖ&éªÈbÊPËtÌ6ÆEÇ ÌjØ°éªÈªúbÍ`ÑtÈªÆDÜ?Í`Ç³Î5Ï4Ð Ç³Í`ÑtÒTÆbÄ»Ö&ð!î
Õ7ÄrÐ ÆDÜ!Í7Ý/É�Ä)Å�û�ÄªØ°ÆEÈ5ï&ó)üoý�ÊbÏ5Ã!Ü�é»ÄrËjÃ!Ì$Ã!Å"Ä × ÌtÏªÈ�Õ&èªËtÆEÌ¨ÅLÜDÕ7ÄrÑtÜ�Ø&ÎAÐ Ç³Í`ÑtÒbÄrÉAÇ:ÅLÑtÏªÐ ÛjÃ!ÆEÇ Ì
ÚEÇ ÌtÕ&ÅBØ°ÑtÜDÉAÇ�Þ�þLÈªÑtÅLÇ ÆEÇ ÌtÉ-Ü¨ÚoÈªÉ-Ü!Øºû!ÈªéDÕ&Ìjï°Ð³ÄrÆEÇ³ÄLÍ`Ç³Î5Ïªè»Å4É�Ä × ÎªÍ`Ü!Í7Ý�Å�û�ÄªØ°ÆEÈ5ï&óLüoý�Ê�Å÷ÈªÚbÄrÕ°î
Í`Ç ð6È)Ö&ÌtÈªÕ&Ç Û¨Õ&è»ÅLÆbÄrú+Õ&ÌtéDðEÕ&ÌtÆbÍ`Ü × ÆDÜ!Í7Ý+Ð Ç ÆEÇ È»ÅLÜ!Í7Ý+Õ&ÑtÛjÃ!ð

2
Þ

ÿ Ç ÌjÍ7Ý
k
ÈªÑtÆbÄªÍ`ÑjÄ-Ð Ç³Í`ÑtÒoÛ¨ÆbÄ»Ö&ðEÕ7ÄrÐ ÆbÎAÃ!È!ÃEÄ»Ö&ÆEÇ³ÎEÞ��DÜDÉ-ÒoÈªÐ ÌtÉ

Nk

ÈªÑtÆbÄªÍ`ÑjÄªó\ÒoÛjÃ!ÑtÇ ÌtÉ-Ü
Å�ÍtÄDû Ì × ÚEÕ7ÄªÍ`Ü/ÑtÒEÇ èªÕ

N \ {0, 1, 2, . . . , k − 1}. ÿ Ç ÌjÍ7Ý p, q
ÈªÑtÆbÄªÍ`ÑjÄ × Î�Ð Ç³Í`ÑtÒDÜ�ÍtÄDû éªÈ»ÅLÇ Ö&ÌªÊ

Ö7ÄréDÇ ÌªÊ!ËtÌ
NWD(p, q) = 1

Ç
p2 + 4q > 0

Ç
q 6= 0.þLÈªÑtÅ"ÄrËtÉ-Ü�Ã!Å"ÄAÍ`Ç³Î5ÏªÇ

(Fn), (Ln)
Ø°ÚoÌ»û ÆEÇ³Ä × ÎªÍ`Ì�Õ&è»ÅLÆbÄrÆEÇ Ì�Õ&ÌtéDðEÕ&ÌtÆbÍ`Ü × ÆEÌ

Gn = p Gn−1 + q Gn−2, n ∈ N2 (1)

ÈªÕ7ÄrÑ�È!Ã!ÚoÈ»ÅLÇ ÌjÃ!ÆEÇ ÈAÅ"ÄrÕ&ðEÆEéDÇ ÚoÈ!Í`ÑjÎ»Ö&éªÈ»Å1Ì

F0 = 0, F1 = 1, L0 = 2, L1 = p.

∗ �������
	��	�� ������� ������� ����������������������������	����� �	�!"����#%$&�� '�)(�*�	��  '�+����,+-�� �.-�	� '�� '��! 	���� /��! 0�*� '� #1�2�3�4)365 	���-���#7	���� ���98���$�:'���;��<=! 	������ ���)	���� ���?>�@� '� #7	� A0B>�CD�E�F 3 (?8���������G�	� A0B>BCD�E�H 3I �;0J,K�� 'G��7	���GL*�-� �	������)>M� ������� ���������������������1���9��	����� �	�!+����#%$&�� '�6*�	��  '�1���+,+-�� �.-N	� '�� '��! 	���� /��! 0*� '� #1��(��������� �	�!O� �� '#%��! 	��
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iÇ³Î5Ï

(Fn)
ÆbÄrÑtÜDÅ"Äªó1ÒoÛjÃ!ÑtÇ ÌtÉ-ÜAÍ`Ç³Î5ÏªÇ ÌtÉ�Ó�Ç ÒoÈªÆbÄªÍtÍ`Ç ÌtÏªÈbÊrÄ�Í`Ç³Î5Ï

(Ln) j Í`Ç³Î5ÏªÇ ÌtÉlk:ðbÍtÄªØ&ÄEÞ
ô Ç³ÄªÃ!ÈªÉAÈbÊ!ËtÌ

Fn =
rn − sn

r − s
, Ln = rn + sn

Ã!Ð³Ä
n > 0, (2)

Ï5Ã!ÑtÇ Ì
r =

p+
√

p2+4q

2 , s =
p−

√
p2+4q

2

à'm\È5Ø°ÝDÜªÊEërìªìEâ�í&Þ
ß�ÄrðDÅ"ÄrËtÉ-ÜªÊbËtÌ-ÅLÑtÈªÕ&Ü4à�ëªí\Ã!Ð³Ä

n ∈ Z
ÈªéDÕ&Ìjï°Ð³Ä × ÎJn�ðEÆEé5Í × Ì

(Fn)n∈Z (Ln)n∈Z

Ê�é5Ö&èªÕ&Ì
Ø°ÚoÌ»û ÆEÇ³Ä × Î)Õ&è»ÅLÆbÄrÆEÇ Ì�Õ&ÌtéDðEÕ&ÌtÆbÍ`Ü × ÆEÌ

Gn = p Gn−1 + q Gn−2
È�Ã!ÑtÇ ÌjÃ!ÑtÇ ÆEÇ Ì

Z
Þ

o È!ÃEØ�Ö7Ä�Å1È»Å1ÌBÖ&ÈªËjØ&ÄrÉAÈ5ï&Í`Ç Ã!Ð³ÄJn�ðEÆEé5Í × Ç
(Fn)n∈Z, (Ln)n∈Z

Ê!Ö&È

−(−q)nF−n = Fn, (−q)nL−n = Ln,
Ï5Ã!ÑtÇ Ì

n ∈ Z, (3)

Fn+m + (−q)mFn−m = LmFn,
Ï5Ã!ÑtÇ Ì

n,m ∈ Z, (4)

Fn−m − (−q)mFn−m = FmLn,
Ï5Ã!ÑtÇ Ì

n,m ∈ Z, (5)

Ln+m + (−q)mLn−m = LmLn,
Ï5Ã!ÑtÇ Ì

n,m ∈ Z, (6)

Ln−m − (−q)mLn−m = (p2 + 4q)FmFn,
Ï5Ã!ÑtÇ Ì

n,m ∈ Z, (7)

Fn+m = FnFm+1 − qFn−1Fm,
Ï5Ã!ÑtÇ Ì

n,m ∈ Z. (8)p ÈªËjØ&ÄrÉAÈ5ï&Í`ÇZà'q5í"Ã!È�à'r5í1ÅLÜDÆEÇ é»Ä × Î-ÒoÌtÑtÚoÈ5ï°Õ&ÌjÃ!ÆEÇ ÈAÑtÌ�ÅLÑtÈªÕ&è»Å à�ëªíºÞ�s\Ã!È»Å1È!Ã!ÆEÇ É-Ü�Ö&ÌtÕ7ÄrÑ
tvu�w7xOy{z

Fmn = Fn

[m−1

2
]

∑

j=0

B(m, j)(−1)j(−q)njLm−1−2j
n

|O} ~
m ∈ N, n ∈ N2, � |���'� B(m, j) =

(

m−1−j
j

) �
�J� üv� | � ô ÜDéªÈªÕ&ÑtÜ!Ø�Ö7ÄrÉ-Ü�ÑjÄªØ&ÄªÃ!Û"Ç ÆbÃ!ðEé5Í × ÇEÉ�Ä»Ö&ÌtÉ�Ä»Ö�Ü!Í`ÑtÆEÌ × ÚEÕ&È»Å"ÄªÃ!ÑtÈªÆbÎBÑtÌLÅLÑtÏªÐ Û`î

Ã!ð6ÆbÄ
m
Þ

� Ð³Ä
m = 0

ÈªÕ7ÄrÑ
m = 1

Õ&è»ÅLÆEÈ5ï&ó\ÚoÈ!ÃEÄrÆbÄ)Å�k:ÌtÉ�ÄªÍ`Ç ÌAâ × ÌjØ�ÖLÚEÕ7Ä�ÅBÃ!ÑtÇ Å"ÄEÞ
ß�ÄDû èªËtÉ-ÜOÖ&ÌtÕ7ÄrÑªÊBËtÌùÃ!Ð³ÄõÃ!È»Å1ÈªÐ ÆEÇ Ì4ðbØ�Ö7ÄrÐ ÈªÆEÌtÏªÈ

m > 1
ÈªÕ7ÄrÑ?Ã!Ð³ÄOé»ÄrËjÃ!ÌtÏªÈ

k ∈
{0, 1, . . . ,m} Ç:é»ÄrËjÃ!ÌtÏªÈ n ∈ N2

Fkn = Fn

[k−1

2
]

∑

j=0

B(k, j)(−1)j(−q)njLk−1−2j
n .

o Èªé»ÄrËtÌtÉ-ÜªÊ!ËtÌ�Ã!Ð³ÄAé»ÄrËjÃ!ÌtÏªÈ
n ∈ N2

F(m+1)n = Fn

[m
2
]

∑

j=0

B(m+ 1, j)(−1)j(−q)njLm−2j
n .

ô ÜDéªÈªÕ&ÑtÜ!Ø�Ö&ð × ÎªÍBÖ&ÈªËjØ&ÄrÉAÈ5ï&ó)à��ªíºÊbÄ)ÆbÄªØ�Ö&ÛtÚEÆEÇ Ì�Ö&ÈªËjØ&ÄrÉAÈ5ï&ó)à'q5í1ÈrÖ&Õ&ÑtÜDÉ-ð × ÌtÉ-Ü=�
F(m+1)n = Fn+mn

= (−q)mnF(n−mn) + FmnLn

= −(−q)mn(−q)n−mnFmn−n + FmnLn

= −(−q)nF(m−1)n + FmnLn.
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m\ÈªÕ&ÑtÜ!Ø�Ö7Ä × ÎªÍ+Ö&ÌtÕ7ÄrÑ�Ñ�ÑjÄDû ÈªËtÌtÆEÇ³Ä?Ç ÆbÃ!ðEé5Í`Ü × ÆEÌtÏªÈ÷ÈªÕ7ÄrÑ�Ñ�ÈªéDÕ&Ìjï°Ð ÌtÆEÇ³Ä4Ð Ç³Í`ÑtÒ

B(m, j)Ã!È5Ø�Ö7Ä × ÌtÉ-Ü=�
F(m+1)n

= −(−q)n
[m−2

2
]

∑

j=0

B(m−1, j)(−1)j(−q)njLm−2−2j
n +

[m−1

2
]

∑

j=0

B(m, j)(−1)j(−q)njLm−2j
n

=

[m−2

2
]+1

∑

j=1

B(m−1, j − 1)(−1)j(−q)njLm−2j
n +

[m−1

2
]

∑

j=0

B(m, j)(−1)j(−q)njLm−2j
n

=

[m
2
]

∑

j=0

B(m+ 1, j)(−1)j(−q)njLm−2j
n .

ß�ÄªØ&ÄªÃEÄ-Ç ÆbÃ!ðEé5Í × Ç:éªÈªúbÍ`ÑtÜ�Ã!È»Å1è!Ã�Ð ÌtÉ�Ä»Ö&ð4âªÞ
m\ÈªÕ&ÑtÜ!Ø�Ö7Ä × ÎªÍAÑ+Ö&ÈªËjØ&ÄrÉAÈ5ï&Í`Ç¨à�ä5í$Ç$à'q5í-ÄrÆbÄrÐ ÈªÏªÇ³Í`ÑtÆEÇ Ì × Äré?ÚoÈ»ÅLÜDËtÌ × Ð ÌtÉ�Ä»Ö6â/ÉAÈªËtÆbÄ

ðbÃ!È»Å1È!Ã!ÆEÇ³ó
tvu�w7xOy��

Lmn =

[m
2
]

∑

j=0

E(m, j)(−1)j(−q)njLm−2j
n

|O} ~
m,n ∈ N1 � � |���'� E(m, j) =

(

m−j
j

)

+
(

m−1−j
m−2j

) ��� ~��
E(m, 0) = 1

|O} ~
m ∈ N.

ô ÆEÇ È5Ø°éDÇ ÌtÉ�Ñ�Ð ÌtÉ�Ä»Ö&ð�ë × ÌjØ�Ö
tvu�w7xOy� 
¡ ��¢�} �

n,m ∈ N1, |Ln| 6= 1
��� ~�� |Ln| 6= 2, £ �B¤

Ln|Lmn

ü £ ��|�¥L� £ ¥�} ¦ � ü £ ��|�¥ � � |�¥ m § ��¨ £ } �'©���ª�«¬=~ £�® � ~�} ¬=«¯¬��'� ý ~ � �¥�¨ £ « �
s\Ã!È»Å1È!Ã!ÆEÇ É-Ü�Ö&ÌtÕ7ÄrÑ

°�±²�u�³K´�µ&u�¶c²�u·z
NWD(Fn,Fm) = FNWD(n,m)

|O} ~¸| � ü � } ¬�¥B©�¹
n,m ∈ N1.

�J� üv� | � ÿ Ä × ÚEÇ ÌtÕ&Å�ÅLÜDé»ÄrËtÌtÉ-ÜªÊ!ËtÌ
NWD(Fn, q) = 1

Ã!Ð³Ä
n ∈ N1.º Ø�Ö&ÈrÖ&ÆEÇ ÌªÊjÏ5Ã!ÜDÒDÜ�Ã!Ð³ÄBÚoÌtÅLÆEÌtÏªÈ

n ∈ N1
Ê
NWD(Fn, q) = d > 1,

Ö&È
n > 3

ÊtÚoÈªÆEÇ ÌtÅ"ÄrË
F1 = 1

ÊEÄ F2 = p.
�5Ö7ÎªÃ6ÃEÄrÐ Ì × Fn = p

Ê Fn−1 + q
Ê Fn−2

Ç
d|Fn−1.o È»Å"Ö7ÄrÕ&ÑjÄ × ÎªÍrÊEÖ&È6Ø&ÄrÉAÈ+Õ&ÈªÑtðEÉAÈ»Å"ÄrÆEÇ ÌªÊoÃ!È × Ã!ÑtÇ ÌtÉ-Ü�éªÈªÐ Ì × ÆEÈ/Ã!È/ÅLÆEÇ È5Ø°éªè»Å

d|Fn−2
Ê

d|Fn−3, . . . , d|F1
ÊLÍ`È × ÌjØ�Ö6ÆEÇ ÌtÉAÈªËtÐ Ç Å1ÌªÊ1ÒoÈ»ÅLÇ ÌtÉ F1 = 1.

ÂBÖ&Õ&ÑtÜDÉ�ÄrÆbÄ÷Ø°ÚEÕ&ÑtÌjÍ`ÑtÆEÈ5ï&ó
Ã!È»Å1È!Ã!ÑtÇ�Ê!ËtÌ

NWD(Fn, q) = 1
Ã!Ð³Ä

n ∈ N1.p ÌtÕ7ÄrÑ�ÅLÜDé»ÄrËtÌtÉ-ÜªÊ!ËtÌ
NWD(Fn,Fn−1) = 1

Ã!Ð³Ä
n ∈ N1.ç¨Ã!Ü

n = 1
Ð ðEÒ

n = 2,
È!Í`ÑtÜDÅLÇ³ï&Í`Ç Ì

NWD(Fn,Fn−1) = 1.ß�ÄDû èªËtÉ-Ü�ÑjÄ»Ö&ÌtÉ6Ê!ËtÌ
n > 3.

ô Ö&ÌjÃ!Ü

Fn = p Fn−1 + q Fn−2
Ç
NWD(Fn,Fn−1) = NWD(Fn−1, qFn−2)
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o ÈªÆEÇ ÌtÅ"ÄrË

NWD(Fm, q) = 1
Ã!Ð³Ä

m ∈ N1
ÊEÑjÄ»Ö&ÌtÉ

NWD(Fn−1, qFn−2) = NWD(Fn−1,Fn−2).

�5Ö7ÎªÃ
NWD(Fn,Fn−1) = NWD(Fn−1,Fn−2)Ã!Ð³ÄAé»ÄrËjÃ!ÌtÏªÈ

n ∈ N3
ÈªÕ7ÄrÑ

NWD(Fn,Fn−1) = 1
Ã!Ð³Ä

n ∈ N1.¼ ÄrÉ-Ü�ÑjÄ»Ö&ÌtÉ

NWD(Fn,Fn−1) = NWD(Fn, q) = 1
Ã!Ð³Ä

n ∈ N1. (9)

m-û�ÄªÃEÎªÍ"Ö&ÌtÕ7ÄrÑ\ÅOÖ&ÈªËjØ&ÄrÉAÈ5ï&Í`Ç�à'r5í
m− n

ÅõÉAÇ Ì × Ø&Í`Ì
m,
Ï5Ã!ÑtÇ Ì

m > n > 1
ÈrÖ&Õ&ÑtÜDÉ-ð × ÌtÉ-Ü

Fm = FnFm−n+1 − qFn−1Fm−n.�5Ö7ÎªÃ j É�Ä × ÎªÍ�ÆbÄ)ðDÅ"ÄªÃ!ÑtÌ�à�ã5í j Ã!È5Ø�Ö7Ä × ÌtÉ-Ü

NWD(Fm,Fn) = NWD(Fn,Fm−n).

o È�ÚEÕ&ÑtÜ × ÛjÍ`Ç ð:Ê!ËtÌ
d1
ÈªÑtÆbÄªÍ`ÑjÄ-Õ&ÌjØ°Ñ`Ö&Û¨Ñ$Ã!ÑtÇ ÌtÐ ÌtÆEÇ³Ä)Ð Ç³Í`ÑtÒDÜ

m
ÚEÕ&ÑtÌtÑ

n
ÈrÖ&Õ&ÑtÜDÉ-ð × ÌtÉ-Ü

NWD(Fm,Fn) = NWD(Fn,Fd1
).

o Õ&ÑtÜ × ÉAÇ × É-Ü�Ö&ÌtÕ7ÄrÑªÊ�ËtÌAÃ!È6ÅLÜDÑtÆbÄªÍ`ÑtÌtÆEÇ³Ä
NWD(m,n)

ÑjÄªØ�Ö&È5Ø°È»Å"ÄrÐ Ç³ï°É-Ü/ÄrÐ ÏªÈªÕ&Ü5Ö&ÉÙá%ð!î
éDÐ Ç³Ã!ÌjØ&ÄEÞ ô Ö&ÌjÃ!Ü

m = k1n+ d1

n = k2d1 + d2

d1 = k3d2 + d3ÞÞÞ

dt−2 = ktdt−1 + dt

dt−1 = kt+1dt,Ï5Ã!ÑtÇ Ì
dt
× ÌjØ�ÖBÈ5Ø�Ö7Ä»Ö&ÆEÇ³Î)Õ&ÌjØ°Ñ`Ö7Î-Õ&èªËtÆbÎ)È!Ã+ÑtÌtÕ7ÄEÞ

ô ÜDéªÈªÕ&ÑtÜ!Ø�Ö&ð × ÎªÍ\È!Ã!ÚoÈ»ÅLÇ ÌjÃ!ÆEÇ³Î)Ç Ð È5ï&ó�Õ7ÄrÑtÜ�ÅLÜDé»ÄrÑjÄrÆbÎ-Å"Í`ÑtÌjï°ÆEÇ Ì × Å�û�ÄªØ°ÆEÈ5ï&ó

NWD(Fm,Fn) = NWD(Fn,Fd1
)

Í`Ç³Î5Ïªð
(Fn)

Ã!È5Ø�Ö7Ä × ÌtÉ-Ü
NWD(Fm,Fn) = NWD(Fn,Fd1

) = NWD(Fd1
,Fd2

) =
. . . = NWD(Fdt−2

,Fdt−1
) = NWD(Fdt−1

,Fdt
) = Fdt

.Â�Ø�Ö7Ä»Ö&ÆEÇ³Ä$Õ&è»ÅLÆEÈ5ï&óLÅLÜDÆEÇ é»Ä$Ñ�Ð ÌtÉ�Ä»Ö&ð�âªÞ � È»Å1è!ÃAÖ�ÅLÇ ÌtÕ7Ã!ÑtÌtÆEÇ³Ä�â�ÑtÈ5Ø�Ö7ÄDû�ÑjÄréªÈªúbÍ`ÑtÈªÆDÜªÞ
ô ÄrÕ°Ö&È�ÑjÄrðDÅ"ÄrËtÜ!órÊ ËtÌAÖ�ÅLÇ ÌtÕ7Ã!ÑtÌtÆEÇ Ì�â�ÉAÈªËtÆbÄ6ÑtÆbÄrÐ ÌtòjóAÅÙà�þLÇ ÒoÌtÆDÒoÈªÇ É6Ê1âjãªãO½ríºÊ × ÌjÃDî

ÆbÄréDËtÌ¨ÚEÕ&ÑtÌjÃEØ�Ö7Ä�ÅLÇ ÈªÆDÜAÖ7ÄrÉ × ÌtÏªÈ�Ã!È»Å1è!Ã j × Äré�ÚEÇ³Ø°ÑtÌ�Ø&ÄrÉWÄrð!Ö&ÈªÕ j ÆEÇ Ì × ÌjØ�Ö¨û�Ä»Ö�ÅLÜªÞs\Ã!È»Å1È!Ã!ÆEÇ É-Ü�Ö&ÌtÕ7ÄrÑ
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°�±²�u�³K´�µ&u�¶c²�u¿�
NWD(Lm,Ln) § ��¨ £ |���'�} ¬�� ¦��'�ÀÁ} �'©���ª¥ LNWD(m,n)

|O} ~¸| � ü � } ¬�¥B©�¹
m,n ∈ N1.

�J� üv� | � ß�ÈªéDÕ&Ìjï°Ð ÌtÆEÇ³Ä-Ð Ç³Í`ÑtÒ Fn

Ç Ln

ÒoÌtÑtÚoÈ5ï°Õ&ÌjÃ!ÆEÇ ÈAÅLÜDÆEÇ é»ÄEÊEËtÌ LnFn = F2n
Ã!Ð³Ä

n∈N.
�5Ö7ÎªÃ¨ÈªÕ7ÄrÑZÑ%Ö�ÅLÇ ÌtÕ7Ã!ÑtÌtÆEÇ³Ä¨âÉ�ÄrÉ-Ü

NWD(LmFm,LnFn)=NWD(F2m,F2n)=
FNWD(2m,2n) = F2NWD(m,n) = FNWD(m,n)LNWD(m,n).ô éªÈªÆbØ°ÌtéDÅ1ÌtÆbÍ × Ç�ðEÑtÜ!Ø°éDð × ÌtÉ-Ü�Ö&ÌtÑtÛ¨Ö�ÅLÇ ÌtÕ7Ã!ÑtÌtÆEÇ³ÄAë!Þ

°�±²�u�³K´�µ&u�¶c²�u¿ 
¡ ��Â��} �

n,m ∈ N1, d = NWD(m,n)
��� ~�� m

d

� n
d

¨�«�} �'©���ª�~�ÀJ�¯¬��'� ý ~ � �¥�¨ £ ¥�ÀJ� � £ �
NWD(Lm,Ln) = LNWD(m,n).

�J� üv� | � ß�Ð ÌtÉ�Ä»Ö&ðÃq)ÅLÜDÆEÇ é»ÄEÊDËtÌ Ld|Lm

Ç Ld|Ln

Þ��5Ö7ÎªÃ/Ç Ñ�Ö�ÅLÇ ÌtÕ7Ã!ÑtÌtÆEÇ³ÄAë-ÒoÌtÑtÚoÈrî
ï°Õ&ÌjÃ!ÆEÇ ÈAÅLÜDÆEÇ é»Ä-Ö&ÌtÑjÄ-Ö�ÅLÇ ÌtÕ7Ã!ÑtÌtÆEÇ³Ä¯qEÞ

p ÅLÇ ÌtÕ7Ã!ÑtÌtÆEÇ Ì7q\Ö7ÄréDËtÌLÉAÈªËtÆbÄ�ÑtÆbÄrÐ Ìtòjó"ÅMà�þLÇ ÒoÌtÆDÒoÈªÇ É6ÊbâjãªãO½ríºÊ × ÌjÃ!ÆbÄréDËtÌBÃ!È»Å1è!Ã$Ö7ÄrÉ
ÆbÄªØ°ÑtéDÇ³Í`È»Å"ÄrÆDÜ)ÄrÆEÇoÆEÇ Ì × ÌjØ�Ö\û�Ä»Ö�ÅLÜªÊDÄrÆEÇbÖ7ÄréAéDÕ&èrÖ&éDÇ × ÄréAÖ&ÌtÆ:Ê5é5Ö&èªÕ&ÜAÑjÄrÉAÇ Ìjï&Í`Ç Ð Ç³ï°É-Ü)ÚoÈ»ÅLÜ5î
ËtÌ × Þ ô ÜDé»ÄrËtÌtÉ-Ü�Ö&ÌtÕ7ÄrÑ
°�±²�u�³K´�µ&u�¶c²�uÅÄ
¡ ��¢�} �

q ∈ 2Z, p ∈ Z\2Z, k § ��¨ £ | � |B~ £ ¬��'«J} �'©���ª�«Æ¬=~ £�® � ~�} ¬=« ý ~ � �¥�¨ £ « � £ � ©�'« � (Lkn)n∈NÀL~ ü+Ç ~�¨�¬ � ¢�È üoý �
�J� üv� | � m-û�ÄªÃEÎªÍ�Å�Ö&ÈªËjØ&ÄrÉAÈ5ï&Í`ÇAà�ä5í�Å ÉAÇ Ì × Ø&Í`Ì

m
Ð Ç³Í`ÑtÒoÛ

m − n
ÊLÄùÆbÄªØ�Ö&ÛtÚEÆEÇ Ì

ÈªÚEÇ ÌtÕ7Ä × ÎªÍ�Ø°Ç Û¨ÆbÄ-Ö&ÈªËjØ&ÄrÉAÈ5ï&Í`ÇZà'q5í1ÈrÖ&Õ&ÑtÜDÉ-ð × ÌtÉ-Ü

Lm = LnLm−n − (−q)nLm−2n,
Ï5Ã!ÑtÇ Ì

m,n ∈ Z. (10)

ß�ÚEÕ&ÑtÜ × Û`Ö�Ü!Í7Ý/ÑjÄDû ÈªËtÌtú6È�Ð Ç³Í`ÑtÒbÄªÍ7Ý
p
Ç
q
ÅLÜDÆEÇ é»ÄEÊEËtÌ$ÅBØ°ÑtÜ!Ø�Ö&éDÇ Ì�Ð Ç³Í`ÑtÒDÜ Ln

Ã!Ð³Ä
n > 1

Ø&Î
ÆEÇ ÌtÚbÄrÕ&ÑtÜ!Ø�Ö&ÌªÞ o ÈªÆbÄªÃDÖ&È

NWD(Ln, q) = 1
Ã!Ð³Ä

n ∈ N1.� È»Å1è!Ã+Ö&ÌtÏªÈ¯n�Äré5Ö&ð6ÚEÕ&ÑtÌtÒEÇ ÌtÏ5Ä)ÚoÈ!Ã!ÈªÒEÆEÇ Ì × Äré/Ã!È»Å1è!Ã/ÄrÆbÄrÐ ÈªÏªÇ³Í`ÑtÆEÌ × Å�û�ÄªØ°ÆEÈ5ï&Í`Ç:Ã!Ð³ÄAÐ Ç³Í`ÑtÒ
Fn

à�Ï5Ã!ÑtÇ Ì
n > 1

íÅMÃ!È»Å1È!Ã!ÑtÇ Ì\Ö�ÅLÇ ÌtÕ7Ã!ÑtÌtÆEÇ³Ä/âªÞ
ÿ Ç ÌjÍ7Ý/Ö&ÌtÕ7ÄrÑ

m,n ∈ N1
Ç
n < m

Þ
ô ÜDéªÈªÕ&ÑtÜ!Ø�Ö&ð × ÎªÍBÖ&ÌtÕ7ÄrÑ 1

2k
m−n

Õ7ÄrÑtÜ�Ö&ÈªËjØ&ÄrÉAÈ5ï&ó)à�âjì5íºÊ!É�ÄrÉ-Ü�éªÈªÐ Ì × ÆEÈ��

Lkm = LknLkm−kn − (−q)k
nLkm−2kn ,

Lkm−2kn = LknLkm−3kn − (−q)k
nLkm−4kn ,

Lkm−4kn = LknLkm−5kn − (−q)k
nLkm−6kn ,ÞÞÞ

Lkm−(km−n−2)kn = LknLkm−(km−n−1)kn − (−q)k
nLkm−km−n·kn .

ß�ÈrÖ&Õ&ÑtÜDÉ�ÄrÆDÜ!Í7ÝOÕ&è»ÅLÆEÈ5ï&Í`Ç\Ç�n�Äré5Ö&ð:Ê"ËtÌ
NWD(Ln, q) = 1

Ã!Ð³Ä
n ∈ N1

Ã!È5Ø�Ö7Ä × ÌtÉ-Ü
éªÈªÐ Ì × ÆEÈ��

NWD(Lkm ,Lkn) = NWD(Lkn ,Lkm−2kn),

NWD(Lkm−2kn ,Lkn) = NWD(Lkn ,Lkm−4kn),
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NWD(Lkm−4kn ,Lkn) = NWD(Lkn ,Lkm−6kn),

ÞÞÞ

NWD(Lkm−(km−n−2)kn ,Lkn) = NWD(Lkn ,L0),

ÈªÕ7ÄrÑ�éªÈªÆEéDÐ ðEÑ × Û
NWD(Lkm ,Lkn) = NWD(Lkn ,L0).

o ÈªÆEÇ ÌtÅ"ÄrË L0 = 2
ÊEÄ Lkn

Ã!Ð³Ä
n ∈ N

Ø&Î)Ð Ç³Í`ÑtÒbÄrÉAÇ ÆEÇ ÌtÚbÄrÕ&ÑtÜ!Ø�Ö�ÜDÉAÇ�Ê!ÑjÄ»Ö&ÌtÉ
NWD(Lkm ,Lkn) = 1

Ã!Ð³Ä
n ∈ N

Ç
n 6= m.

� È»Å1è!Ã)Ö�ÅLÇ ÌtÕ7Ã!ÑtÌtÆEÇ³Ä�å-ÑtÈ5Ø�Ö7ÄDûoÑjÄréªÈªúbÍ`ÑtÈªÆDÜªÞ

°�±²�u�³K´�µ&u�¶c²�u¿Ê
¡ ��¢�} �

p, q ∈ Z \ 2Z, k § ��¨ £ } �'©���ª�«Ë¬=~ £�® � ~�} ¬=« ý ~ � �¥�¨ £ «Ë¬��'� ý � |���'�} ¬=« ý � ����� 3 � £ � ©�'« �
(Lkn)n∈N

ÀL~ ü+Ç ~�¨�¬ � ¢�È üoý �

�J� üv� | � ß ÚEÕ&ÑtÜ × Û`Ö�Ü!Í7ÝùÑjÄDû ÈªËtÌtú÷ÈÔÐ Ç³Í`ÑtÒbÄªÍ7Ý
p, q

ÅLÜDÆEÇ é»ÄEÊPËtÌ Ln

Ã!Ð³Ä
n ∈ N

× ÌjØ�Ö
Ð Ç³Í`ÑtÒbÎBÚbÄrÕ&ÑtÜ!Ø�Ö7Î"Å"Ö&ÌjÃ!Ü¨Ç5Ö�ÜDÐ éªÈBÅ"Ö&ÌjÃ!ÜªÊjÏ5Ã!Ü

3|n. ô ÈªÒoÌjÍZÖ&ÌtÏªÈ 3|kn Ã!Ð³Ä n ∈ N
Ç
(Lkn)n∈N× ÌjØ�Ö$Í`Ç³Î5ÏªÇ ÌtÉ�Ð Ç³Í`ÑtÒ�ÆEÇ ÌtÚbÄrÕ&ÑtÜ!Ø�Ö�Ü!Í7Ý:Þ � ÄrÐ Ì × ÚoÈ5Ø�Ö&ÛtÚEð × ÌtÉ-Ü�ÄrÆbÄrÐ ÈªÏªÇ³Í`ÑtÆEÇ Ì × Äré�Å�Ã!È»Å1È!Ã!ÑtÇ Ì

Ö�ÅLÇ ÌtÕ7Ã!ÑtÌtÆEÇ³Ä)åAÇ:ðEÑtÜ!Ø°éDð × ÌtÉ-Ü

NWD(Lkm ,Lkn) = NWD(L0,Lkn) = NWD(2,Lkn) = 1

Ã!Ð³Ä
n ∈ N

Ç
n 6= m

ÊEÍ`ÈAéªÈªúbÍ`ÑtÜ+Ã!È»Å1è!Ã�Ö�ÅLÇ ÌtÕ7Ã!ÑtÌtÆEÇ³ÄL�!Þ
ß�Ö�ÅLÇ ÌtÕ7Ã!ÑtÌtÆEÇ³Ä-åAðEÑtÜ!Ø°éDð × ÌtÉ-Ü

°�±²�u�³K´�µ&u�¶c²�u¿Ì
Í �'« � (an)

� ¦ � ��¢�} � ¬�¥ ü � ��� �À
an = ak

n
+ 1, � |���'� a

�
k
¨�« ® ¨ £ ~�} � ¬�¥�ÀJ��} �'©���ª�~�ÀJ�ý ~ � �¥�¨ £ ¥�ÀJ�
�v| � |B~ £ ¬���ÀJ�
ÀL~ ü+Ç ~�¨�¬ � ¢�È üoý �

�J� üv� | � ß�ÄrðDÅ"ÄrËtÉ-ÜªÊ»ËtÌ × Ìjï°Ð ÇEÅùÖ�ÅLÇ ÌtÕ7Ã!ÑtÌtÆEÇ ðAå¨ÚEÕ&ÑtÜ × ÉAÇ ÌtÉ-ÜªÊrËtÌ
p = a+1, q = −a

Ê
Ö&È)ÅBØ°ÑtÜ!Ø�Ö&éDÇ Ì\ÑjÄDû ÈªËtÌtÆEÇ³Ä�Ö&ÌtÏªÈ$Ö�ÅLÇ ÌtÕ7Ã!ÑtÌtÆEÇ³Ä$ÒoÛjÃEÎ)Ø°ÚoÌ»û ÆEÇ ÈªÆEÌ\Ç�ÚoÈªÆbÄªÃDÖ&È Fn = an

−1
a−1

ÈªÕ7ÄrÑ
Ln = an + 1.

�5Ö7ÎªÃ/Ç:Ñ�Ö�ÅLÇ ÌtÕ7Ã!ÑtÌtÆEÇ³Ä)å�Ã!È5Ø�Ö7Ä × ÌtÉ-ÜAÖ&ÌtÑtÛ¨Ö�ÅLÇ ÌtÕ7Ã!ÑtÌtÆEÇ³Ä)äEÞ
o Õ&ÑtÜ × É-ð × ÎªÍ

a = k = 2
ÅõÖ�ÅLÇ ÌtÕ7Ã!ÑtÌtÆEÇ ð6äAÈrÖ&Õ&ÑtÜDÉ-ð × ÌtÉ-Ü

Îl¶c²AÏ�Ð�u�ÑÒz
Í �'« � (Fn)

} �'©���ª�Ó+� � ÀL~ £ ~J��~B|B~�¬�¥ ü � ��� �À Fn = 22
n

+ 1
ÀL~ ü+Ç ~�¨�¬ � ¢�È üoý �

ß6Ö�ÅLÇ ÌtÕ7Ã!ÑtÌtÆEÇ³Ä/â¨ÅLÜDÆEÇ é»Ä)ÒoÌtÑtÚoÈ5ï°Õ&ÌjÃ!ÆEÇ È

°�±²�u�³K´�µ&u�¶c²�uÕÔ
¡ ��¢�} �

(cn) § ��¨ £ ©�'« � �'�ÀÖ} �'©���ª¯¬=~ £�® � ~�} ¬�¥B©�¹×ÀL~ § «B©¥�À ü+Ç ~�¨�¬ � ¢�È üoý � £ � ©�'« � (Fcn)n∈NÀL~ ü+Ç ~�¨�¬ � ¢�È üoý �
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