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Cechy réwnobocznosci tréjkatow’

Abstract. The paper presents some non-standard (in the sense: not yet pre-
sented in the literature), necessary and sufficient conditions for a triangle to
be isosceles.

W pracy podamy kilkanascie cech réwnobocznosci trojkatow, ktorych nie spo-
tkaliSmy w literaturze. Inspiracja do poszukiwan byly nasze wczesniejsze artykuty
(Gorowski, Klakla, Lomnicki, 1997a; 1997b; 2004), dotyczace tzw. zadan ,na wy-
muszanie” oraz pozycja (Kourliandtchik, 2006), w ktorej miedzy innymi podano
szereg nieréwnosci dla funkeji trygonometrycznych miar katéw trojkata. Na po-
czatku wzmocnimy niektoére wyniki z (Kourliandtchik, 2006), by z nich nastepnie
skorzysta¢ w dalszej czesci pracy.

LEmAT 1
Dla dowolnych liczb rzeczywistych x,y, z zachodzq rownosci:

TV n e g Yte

sinz + siny + sinz — sin(x + y + 2z) = 4sin 5 5 5

T+y T+ z Y+ =z
co8 cos .
2 2 2

cosx + cosy + cos z + cos(z + y + z) = 4 cos

Dowdd. Dla dowodu pierwszej z tych tozsamosci wystarczy wykorzystaé¢ dla
sumy

(sinz + siny) — (sin(z + y + 2) —sin 2)
kolejno wzory na sume sinuséw, réznice sinuséw, a nastepnie wzor na réznice co-
sinusow.
Dla uzasadnienia drugiej z tych tozsamosci wystarczy do sumy

(cosx + cosy) + (cos(x + y + z) + cos z)

zastosowac trzykrotnie wzér na sume cosinuséw.

*Some necessary and sufficient conditions for a triangle to be isosceles
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LeMAT 2
Zatozmy, ze o, B,y s¢ miarami kgtow trojkgta. Wiedy

o By 1
(1) sin §sin 5sin 3 < 3,

. . B .
(2) sin §sin §sind =

o]

wly

Dowdd. Zauwazmy, ze co najmniej dwie sposrédd liczb «, 8,y naleza do prze-

dziatu [0, §]. Przyjmijmy, Ze sa to 3 i v. Wtedy:

|¥ <#<g i cosﬂygﬁ>cosﬁH2_5>O
oraz
sin%singsin%—%sin%<cos7;5—c s#)
—%cosygﬂ<cos7g5—c #)
<%C057;5<1—COSW;5)
Z%u(l—u)7
gdzieu=0057+5iu€(0,1),

ool

Oczywiscie najwieksza wartoscia funkcji kwadratowej f(u) = %u(l —u) jest

=),

Wobec tego
sin — -sinE -sinl < l
2 2 8
Ponadto
sin — ~siné -smz = -
2 2 2 8
wtedy i tylko wtedy, gdy
1 —
cosagﬂzi i cos72B:1,

To koniczy dowod lematu 2.

LEMAT 3
Zatozmy, ze o, B,y s¢ miarami kgtow trojkata. Wiedy:
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(1) sin® a + sin? 8 + sin® v <

(2) sin? a +sin? B +sin®y =

¢
o}
|
o)
|
2
I
wlx

Dowod. Korzystajac z lematu 1 dostajemy:
sin®a+sin?f+sin’y
1
= 5(1 —cos2a+1—cos28+ 1 — cos2)

1
=3 [3 — (cos2a + cos 28 + cos 27)]

1
= 5[3 — (—cos(2a+ 28 + 2v) + 4 cos(a + ) cos(a + v) cos(B + 7))]
= 2+ 2cos~ycos 3 cos a.
Zauwazmy, ze gdy jedna z liczb o, 3,7 nalezy do przedzialu [%,7], to

24 2cosycosfcosa < 21 nier6wnosé z tezy (1) jest wtedy oczywista.
Przyj{nijmy zatem teraz, ze o, 3,7 € (0,%) oraz a = § — %, =73~ %
v =5—-%. Wtedy o, ', 7' sa miarami katow trojkata oraz 2-+2 cos~y cos 3 cos

o =
in® .sin8 .sin in® .sin8 .sinY <2
2+ 2sin 5 -sin 5 - sin 5 i na mocy lematu 2 mamy 2 + 2sin % - sin 5 -sin 4 <

. / . / . /
oraz 2 + 2sin 5 -sm% -sm% = % Sa=p=9=
Poniewaz warunek o’ = ' = 4/ = % jest r6wnowazny warunkowi o = § =

v = 7, zatem dowod lematu 3 zostal zakoriczony.

jus

Z lematu 3 wynika wprost

LEMAT 4
Zatozmy, ze o, B,y sq miarami kgtow trojkata. Wiedy:

(1) cosacosfcosy < %,

(2) cosacosfBcosy = % ca=F=y=1.

Udowodnimy teraz dwa twierdzenia, w ktorych podamy sze$é¢ cech réwnobocz-
nosci trojkatow.

TWIERDZENIE 1

Jezeli w trojkgcie ABC boki diugosci a, b, ¢ znajdujq sie naprzeciw kqgtow o miarach
odpowiednio o, 3,7y oraz p = %(a +b+c), a R jest dlugosciqg promienia okregu
opisanego na tym trdjkqcie, to nastepujgce warunki sqg rownowazne:

1) acosa + bcos + ccosy = p;

2) sin2a 4+ sin 28 + sin 2y = sina 4 sin § 4 sin~y;

(1)

(2)

(3) sin % in2sinl = i
(4)

4) a=p=v=73.
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Dowod poprowadzimy wedlug schematu (1) = (2), (2) = (3), (3) = (4),
(4) = (1).
Uzasadnimy najpierw implikacje (1) = (2).
Z (1) wynika kolejno:

c

sin v cos o + sin B cos 3 + sinycosy==(a+b+c),

sin o sin 3 sin vy

N =

Rsin 2o+ Rsin2f + Rsin2y = R(sina + sin 8 + sin-y)

z twierdzenia sinuséw,

sin 2« + sin 25 4 sin 2y = sina + sin § + sin 7.

(2) = (3)
Mamy kolejno:

sin 2« 4 sin 28 + sin 2y = sin « + sin 8 + sin 7,

sin2(a + f + ) + 4sin(a + B) sin(a + ) sin(S + )

:sin(a—|—5—|—7)+4sinagﬂsina;’ysinﬂ;—ry

na podstawie lematu 1,

SSinCH_B COSa+B sina—i_7 COSCH_7 sin7+5 cosv—i_ﬁ = sinOH—Bsina—i_vsinﬁ—i_7
2 2 2 2 2 2 2 2 2
cosOH—BCOSCH_’YCOSB—’—7 —l
2 2 2 8

sinlsinésing = —.
2 2 2 8
(3) = (4) wynika bezposrednio z lematu 2.
Implikacja (4) = (1) jest oczywista.
TWIERDZENIE 2

Jezeli o, B, sq miarami kgtow trijkgta ABC, to trojkgt ABC' jest réwnoboczny
wtedy i tylko wtedy, gdy sinda + sin4f + sin 4y = —(sin 2« + sin 258 + sin 2).

Dowdd. Wykorzystujac tozsamosé z lematu 1 oraz fakt, ze 0 < a+ § < m,
0<a+vy<m0< B+ < dostajemy kolejno:
sind(a + B + ) + 4sin(2a + 28) sin(2a + 27) sin(26 + 2v)
= —[sin2(a+ B+ ) + 4sin(a + B) sin(a + ) sin(8 + 7)),

8 cos(a + B) sin(a + ) cos(a + ) sin(a + ) cos(B8 + ) sin(8 + 7)
= —sin(a+ 8) sin(a +7) sin(8 + ),
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cos(a + B3) cos(a + ) cos(B + ) = _%,

1
cosycosfBcosa = 3
Ostatni warunek, na mocy lematu 4, jest rownowazny warunkowi o = 8 =~y = 7.
Dowdd twierdzenia 2 zostal zakonczony.

Z lematu 4 wynika takze

TWIERDZENIE 3
Jezeli o, B, sq miarami kgtow trdjkgta ABC, to trojkgt ABC' jest réwnoboczny
wtedy i tylko wtedy, gdy cosa cos fcosy = 3.

TWIERDZENIE 4

Jesli w trojkgcie ABC boki diugosci a,b, ¢ znajdujq sie naprzeciw kgtow o miarach
(odpowiednio) o, 8,7, a R jest dtugosciq promienia okregu opisanego na tym trdj-
kgcie oraz hg, hy, he oznaczajg dtugosci wysokosci opuszczonych na boki diugosci
(odpowiednio) a, b, c, to nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(1) 2(hg + hp + he) =9R,
(2) (sm a+sin® f+sin? y— 4) (sin B—sin )%+ (sin a—sin )2+ (sin a—sin 3)?2,
(3) sin® a4 sin? 8 + sin?y = %

(4)

o = =

wly

Dowdd. (1) = (2).
Oznaczajac przez S pole trojkata ABC mamy 2h, = %, 2hy, = %, 2h, = =2
oraz S = ‘Z—l;g.
Stad
bc ac ab
9R = 2(ha + hy + he ac  ad
(ha +ho +he) = 7 + 5 + 5,
9R? = bc + ac + ab, —18R? = —2bc — 2ac — 2ab,
—18R* = (b—c)? + (a —c)* + (a — b)? = 2(a® + b* + c?),
200 + b + %) —18R* = (b—¢)? + (a — ¢)® + (a — b)>.

Wykorzysujac teraz twierdzenie sinuséw otrzymujemy:

8R2<sin2a+sin2[3+sin2*y— g) = 4R?*((sinB—siny)*+ (sina—siny)*(sina—sin3)?),
czyli

2 <sin2 o+ sin? B +sin? y — g) = (sin B —siny)? 4 (sin @ —sin y)? 4 (sin a —sin 3)?.

(2) =)
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Z lematu 3 wiemy, ze

<0.

| ©

sin® a4 sin? 8 + sin? v —

Oczywiscie

(sin B — siny)? 4 (sina — sin)? + (sina — sin 8)* > 0.
Zatem

sin? o + sin’ 8 + sin? y = Z

Wykazalismy wiec, ze z (2) wynika (3).
Implikacja (3) = (4) wynika wprost z lematu 3.
Implikacja (4) = (1) jest oczywista.

7 twierdzenia 4 wynika bezposrednio

TWIERDZENIE 5
Jezeli o, B,y sq miarami kqtow trajkgta ABC, to:
tragkgt ABC' jest réwnoboczny < sin asin 5 + sinasinvy + sin Ssiny = %.

Udowodnimy teraz

TWIERDZENIE 6
Jezeli o, B, v sq miarami kgtow w trdjkgcie ABC, to trdjkgt ABC jest rownoboczny
wtedy @ tylko wtedy, gdy cos avcos  + cos acosy + cos fcosy = %.

Dowdd. Uzasadnimy mniej oczywista implikacje ,,<=".
Mamy:

3

cosacosﬂ+cosacos*y+cos6cosv:Z,
1 2 2 2 2 3
3 [(cos a4 cos B + cosv)? — (cos”® a + cos” 3 + cos® )] =7

Wykorzystujac teraz tozsamo$¢ z lematu 1, otrzymujemy

2 2 2 4’

2
6
<1+4cosa+5cosa+vcosﬂ+7) —(3—sin2a—sin2[3—sin2”y)] = -

2 4

2
6
(1 + 4 sin % sin g sin g) — (3 — (sin® @ + sin? B + sin® 7)] =,
Wobec lematow 2 i 3 najwiekszg wartoSciag wyrazenia

4 sin X sin é sin ol
2 2 2
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a tym samym wyrazenia

B a\’
<1—|—4sin%sin§sin§>

jest (14+4- é)2, czyli %, za$ najmniejszg wartoscia wyrazenia
3 — (sin® o + sin?  + sin? )
jest 3— 2 czyli 2.

Co wiecej, zarowno ta najwieksza wartosé, jak i ta najmniejsza, o ktorych mowimy,
sg przyjmowane dla o = 3 =~y = %. Stad

= o

2
(1 + 4sin % sin g sin %) — (3 = (sin® a 4 sin? B + sin? 7)) <

Wobec tego

)

] w

cos acos B + cosa cosy + cos fcosy <

a rowno$¢ ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy a = 8 =~ = 3.

Wykazemy teraz

TWIERDZENIE 7

Niech r, R bedg (odpowiednio) dtugosciami promieni okregéw wpisanego i opisanego
na trajkgcie ABC. Wiedy:

tragkgt ABC' jest réwnoboczny < R = 2r.

Dowdd. Uzasadnimy mniej oczywista implikacje ,,<=".
Poniewaz
o By
=4Rsin — sin —sin =
r in 3 sin 3 sin g,
gdzie a, B, oznaczajg miary katow trojkata ABC, to wobec przyjetego zalozenia
mamy,

B .

.o . 1
SN — S1n — S1n — = —

2 2 2 8

Stad z lematu 2 dostajemy o = 8 =~ = .

Z poréwnania pola trojkata obliczonego dwoma sposobami otrzymujemy

TWIERDZENIE 8
Jezeli a,b,c sq dtugosciami bokéw trdjkgta ABC oraz v, R (odpowiednio) dtugo-
Sciami promient okregéw wpisanego i opisanego na nim, to:

tragkgt ABC' jest rownoboczny < afgic = R? lub afgic = 472,
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Dowdd. Wystarczy wykorzystaé wzor

abc 1
S—E lub S—§(a+b+c)~r,

gdzie S oznacza pole trojkata ABC oraz twierdzenie 7.

TWIERDZENIE 9
Jezeli o, B,y sq miarami kgtow w tragkgcie ABC, to nastepujace warunki sq row-
nowazne:

1) a=p=v=73,

2) 4sinasin Ssiny = sina 4 sin 8 4 sin~y,

3) sinasin Bsiny = sin °‘+ﬁ sin O‘Tﬂ sin @,

4) 4sin2asin 23 sin 2y = sin 2a 4 sin 25 + sin 2+,

a B

6) 4cos§ cos 5 cos 3 = sin2a + sin 23 + sin 27,

7) cosa + cos 3+ cosy =

(2)
(3)
(4)
(5) sina + sin 8 4 siny = cos § + cos 2 5 +cos 3,
(6)
(7)
(8) s

[ [9%) N

8 n——|—s1n——|—s1n”:
Dowdd. To, ze (1) < (2) wynika wprost z twierdzenia 8 i twierdzenia sinuséw
zastosowanego przy warunku 5o = R2,

Wykorzystujac tozsamosé z lematu 1 dostajemy

a+p . a+vy . Bty
Sin Sin

sina + sin 8 + siny = sin(a + 8+ ) + 4sin 5 5 5

a stad wnosimy, ze (2) < (3).
Wykorzystujac tozsamosé z lematu 1 otrzymujemy:

sin 2a 4 sin 23 + sin 2y = sin(2a + 28 4 2v) + 4sin(a + ) sin(a + ) sin(8 + )

= 4sin~ysin 8 sin a.

Stad
4 sin2asin 25 sin 2y = 4 sin asin S sin 7,

1
cos acos Bcosy = 3

Z lematu 4 wynika teraz wprost, ze (4) < (1).
Wykorzystujac tozsamosci z lematu 1 oraz lemat 2 uzyskujemy warunki réwno-
wazne:

B gl

sina+sin6+sin7:cos%+cos§+cos§,
a+p . a+y . B4y a+p  a+y  B+7y
sin sin = 4 cos os cos

4sin— 2 2 1 T 1




Cechy rownobocznosci trojkgtow [91]

a+8 . at+y . B+y 1
Sin Sin =

4 4 4 8’

! / !
sin — sin — sin — = —,

2 2 2 8

sin

gdzie

Oé+57, at+y B+ / / b T 5.,
oy, oy, F=d'=Z a=p=y=1.

[\]

Wobec tego (5) < (1).
Z lematu 1 mamy

sin 2« + sin 28 + sin 2y = 4 sin(a + B) sin(a + ) sin(8 + v) = 4 siny sin B sin a.

Stad oraz z lematu 2 wnosimy, ze warunek

4cos < cos g cos% = sin 2« + sin 28 + sin 2y

jest rownowazny kolejno warunkom

B

4cos%cos§cos% = 4sinasin Ssin7y,

Qo 0 ™
sin — sin — sin — = a:5:7:§.

272§
Zatem (6) < (1).
Wykorzystujac tozsamos¢ z lematu 1 oraz lematu 2 dostajemy kolejno:

3
cosa + cos B+ cosy = 3

a+pB  a+y B+ 3
14+4 =
+ 4 cos 5 COS B COS B 3’

0. ﬁ .« ﬂ T
Sln — SIn — S1In — = — = = = —.
D b T M T3

Zatem (7) < (1).
Korzystajac ponownie z lematu 1, otrzymujemy kolejno:

sin%—ksing—l—sin%: >

a+ﬁsina+vsi
4 4 4 8

Otrzymalismy warunek taki sam jak w dowodzie (5) < (1). Wobec tego (8) < (1).

1
1+ 4sin n6+7=
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