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Abstract. In the last years in Poland new standards for the matriculation
examination have been established, especially in mathematics. Subsequen-
tly, for many years at the Pedagogical University of Krakow research has
been conducted on difficulties that students experience in understanding the
basic concepts of mathematical analysis. For the results of this research see:
Powazka, Z. (2006; 2009); these are the reports of research conducted in the
academic years: 2003/2004 and 2006,/2007.

Our main goal was to develop such a method of examination that would
show the effectiveness of teaching without inappropriate rating, which is so
typical in a standard test. The exam has a form of a standard test but the
candidates give answers to four questions in one task, confirming or denying
the presented thesis. We propose a new method of test scoring. Results
of the test eventually give two numbers: the first is the number of correct
answers given in one task, the second is the number of correct answers in
the entire test. Both the numbers and order of their corresponding pairs are
the basis of the final grade.

The research was conducted at the Pedagogical University of Krakow at
the end of the winter semester of the academic year 2010/2011, during the
mathematical analysis examination test. The test was taken by 87 first year
mathematics students.

1. Wstep

Od wielu lat byty prowadzone wéréd studentow Akademii Pedagogicznej, obec-
nie Uniwersytetu Pedagogicznego w Krakowie, badania nad trudnosciami w rozu-
mieniu podstawowych poje¢ analizy matematycznej. Wybér tego przedmiotu do
badan wynika z faktu, ze nalezy on do podstawowego kanonu tresci wyktadanych
na wszystkich typach studiéw matematycznych i znajduje zastosowania w réznych
dziatach matematyki.

*On the control of comprehension of some basic concepts of calculus
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Sukces w studiowaniu analizy matematycznej moze w istotny sposéb zaleze¢
od matematycznego przygotowania ze szkoly ponadgimnazjalnej. Wprowadzane
od roku 2002 w naszym kraju reformy edukacji w szkotach ponadgimnazjalnych
i towarzyszace im zmiany w egzaminie maturalnym z matematyki spowodowatly,
ze kandydaci na studia dysponuja mniejszym zakresem pojeé¢ matematycznych po-
trzebnych do studiowania analizy matematycznej. Fakt ten potwierdzity np. prace
Z. Powazki (2006; 2010), w ktorych przedstawione zostaty wyniki badan prowadzo-
nych w latach 2003/2004 oraz 2006/2007 podczas zaje¢ z analizy matematycznej
na roku pierwszym. Badania na ten temat prowadzila takze D. Ciesielska w latach
2004,/2005 oraz 2005/2006.

Wybér studentéw zaczynajacych studia w latach 2003-2007 do przeprowadze-
nia badania nie byl przypadkowy. W roku 2003 przyszli na uczelnie absolwenci
szkot Srednich jeszcze z czteroletniego liceum, ktore zostato zreformowane. Na-
tomiast w roku 2004 badaniom poddani zostali absolwenci, ktérzy ukonczyli juz
trzyletniag szkote ponadgimnazjalng. Obecne badania, przeprowadzone w roku aka-
demickim 2010/2011, objety grupe studentow, ktorzy zdawali po raz pierwszy po
27 latach obowiazkowy egzamin maturalny z matematyki. Analiza matematyczna
jest dzialem matematyki zawierajacym wiele poje¢ abstrakcyjnych. Cze$¢ z nich
ma swoje uwarunkowania w otaczajacej nas rzeczywistosci, ale zdecydowana wiek-
szo$¢ ma charakter ogélny, oderwany od konkretu. Dlatego przy jej studiowaniu
konieczne jest mozliwie szybkie wdrazanie studenta do abstrakcyjnego myslenia.
Nie da sie jednak tego osiagnaé bez sensownej podbudowy w klasycznych mode-
lach, ktére poznawane sa na nizszych poziomach edukacji.

W czasie uczenia sie i studiowania dokonuje sie w umysle stuchaczy proces
poznawczy. J. Kozielecki (1976, s. 183) uwaza, ze:

czlowiek jest pewnym ukladem poznawczym, ktory przetwarza informacje
(information processing system). Przyjmuje informacje ze §wiata zewnetrz-
nego, czyli spostrzega, koduje je w pamieci trwalej, wreszcie operuje tymi
informacjami, czyli mysli.

Powstaje wtedy w umy§le stuchacza swoisty obraz wyktadanej teorii, ztozony
z obrazéw poszczegdlnych pojeé¢ w niej wystepujacych.

Przez obraz pojecia (concept image) rozumiemy tu pewne schematy myslowe,
reguly postepowania, intuicje i fakty przyjete za prawdziwe w wyniku logicznej
analizy, lub zaakceptowane jako obowiazujace, cho¢ niekoniecznie zgodne z in-
tuicjami (por. np. Bugajska-Jaszczolt, 2001; Bugajska-Jaszczolt, Trelinski, 2002;
Major, 2006a, 2006¢, 2006b; Przeniosto, 2001, 2004; Tall, Vinner, 1981).

Wymienione powyzej elementy obrazu pojecia tworza swoista strukture po-
ZNAWCZY.

Jak zauwaza J. Major (2006¢),

w strukturze tej istotne jest dostrzeganie zaleznosci miedzy jej elementami
i zwiazkéw z obrazami innych poje¢. Przy czym nie wszystkie elementy
struktury bywaja u$wiadomione, a niektére moga pozosta¢ w sprzeczno$ci
ze sobg.

Z filozoficznego punktu widzenia istnieje réznica miedzy pojeciem rozumianym
jako:
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Najprostszy sktadnik aktéw poznawczych, a aktem nienaocznego, czysto my-
$lowego poznawania czego$. W tym drugim znaczeniu akt jest czynnoscig
psychiczna, genetycznie zalezng — przynajmniej posrednio — od aktéw przed-
stawiania zmystowego, czyli wyobrazania. Treécig aktu pojeciowego jest jego
sobrazow” struktura, dzieki ktorej jest on skierowany do takiego a nie innego
przedmiotu (zob. Herbut, 1977, s. 426).

Tworzenie sie obrazéw poszczegdlnych poje¢ i ich adekwatnosci z pojeciami
zalezy od mozliwosci poznawczych i motywacji poszczegédlnych odbiorcéw oraz
dydaktycznych umiejetnosci prowadzacych zajecia.

Podczas studiowania przedmiotu, jak réwniez przy spiralnej koncepcji naucza-
nia, w wyniku powracania do poszczegéluych pojeé¢ w réznym stopniu ogédlnosci,
moze uksztaltowaé sie w §wiadomo$ci studenta wilasciwy obraz pojecia. Proces
ten jest jednakze diugi. O tym, czy rzeczywiscie nastgpil, mozemy dowiedzieé sie
przez badanie skutecznosci uczenia, do ktoérej W. Nowak zalicza: wiedze werbalna,
techniki intelektualne, strategie poznawcze, postawy i techniki motoryczne (zob.
Nowak, 1989, s. 145).

2. Uwagi metodologiczne

Celem naszych badan bylo skonstruowanie takiego narzedzia, ktére pozwoli-
toby na zbadanie wspomnianej powyzej skutecznodci nauczania. Chodzilo, z jednej
strony, o wyodrebnienie z badanych studentéw grupy oséb, ktére sa szczegolnie
uzdolnione i posiadly wiedze z kursu analizy matematycznej 1 (por. Programy
nauczania) na zadowalajacym poziomie. Z drugiej strony chcielismy zbadac, jakie
tematy z wykladanej teorii sprawilty studentom szczegoélne trudnosci. W opisie wy-
nikéw podejmiemy prébe wyjasnienia przyczyn tych trudnosci. W budowie tego
narzedzia przyjeto za Z. Dyrszlagiem (zob. Dyrszlag, 1978) nastepujace poziomy
rozumienia poje¢ matematycznych:

1) poziom definicyjnego, formalnego rozumienia pojecia,
2) poziom lokalnej komplikacji,
3) poziom uogolniania,

4) poziom rozumienia strukturalnego.

Z uwagi na fakt, ze badania dotyczyly studentéw roku pierwszego, to ocze-
kiwanym bylo jedynie rozumienie poje¢ matematycznych na pierwszym i drugim
poziomie.

Badania byly przeprowadzone na Uniwersytecie Pedagogicznym w Krakowie
na zakoriczenie zimowego semestru roku akademickiego 2010/2011 w ramach eg-
zaminu z analizy matematycznej 1. Wzielo w nich udzial 87 studentéw I roku
matematyki studiéw I stopnia.

Zgodnie z obowiazujacym w roku akademickim 2010/2011 programem analizy
matematycznej (zob. Programy studiow rozpoczynajgcych sie od roku akademic-
kiego 2010/2011, 2011) na zajeciach w pierwszym semestrze zostaly omoéwione
nastepujace zagadnienia:
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— liczby rzeczywiste (aksjomaty zbioru liczb rzeczywistych, zbiory ograniczone
i nieograniczone, kresy zbioru, twierdzenie o indukcji, nieréwno$¢ Bernoul-
liego, aksjomat ciagtosci i jego konsekwencje, nieograniczono$¢ zbioru liczb
naturalnych, istnienie cechy liczby rzeczywistej),

— odwzorowania (pojecie funkcji, dziedzina, przeciwdziedzina, obraz i prze-
ciwobraz zbioru przez funkcje, parzystosé, nieparzystosé i okresowosé funk-
¢ji, ograniczono$§¢ i nieograniczono$¢, surjekcja, injekcja i bijekcja, sktadanie
i odwracanie funkcji, funkcje cyklometryczne, ciagi i podciagi),

— teoria granic (pojecie granicy wlasciwej i niewlasciwej ciagu liczbowego,
zbiezno§é, monotoniczno$é i ograniczono$c¢ ciagu dzialania w zbiorze ciaggow
zbieznych do granicy skoniczonej lub do nieskoriczonosci, twierdzenie o trzech
ciaggach, liczba e, ciagi Cauchy’ego i ich wtasnosci, twierdzenie Bolzano-
Weierstrassa, granice jednostronne i granica gérna i dolna ciaggu liczbowego,
definicja Cauchy’ego i Heinego granicy funkcji).

2.1. Budowa arkusza egzaminacyjnego

Egzamin, o ktérym wspomnieliSmy powyzej, sktadat sie z dwu czesci: teore-
tycznej (test wielokrotnego wyboru) i praktycznej (5 zadar).

Arkusz egzaminacyjny czeSci teoretycznej zawieral 7 pytan typu testowego
dotyczacego jednego z nastepujacych zagadnien z analizy matematycznej:

1) wiasnosci wartosci bezwzglednej liczby rzeczywistej,

N

) parzysto$¢ i nieparzystosé funkcji,

w

) zlozenie funkeji i funkcje okresowe,

N

) monotonicznosé i réznowartosciowoscé,

Ut

) funkcje odwrotne,

(=2}

) kresy zbioréw i ich zwiazek z granica ciagu,

7) granica funkcji w punkcie.

Kazde z tych pytan zawieralo cztery podpunkty. Byly one tak pomys$lane,
aby student wybierajac lub odrzucajac dany podpunkt musial ujawnié¢ na jakim
poziomie rozumie dane pojecie.

Wartosci bezwzglednej liczby rzeczywistej dotyczylo pytanie, w ktérym wy-
starczala tylko znajomosé definicji tego pojecia (zob. Aneks, zadanie 7d). O stu-
dencie, ktéry poprawnie rozwiazal to zadanie, mozna powiedzieé¢, ze rozumie po-
jecie wartoéci bezwzglednej na poziomie pierwszym. Rozumienie tego pojecia na
poziomie drugim wystarczalo do rozwiazania podpunktow 7a), 7b) i 7c).

Poprawne rozwiagzanie polecein w zadaniu dotyczacym parzystosci i niepa-
rzystosci funkcji wymagalo rozumienia tych poje¢ na poziomie pierwszym (zob.
Aneks, zadanie 2a), 2¢), 2d)) lub drugim (tamze zadanie 2b)). Odnotujmy i to, ze
zadania 2a), 2d) wymagaly takze znajomosci definicji wartosci bezwzglednej (por.
Aneks).

Rozumienie pojecia okresowosci funkeji na poziomie definicyjno-formalnym
wystarczyto do poprawnego rozwiazania poleceri z podpunktow 4a) i 4b) (por.
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Aneks). Natomiast mozna przyjaé, ze osoby, ktére rozwiazaly poprawnie pole-
cenia 4c) i 4d), rozumieja to pojecie na poziomie lokalnej komplikacji, potrafili
bowiem postuzy¢ sie kontrprzyktadami niezbednymi do odrzucenia sformulowan
z tych podpunktow.

Kolejne pojecie, ktére przynosza ze soba studenci ze szkoly ponadgimnazjal-
nej, to pojecie monotonicznosci funkcji. W tej szkole rozumie sie na ogdét funkcje
monotoniczng jako rosnaca lub malejaca w swej dziedzinie. W wykladzie analizy
matematycznej obok wymienionych powyzej rodzajéw funkcji monotonicznych wy-
roznia sie jeszcze funkcje niemalejace 1 nierosnace (stabo malejace i stabo rosnace),
ktore nie musza by¢ réznowartosciowe. Osoby poprawnie odpowiadajace na pyta-
nie 6a) (por. Aneks) rozumieja pojecie monotonicznosdci na poziomie pierwszym.
Poprawne odpowiedzi na pozostate pytania w zadaniu 6 wymagaty postuzenia sie
stosownymi przyktadami lub analizowania granicznych przypadkéw. Mozna zatem
uznaé, ze sa to pytania sprawdzajace wiedze na poziomie lokalnej komplikacji.

Jednym z pierwszych pojeé¢ analizy matematycznej sprawiajacych studentom
spore trudnosci jest pojecie kresu zbioru i jego zwiazku z pojeciem granicy ciagu.
Zagadnieniom tym bylo poswiecone zadanie 5 (por. Aneks). Podpunkty 5a) i 5b)
wymagaja znajomosci aksjomatu cigglosci. Mozna zatem uznaé, ze osoby, ktoére
znaly choéby na pamie¢ odpowiednie twierdzenia odpowiedzialy poprawnie. Nie
oznacza to zatem, ze rozumieja je glebiej niz formalnie. Podpunkty 5¢) i 5d) wyma-
gaja glebszego rozumienia, tak pojecia kresu zbioru wartoéci ciagu, jak i pewnych
twierdzen z teorii granic ciagéw. Mozna wiec uznaé, ze studenci odpowiadajacy
poprawnie na te pytania rozumieja te pojecia na poziomie lokalnej komplikacji,
a moze nawet na poziomie czwartym.

Pojecie granicy funkcji w punkcie pojawilo sie na wyktadzie analizy pod koniec
semestru i nie bylo jeszcze dokladnie przeéwiczone. Dlatego polecenia w zadaniu
1 (por. Aneks) nalezaly do mozliwie najprostszych. Uznajemy, ze osoby, ktore
odpowiedzialy poprawnie na te polecenia rozumieja je definicyjno-formalnie.

2.2. Sposdb ocenienia egzaminu

Egzamin mial posta¢ typowego testu. Zdajacy udzielali odpowiedzi, potwier-
dzajac lub negujac podane zdanie. Taki egzamin trudno jest ocenia¢ w sposéb eli-
minujacy losowe uzyskanie pozytywnej oceny. Zastosowanie elementarnej wiedzy
z zakresu testowania hipotez prowadzi egzaminatoréw zwykle do wygérowanych
zadan dotyczacych liczby poprawnych odpowiedzi. Negatywnym efektem takiego
postepowania jest maty zakres punktow przypadajacych na poprawne odpowiedzi
i tym samym otrzymanie bardzo malych przedziatéw dla poszczegédlnych ocen.

Proponujac inna niz typowa ocene testu, chcieliSmy nie tylko wyeliminowaé
powyzsze niedogodnodci, ale przede wszystkich doglebnie oceni¢ przygotowanie
studentow. W tym celu zaproponowali$my ocene, ktéra w pierwszej kolejnosci
premiuje liczbe poprawnych odpowiedzi podanych w jednym zadaniu i dopiero
w drugiej kolejnosci liczbe punktow uzyskanych za caly test. Obie liczby i odpo-
wiedni porzadek ich par stanowily podstawe do wystawienia oceny.
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Liczba punktéw, ktére mogt uzyskaé zdajacy za jedno pytanie to:

0 — za brak poprawnych odpowiedzi,
1 — za jedng poprawna odpowiedz,
10 — za dwie,

100 — za trzy oraz

1000 — za komplet poprawnych odpowiedzi.

Uktadajac odpowiednio zestawy pytan (por. z[2ZT1l) oraz oceniajac odpowie-
dzi w powyzszy sposob chcieliSmy premiowa¢ zdajacych za opanowanie wiedzy
i podstawowych umiejetnosci w danym zakresie materiatu.

Jednym ze skutkéw wybranego przez nas sposobu punktowania egzaminu byta
nietypowa tabela mozliwych punktéw, w ktérej nie pojawiaja sie wszystkie liczby
miedzy najmniejsza wartoscia (0 pkt) a najwieksza (7 000). Wszystkie mozliwe
wyniki oraz przypisane im oceny umiesciliSmy w odpowiednio przygotowanej tabeli
(zob. rysunek [I). Na przyklad wynik 3121 oznacza, ze student na trzy pytania
podal komplet poprawnych odpowiedzi, na jedno pytanie podal dokladnie trzy
poprawne odpowiedzi, na dwa pytania podat doktadnie dwie poprawne odpowiedzi
oraz na jedno pytanie dokladnie jedna poprawnag odpowiedz.

Tabela wynikéw zostala przygotowana z wykorzystaniem relacji cze$ciowego
porzadku; liczby w poziomych liniach oraz odpowiednio pionowych liniach mozna
porownywaé. W szczego6lnosci liczby umieszczone w poziomych liniach, czytane od
lewej do prawej, wskazuja wzrost liczby poprawnych odpowiedzi. Liczbom w tabeli
jednoznacznie przypisano oceny kierujac sie ich miejscem w tanicuchu. Na przyktad
liczbie 3121 odpowiada ocena dostateczna.

Przykladowy test oraz tabele wynikow zawierajacych réwniez odpowiadajace
im oceny przedstawiono studentom jeszcze przed egzaminem. Studenci mogli sa-
modzielnie oceni¢ swoje odpowiedzi, w oparciu o liste poprawnych odpowiedzi
dostarczong im odpowiednio pézniej, jak réwniez sprawdzi¢ ocene, ktéra uzyskuja
na podstawie swoich wynikéw. Mogli takze dostarczy¢ prowadzacym ¢wiczenia
odpowiedzi i uzyska¢ dane o wynikach i ocenie. Ani punktacja testu, ani spo-
sOb wystawiania ocen nie sprawily studentom klopotéw. Jedyne uwagi z jakimi
zetknelismy sie dotyczyty klopotéw z poréwnywaniem wynikow.

Zauwazylismy, ze wyniki testu, podane w postaci ocen, wyjatkowo dobrze
koreluja z ocenami jakie otrzymali studenci z zaliczenia przedmiotu. Oznaczalo
to w szczegoblnosci, ze prawie wszyscy studenci otrzymali pozytywna ocene z testu
i rownocze$nie bardzo niewiele 0s6b otrzymalo ocene bardzo dobra.
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3. Omowienie wynikow badan

Otrzymane wyniki prezentuja wykresy na rysunku Przedstawiono na nim
krzywe charakteryzujace liczbe poprawnych odpowiedzi w kazdym zadaniu. Pierw-
sza seria odpowiada czterem poprawnym odpowiedziom, druga — trzem, trzecia —
dwém, czwarta — jednej, brakowi poprawnych odpowiedzi za$ seria piata. Kazdy
z punktow na osi odcietych reprezentuje kolejne zadanie (liczac od pierwszego do
siodmego). Jezeli student udzielit czterech poprawnych odpowiedzi w danym zada-
niu, to fakt ten interpretujemy jako opanowanie przez badanego stosownych tresci
na zakladanych przez nas poziomach. Analiza polozenia krzywych (zob. rysunek
2) pokazuje, ze wykres odpowiadajacy czterem poprawnym odpowiedziom (,serie-
17) tylko dla zadania 2 oraz 7 géruje na pozostalymi wykresami, a dla zadania
pierwszego pokrywa sie z wykresem odpowiadajacym trzem poprawnym odpowie-
dziom

80

70

60 [

50

40

-B-tysigce =#=setki =e=dziesigtki <=E=jedynki -e=zera

Rysunek 2.

Badania ujawnily, ze najlepiej wypadlo zadanie dotyczace wartosci bezwzgled-
nej — jest to zadanie 7. Poprawnie rozwigzato je 78 badanych, a jedynie 9 os6b
popelnito btedy. Dotyczyly one rozstrzygniecia:

— prawdziwosci rownosci ||a| + 2| = |a| + 2 dla dowolnej liczby rzeczywistej a,

— prawdziwosci nieré6wnosci ||a|+|b|| = |a—b| dla dowoluych liczb rzeczywistych
a,b,

— prawdziwosci nier6wnosci ||a|—|b|| = |a+b| dla dowolnych liczb rzeczywistych
a,b.

Osoby, ktore odpowiedzialy negatywnie w dwu pierwszych przypadkach, ujaw-
nily, ze nie rozumieja, iz warto$¢ bezwzgledna liczby rzeczywiste]j jest nieujemna
oraz warto$¢ bezwzgledna sumy liczb nieujemnych jest ta sama liczba. Znajomosé
tych dwu faktéw powinna doprowadzi¢ do poprawnej odpowiedzi.
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Studenci, ktérzy stwierdzili, ze nieréwno$é¢ w trzecim przypadku jest praw-
dziwa, pokazali, ze nie potrafia znalez¢ stosownego kontrprzykladu. Nie maja za-
pewne rozwinietego jeszcze tego aspektu matematycznej aktywnosci (Krygowska,
1986).

Uzyskane w zadaniu 7 wyniki §wiadcza o opanowaniu przez studentéw pojecia
wartosci bezwzglednej liczby rzeczywistej na pierwszym lub drugim poziomie. Nie
musi to oznaczaé, ze badani w wiekszo$ci maja uksztaltowany wtasciwy obraz tego
pojecia. Jak pokazuja wyniki badan (Major, 2006b, 2006¢; Major, Powazka, 2006)
pojecie to stwarza studentom spore trudnosci.

Zadanie 2 dotyczylo parzystosci i nieparzystosci. Czterech poprawnych odpo-
wiedzi udzielito jedynie 40 0s6b (zob. rysunek [2). Najwiecej bledow pojawilo sie
przy rozstrzyganiu:

— parzystosci funkcji bedgcej ztozeniem funkeji nieparzystej z tg sama funkcja,

— parzystodci zlozenia funkcji nieparzystej z wartoscia bezwzgledna,

— parzystosci zlozenia warto$ci bezwzglednej z dowolng funkcja lub funkcja
parzysta.

Osoby udzielajace btednych odpowiedzi wykazaty sie brakiem rozumienia wia-
snosci funkcji zlozonej z funkcja x +— |z| oraz parzystosci funkcji na poziomie
lokalnej komplikacji tych pojec.

Najmniej rozwigzan z czterema poprawnymi odpowiedziami odnotowano w za-
daniach 4 i 6. Zadanie 4 dotyczylo okresowosci funkeji f(z) = 2°°%%. Nalezalo
wskazaé przestanke, z ktorej wynika okresowosé tego ztozenia. Jedynie 16 os6b
udzielito czterech poprawnych odpowiedzi, a 57 popelnilo tylko jeden blad (zob.
rysunek 2)). Najwiecej bledow pojawilo sie przy analizowaniu prawdziwosci stwier-
dzenia, ze okresowos¢ rozwazanej funkcji wynika tylko z okresowosci funkcji cosinus
(uznalo je za poprawna jedynie 57 respondentow).

Niejakim zaskoczeniem jest fakt, ze ok. 25% studentéw uczestniczacych w ba-
daniach wigzalo okresowos$¢ rozwazanej funkcji z odwracalnoscig wzglednie mo-
notonicznodcig sktadanych funkcji. Fakt ten oznacza, ze nie rozumieja zwiazkow
miedzy tymi pojeciami nawet na pierwszym poziomie.

Zauwazmy rowniez, ze niektérzy badani ujawnili trudnosci w dostrzeganiu
uogolniania twierdzen. Stwierdzenie w zadaniu 4d) jest uogolnieniem wlasnosci
opisanej w zadaniu 4a), natomiast liczby popelnionych btedéow znacznie sie réznia.

Problem zwiazku miedzy zakresami poje¢ monotonicznosci i réznowarto$ciowo-
$ci funkcji pojawit sie w zadaniu 6. Na wyktadzie przez funkcje monotoniczne ro-
zumiano funkcje rosnace, malejace, niemalejace i nierosngce. Tymczasem w szkole
ponadgimnazjalnej przez funkcje monotoniczng rozumie sie jedynie funkcje rosnacy
lub malejaca. W zwigzku z tym w szkole ponadgimnazjalnej funkcja monotoniczna
jest réznowartoSciowa, a zgodnie z definicjami podanymi na wykladzie tak by¢ nie
musi. Na ten fakt zwracano studentom wielokrotnie uwage. Zadanie to miato
sprawdzi¢ czy to uogoélnienie pojecia monotonicznoéci zostato przez nich zrozu-
miane i przyswojone. Uzyskane wyniki nie potwierdzaja zrozumienia tego pojecia,
a obserwacje postaw studentéw na zajeciach wskazuja na to, ze studenci infor-
macje dotyczace monotonicznosei elementarnych funkeji majg opanowane jedynie
pamieciowo.
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Swiadcza o tym uzyskane wyniki: tylko 10 z 87 badanych udzielito cztery po-
prawne odpowiedzi w tym zadaniu, a 46 studentéw wskazalo poprawnie jedynie
dwie odpowiedzi (zob. rysunek[2). Najwiecej bledéw popelniono w rozstrzygnieciu
poprawnosci stwierdzenia, ze nie ma zadnego zwiazku miedzy réznowartosciowo-
§cig 1 monotonicznoscig funkcji. Dane te ilustruja fakt powstania w §wiadomosci
studentow fatszywych przekonan (Pawlik, 2005; Powazka, 2007, 2009).

Poréwnywalnie duzo btedéw popetniono, akceptujac réznowarto$ciowosé i mo-
notoniczno$¢ jako pojecia réwnowazne. Fakt ten moze $wiadczyé o nieznajomogsci
takich funkcji, jak np. z — 2 lub 2 — z + |z.

W zadaniach 1, 3, 5 liczby oséb, ktére udzielity czterech poprawnych odpo-
wiedzi sa mniejsze od liczby 0s6b, ktore popetnity tylko jeden biad.

W zadaniu 1 najwiecej bledéw pojawilo sie podczas stwierdzenia istnienia
granicy ig% fc—f?,, Fakt ten nie dziwi, poniewaz zagadnienia te pojawily sie tuz
przed egzaminem i mogty nie by¢ nalezycie przeéwiczone.

Zadanie 3 bylo po$wiecone wlasnosciom funkcji posiadajacych funkcje od-
wrotng. Okazato sie, ze najwiecej oséb miato trudnosci w ustaleniu zwiazku mie-
dzy monotonicznoscia i odwracalnosciag funkcji. Zapewne znowu dalo o sobie znaé
falszywe przekonanie studentéw, ze funkcja monotoniczna musi byé¢ réznowarto-
Sciowa.
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Rysunek 3. Wyniki testu liczone oddzielnie za podpunkty

Zadanie 5 dotyczylo pojecia kresu i jego zwiazku ze zbieznoScia ciagu oraz
aksjomatu ciaglosci. Najwiecej trudnosci mieli studenci ze stwierdzeniem, czy
istnienie cechy liczby rzeczywistej jest konsekwencja aksjomatu cigglosci, mimo
tego, ze twierdzenie to bylo dowodzone na wykladzie. Jest to jednak twierdzenie
o istnieniu pewnego obiektu, a tego typu twierdzenia sprawiaja studentom duze
trudnosci. Dla poréwnania naszego systemu oceniania z systemem, w ktérym pod-
stawe oceny stanowi liczba prawidtowych odpowiedzi na oddzielne pytania sporza-
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dzilismy odpowiednia tabele danych oraz wykres je ilustrujacy (zob. rysunek [3)).
Latwo zauwazy¢, ze wykres ten daje duzo mniej informacji o wiedzy studentéow
niz rysunek 21 Mozna to przesledzi¢ na przykladzie zadan 4 i 5 (zob. rysunek 2]
oraz odpowiadajacym im punktom 16-20 oraz 21-24 (zob. rysunek [3).

4. Podsumowanie

Podsumowujac wyniki egzaminu mozemy stwierdzié, ze tak przeprowadzony
egzamin testowy pomogt nam wyloni¢ najlepiej przygotowanych studentéow. Row-
noczesnie pozwolil na wyodrebnienie tych zagadnien, ktore zostaly na tym pozio-
mie opanowane w zadowalajacy sposob, ale — co wazniejsze — wskazal na takie
tematy, ktore wymagaja dalszych zabiegéw dydaktycznych. Nalezy do nich bada-
nie roéznych wlasnosci funkcji ztozonych. TrudnoSci w tym zakresie ujawnilty sie
roéwniez na zajeciach w drugim semestrze studidéw. Znajac jednak wyniki egzaminu,
byli$my na nie przygotowani i mogliSmy w miare skutecznie reagowac.

Wazna zaleta testu bylo ujawnienie fatszywego przekonania zwigzanego z mo-
notonicznoscia, réznowartosciowoscia, a w konsekwencji odwracalnoscia funkcji.
Okazalo sie, ze Zrédtem tych przekonan stalo sie uogoélnienie definicji funkcji rosna-
cej 1 malejacej, znanych studentom z wczesniejszego poziomu edukacji. Zastapienie
w nastepnikach implikacji wystepujacych w tych definicjach nieréwnosci ostrych
przez nieréwnosci stabe w istotny sposéb zwiekszyto zbiér desygnatéow spelniaja-
cych nowe definicje, ale spowodowalo zmiane znanych wczesniej wlasnosci. Do-
prowadzilo to do pojawienia sie u niektérych studentéw falszywych przekonan.
Warto pamieta¢ o tym mechanizmie przy innych uogélnieniach.

Przypomnijmy na koniec, ze przygotowanie takiego egzaminu wymaga sporego
wysitku calego zespotu prowadzacego zajecia, ktéremu w tym miejscu pragniemy
serdecznie podziekowaé za wspotprace.
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Aneks

1. Rozwazmy funkcje f dang wzorem f(z) = Z£2, z # 3. Wtedy
\:Ia) dla kazdego ciagu {zn }nen takiego, ze T, # 3, n € N jesli lim z, = 3,
n—oo
to lim f(xzn)= 400,
n— oo
\:Ib) lim f(z) = +oo,
r—3
[ Jo) lim F@) = oo,
[ 1) lim 5 =0,

2. Niech f: R — R bedzie dowolng funkcja. Wtedy
) jesli f jest funkcja parzysta, to x — f(|z|) jest funkcja parzysta,
b) funkcja x — f(|z|) jest parzysta dla kazdej funkcji f,
c) jesli f jest nieparzysta, to x — |f(z)| jest funkcja parzysta,
d) jesli f jest funkcja nieparzysta, to f o f jest parzysta.

a

3. Czy prawdziwe jest twierdzenie:
) funkcja odwrotna do funkcji rosnacej jest funkcja rosnaca,
b) kazda funkcja nieparzysta jest odwracalna,
c) kazda funkcja monotoniczna jest rosnaca lub malejaca,
d) arcsin osin = sin o arcsin.

a

4. Okresowos¢ funkcji f(z) = 2°°°” wynika

a) tylko z okresowosci funkcji « — cos z,

b) z faktu, ze zlozenie funkcji okresowej z dowolng funkcja jest funkcja okre-
SOwa,

c) z faktu, ze zlozenie funkcji rosnacych jest funkcja rosnaca,

d) z odwracalnosci funkcji wyktadniczej.

5. Czy prawda jest, ze

a) istnienie cechy liczby rzeczywistej jest konsekwencja aksjomatu ciaglosci,

b) kazdy ciag monotoniczny i ograniczony jest zbiezny,

¢) ciag {(1 — 1)"}nen jest zbieiny,

d) kazdy niepusty i ograniczony podzbioér zbioru liczb rzeczywistych posiada
kresy.

6. Niech f:R D D — R badzie dowolng funkcja. Wtedy:
a)
b) jesli f jest réznowartosciowa, to jest monotoniczna,

réznowartosciowos¢ funkcji f jest rownowazna jej monotonicznosci,

c) jesli f jest monotoniczna, to jest ro6znowartosciowa,

d) nie ma zadnego zwigzku miedzy monotoniczno$cia a réznowartosciowoscia
funkcji f.

7. Wskazaé¢ zdania prawdziwe.

Czy podane twierdzenia sa prawdziwe?

a) Dla kazdych liczb rzeczywistych a, b zachodzi nier6wnos¢ ||a|+|b|| > |a—b|.
b) Dla kazdych liczb rzeczywistych a,b zachodzi nieréwnosé ||a|—|b|| > |a+Db|.
c) Dla kazdych liczb rzeczywistych a,b zachodzi réwnosé |a - b| = |a| - |b].

d) Dla kazdej liczby rzeczywistej a zachodzi réwnosc ||a| + 2| = |a| + 2.
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