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�5ÝÇÞAÜfå!à!åEÝÇð5è�à!ê�ì�áDàDÞAÜdå!ÚÇè�à!ê�ìmý¯ê�àDÞAÜEìmÝ¯åEÝ	�:û�ñ�Ùmç�è1ádÝÇæEÜÂç&ÝÇáDà-æEÛ&ì�Ùmå!ÙBéBçºì�à!ç�è&ðDÜ Þ ñºÝÇð¯ÚvæfÚÇô
ÞAÚ!ê\å!à!åEÝÇð5è�à!ê�ì�ádÝvå!ãÂÝ$ç�è&ødå!Ù�á5è&î}éâéOæEÛ&ì�àn�¯ÚÇè&Ú}é"ÝÇáEÜ øAçºÜ �\å!Ú$Û&ÙmÝÇã Ü ìmÝ¯êcñ�ÜEè&Ù�Þ�Ý}è�àDðDÜdÞAÜÂÝÇÛ&à
�:Ù��fÙmçE�¯øEÙ�� ÝEò��\ãÂÝBádÝÇødê�ì�à!ê�Ü Ù�ã Ü5ÝÇð}Ý¯å!Ù�ÞAÜÂê7ðDÜÂê7ë�æEÛ&Ú}é"Ý¯å!ìmý¯ê�à!ê7ë�ðDøEÛ7ç�ÝÇádÝÇã Ü ì�à\Þ�Ý}è&Ù�Þ�Ý}è�à!ê�ì�ô
áEÙ�ñ$ÝÇÛºè�àDðDøaí%è&Ù�á4ÞAÚ¯ä�Ù�ç�è7ÝÇáEÚ}éLÜÂö)æfÙ�éLádý6æEÛ&Ú¯æfÚ¯ì�à!êcñ���å!à!åEÝÇð5è�à!ê�ì�ádý+é�æEÛ&ì�àn�¯ÚÇè&Ú}é"ÝÇáEÜ ø
ö�éLÜÂê�ì�Ù��6étè7ÝÇðDÜ:çºæfÚ5çºî��:ûEÝ	�Dà+ç�è7ÝÇáEÚ}éLÜ�íïà�Ú¯áEÙvçºæfîÇñ�ádýAê�ÝDíïÚ5õ&ö\ìvéLàDðdí�Ý¯å!Ù�Þ6ò

�\Ý}ñ�æEÜ Ù�Û&éÎæEÛ&ì�àmñ�Þ-ø}ñ�Ù�Þ-à\æfÚ!åEç�è7Ýxé1Ú}é1ÙPÚ¯ì�ádÝ¯ê�ì�Ù�áEÜÂÝ1ì��EÜ Ú¯Û&î}é�ã ÜÂê�ì��fÚ}éLà!ê7ë:û�ð5è&î¯Û&Ù?���måEý
ç�è&Ú5çºÚ}é"ÝÇáEÙ\é è�àDÞWÝÇÛºè�àDðDøEã Ù�~
N � ì��EÜ î¯ÛLã ÜÂê�ì��6ádÝ}è&øEÛ7ÝÇã áDà!ê7ë ù �fÙ�ìvì�Ù�Û7Ý�
­û
Z � ì��EÜ î¯ÛLã ÜÂê�ì��6ê�ÝDíïð¯Ú}éLÜ è�à!ê7ë:û
R � ì��EÜ î¯ÛLã ÜÂê�ì��6Û&ì�Ùmê�ì�àDéLÜÂç�è�à!ê7ë:ò

��Ñ����E�������8�/�7�)����� �����/�?��� ����� ���LÕ6�/�?�"�c������� �?�E�)�
�/� �dÕ6�/ 	���)��×7�E���/Ô�Õ � ��� �)������� � Õ6�/�?�"�c�/¡¢� ���N�
�ÎàDðdí�Ý¯å6ìvè&Ù�Ú¯Û&Ü Ü�ÞAÜÂÝÇÛ&à/Û&Ú¯ì�æfÚ!ê�ì�àDádÝAçºÜ �-Ú!å6ìmå!Ù6{dáEÜ Ú}é"ÝÇáEÜÂÝ�ê�ÜÂÝDí�ÝAÜ

σ
ôcê�ÜÂÝDí�Ý

S
æfÚ!åDô

ì��EÜ Ú¯Û&î}éWæEÛ&ì�Ùmç�è&Û&ì�Ù�áEÜ
X
ò£�\Ý¯ç�è=��æEáEÜ Ù�éLæEÛ&Ú}é"Ý¯å!ìmÝ4çºÜ ��Ú¯ðDÛ&Ùmõºã Ù�áEÜ Ù�ÞAÜÂÝÇÛ&àTÜ�ÞAÜÂÝÇÛ&àTì�Ù�ô

éLá���è&Û&ì�áEÙ�ñ�ò¥¤\å!Ú}é"Ý¯å!áEÜÂÝßçºÜ �Îé"è&Ùmå!àOÛ&î¯ä�áEÙ�é�í�Ý¯çºáEÚ5õ&ê�Ü\è�à!ê7ëtæfÚÇñ��möÇû�Ýßé÷çºìmê�ì�Ù��¯î¯ã áEÚÇô
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õ&ê�Ü%æfÚ!åEç�è7Ýxé1Ú}é1Ù�å!ãÂÝ/è&Ù��¯Ú���Û7Ý	�¯ÞAÙ�á5è&øÎè&Ù�Ú¯Û&Ü ÜPè�éLÜ Ù�Û7å!ì�Ù�áEÜ Ù�°1ÝÇÛ7Ý}è&ë�±�Ú!å!Ú¯Û&àP� Ù��¯Údò²�\ÝÇã Ù�ä�à
é�è�àDÞ ê�Ù�ã øßæfÚ5ç­íïøEä�à!ö+çºÜ �+Û&î¯ä�áDàDÞAÜ%é�í�Ý¯çºáEÚ5õ&ê�ÜÂÝÇÞAÜ1å!ì�ÜÂÝDí�Ý	�?ÞAáEÚ��¯Ú5õ&ê�Ü Ú}éLà!ê7ëÎádÝ�ì��EÜ ÚÇô
Û7Ý¯ê7ëßÚ¯Û7ÝÇì�é�í�Ý¯çºáEÚ5õ&ê�ÜÂÝÇÞAÜ
Û&Ú!å!ì�Ü áßÜ ádå!Ù�ð!çºÚ}é"ÝÇáDà!ê7ë:ò³� Ú��fÙmê�áDàDÞ æEÛ&Ú��¯Û7ÝÇÞAÜ Ù�è&Û&Ùmõ&ê�Ü
è&Ù
æfÚÇñºÝxéLÜÂÝ}ñºý)çºÜ ��ádÝAìmÝ}ñ��mê�ÜÂÝ¯ê7ë+ì�ã Ú��¯Ü ðDÜÉÜÉè&Ù�Ú¯Û&Ü ÜÉÞAáEÚ��¯Ú5õ&ê�Ü�ò

ü%Û&ì�Ùmå�éLàDðdí�Ý¯åEÝÇÞAÜfìBè&Ù�Ú¯Û&Ü ÜfÞAÜÂÝÇÛ&à)ÜaÞAÜÂÝÇÛ&àAì�Ù�éLá���è&Û&ì�áEÙ�ñ%é"ÝÇÛºè&Ú$ìmÝÇæEÛ&Ú¯æfÚ¯áEÚ}é"Ý¯ö"ç�è&ø!ô
å!Ù�á5è&Ú¯Þ ç&ÝÇÞAÚ!å!ì�Ü Ù�ã áEÙ6Û&Ú¯ì�éLÜÂýÇìmÝÇáEÜ Ù/ádÝ¯ç�è=��æEø}ñºý¯ê�à!ê7ë�è&Û&ì�Ùmê7ëTìmÝ¯åEÝ	�:û]�5å!àDä6éLàDÞAÜ Ù�áEÜ Ú¯áEÙ
éOè�à!ê7ë+ìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝ¯ê7ë�é�í�Ý¯çºáEÚ5õ&ê�Üaå!ì�ÜÂÝDí�Ý	��ádÝ-ì��EÜ Ú¯Û7Ý¯ê7ë²���måEý-éLàDð¯Ú¯Û&ì�à!ç�è7ÝÇáEÙBéOè&Û7ÝÇð5ê�Ü Ù\éLà5ô
ðdí�Ý¯å!î}évò
´7µ�¶Pµ�·)¸º¹¼»/½,¾
¿<ÀFÁBÂ�Ã

A
À
B Ä�ÅBÆnÇ�Æ�È�ÉDÈ Ê Ë�Ì�Í À�Î È�Æ�Ï�Ä À È Ð.ÑRÍ À Ï�Ä À È ÐBÒ X ÓVÔÖÕ�É Â Ï Ñ	×

X \A = B ⇐⇒X \B = A.
ù � 


Ø Ï.Ì�Ð6Õ�É?ËPÈ�É?ÑRÙ�ËPÈRÚ6Û ( Ü ) Ý Á ×�Þ Î Ð.Ñ�ÉKÆ�Ï À É?Ñ²Æ�ÊºÑßÆ�È�ÉDÈ Ê Ë�Ì Â�Ã Ï�Ä À È Ð6Õ�É X à A À
B á

´7µ�¶Pµ�·)¸º¹¼»/½ »
¿<ÀFÁBÂ�Ã

A
À
B Ä�ÅBÆnÇ�Æ�È�ÉDÈ Ê Ë�Ì�Í À�Î È�Æ�Ï�Ä À È Ð.ÑRÍ À Ï�Ä À È ÐBÒ X ÓVÔâÌ�ã	ÑRÏ ÑnÛ�à�Ù ÁRä

(a) A ∩B = A \ (X \B) = B \ (X \A) à
(b) A \B = A ∩ (X \B) ÓØ Ï.Ì�Ð6Õ�É?ËPÈRÚ Â=À (a) È Ð.ÑRÏ (b) ×"Ç Î Ð.Ñ�ÉKÆ�Ï À É Á Æ�ÊºÑ�Æ�È�ÉDÈ Ê Ë�Ì Â�Ã Ï�Ä À È Ð6Õ�É X à A À

B á
´7µ�¶Pµ�·)¸º¹¼»/½ å
ÔâÌ�ã	ÑRÏ ÑnÛ�à�Ù Á Æ�ÊºÑßÆ�È�ÉDÈ Ê Ë�Ì Â�Ã Ï�Ä À È Ð6Õ�É A à B À

C
ä

(a) A \ (A \B) = B ⇐⇒ B ⊆A à
(b) [A ∩ (B ∪ C)] \ C = A ∩B ⇐⇒ A ∩ B ∩ C = ∅ à
(c) (A ∩ B ∩ C) ∪ ((A ∩B) \ C) ∪ ((A \B) ∩ C) = A ∩ (B ∪ C) Ó

æcádå!Ù�ð!çºÚ}é"ÝÇáEÙ�Û&Ú!å!ì�Ü áDàÎì��EÜ Ú¯Û&î}é�ÜLå!ì�ÜÂÝDí�ÝÇáEÜÂÝ�ÞAáEÚ��¯Ú5õ&ê�Ü Ú}é1Ù�ádÝ�è�à!ê7ëßÛ&Ú!å!ì�Ü ádÝ¯ê7ë�ç&ý
éLæEÛ7ÝxéBå!ì�Ü Ù�é�è&Û&Ùmõ&ê�ÜÂÝ¯ê7ëÎæEÛ&Ú��¯Û7ÝÇÞAÚ}éLà!ê7ë�ðDøEÛ7çºø4ã Ú��¯Ü ðDÜ%Ü%è&Ù�Ú¯Û&Ü Ü
ÞAáEÚ��¯Ú5õ&ê�Ü�û�ÝÇã Ù�ç�è&Ú¯æEÜ Ù��
è&Û&ødå!áEÚ5õ&ê�ÜLè�à!ê7ëOìmÝ	�5Ý¯å!áEÜ Ù��âå!ãÂÝ?æfÚ!ê�ìmý}è&ðDø}ñºý¯ê�à!ê7ëOç�è&ødå!Ù�á5è&î}é�ñ�Ùmç�è/å!øEä�àTÜ�å!Ú!åEÝ}è&ð¯Ú}é1Ú
Þ�ÝDí�Ý+ã ÜÂê�ì��dÝ��¯Ú!å!ì�Ü áÎæEÛ&ì�Ù�ì�ádÝ¯ê�ì�Ú¯áDà!ê7ë�ádÝ/ö�éLÜÂê�ì�Ù�áEÜÂÝ/å!Ú/è&Ù��¯Ú/ðDøEÛ7çºø�æfÚ}é1Ú!å!ø}ñ�Ù¯ûÉä�ÙAìmÝ}ô
�5Ý¯å!áEÜ Ù�áEÜÂÝ/è&Ù+ç&ý6æEÛ&Ù�ì�Ù�á5è&Ú}é"ÝÇáEÙ)Û7Ý¯ê�ì�Ù�ñ�Ü á���Ú¯Û&Þ�Ý¯ê�àmñ�áEÜ Ù¯ò+üPÚ¯áEÜ Ù�é"ÝÇä�é�è&Ù�Ú¯Û&Ü Ü%ÞAÜÂÝÇÛ&à�Ü á!ô
å!Ù�ð!çºÚ}é"ÝÇáEÙvÛ&Ú!å!ì�Ü áDà+ì��EÜ Ú¯Û&î}é�Ü�å!ì�ÜÂÝDí�ÝÇáEÜÂÝAÞAáEÚ��¯Ú5õ&ê�Ü Ú}é1Ù�ádÝAè�à!ê7ë�Û&Ú!å!ì�Ü ádÝ¯ê7ë�ç&ý}�dÝÇÛ7å!ì�Ú
é"ÝÇä�áEÙ¯û�éLÜ �mêAæEÛ&Ú¯æfÚ¯áDø}ñ�Ù�Þ-à¯û�Ý	�DàÎç�è&ødå!Ù�ádê�Ü
é�Û7ÝÇÞ�Ý¯ê7ë4ç&ÝÇÞAÚ!å!ì�Ü Ù�ã áEÙ�ñ�æEÛ7Ý¯ê�à�æEÛ&ì�àn�¯ÚÇè&ÚÇô
é"ÝÇã Ü�çºÜ ��é ìmÝÇðDÛ&ÙmçºÜ Ù/è&Ù�ñ�è&Ù�Þ�Ý}è�àDðDÜ�òç�\ãÂÝ?øaí�Ý}è�éLÜ Ù�áEÜÂÝ?ÞAÚ¯ä�ádÝ4ødå!Ú5ç�è=��æEáEÜÂö�ç�è&ødå!Ù�á5è&Ú¯Þ
æfÚ¯áEÜ ämçºì�ÙBÞ�Ý}è&Ù�Û&ÜÂÝDíïà$ìmÝxéLÜ Ù�Û7Ý}ñºý¯ê�Ù1æfÚ!åEç�è7Ýxé1Ú}é1ÙLå!Ù6{dáEÜÂêcñ�ÙBÜdé�í�Ý¯çºáEÚ5õ&ê�Üdå!ì�ÜÂÝDí�Ý	�AádÝ�Ü ádå!Ù�ð5ô
çºÚ}é"ÝÇáDà!ê7ë+Û&Ú!å!ì�Ü ádÝ¯ê7ë+ì��EÜ Ú¯Û&î}évò1óaÝ	�5Ý¯å!áEÜ Ù�áEÜÂÝ$è&ÙvÞAÚ¯ä�ádÝ)ì�ádÝÇã Ù�èmö�Û&î}éLáEÜ Ù�ä�éMð!çºÜÂýÇä�ð}Ý¯ê7ë)~
� òP°
ëEÛ&Ú¯áEÚ}éBçºðDÜ ù þÇÿ¯ÿ¯ÿ��EþÇÿ¯ÿ	én
­ò

�\Ý}ñ�æEÜ Ù�Û&é Ú¯ðDÛ&Ùmõºã Ü Þ-à�Ü ádå!Ù�ð!çºÚ}é"ÝÇádý$Û&Ú!å!ì�Ü á���ì��EÜ Ú¯Û&î}évò
óaÝÇðdí�Ý¯åEÝÇÞ-à¯û:ä�Ù

T
ñ�Ùmç�è-áEÜ Ù�æEødç�è�àDÞ÷ì��EÜ Ú¯Û&Ù�Þ÷Ü X ñ�Ùmç�è-áEÜ Ù�æEødç�è7ý6Û&Ú!å!ì�Ü ádý6ì��EÜ Ú¯Û&î}évò

�BÜ Ùmê7ë
F : T −→X ���må!ì�Ü Ù)å!Ú}é1Ú¯ã ádýâ��øEáEð5êcñºýEò\óaÝÇÞAÜÂÝ¯ç�è

X = F (t)
���må!ì�Ü Ù�Þ-à/Û&î}éLáEÜ Ù�ä

æEÜÂç&Ý¯ö
Xt

å!ãÂÝ
t ∈ T

Ü
X ∈ X ò¢ê�ê�ì�àDéLÜÂõ&ê�Ü Ù

Xt ∈ X å!ãÂÝ�ð}ÝÇämå!Ù��¯Ú
t ∈ T

òë
EøEáEð5êcñ��
F

���må!ì�Ü Ù�Þ-àÎé1î}é"ê�ìmÝ¯ç�ìmÝÇæEÜÂçºàDé"Ý¯öAéIæfÚ5ç�è7Ý¯ê�Ü
F = (Xt)t∈T

ò³
EøEáEð5êcñ��
F = (Xt)t∈TádÝÇì�àDé"ÝÇÞ-à¢ìºíPî�ï"ð ñ�òRó]ôRíPõëö=òBîB÷6ìºíPõ�÷Bø6ì,òRö=ùRó

Xt

å!ãÂÝ
t ∈ T

ò+ó��EÜ î¯Û
T
ádÝÇì�àDé"ÝÇÞ-à¼÷Bø6ì,òRú

ö=ï6ûüìºíPî�ï"ð ñ�ùRóÎÛ&Ú!å!ì�Ü áDà
(Xt)t∈T

ò ú î}éLÜÂý¯êLÚ)Ü ádå!Ù�ð!çºÚ}é"ÝÇáEÙ�ñZÛ&Ú!å!ì�Ü áEÜ Ù�ì��EÜ Ú¯Û&î}é
(Xt)t∈T

û
ê�ì��mç�è&Ú+áEÜ Ùý���må!ì�Ü Ù�Þ-à6éLàDÞAÜ Ù�áEÜÂÝ¯ö$Ù6þ!æEã ÜÂê�Ü è&Ù)ì��EÜ Ú¯Û&ø X ûað5è&î¯Û&Ù��¯Ú�Ù�ã Ù�ÞAÙ�á5è7ÝÇÞAÜPç&ý�ì��EÜ Ú¯Û&à
Xt

å!ãÂÝ
t ∈ T

òV�¯Ù�ä�Ù�ã Ü
T ⊆N ûaè&Ú+Ü ádå!Ù�ð!çºÚ}é"ÝÇádýAÛ&Ú!å!ì�Ü á��-ì��EÜ Ú¯Û&î}é (Xt)t∈T

ádÝÇì�àDé"ÝÇÞ-à
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� ì,õ��	ì,ï6û ÷Bø6ì,òRö=ùRóZò °
ÜÂý��
(Xt)t∈T

ñ�Ùmç�è�çºð¯Ú��dê�ì�Ú¯áDà�ã ø���áEÜ Ùmçºð¯Ú��dê�ì�Ú¯áDà�ìmÝÇã Ù�ä�áEÜ ÙvÚ!å6è&Ù��¯Údû
ê�ì�à�ì��EÜ î¯Û

T
ñ�Ùmç�è\çºð¯Ú��dê�ì�Ú¯áDà¯ûDê�ì�à+áEÜ Ùmçºð¯Ú��dê�ì�Ú¯áDà¯ò

�}¹��n¸º·)¸��	�"µ »/½,¾

	� û²õ-Ü ádå!Ù�ð!çºÚ}é"ÝÇáEÙ�ñBÛ&Ú!å!ì�Ü áDà�ì��EÜ Ú¯Û&î}é

(Xt)t∈T

ádÝÇì�àDé"ÝÇÞ-à6ì��EÜ î¯Û ⋃
t∈TXt

Ú¯ðDÛ&Ùmõºã Ú¯áDà
ádÝ¯ç�è=��æEø}ñºý¯ê�Ú�~

x ∈
⋃

t∈T

Xt ⇐⇒ ∃ t ∈ T [x ∈ Xt].

�¯Ù�ä�Ù�ã Ü
T = {1, 2, ..., n} û5è&Ú

⋃

t∈T

Xt =

n
⋃

m=1

Xm = X1 ∪X2 ∪ ... ∪Xn.

�¯Ù�ä�Ù�ã Ü
T = N û!è&Ú

⋃

n∈N
Xn =

∞
⋃

n=1

Xn.

�}¹��n¸º·)¸��	�"µ »/½ »
��
 ò � ÷��RíPï6û Ü ádå!Ù�ð!çºÚ}é"ÝÇáEÙ�ñBÛ&Ú!å!ì�Ü áDà�ì��EÜ Ú¯Û&î}é

(Xt)t∈T

ádÝÇì�àDé"ÝÇÞ-à6ì��EÜ î¯Û ⋂
t∈TXt

Ú¯ðDÛ&Ù�ô
õºã Ú¯áDà�ádÝ¯ç�è=��æEø}ñºý¯ê�Ú�~

x ∈
⋂

t∈T

Xt ⇐⇒ ∀ t ∈ T [x ∈ Xt].

�¯Ù�ä�Ù�ã Ü
T = {1, 2, ..., n} û5è&Ú

⋂

t∈T

Xt =

n
⋂

m=1

Xm = X1 ∩X2 ∩ ... ∩Xn.

�¯Ù�ä�Ù�ã Ü
T = N û!è&Ú

⋂

n∈N
Xn =

∞
⋂

n=1

Xn.

� ìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝ¯ê7ë?þ!ò éfôxþ!ò ��æfÚ!åEÝ}ñ�Ù�Þ-à�ì�éLàDðDã Ù�æEÛ&ì�àDðdí�Ý¯å!Ú}é1Ù)Û&Ú¯ì�éLÜÂýÇìmÝÇáEÜ Ù�ñ�Ùmå!áEÙ��¯Ú�ìmÝ	�5Ý¯åDô
áEÜ Ù�áEÜÂÝEò®�LÚ¯ì�éLÜÂýÇìmÝÇáEÜÂÝ�æEÛ&Ú��Eã Ù�ÞAî}éIé æfÚ¯ì�Ú5ç�è7ÝDíïà!ê7ë?æEÛ&ì�àDædÝ¯å!ð}Ý¯ê7ë�ç&ý�ÝÇádÝÇã Ú��¯ÜÂê�ì�áEÙ ù ádÝ
Ú��¯î!í:Û&î¯ä�áEÜÂýAçºÜ ��éLàDð¯Ú¯Û&ì�à!ç�è7ÝÇáEÜ Ù�Þ�Ü áEáDà!ê7ë/æEÛ7Ýxé ã Ú��¯ÜÂê�ì�áDà!ê7ë�
­ò
´7µ�¶Pµ�·)¸º¹¼»/½ �
ÔâÌ�ã	ÑRÏ ÑnÛ�à/Ù Á Æ�ÊºÑ�Æ�È�ÉDÈ Ê Ë Á�� ÈâÏ�Ä À È ÐBÒ X

À Æ�ÊºÑ�Æ�È�ÉDÈ Ê Ë Á Ý ( Ë ÀFÁ�Î Ò�×�Þ Á Ý ) À Ë/Æ Á ã�×.È�É?ÑRË Á ÝCÐ6È��
Æ�Ï À Ë�Ì�Ï�Ä À È Ð6Õ�É (Xt)t∈T × Î�Á�� Ë À È Ë Á ×"ÇâÐ6Õ�É?ËPÈRÚ Â=À;ä
(a) X ∪

⋃

t∈T

Xt =
⋃

t∈T

(X ∪Xt),

(b) X ∩
⋃

t∈T

Xt =
⋃

t∈T

(X ∩Xt),

(c) X ∪
⋂

t∈T

Xt =
⋂

t∈T

(X ∪Xt),
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(d) X ∩
⋂

t∈T

Xt =
⋂

t∈T

(X ∩Xt).

���	�����! ��#"�$%�!&fò ù Ý�
?�\Ú¯Û&ì�à!ç�è7Ý}ñºý¯ê
ìBæEÛ7Ýxé"Ý�éLàdí�ý¯ê�ìmÝÇáEÜÂÝ�ðDé"ÝÇá5è�à�{dð}Ý}è&Ú¯Û7Ý�çºìmê�ì�Ù��¯î!íïÚ}é1Ù��¯Ú
å!ãÂÝ�ÝÇã è&Ù�Û&ádÝ}è�àDéLà�ÚÇè&Û&ì�àDÞ-ø}ñ�Ù�Þ-àP~

x ∈ X ∪
⋃

t∈T

Xt ⇐⇒ (x ∈ X ∨ ∃ t ∈ T [x ∈ Xt])

⇐⇒ ∃ t ∈ T [x ∈ X ∨ x ∈ Xt]

⇐⇒ ∃ t ∈ T [x ∈ X ∪Xt]

⇐⇒ x ∈
⋃

t∈T

(X ∪Xt).

´7µ�¶Pµ�·)¸º¹¼»/½ '
ÔâÌ�ã	ÑRÏ ÑnÛ�à�Ù Á Æ�ÊºÑ³Æ�È�ÉDÈ Ê Ë�Ì Â�Ã ( Ë ÀFÁ�Î Ò�×�Þ Ì Â�Ã ) À Ë/Æ Á ã�×.È�É?ÑRË�Ì Â�Ã Ð6È�Æ�Ï À ËÖÏ�Ä À È Ð6Õ�É (Xt)t∈TÀ
(Yt)t∈T Ï Ñ Â�Ã È�Æ�Ï Ç Ð6Õ�É?ËPÈRÚ Â=À;ä

(a)
⋃

t∈T

Xt ∪
⋃

t∈T

Yt =
⋃

t∈T

(Xt ∪ Yt),

(b)
⋂

t∈T

Xt ∩
⋂

t∈T

Yt =
⋂

t∈T

(Xt ∩ Yt).

���	�����! ��#"�$%�!&fò ù Ý�
 �\Ú¯Û&ì�à!ç�è7Ý}ñºý¯ê)ì+æEÛ7Ýxé"Ý6Û&Ú¯ìmå!ì�Ü Ù�ã áEÚ5õ&ê�Ü%ðDé"ÝÇá5è�à�{dð}Ý}è&Ú¯Û7Ý�çºìmê�ì�Ù��¯î!íïÚÇô
é1Ù��¯Ú)éLì��¯ã �må!Ù�ÞWÝÇã è&Ù�Û&ádÝ}è�àDéLà�ÚÇè&Û&ì�àDÞ-ø}ñ�Ù�Þ-àP~

x ∈
⋃

t∈T

Xt ∪
⋃

t∈T

Yt ⇐⇒ (x ∈
⋃

t∈T

Xt ∨ x ∈
⋃

t∈T

Yt

⇐⇒ ( ∃ t ∈ T [x ∈ Xt] ∨ ∃ t ∈ T [x ∈ Yt])

⇐⇒ ∃ t ∈ T [x ∈ Xt ∨ x ∈ Yt]

⇐⇒ ∃ t ∈ T [x ∈ Xt ∪ Yt]

⇐⇒ x ∈
⋃

t∈T

(Xt ∪ Yt).

´7µ�¶Pµ�·)¸º¹¼»/½ (
ÔâÌ�ã	ÑRÏ ÑnÛ�à�Ù Á Æ�ÊºÑ³Æ�È�ÉDÈ Ê Ë�Ì Â�Ã ( Ë ÀFÁ�Î Ò�×�Þ Ì Â�Ã ) À Ë/Æ Á ã�×.È�É?ÑRË�Ì Â�Ã Ð6È�Æ�Ï À ËÖÏ�Ä À È Ð6Õ�É (Xt)t∈TÀ
(Yt)t∈T × Î�Á�� Ë À È Ë Á ×"Ç À Ë�ãnÊ8Ò	Ï;Ý ÁRä

(a)
⋃

t∈T

(Xt ∩ Yt)⊆
⋃

t∈T

Xt ∩
⋃

t∈T

Yt,

(b)
⋂

t∈T

Xt ∪
⋂

t∈T

Yt ⊆
⋂

t∈T

(Xt ∪ Yt),

(c)
⋃

t∈T

Xt \
⋃

t∈T

Yt ⊆
⋃

t∈T

(Xt \ Yt) Ó
Ø Ï.Ì Î È�ÆnÑRË ÁCÀ Ë�ãnÊ8Ò	Ï;Ý Á Í�È Ù�Ë�ÑâÏ Ñ	×�Þ;Ç ÎPÀ ÛKÐ6Õ�É?ËPÈRÚ Â=À ÑRÍ À á



acb#)�e f7gBhNi�g�j6k�lnmFi�g�i�oKp.q�j rBs�t�j u�g�j v o1wBi�o<xRy.q.z
���	�����! ��#"�$%�!&fò ù Ý�
 �\Ú¯Û&ì�à!ç�è7Ý}ñºý¯ê)ì+æEÛ7Ýxé"Ý6Û&Ú¯ìmå!ì�Ü Ù�ã áEÚ5õ&ê�Ü%ðDé"ÝÇá5è�à�{dð}Ý}è&Ú¯Û7Ý�çºìmê�ì�Ù��¯î!íïÚÇô
é1Ù��¯Ú)éLì��¯ã �må!Ù�Þ�ð¯Ú¯áEÜ øEáEð5êcñ�ÜaÚÇè&Û&ì�àDÞ-ø}ñ�Ù�Þ-àP~

x ∈
⋃

t∈T

(Xt ∩ Yt) ⇐⇒ ∃ t ∈ T [x ∈ Xt ∩ Yt]

⇐⇒ ∃ t ∈ T [x ∈ Xt ∧ x ∈ Yt]

=⇒ ( ∃ t ∈ T [x ∈ Xt] ∧ ∃ t ∈ T [x ∈ Yt])

⇐⇒ (x ∈
⋃

t∈T

Xt ∧ x ∈
⋃

t∈T

Yt)

⇐⇒ x ∈
⋃

t∈T

Xt ∩
⋃

t∈T

Yt.

ù êB
 ú ÝÇÞ-àP~

x ∈
⋃

t∈T

Xt \
⋃

t∈T

Yt ⇐⇒ [x ∈
⋃

t∈T

Xt ∧ x 6∈
⋃

t∈T

Yt]

⇐⇒ [ ∃ t ∈ T (x ∈ Xt) ∧ ∀ t ∈ T (x 6∈ Yt)]

=⇒ ∃ t ∈ T [x ∈ Xt ∧ x 6∈ Yt]

⇐⇒ ∃ t ∈ T [x ∈ Xt \ Yt]

⇐⇒ x ∈
⋃

t∈T

(Xt \ Yt).

üPÚ!åEÝÇáDà!ê7ë6Ü áEðDã øEì�ñ�Ü�áEÜ Ù$ÞAÚ¯ä�ádÝ)ìmÝ¯ç�è7ý5æEÜÂö�Û&î}éLáEÚ5õ&ê�ÜÂÝÇÞAÜ:å!ãÂÝ�å!Ú}é1Ú¯ã áDà!ê7ë/Ü ádå!Ù�ð!çºÚ}é"ÝÇáDà!ê7ë
Û&Ú!å!ì�Ü á�ì��EÜ Ú¯Û&î}évò¯�DæEÛ7ÝxéBå!ì�ÜÂöÇûfä�ÙAå!ãÂÝ�Û&Ú!å!ì�Ü á�ì��EÜ Ú¯Û&î}é ~

Xn = {x ∈ R : x 6 n} Ú¯Û7ÝÇì
Yn = {x ∈ R : x > n}, �5å!ì�Ü Ù n ∈ N ûaáEÜ Ù)ìmÝ¯ê7ëEÚ!å!ìmý�Û&î}éLáEÚ5õ&ê�Ü�é�æEÛ&ì�àDædÝ¯å!ð}Ý¯ê7ë ù Ý�
­ûù ��
"Ü ù êB


*��+"�,	�-�/.	�	01&2$435"768�#&�~

• üPÚ!åEÝ¯öZç�è&Ú5çºÚ}éLáEÙPð¯Ú¯á5è&Û&æEÛ&ì�àDðdí�Ý¯å!à"é4ìmÝ¯åEÝÇáEÜ øvþ!ò �"ìmÝ"æfÚ¯ÞAÚ!ê�ýLçºð¯Ú��dê�ì�Ú¯áDà!ê7ëBÛ&Ú!å!ì�Ü áì��EÜ Ú¯Û&î}é çºð¯Ú��dê�ì�Ú¯áDà!ê7ë:ò

´7µ�¶Pµ�·)¸º¹¼»/½:9
ÔâÌ�ã	ÑRÏ ÑnÛ�à/Ù Á Æ�ÊºÑ�Æ�È�ÉDÈ Ê Ë Á�� ÈâÏ�Ä À È ÐBÒ X

À Æ�ÊºÑ�Æ�È�ÉDÈ Ê Ë Á Ý ( Ë ÀFÁ�Î Ò�×�Þ Á Ý ) À Ë/Æ Á ã�×.È�É?ÑRË Á ÝCÐ6È��
Æ�Ï À Ë�Ì�Ï�Ä À È Ð6Õ�É (Xt)t∈T × Î�Á�� Ë À È Ë Á ×"ÇâÐ6Õ�É?ËPÈRÚ Â=À;ä

(a) X \
⋃

t∈T

Xt =
⋂

t∈T

(X \Xt),

(b) X \
⋂

t∈T

Xt =
⋃

t∈T

(X \Xt).

���	�����! ��#"�$%�!&fò ù Ý�
7�\Ú¯Û&ì�à!ç�è7Ý}ñºý¯êZì"æEÛ7ÝxéßìmÝÇæEÛ&ì�Ùmê�ìmÝÇáEÜÂÝBÜ!éLàdí�ý¯ê�ìmÝÇáEÜÂÝBðDé"ÝÇá5è�à�{dð}Ý}è&Ú¯Û&î}é
ÚÇè&Û&ì�àDÞ-ø}ñ�Ù�Þ-àP~
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x ∈ X \
⋃

t∈T

Xt ⇐⇒ (x ∈ X ∧ x 6∈
⋃

t∈T

Xt)

⇐⇒ (x ∈ X∧ ∼ (x ∈
⋃

t∈T

Xt))

⇐⇒ (x ∈ X∧ ∼ ( ∃ t ∈ T [x ∈ Xt]))

⇐⇒ (x ∈ X ∧ ∀ t ∈ T [x 6∈ Xt])

⇐⇒ ∀ t ∈ T [x ∈ X ∧ x 6∈ Xt]

⇐⇒ ∀ t ∈ T [x ∈ X \Xt]

⇐⇒ x ∈
⋂

t∈T

(X \Xt).

´7µ�¶Pµ�·)¸º¹¼»/½ <
ÔâÌ�ã	ÑRÏ ÑnÛ�à�Ù Á Æ�ÊºÑ³Æ�È�ÉDÈ Ê Ë Á Ý ( Ë ÀFÁ�Î Ò�×�Þ Á Ý ) À Ë/Æ Á ã�×.È�É?ÑRË Á Ý Ð6È�Æ�Ï À Ë�Ì Î È�Æ�Ï�Ä À È Ð6Õ�É (Xt)t∈TÏ�Ä À È ÐBÒ X × Î�Á�� Ë À È Ë Á ×"ÇâÐ6Õ�É?ËPÈ�É?ÑRÙ�ËPÈRÚ Â=À;ä
(a) X \

⋃

t∈T

Xt =
⋂

t∈T

(X \Xt)⇐⇒
⋃

t∈T

Xt = X \
⋂

t∈T

(X \Xt),

(b) X \
⋂

t∈T

Xt =
⋃

t∈T

(X \Xt)⇐⇒
⋂

t∈T

Xt = X \
⋃

t∈T

(X \Xt).

=?>�.�"��#@2�A.�"/~
�Îà!ç�è7ÝÇÛ7ê�ì�à�ìmÝ¯ç�è&Ú5çºÚ}é"Ý¯öBÛ&î}éLáEÚ}é"ÝÇä�áEÚ5õ&ö ù � 
­ò
ü%Û&ì�àmñ�Þ-ø}ñ�Ù�Þ-à+ádÝ¯ç�è=��æEø}ñºý¯ê�Ù�Ú¯ì�ádÝ¯ê�ì�Ù�áEÜ Ù�~

m
⊗

i=1

Xi = X1 ×X2 × ...×Xm

å!ãÂÝ�å!Ú}é1Ú¯ã áDà!ê7ë�ì��EÜ Ú¯Û&î}é
X1, X2, ..., Xm

ò

´7µ�¶Pµ�·)¸º¹¼»/½ B
¿<ÀFÁBÂ�Ã

A1, ..., Am

À
B1, ..., Bm Ä�ÅBÆnÇßÆ�È�ÉDÈ Ê Ë�Ì�Í À Ë ÀFÁ�Î Ò�×�Þ Ì�Í À Ï�Ä À È Ð.ÑRÍ À Ó<ÔâÌ�ã	ÑRÏ ÑnÛ�à�Ù ÁRä

(a)
m
⊗

i=1

Ai ⊆
m
⊗

i=1

Bi ⇐⇒ ∀ i ∈ {1, ...,m}[Ai ⊆Bi] à

(b)

m
⊗

i=1

Ai =

m
⊗

i=1

Bi ⇐⇒ ∀ i ∈ {1, ...,m}[Ai = Bi] à

(c) (

m
⊗

i=1

Ai) ∩ (

m
⊗

i=1

Bi) =

m
⊗

i=1

(Ai ∩Bi) Ó
Ø Ï.Ì�Ï Ñ � È Ù Á Ë ÀFÁ Ë ÀFÁ�Î Ò�×�ÞNÈRÚ Â=À Ï�Ä À È Ð6Õ�É�Ý Á ×�Þ À ×�ÞNÈnÞ,Ë Á É É?ÑRÐBÒ	Ë�ã	Ñ Â�Ã ( Ñ ) à ( Ä ) À

(
Â
) á
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���	�����! ��#"�$%�!&fò ù êB
 ú ÝÇÞ-àP~

(x1, ..., xm) ∈ (
m
⊗

i=1

Ai) ∩ (
m
⊗

i=1

Bi)

⇐⇒ ((x1, ..., xm) ∈
m
⊗

i=1

Ai ∧ (x1, ..., xm) ∈
m
⊗

i=1

Bi)

⇐⇒ ( ∀ i ∈ {1, ...,m}[xi ∈ Ai] ∧ ∀ i ∈ {1, ...,m}[xi ∈ Bi])

⇐⇒ ∀ i ∈ {1, ...,m}[xi ∈ Ai ∧ xi ∈ Bi]

⇐⇒ ∀ i ∈ {1, ...,m}[xi ∈ Ai ∩ Bi]

⇐⇒ (x1, ..., xm) ∈
m
⊗

i=1

(Ai ∩ Bi).

*��+"�,	�-�/.	�	01&2$435"768�#&�~
• �5ÝÇðDÜ ÙBæEÛ7Ýxé1Ú$ã Ú��¯ÜÂê�ì�áEÙ�å!ãÂÝ$ðDé"ÝÇá5è�à�{dð}Ý}è&Ú¯Û&î}éTì�Ú5ç�è7ÝDíïÚ$éLàDð¯Ú¯Û&ì�à!ç�è7ÝÇáEÙLéOÛ&Ú¯ì�éLÜÂýÇìmÝ}ô
áEÜ ø6ìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝAþ!ò � ù êB
ED

üZÝÇÛ7Ý	�¯Û7ÝR�Çè&Ù�ávð¯Ú��dê�ì�àDÞ-àBìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝÇÞAÜÇæfÚ5õºéLÜ �mê�Ú¯áDàDÞAÜÇê�ÜÂý��¯Ú¯ÞtæfÚ!å!ì��EÜ Ú¯Û&î}évò)� å!Ú}é1ÚÇô
åEÝ¯ê7ë�è�éLÜ Ù�Û7å!ì�Ù��4å!ÚÇè�à!ê�ìmý¯ê�à!ê7ë�æfÚ!åEç�è7Ýxé1Ú}éLà!ê7ë�é�í�Ý¯çºáEÚ5õ&ê�ÜPÞAÜÂÝÇÛ&à�ÜZÞAÜÂÝÇÛ&à�ì�Ù�éLá���è&Û&ì�áEÙ�ñ
å!øEä�Ù/ì�ádÝ¯ê�ì�Ù�áEÜ Ù/Þ�Ý}ñºý�Û&î¯ä�áEÙ+é�í�Ý¯çºáEÚ5õ&ê�Ü"çºæfÙmêcñºÝÇã áDà!ê7ë�ê�ÜÂý��¯î}éIì��EÜ Ú¯Û&î}évò � �Dà?øaí�Ý}è�éLÜÂö
ç�è&ødå!Ù�á5è&Ú¯Þ ì�Û&Ú¯ì�øEÞAÜ Ù�áEÜ Ù6è�à!ê7ëOå!Ú}é1Ú!å!î}é æEÛ&Ú¯æfÚ¯áDø}ñ�Ù�Þ-àßÜ Þ6û"ä�Ù��Dà�æEÛ&ì�àn�¯ÚÇè&Ú}é"ÝÇã Ü1Û&Ú¯ì�ô
éLÜÂýÇìmÝÇáEÜÂÝ/æfÚ!åEÝÇáDà!ê7ëÎáEÜ ä�Ù�ñ�ìmÝ¯åEÝ	�:ò�üPÙ�éLáEÙ�ÜÂç�è&ÚÇè&áEÙ}��Û7Ý	�¯ÞAÙ�á5è�à�Û&Ú¯ì�éLÜÂýÇìmÝ	��è�à!ê7ë4ìmÝ¯åEÝ	�
æfÚ}éLÜ áEáDà��Dà!ö$æEÛ&ì�Ùmå!à!çºðDø!è&Ú}é"ÝÇáEÙ$ádÝ+ö�éLÜÂê�ì�Ù�áEÜÂÝ¯ê7ë�æfÚ¯æEÛ&ì�Ùmå!ìmÝ}ñºý¯ê�à!ê7ë6Ú!å!æfÚ}éLÜ Ùmå!áEÜ Ù)éLà5ô
ðdí�Ý¯å!à¯ò
´7µ�¶Pµ�·)¸º¹¼»/½,¾�F
¿<ÀFÁBÂ�Ã ÆnÑRË�ÌçÄ�ÅBÆ�Ï ÀFÁ¼Â=À Ç � (An)n∈N Æ�È�ÉDÈ Ê Ë�Ì Â�Ã Ï�Ä À È Ð6Õ�É<ÓHG>ãnÐ Á ÚEÊºÑRÍ Ì Â=À Ç � Ï�Ä À È Ð6Õ�É
(Bn)n∈N Ë�Ñ	×�ÞNÅ Î Ò=Ý.Ç Â È ä

Bn = A1 ∪ ... ∪ An

Æ�ÊºÑ�Æ�È�ÉDÈ Ê Ë Á�� È n ∈ N Ó
ÔâÌ�ã	ÑRÏ ÑnÛ�à�Ù ÁRä

(a) Bn ⊆Bn+1 Æ�ÊºÑ�Æ�È�ÉDÈ Ê Ë Á�� È n ∈ N I
(b)

∞
⋃

n=1

An =
∞
⋃

n=1

Bn Ó
´7µ�¶Pµ�·)¸º¹¼»/½,¾�¾
¿<ÀFÁBÂ�Ã ÆnÑRË�ÌçÄ�ÅBÆ�Ï ÀFÁ¼Â=À Ç � (An)n∈N Æ�È�ÉDÈ Ê Ë�Ì Â�Ã Ï�Ä À È Ð6Õ�É<ÓHG>ãnÐ Á ÚEÊºÑRÍ Ì Â=À Ç � Ï�Ä À È Ð6Õ�É
(Bn)n∈N Ë�Ñ	×�ÞNÅ Î Ò=Ý.Ç Â È ä

Bn = A1 ∩ ... ∩ An

Æ�ÊºÑ�Æ�È�ÉDÈ Ê Ë Á�� È n ∈ N Ó
ÔâÌ�ã	ÑRÏ ÑnÛ�à�Ù ÁRä

(a) Bn+1 ⊆Bn Æ�ÊºÑ�Æ�È�ÉDÈ Ê Ë Á�� È n ∈ N I
(b)

∞
⋂

n=1

An =

∞
⋂

n=1

Bn Ó
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´7µ�¶Pµ�·)¸º¹¼»/½,¾�»
¿<ÀFÁBÂ�Ã ÆnÑRË�ÌçÄ�ÅBÆ�Ï ÀFÁ¼Â=À Ç � (An)n∈N Æ�È�ÉDÈ Ê Ë�Ì Â�Ã Ï�Ä À È Ð6Õ�É<ÓHG>ãnÐ Á ÚEÊºÑRÍ Ì Â=À Ç � Ï�Ä À È Ð6Õ�É
(Bn)n∈N Ë�Ñ	×�ÞNÅ Î Ò=Ý.Ç Â È ä

B1 = A1, Bn = An \ (A1 ∪ ... ∪ An−1)

Æ�ÊºÑ�Æ�È�ÉDÈ Ê Ë Á�� È n > 2 Ó
ÔâÌ�ã	ÑRÏ ÑnÛ�à�Ù ÁRä

(a)

∞
⋃

n=1

An =

∞
⋃

n=1

Bn à
(b) A1 ∪ ... ∪ Am = B1 ∪ ... ∪ Bm Æ�ÊºÑ m ∈ N à
(c) ∀ i, j ∈ N [i 6= j =⇒ Bi ∩Bj = ∅] à
(d) Ý Á Ù Á Ê À (An)n∈N Ý Á ×�Þ Â=À Ç ��ÀFÁ Í Î È�Æ�Ï�Ä À È Ð6Õ�ÉçÏ�Ä À È ÐBÒ X àVÞNÈ B1 = A1 È Ð.ÑRÏ Bn =

An ∩ (X \ (A1 ∪ ... ∪ An−1)) = X \ ((X \An) ∪ (A1 ∪ ... ∪ An−1)) Æ�ÊºÑ n > 2 Ó
���	�����! ��#"�$%�!&fò ù Ý�
>æcáEðDã øEì�ñºÝ

∞
⋃

n=1

Bn ⊆
∞
⋃

n=1

An

ñ�Ùmç�èBÚ!ê�ì�àDéLÜÂç�è7ÝEò?¤BìmÝ¯ç&Ý¯å!áEÜ Þ-à�ìmÝ}è&Ù�Þ6ûEä�Ù
∞
⋃

n=1

An ⊆
∞
⋃

n=1

Bn.

�BÜ Ùmê7ë
x ∈ ⋃∞

n=1
An

ò]�5è7ý¯å
x ∈ An

å!ãÂÝAæfÙ�éLáEÙ��¯Ú
n ∈ N òD�LÚ¯ì�é"ÝÇä�Þ-à�ì��EÜ î¯Û

I = {k ∈ N : x ∈ Ak}.
üPÚ¯áEÜ Ù�é"ÝÇä

n ∈ I
û�éLÜ �mê

I 6= ∅ ò��BÜ Ùmê7ë
k0 ∈ I

���må!ì�Ü Ù�ádÝ}ñ�ÞAáEÜ Ù�ñºçºìmý6ã ÜÂê�ì��dý6é�ì��EÜ Ú¯Û&ì�Ù
I
ò �¯Ù�ä�Ù�ã Ü

k0 = 1
ûfè&Ú

x ∈ A1

ûÉê�ì�àDã Ü
x ∈ B1

û:Ý�éLÜ �mê
x ∈ ⋃∞

n=1
Bn

ò¯�¯Ù�ä�Ù�ã Ü
k0 > 1

ûfè&Ú
x ∈ Ak0

\ (A1 ∪ ... ∪ Ak0−1) = Bk0

ò]�5è7ý¯å
x ∈ ⋃∞

n=1
Bn

ò1óaÝ}è&Ù�Þ
∞
⋃

n=1

An ⊆
∞
⋃

n=1

Bn.

ù ��
ß�BÜ Ùmê7ë
m ∈ N ���må!ì�Ü ÙÎå!Ú}é1Ú¯ã áEÜ Ù�ødç�è7ÝÇã Ú¯ádý4ã ÜÂê�ì��dý?ádÝ}è&øEÛ7ÝÇã ádýEò �LÚ¯ì�é"ÝÇä�Þ-àTê�ÜÂý��

(Cn)n∈N
è7ÝÇðDÜ�û
ä�Ù

C1 = A1, ..., Cm = Am

û
Ci = ∅ å!ãÂÝ i > m

ò ê\ðDÛ&ÙmõºãÂÝÇÞ-à?ê�ÜÂý��
(Dn)n∈N

ádÝ¯ç�è=��æEø}ñºý¯ê�Ú�~

D1 = C1, Dn = Cn \ (C1 ∪ ... ∪ Cn−1)

å!ãÂÝ
n > 2

ò\óaÝÇøDé"ÝÇä�Þ-à¯ûEä�Ù
D1 = B1, ..., Dm = Bm, Di = ∅ å!ãÂÝ i > m

ò$�ÎÚ��fÙmêvè&Ù��¯Ú
ádÝ)æfÚ!åEç�è7ÝxéLÜ ÙvÛ&î}éLáEÚ5õ&ê�Ü ù Ý�
1Þ�ÝÇÞ-àP~

A1 ∪ ... ∪Am = C1 ∪ ... ∪ Cm=

∞
⋃

n=1

Cn=

∞
⋃

n=1

Dn=D1 ∪ ... ∪Dm = B1 ∪ ... ∪ Bm.

ù êB
¯�BÜ Ùmê7ë
i, j ∈ N Ú¯Û7ÝÇì

i 6= j
ò�ü%Û&ì�àDæEødõ&ö�Þ-à¯û:ä�ÙAÜÂç�è&áEÜ Ù�ñ�Ù�Ù�ã Ù�ÞAÙ�á5è

x0

è7ÝÇðDÜ�û�ä�Ù
x0 ∈

Bi ∩ Bj

òD�LÚ¯ì�é"ÝÇä�Þ-à�æEÛ&ì�àDædÝ¯å!Ù�ðaûn�5å!à
i < j

ò?�OÜ Ù�Þ-à¯û!ä�Ù�~
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Bi = Ai \ (A1 ∪ ... ∪ Ai−1), Bj = Aj \ (A1 ∪ ... ∪ Aj−1).
üPÚ¯áEÜ Ù�é"ÝÇä

x0 ∈ Bi

ûEéLÜ �mê
x0 ∈ Ai

òD�¯Ùmå!ádÝÇð
1 6 i 6 j − 1

ûEê�ì�àDã Ü
x0 ∈ A1 ∪ ... ∪ Aj−1

û
Ý\éLÜ �mê

x0 6∈ Bj

ò?êBè&Û&ì�àDÞ�ÝÇã ÜÂõºÞ-àvçºæEÛ&ì�Ùmê�ì�áEÚ5õ&öÇò:ü%Û&ì�àDædÝ¯å!Ù�ðaû �5å!à
j < i

ñ�Ùmç�èZÝÇádÝÇã Ú��¯ÜÂê�ì�áDà¯ò
óaÝ}è&Ù�Þ

Bi ∩ Bj = ∅ òù å�
}�Îà!ç�è7ÝÇÛ7ê�ì�à�å!Ú?ì��EÜ Ú¯Û&ø
Bn

å!ãÂÝ
n > 2

ìmÝ¯ç�è&Ú5çºÚ}é"Ý¯ö�Û&î}éLáEÚ5õ&ö ù ��
Aì�ìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝ?þ!ò þDû
Ý)ádÝ¯ç�è=��æEáEÜ ÙvæEÛ7Ýxé"Ý-å!Ù ú Ú¯Û=�5ÝÇádÝ-å!ãÂÝAì��EÜ Ú¯Û&î}évò

*��+"�,	�-�/.	�	01&2$435"768�#&�~
• ó+ñºÝÇðDÜ Ù��¯ÚAè�éLÜ Ù�Û7å!ì�Ù�áEÜÂÝ�Ú+øEæfÚ¯Û&ìmý¯å!ð¯Ú}é"ÝÇáEÜ ø/ì��EÜ Ú¯Û&ø N ã ÜÂê�ì���ádÝ}è&øEÛ7ÝÇã áDà!ê7ë6ð¯Ú¯Û&ì�à5ô
ç�è7ÝÇã ÜÂõºÞ-à�é�Û&Ú¯ì�éLÜÂýÇìmÝÇáEÜ ø+ìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝAþ!ò �xþ ù Ý�
ED

´7µ�¶Pµ�·)¸º¹¼»/½,¾�å
¿<ÀFÁBÂ�Ã ÆnÑRË�ÌÖÄ�ÅBÆ�Ï ÀFÁ Â=À Ç � (An)n∈N Ï�Ä À È Ð6Õ�É�Þ;ÑRã À,Â�Ã à�Ù Á

∀ n ∈ N [An ⊆An+1].

G>ãnÐ Á ÚEÊºÑRÍ Ì Â=À Ç � Ï�Ä À È Ð6Õ�É (Bn)n∈N Ë�Ñ	×�ÞNÅ Î Ò=Ý.Ç Â È ä

B1 = A1, Bn = An \An−1

Æ�ÊºÑ�Æ�È�ÉDÈ Ê Ë Á�� È n > 2 Ó
ÔâÌ�ã	ÑRÏ ÑnÛ�à�Ù ÁRä

(a)

∞
⋃

n=1

An =

∞
⋃

n=1

Bn I

(b) ∀ n ∈ N [An = B1 ∪ ... ∪Bn] I
(c) ∀ i, j ∈ N [i 6= j =⇒ Bi ∩Bj = ∅] Ó

=?>�.�"��#@2�A.�"/~
� Û&Ú¯ì�éLÜÂýÇìmÝÇáEÜÂÝ¯ê7ë ù Ý�
�Ü ù êB
�é�ìmÝ¯åEÝÇáEÜ øßþ!ò �5L/ÞAÚ¯ä�ádÝ6çºð¯Ú¯Û&ì�à!ç�è7Ý¯ö-Ú!å!æfÚ}éLÜ Ùmå!áEÜ Ú6ì�Ù

ç&ê7ëEÙ�Þ�Ý}è&î}é4Û&Ú¯ì�éLÜÂýÇìmÝ	� ù Ý�
ÉÜ ù êB
:é?ìmÝ¯åEÝÇáEÜ ø)þ!ò �xþ5ò��LÚ¯ì�éLÜÂýÇìmÝÇáEÜ Ù%ìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝ\þ!ò �5L ù ��
:ÞAÚ¯ä�ádÝ
æEÛ&ì�Ù�æEÛ&Ú}é"Ý¯å!ì�ÜÂö\ç�è&Ú5çºø}ñºý¯ê�Ü ádå!øEð5êcñ��vÞ�Ý}è&Ù�Þ�Ý}è�à!ê�ì�ádýEò
´7µ�¶Pµ�·)¸º¹¼»/½,¾8�
¿<ÀFÁBÂ�Ã ÆnÑRË�ÌÖÄ�ÅBÆ�Ï ÀFÁ Â=À Ç � (An)n∈N Ï�Ä À È Ð6Õ�É�Þ;ÑRã À,Â�Ã à�Ù Á

∀ n ∈ N [An+1 ⊆An].

ÔâÌ�ã	ÑRÏ ÑnÛ�à�Ù ÁRä
∞
⋂

n=1

An = A1 \
∞
⋃

n=1

(A1 \An).

���	�����! ��#"�$%�!&fò1ó�Û&î}éLáEÚ5õ&ê�Ü ù Ý�
1é ìmÝ¯åEÝÇáEÜ ø�þ!ò M$éLàDáEÜ ð}ÝEû!ä�Ù

A1 \
∞
⋃

n=1

(A1 \An) =

∞
⋂

n=1

(A1 \ (A1 \An)) =

∞
⋂

n=1

An,

�fÚ
An ⊆A1

å!ãÂÝ)ð}ÝÇämå!Ù��¯Ú
n ∈ N ò



w�m,y;¦�q=§czR¨	¦]yEzBuRzR¨�g�j v�©Ky7mFª�«.gB¦R¬�l>¨ny"j z�§cª�o®­¯z6hNv�­¯z6h8¦�q�j a ÿONRe
´7µ�¶Pµ�·)¸º¹¼»/½,¾#'
¿<ÀFÁBÂ�Ã

A,A1, ..., An à � Æ�Ï ÀFÁ n > 2 à)Ä�ÅBÆnÇ}Æ�È�ÉDÈ Ê Ë�Ì�Í À Ï�Ä À È Ð.ÑRÍ À Þ;ÑRã À Í À à�Ù Á An ∩Ai = ∅
Æ�ÊºÑ i = 1, ..., n− 1 ÓCÔâÌ�ã	ÑRÏ ÑnÛ�à�Ù ÁRä

[A ∩ (A1 ∪ ... ∪ An−1 ∪ An)] \An = A ∩ (A1 ∪ ... ∪ An−1).

=?>�.�"��#@2�A.�"/~
� Û&Ú¯ì�éLÜÂýÇìmÝÇáEÜ ø�ìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝ�þ!ò �QP"éLà!ç�è7ÝÇÛ7ê�ì�à�ìmÝ¯ç�è&Ú5çºÚ}é"Ý¯ö�Û&î}éLáEÚ}é"ÝÇä�áEÚ5õ&ö ù ��
:ì
ìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝ

þ!ò L!ò

R�ÑTS�×)���¼���P 2U}���8�ÉÔ��)�%VR �� �/ 2U/×7�E� �/����� ���;�)� �/� �dÕ6�/ 	�����P 2U/×7�E����Ô�Õ � ��� �)������� �
Õ6�/�?�"�c�P¡¢� ���N�
� è&Ù�ñ\ê�ì��mõ&ê�Ü�ÝÇÛºè�àDðDøaíïø�çºàDÞâ�fÚ¯ã Ù�Þ Rm

û��5å!ì�Ü Ù
m ∈ N û����må!ì�Ü Ù�Þ-à6Ú¯ì�ádÝ¯ê�ìmÝ¯ö�æEÛ&ì�Ù�ôç�è&Û&ì�Ù��/ð}ÝÇÛºè&Ù�ì�ñºÝ	�dçºð}ý

m
ô�éLàDÞAÜÂÝÇÛ&Ú}é"ýEò

üPÚÇñ��mê�Ü Ù/æEÛ&ì�Ùmå!ì�ÜÂÝDíïø�ñ�Ùmç�èvñ�Ùmå!áDàDÞ ì6æfÚ!åEç�è7Ýxé1Ú}éLà!ê7ë?æfÚÇñ��mö/é è&Ù�Ú¯Û&Ü Ü"ÞAÜÂÝÇÛ&à®�:Ù��fÙ�ô
ç�W5øEÙ�� Ý�éIæEÛ&ì�Ùmç�è&Û&ì�Ù�áEÜ Rm

ò³� æfÚ}éBçºì�Ùmê7ëEáEÜ Ù�éLàDð¯Ú¯Û&ì�à!ç�è�àDé"ÝÇáEÙ�ñ�ádÝ�éLàDðdí�Ý¯åEÝ¯ê7ë4ì�è&Ù�ñ
è&Ù�Þ�Ý}è�àDðDÜBã Ü è&Ù�Û7Ý}è&øEÛ&ì�Ù ù áEæ:ò>�\Ú!íïÚ!å!ì�Ü Ù�ñ�û
þÇÿ��mÿ��]�DÜ ð¯Ú¯Û7çºðDÜ�û$�B������
-éLÜ Ù�ã Ù�é�í�Ý¯çºáEÚ5õ&ê�ÜLæEÛ&ì�Ù�ô
å!ì�ÜÂÝDíïî}é é Rm ñ�Ùmç�è�æEÛ&ì�àmñ���è�à!ê7ë1�fÙ�ì�å!Ú}é1Ú!å!ø:û%Û7Ý¯ê�ì�Ù�ñ-ì/Ú!å!é1Ú!í�ÝÇáEÜ Ù�Þ çºÜ �6å!ÚÎÜ á5è&øEÜÂêcñ�Ü
éTè�àDÞ�ìmÝÇðDÛ&ÙmçºÜ Ù¯ò7¤Bé"ÝÇämÝÇÞ-à¯ûÇä�Ù\Ý	�Dà)ç�è&ødå!Ù�ádê�Üfã Ù�æEÜ Ù�ñZÞAÚ��¯ã Üdì�Û&Ú¯ì�øEÞAÜ ÙmöLç�è&ødå!Ü Ú}é"ÝÇáDà-Þ�Ý}ô
è&Ù�Û&ÜÂÝDí1ìAè&Ù��¯Ú�ìmÝÇðDÛ&Ùmçºø:û:æfÚ}éLÜ áEáEÜ
é"ê�ì�ÙmõºáEÜ Ù�ñ�é�Û7ÝÇÞ�Ý¯ê7ë4ö�éLÜÂê�ì�Ù��4Ü1ç&ÝÇÞAÚ!å!ì�Ü Ù�ã áEÙ�ñ�æEÛ7Ý¯ê�à
é�í�Ý¯çºáEÙ�ñ
éLàDð¯Ú¯ádÝ¯öBæEÛ&ì�ÙmåEç�è7ÝxéLÜ Ú¯áEÙ\áEÜ ä�Ù�ñ
ìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝEûn�5å!àDä�éBçºì�à!ç�è&ðDÜ Ù\é�í�Ý¯çºáEÚ5õ&ê�ÜfæEÛ&ì�Ùmå!ì�ÜÂÝ}ô
íïî}é ìmÝxé"ÝÇÛºè&Ù�é è�à!ê7ëOìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝ¯ê7ëOç&ý?éLàDð¯Ú¯Û&ì�à!ç�è�àDé"ÝÇáEÙ6æEÛ&ì�àâÝÇádÝÇã Ü ì�Ü Ù�æfÚ!åEç�è7Ýxé1Ú}éLà!ê7ë
é�í�Ý¯çºáEÚ5õ&ê�ÜEÞAÜÂÝÇÛ&àý�:Ù��fÙmç�W5øEÙ�� ÝEò%óaÝÇæEÛ&Ú¯æfÚ¯áEÚ}é"ÝÇáEÙ"Û&Ú¯ì�éLÜÂýÇìmÝÇáEÜÂÝ\ìmÝ¯åEÝ	��ã ø���ìmÝÇÞAÜ Ùmçºìmê�ì�Ú¯áEÙ
éBçºð}ÝÇì�î}éLðDÜ¯å!ÚLè�à!ê7ë$ìmÝ¯åEÝ	�vç&ýLÞAÚ¯ä�ã Ü éLÜ Ù%Ù�ã Ù�ÞAÙ�á5è7ÝÇÛ&áEÙ¯ûmè&ì�á:ò�øEáEÜ ð}ÝÇÞ-à�ð¯Ú¯Û&ì�à!ç�è7ÝÇáEÜÂÝ1ìD�dÝÇÛºô
å!ì�Ü Ù�ñ�ìmÝ¯Ýxé"ÝÇádçºÚ}é"ÝÇáDà!ê7ë\æfÚÇñ��mö%Ü5è�éLÜ Ù�Û7å!ì�Ù��$ì�ádÝÇáDà!ê7ë$é4è&Ú¯æfÚ¯ã Ú��¯Ü Ü�û �5å!àDä
ì"å!Ú5õºéLÜÂÝ¯åEê�ì�Ù�áEÜÂÝ
éLÜ Ù�Þ-à¯û5ä�Ù�ÝÇã �fÚvè�à!ê7ë�æfÚÇñ��möBÜdè�éLÜ Ù�Û7å!ì�Ù���ç�è&ødå!Ù�ádê�ÜfáEÜ ÙBÛ&ÙmÝÇã Ü ì�Ú}é"ÝÇã ÜEéâÛ7ÝÇÞ�Ý¯ê7ëAðDøEÛ7çºø�Ù�ã Ù�ô
ÞAÙ�á5è&î}é è&Ú¯æfÚ¯ã Ú��¯Ü Ü�ûEÝÇã �fÚ�áEÜ Ù$æfÚÇè&Û7ÝR{fý)ìváEÜÂê7ë6Ù6��Ù�ð5è�àDéLáEÜ Ù-çºð¯Ú¯Û&ì�à!ç�è7Ý¯öÇò]ê�ê�ì�àDéLÜÂõ&ê�Ü Ù�áEÜ Ù�ô
ð5è&î¯Û&Ù1æfÚ!åEç�è7Ýxé1Ú}é1Ù%æfÚÇñ��mê�ÜÂÝBÜDè�éLÜ Ù�Û7å!ì�Ù�áEÜÂÝBì
è&Ù�Ú¯Û&Ü ÜDæEÛ&ì�Ùmç�è&Û&ì�Ù�áEÜ5ÞAÙ�è&Û&à!ê�ì�áDà!ê7ë$Þ-ødçºìmý<�Dà!ö
øEä�àDé"ÝÇáEÙLéTÛ&Ú¯ì�éLÜÂýÇìmÝÇáEÜÂÝ¯ê7ë-ìmÝ¯åEÝ	�AìLìmÝÇðDÛ&Ùmçºø)é�í�Ý¯çºáEÚ5õ&ê�Ü!æEÛ&ì�Ùmå!ì�ÜÂÝDíïî}é�é Rm

ò��\Ý¯ç�è=��æEø!ô
ñºý¯ê�ÙAæfÚÇñ��mê�ÜÂÝ/å!ÚÇè�à!ê�ìmý¯ê�Ù)æEÛ&ì�Ùmç�è&Û&ì�Ù�áEÜPÞAÙ�è&Û&à!ê�ì�áDà!ê7ë�ç&ý6ç�è&Ú5çºÚ}é"ÝÇáEÙ$é�ç���Ú¯Û&Þ-øaíïÚ}é"ÝÇáEÜÂÝ¯ê7ë
Ü:Û&Ú¯ì�éLÜÂýÇìmÝÇáEÜÂÝ¯ê7ë�æfÚ¯áEÜ ämçºì�à!ê7ë/ìmÝ¯åEÝ	�)~

� 
+ü%Û&ì�Ùmç�è&Û&ì�Ù��/ÞAÙ�è&Û&à!ê�ì�ádÝ
(X, d)

û��5å!ì�Ü Ù
d
ñ�Ùmç�èBÞAÙ�è&Û&àDð}ý)é�ì��EÜ Ú¯Û&ì�Ù

X
ò

þ�
+ü%Û&ì�Ùmç�è&Û&ì�Ù��/ð}ÝÇÛºè&Ù�ì�ñºÝ	�dçºð}Ý
m
ô�éLàDÞAÜÂÝÇÛ&Ú}é"Ý Rm ì�ÞAÙ�è&Û&àDð}ý�~

||a− b|| =

√

√

√

√

m
∑

i=1

(ai − bi)2

å!ãÂÝ
a = (a1, ..., am) ∈ Rm

Ü
b = (b1, ..., bm) ∈ Rm

ò]ê�ê�ì�àDéLÜÂõ&ê�Ü Ù¯ûmñ�Ùmõºã Ü
a, b ∈ R ûè&ÚAæEÛ&ì�àmñ�Þ-ø}ñ�Ù�Þ-à ||a− b|| = |a− b| òL�
�|DÛ&Ùmå!áEÜÂê�ÝAå!ÜÂÝÇÞ

A
ì��EÜ Ú¯Û&ø

A
ò

én
���øEãÂÝ)ÚÇè�é"ÝÇÛºè7Ý
K(x0, r)

Ü:ðDøEãÂÝAå!Ú¯ÞAðDáEÜ ��è7Ý
K̄(x0, r)

ò
P�
�ó��EÜ Ú¯Û&à�ÚÇè�é"ÝÇÛºè&Ù�Ü�å!Ú¯ÞAðDáEÜ ��è&Ù¯ò
��
��Îá���è&Û&ì�Ù�Ü á5è

A
ì��EÜ Ú¯Û&ø

A
Ü!ñ�Ù��¯ÚAæfÚ!åEç�è7Ýxé1Ú}é1Ù\é�í�Ý¯çºáEÚ5õ&ê�Ü�ò
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M	
��\Ú¯ÞAðDáEÜ �mê�Ü Ùvê�ã

A
ì��EÜ Ú¯Û&ø

A
Ü!ñ�Ù��¯Ú)æfÚ!åEç�è7Ýxé1Ú}é1Ù�é�í�Ý¯çºáEÚ5õ&ê�Ü�ò

��
�ó��EÜ Ù�ä�áEÚ5õ&ö�ê�ÜÂý��¯î}été�æEÛ&ì�Ùmç�è&Û&ì�Ù�áEÜÂÝ¯ê7ë+ÞAÙ�è&Û&à!ê�ì�áDà!ê7ë:ò
��
 ú Ù�è&Û&àDð}Ý6Ü1ì��EÜ Ù�ä�áEÚ5õ&ö�ê�ÜÂý��¯î}é�é�Ü ã Ú!ê�ì�àDáEÜ Ù�ÞAÙ�è&Û&à!ê�ì�áDàDÞ ù ð}ÝÇÛºè&Ù�ì�ñºÝ	�dçºðDÜ Þß
�æEÛ&ì�Ù�ô
ç�è&Û&ì�Ù�áEÜdÞAÙ�è&Û&à!ê�ì�áDà!ê7ë ù éLàDÞAÜ Ù�áEÜ Ú¯áEÙBéâè�àDÞ�æEøEáEð5ê�Ü Ù\ìmÝ	�5Ý¯å!áEÜ Ù�áEÜÂÝ�ÞAÚ¯ä�ádÝvÚ��¯Û7ÝÇáEÜ ô
ê�ì�à!ö�å!ÚAæEÛ&ì�Ùmç�è&Û&ì�Ù�áEÜÉð}ÝÇÛºè&Ù�ì�ñºÝ	�dçºðDÜ Ù�ñ Rm 
­ò
óaÝÇøDé"ÝÇä�Þ-à¯û}ä�Ù"ádÝxé1Ù�èZÙ�ã Ù�ÞAÙ�á5è7ÝÇÛ&áEÙ"æfÚ!å!Ù�ñºõ&ê�Ü ÙBå!ÚvÛ&Ú¯ì�é"ÝÇämÝÇáDà!ê7ëvìmÝ	�5Ý¯å!áEÜ Ù��)é�è&Ù�Ú¯Û&Ü Ü

ÞAÜÂÝÇÛ&àV�:Ù��fÙmçE�¯øEÙ�� Ý1éLàDÞ�Ý	�5Ý1Ú!åvç�è&ødå!Ù�á5è7Ý"æfÙ�éLáEÙ��¯ÚLæEÛ&ì�àn�¯ÚÇè&Ú}é"ÝÇáEÜÂÝ%ìZìmÝÇðDÛ&Ùmçºø\è&Ú¯æfÚ¯ã Ú��¯Ü Ü�ò
�5è&ødå!Ù�á5è&Ú¯Þ�ã Ù�æEÜ Ù�ñ�æEÛ&ì�àn�¯ÚÇè&Ú}é"ÝÇáDàDÞ�ì
è&Ú¯æfÚ¯ã Ú��¯Ü ÜDÜDìmÝÇÜ á5è&Ù�Û&ÙmçºÚ}é"ÝÇáDàDÞ è�àDÞ(æEÛ&ì�Ùmå!ÞAÜ ÚÇè&Ù�Þ6û
æEÛ&Ú¯æfÚ¯áDø}ñ�Ù�Þ-àAÝÇã è&Ù�Û&ádÝ}è�àDéLáDàAçºæfÚ5çºî���Û&Ú¯ì�éLÜÂýÇìmÝÇáEÜÂÝ�áEÜ Ù�ð5è&î¯Û&à!ê7ëAìmÝ¯åEÝ	��ì\ìmÝ¯ç�è&Ú5çºÚ}é"ÝÇáEÜ Ù�Þ
�dÝÇÛ7å!ì�Ü Ù�ñ1ìmÝ¯Ýxé"ÝÇádçºÚ}é"ÝÇáEÙ��¯Ú$ÝÇædÝÇÛ7Ý}è&ø�è&Ú¯æfÚ¯ã Ú��¯ÜÂê�ì�áEÙ��¯Údò

�4ÝÇÛºè&ÚÎç�è&ødå!Ù�á5è&Ú¯Þ ìmÝÇæEÛ&Ú¯æfÚ¯áEÚ}é"Ý¯öAçºìmê�ì�Ù��¯î!íïÚ}é1Ù�Û&Ú¯ì�éLÜÂýÇìmÝÇáEÜÂÝ6æEÛ&Ú��Eã Ù�ÞAî}éIìmÝxé"ÝÇÛºô
è�à!ê7ë-éßæfÚ¯áEÜ ämçºì�à!ê7ë$ìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝ¯ê7ë:ûxádÝxé1Ù�è�é?è�à!ê7ë-æEÛ&ì�àDædÝ¯å!ð}Ý¯ê7ë:û �5å!à�ìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝ\ç&ý\Ú!ê�ì�àDéLÜÂç�è&Ù
Ü á5è&øEÜÂê�àmñ�áEÜ Ù¯ûn�5å!àDä\ì\æEÛ7ÝÇð5è�àDðDÜdéLÜÂÝ¯å!Ú¯ÞAÚdû5ä�Ù�ç�è&ødå!Ù�ádê�ÜfÞ�Ý}ñºý-å!øEä�ÙBè&Û&ødå!áEÚ5õ&ê�ÜdétæfÚ¯æEÛ7Ýxé"ô
áDàDÞ�ÞAÙ�Û&à5è&Ú¯Û&à!ê�ì�áEÜ Ù�ÜÉÛ&ÙmåEÝÇð5ê�àmñ�áEÜ Ù�ìmÝÇæEÜÂçºÜ Ù�æEÛ&Ú}é"Ý¯å!ì�Ú¯áDà!ê7ë�Û&Ú¯ì�øEÞAÚ}é"Ý	�:ò
�}¹��n¸º·)¸��	�"µ å/½ å
X>ö=÷Bï"îB÷6ì,ô�YEï6û�é æEÛ&ì�Ùmç�è&Û&ì�Ù�áEÜ Rm

ádÝÇì�àDé"ÝÇÞ-à�å!Ú}é1Ú¯ã áDà�Ü ã Ú!ê�ì�àDá/ð}ÝÇÛºè&Ù�ì�ñºÝ	�dçºðDÜ

P = I1 × ...× Im =

m
⊗

i=1

Ii

æEÛ&ì�Ùmå!ì�ÜÂÝDíïî}é
I1, ..., Im

é æEÛ&ì�Ùmç�è&Û&ì�Ù�áEÜ R ò
êC�¯î¯ã ádý�å!Ù6{dáEÜÂêcñ��4æEÛ&ì�Ùmå!ì�ÜÂÝDíïøté3æEÛ&ì�Ùmç�è&Û&ì�Ù�áEÜ R ÞAÚ¯ä�ádÝßì�ádÝÇã Ù�èmö�áEæ:òLé3ð!çºÜÂýÇämê�Ù�~

�(ò=�\Ú!íïÚ!å!ì�Ü Ù�ñ ù þÇÿ��mÿ�
­ò
�}¹��n¸º·)¸��	�"µ å/½ �
�BÜ Ùmê7ë

a1, ..., am, b1, ..., bm ∈ R ���måEý�ã ÜÂê�ì��dÝÇÞAÜ:Û&ì�Ùmê�ì�àDéLÜÂç�è�àDÞAÜaè7ÝÇðDÜ ÞAÜ�ûEä�Ù
ai 6 bi

å!ãÂÝ
ð}ÝÇämå!Ù��¯Ú

i = 1, ...,m
ò

ü%Û&ì�Ùmå!ì�ÜÂÝDí�æfÚ5ç�è7Ý¯ê�Ü

P =

m
⊗

i=1

[ai, bi]
ù þ�


ádÝÇì�àDé"ÝÇÞ-à�æEÛ&ì�Ùmå!ì�ÜÂÝDíïÙ�Þ î�òRû ðRí�ì!Z�[\�Rû)ûdÝ)æEÛ&ì�Ùmå!ì�ÜÂÝDí�æfÚ5ç�è7Ý¯ê�Ü

P =

m
⊗

i=1

(ai, bi)
ù L�


ádÝÇì�àDé"ÝÇÞ-à�æEÛ&ì�Ùmå!ì�ÜÂÝDíïÙ�Þ ò8[8ó]ôRö�[\�Rû)ò
ü%Û&ì�Ùmå!ì�ÜÂÝDíïà

P =

m
⊗

i=1

(ai, bi] i P =

m
⊗

i=1

[ai, bi)
ù én


ádÝÇì�àDé"ÝÇÞ-à�Ú!å!æfÚ}éLÜ Ùmå!áEÜ Ú�æEÛ&ì�Ùmå!ì�ÜÂÝDíïÙ�Þ^]Pö=ôRó]ò ñ�[8ö=òRí�í�ì,ïVî�òRû ðRí�ì!Z�[\�RûtÜ_
 ï6ó]ò ñ�[8ö=òRí�í�ì,ïVî�òRú
û ðRí�ì!Z�[\�Rû)ò



w�m,y;¦�q=§czR¨	¦]yEzBuRzR¨�g�j v�©Ky7mFª�«.gB¦R¬�l>¨ny"j z�§cª�o®­¯z6hNv�­¯z6h8¦�q�j a ÿnb�e
ü%Û&ì�àmñ�Þ-ø}ñ�Ù�Þ-à¯û:ä�Ù�÷Bø6ì,ùRö`] � ñ�[\�Bñ�Ùmç�èvæEÛ&ì�Ùmå!ì�ÜÂÝDíïÙ�Þ�ìmÝÇÛ&î}éLáEÚ+å!Ú¯ÞAðDáEÜ ��è�àDÞ6û!ñºÝÇð�ÜZÚÇè�é"ÝÇÛºô
è�àDÞ6ò
�}¹��n¸º·)¸��	�"µ å/½ '
�¯Ù�ä�Ù�ã Ü

P
ñ�Ùmç�è1æEÛ&ì�Ùmå!ì�ÜÂÝDíïÙ�Þ�æfÚ5ç�è7Ý¯ê�Ü ù þ�
­û ù L�
Zã ø�� ù é�
­û5è&Ú�ò�ø�a�Z�[NòQb � ì,õ�æEÛ&ì�Ùmå!ì�ÜÂÝDíïø P ádÝÇì�à5ô

é"ÝÇÞ-à�ã ÜÂê�ì����

volP = (b1 − a1)(b2 − a2)...(bm − am) =
m
∏

i=1

(bi − ai).

�\Ú!åEÝ}è&ð¯Ú}é1Ú)æEÛ&ì�àmñ�Þ-ø}ñ�Ù�Þ-à¯û!ä�Ù
vol∅ = 0

ò
óaÝ¯åEÝÇáEÜÂÝvÚ-æEÛ&ì�Ùmå!ì�ÜÂÝDí�Ý¯ê7ë�étæEÛ&ì�Ùmç�è&Û&ì�Ù�áEÜ Rm

Û&Ú¯ì�æfÚ!ê�ì�áEÜ Ù�Þ-à)Ú!å+å!é1î!ê7ë�ìmÝ¯åEÝ	� ù LEò �Çû
LEò þ	
"å!ÚÇè�à!ê�ìmý¯ê�à!ê7ë+Ù�ã Ù�ÞAÙ�á5è7ÝÇÛ&áDà!ê7ë+é�í�Ý¯çºáEÚ5õ&ê�ÜaæEÛ&ì�Ùmå!ì�ÜÂÝDíïî}évò
´7µ�¶Pµ�·)¸º¹¼å/½,¾
¿<ÀFÁBÂ�Ã

P =

m
⊗

i=1

[ai, bi] oraz P ′ =
m
⊗

i=1

[a′i, b
′
i]

Ä�ÅBÆnÇ Î Ð=Ï Á Æ�Ï À Ñ � ÑRÍ À Æ�È Í}ãnË À Å Þ Ì�Í À É Rm Ó
ÔâÌ�ã	ÑRÏ ÑnÛ�à�Ù Á

P ⊆ P ′ ⇐⇒ [ai, bi]⊆ [a′i, b
′
i]

Æ�ÊºÑ i = 1, ...,m Ó
=?>�.�"��#@2�A.�"/~
ú Ú¯ä�ádÝAçºð¯Ú¯Û&ì�à!ç�è7Ý¯öBì�ìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝ�þ!ò � ù Ý�
­ò
*��+"�,	�-�/.	�	01&2$435"768�#&�~
• ����Ú¯Û&Þ-øaíïÚ}é"Ý¯ö�ÜLÛ&Ú¯ì�éLÜÂýÇìmÝ¯ö�ÝÇádÝÇã Ú��¯ÜÂê�ì�áEÙ+ìmÝ¯åEÝÇáEÜ Ù/å!Ú4ìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝcLEò �6å!ãÂÝ�Û&î}éLáEÚ5õ&ê�Ü
æEÛ&ì�Ùmå!ì�ÜÂÝDíïî}étå!Ú¯ÞAðDáEÜ ��è�à!ê7ë

P
Ü
P ′ ò

´7µ�¶Pµ�·)¸º¹¼å/½ »
¿<ÀFÁBÂ�Ã

Q =

m
⊗

i=1

(ai, bi) oraz Q′ =
m
⊗

i=1

(a′i, b
′
i)

Ä�ÅBÆnÇ Î Ð=Ï Á Æ�Ï À Ñ � ÑRÍ À ÈnÞNÉ?ÑRÐBÞ Ì�Í À É Rm Ód È Ï�É?ÑRÙ�Í Ì�Ð6Õ�É?ËPÈ�É?ÑRÙ�ËPÈRÚ6Û ä

Q⊆Q′ ⇐⇒ (ai, bi)⊆ (a′i, b
′
i)

ù P�


Æ�ÊºÑ i = 1, ...,m Óe Ð=Ï Á�Î Ð6È�É?ÑnÆ�Ï À Û7ÆRÌ�×EãPÒ�×cÝ6Å ( È Â Ï.Ì)É À Ú Â=ÀFÁ Ï$Ò	Ï Ñ	×"ÑnÆ�Ë ÀFÁ Ë ÀFÁ Í ) Ë�ÑnÆ$Ë�Ñ	×�ÞNÅ Î Ò=Ý.Ç Â Ì�Í À ×�ÞNÉ ÀFÁ Ð��
Æ�Ï Á Ë À ÑRÍ À;ä
(a)

d Õ�É?ËPÈ�É?ÑRÙ�ËPÈRÚ6Û ( f ) Ý Á ×�ÞD× Î�Á�� Ë À È Ë�Ñ�Ó
(b)

d Õ�É?ËPÈ�É?ÑRÙ�ËPÈRÚ6Û ( f ) Ë ÀFÁ Ý Á ×�Þ?× Î�Á�� Ë À È Ë�Ñ�Ó
(c)

d Õ�É?ËPÈ�É?ÑRÙ�ËPÈRÚ6Û ( f ) Ý Á ×�Þ]× Î�Á�� Ë À È Ë�Ñ Î Ð=Ï.Ìë×�ÞNÈR×.È�É?Ë�Ì Â�Ã Ï Ñ � È Ù Á Ë À Ñ Â�Ã È Î Ð=Ï Á Æ�Ï À Ñ � Ñ Â�Ã
ÈnÞNÉ?ÑRÐBÞ Ì Â�Ã Q

À
Q′ Ó



a ÿ�ÿ�e f7gBhNi�g�j6k�lnmFi�g�i�oKp.q�j rBs�t�j u�g�j v o1wBi�o<xRy.q.z
*��+"�,	�-�g.	�	01&2$435"768�#&�~

• ����Ú¯Û&Þ-øaíïÚ}é"Ý¯ö�ÜLÛ&Ú¯ì�éLÜÂýÇìmÝ¯ö�ÝÇádÝÇã Ú��¯ÜÂê�ì�áEÙ+ìmÝ¯åEÝÇáEÜ Ù/å!Ú4ìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝcLEò þ�å!ãÂÝ�Û&î}éLáEÚ5õ&ê�Ü
æEÛ&ì�Ùmå!ì�ÜÂÝDíïî}éOÚÇè�é"ÝÇÛºè�à!ê7ë

Q
Ü
Q′ ò

� ìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝ¯ê7ëhLEò LxôiLEò �5L ���må!ì�Ü Ù�Þ-à �dÝ¯åEÝ¯ö4è&Ú¯æfÚ¯ã Ú��¯ÜÂê�ì�áEÙßé�í�Ý¯çºáEÚ5õ&ê�Ü-æEÛ&ì�Ùmå!ì�ÜÂÝDíïî}é
é�æEÛ&ì�Ùmç�è&Û&ì�Ù�áEÜ Rm

ûað5è&î¯Û&Ù)ç&ý�éLàDð¯Ú¯Û&ì�à!ç�è�àDé"ÝÇáEÙ�æEÛ&ì�à6Ú¯æEÛ7Ý¯ê�Ú}é"ÝÇáEÜ ø/ÞAÜÂÝÇÛ&à��:Ù��fÙmçE�¯øEÙ�� Ý
éIæEÛ&ì�Ùmç�è&Û&ì�Ù�áEÜ Rm

ù ì�Ú��:òÎáEæ:ò��\Ú!íïÚ!å!ì�Ü Ù�ñ�ûZþÇÿ��mÿ�
­ò¼�$íïî}éLáDàDÞAÜ
æfÚÇñ��mê�ÜÂÝÇÞAÜ
è&Ú¯æfÚ¯ã Ú��¯ÜÂê�ì�ô
áDàDÞAÜÉç�è&Ú5çºÚ}é"ÝÇáDàDÞAÜEéâè�à!ê7ë�ìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝ¯ê7ë�ç&ý�~�ðDøEã Ù�ÚÇè�é"ÝÇÛºè7Ý�ÜÉå!Ú¯ÞAðDáEÜ ��è7ÝEûDì��EÜ Ú¯Û&à)ÚÇè�é"ÝÇÛºè�à
Ü�å!Ú¯ÞAðDáEÜ ��è�à¯û!éLá���è&Û&ì�Ù�ì��EÜ Ú¯Û&ø:ûEå!Ú¯ÞAðDáEÜ �mê�Ü Ù�ì��EÜ Ú¯Û&ø:ûEõºÛ&Ùmå!áEÜÂê�Ý)ì��EÜ Ú¯Û&ø:ò
´7µ�¶Pµ�·)¸º¹¼å/½ å
j Ï Ñ	×"ÑnÆ�Ë À Û�à�Ù Á É Î Ð=Ï Á ×�Þ,Ð=Ï Á Ë À Í Á Þ,Ð�Ì Â Ï�Ë Á Ý R Ê À,Â Ï�ÄýÐ=Ï ÁBÂ Ï.Ì)É À ×�Þ Ì Â�Ã Ï Á Ï�É7Ì�ã � ÇýÍ Á Þ,Ð�Ì�ã	Ç
× Î�Á�� Ë À È Ë Á ×"Ç�É?ÑRÐBÒ	Ë�ã À;ä
(a) K(x0, r) = (x0 − r, x0 + r),
(b) K̄(x0, r) = [x0 − r, x0 + r],� Æ�Ï ÀFÁ x0 ∈ R À

r > 0 Ó
´7µ�¶Pµ�·)¸º¹¼å/½ �
¿<ÀFÁBÂ�Ã

a
À
b Ä�ÅBÆnÇýÊ À,Â Ï�Ä�ÑRÍ À Ð=Ï ÁBÂ Ï.Ì)É À ×�Þ Ì�Í À Þ;ÑRã À Í À à�Ù Á a < b ÓVÔâÌ�ã	ÑRÏ ÑnÛ�à�Ù ÁRä

(a) (a, b) = K(a+b
2

, b−a
2

) à
(b) [a, b] = K̄(a+b

2
, b−a

2
) Ó

���	�����! ��#"�$%�!&fò ù Ý�
7�\ãÂÝ�å!Ú}é1Ú¯ã áEÙ��¯Ú
x ∈ R Þ�ÝÇÞ-àP~

x ∈ K(a+b
2

, b−a
2

)⇐⇒ |x− a+b
2

| <
b−a
2

⇐⇒ − b−a
2

< x− a+b
2

< b−a
2

⇐⇒ a < x < b⇐⇒ x ∈ (a, b)
ò

¤BìmÝ¯ç&Ý¯å!áEÜ Ù�áEÜ Ù�é æEÛ&ì�àDædÝ¯å!ðDø ù ��
�ñ�Ùmç�è\ÝÇádÝÇã Ú��¯ÜÂê�ì�áEÙ¯ò
´7µ�¶Pµ�·)¸º¹¼å/½ '
¿<ÀFÁBÂ�Ã

a
À
b Ä�ÅBÆnÇ²Ê À,Â Ï�Ä�ÑRÍ À Ð=Ï ÁBÂ Ï.Ì)É À ×�Þ Ì�Í À Þ;ÑRã À Í À à/Ù Á a 6 b Ó}ÔâÌ�ã	ÑRÏ ÑnÛ�àPÙ Á<Î Ð=Ï Á Æ�Ï À Ñ �

ÈnÞNÉ?ÑRÐBÞ Ì (a, b) Ý Á ×�Þ?Ï�Ä À È Ð Á Í ÈnÞNÉ?ÑRÐBÞ Ì�Í É R Ó
���	�����! ��#"�$%�!&fòÖ�¯Ù�ä�Ù�ã Ü

a = b
ûPè&Ú

(a, b) = ∅ û
Ý�éLÜ �mê (a, b)
ñ�Ùmç�è)ì��EÜ Ú¯Û&Ù�Þ ÚÇè�é"ÝÇÛºè�àDÞ

é R òß�\Ý¯ç�è=��æEáEÜ ÙAìmÝÇðdí�Ý¯åEÝÇÞ-à¯ûÉä�Ù
a < b

ò²�BÜ Ùmê7ë
c ∈ (a, b)

ò}�ÎÙ�è�Þ-à�ã ÜÂê�ì�����å!Ú!åEÝ}è&áEÜÂý
s < min{c−a, b−c} ò�ê�ê�ì�àDéLÜÂõ&ê�Ü Ù c ∈ (c−s, c+s)

ò�üPÚ¯ð}ÝÇä�Ù�Þ-à¯ûmä�Ù
(c−s, c+s)⊆ (a, b)

ò
�BÜ Ùmê7ë

x ∈ (c−s, c+s)
û5é"è&Ùmå!à

c−s < x < c+s
ò�üPÚ¯áEÜ Ù�é"ÝÇä

s < c−a
Ú¯Û7ÝÇì

s < b− c
û

éLÜ �mê
a < c − s

Ú¯Û7ÝÇì
c + s < b

ò óaÝ}è&Ù�Þ
a < x < b

û\ê�ì�àDã Ü
x ∈ (a, b)

û\ÝßéLÜ �mê
(c − s, c + s)⊆ (a, b)

ò �\Ú¯Û&ì�à!ç�è7Ý}ñºý¯ê+ì�ìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝ1LEò é ù Ý�
­ûBç�è�éLÜ Ù�Û7å!ìmÝÇÞ-à¯û"ä�Ù�æEÛ&ì�Ùmå!ì�ÜÂÝDí
ÚÇè�é"ÝÇÛºè�à

(a, b)
ñ�Ùmç�èBì��EÜ Ú¯Û&Ù�Þ ÚÇè�é"ÝÇÛºè�àDÞIé R ò*��+"�,	�-�/.	�	01&2$435"768�#&�~

• �\Ú¯Û&ì�à!ç�è7Ý}ñºý¯ê�ì%ìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝkLEò é ù Ý�
ÉÜ5ìD�¢ÝÇð5è&ø:û}ä�Ù
ðDøEãÂÝLÚÇè�é"ÝÇÛºè7Ý"é?æEÛ&ì�Ùmç�è&Û&ì�Ù�áEÜ¯ÞAÙ�è&Û&à!ê�ì�ô
áEÙ�ñDñ�Ùmç�è�ì��EÜ Ú¯Û&Ù�Þ ÚÇè�é"ÝÇÛºè�àDÞ ù ì�Ú��:ò:áEæ:òB�%á��¯Ù�ã ðDÜ á��dûR�DÜ Ù�ðDã ødê7ðDÜ�û	�B������
dÚÇè&Û&ì�àDÞ-ø}ñ�Ù�Þ-à
ádÝ}è�à!ê7ëEÞAÜÂÝ¯ç�è"Û&Ú¯ì�éLÜÂýÇìmÝÇáEÜ Ù�ìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝlLEò PDò

´7µ�¶Pµ�·)¸º¹¼å/½ (
m ÑRË Á ×"Ç�Ê À,Â Ï�Ä6ÌÖÐ=Ï ÁBÂ Ï.Ì)É À ×�Þ Á a1, ..., am, b1, ..., bm Þ;ÑRã ÀFÁ à7Ù Á ai 6 bi Æ�ÊºÑ i = 1, ...,m Ój Æ�È�ÉDÈ�Æ�Ë À Û�à�Ù ÁKÎ Ð=Ï Á Æ�Ï À Ñ � ÈnÞNÉ?ÑRÐBÞ Ì

Q =

m
⊗

i=1

(ai, bi)



w�m,y;¦�q=§czR¨	¦]yEzBuRzR¨�g�j v�©Ky7mFª�«.gB¦R¬�l>¨ny"j z�§cª�o®­¯z6hNv�­¯z6h8¦�q�j a ÿ7��e

Ý Á ×�Þ?Ï�Ä À È Ð Á Í ÈnÞNÉ?ÑRÐBÞ Ì�Í É Rm Ó
���	�����! ��#"�$%�!&fòZüPÚ!åEÝÇÞ-à+ç&ê7ëEÙ�Þ�Ý}èLÛ&Ú¯ì�éLÜÂýÇìmÝÇáEÜÂÝ$ìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝ�~

� 
��LÚ¯ì�é"ÝÇä�à!ö$æEÛ&ì�àDædÝ¯å!Ù�ðaûP�5å!à
Q = ∅ òßê\æEÜÂç&Ý¯övè&Ù�á4æEÛ&ì�àDædÝ¯å!Ù�ð6ìmÝ+æfÚ¯ÞAÚ!ê�ý+Ú!å!æfÚÇô

éLÜ Ùmå!áEÜÂê7ë/é"ÝÇÛ&øEáEð¯î}éOádÝAã ÜÂê�ì��dÝ¯ê7ë
ai
û
bi
å!ãÂÝ

i ∈ {1, ...,m} ò
þ�
��LÚ¯ì�é"ÝÇä�à!ö1æEÛ&ì�àDædÝ¯å!Ù�ðaû	�5å!à

Q 6= ∅ ò?�5ÝÇðDÜ ÙLé"ÝÇÛ&øEáEðDÜ!éTè�àDÞ�æEÛ&ì�àDædÝ¯å!ðDø�çºæfÙ}íïáEÜÂÝ}ñºýã ÜÂê�ì��Dà
ai
û
bi
å!ãÂÝ

i ∈ {1, ...,m} D
þ!ò � 
ß�LÚ¯ì�é"ÝÇä�à!ö�å!Ú}é1Ú¯ã áDàTæEøEáEð5è

c = (c1, ..., cm) ∈ Q
ò °
ì�àâÜÂç�è&áEÜ Ù�ñºý�ã ÜÂê�ì��Dà

Û&ì�Ùmê�ì�àDéLÜÂç�è&Ù/å!Ú!åEÝ}è&áEÜ Ù
r1, ..., rm

è7ÝÇðDÜ Ù¯ûPä�Ù
(ci − ri, ci + ri)⊆ (ai, bi)

å!ãÂÝ
i ∈ {1, ...,m} D��\ãÂÝ¯ê�ì�Ù��¯Ú2D

þ!ò þ�
/óaÝ+æfÚ¯ÞAÚ!ê�ý+ã ÜÂê�ì��
r1, ..., rm

Ú¯ðDÛ&Ùmõºã ÜÂö$æEÛ&Ú¯ÞAÜ Ù��
r
ðDøEã Ü

K(c, r)
ò-üPÚ¯Þ-à!ç­íZádÝ

Ú¯ðDÛ&Ùmõºã Ù�áEÜ Ù�æEÛ&Ú¯ÞAÜ Ù�áEÜÂÝ
r
ÞAÚ¯ä�ádÝ-ì�ádÝÇã Ù�èmö�é�ìmÝ¯åEÝÇáEÜ ønLEò PDò

þ!ò L�
²�ÎàDð}ÝÇìmÝ¯öÇû!ä�Ù
K(c, r)⊆Q

ò?�\ãÂÝ¯ê�ì�Ù��¯Ú2D
Ý�
��BÜ Ùmê7ë

x = (x1, ..., xm) ∈ K(c, r)
òD�LÚ¯ì�é"ÝÇä�à!ö ||c− x|| ò��
��ÎàDð}ÝÇìmÝ¯öÇû!ä�Ù

(ci − xi)
2 < r2 6 r2i

å!ãÂÝ
i ∈ {1, ...,m} òêB
�°
ì�à+çºæfÙ}íïáEÜ Ú¯ádÝ\ñ�Ùmç�èBáEÜ Ù�Û&î}éLáEÚ5õ&ö |ci − xi| < ri

å!ãÂÝ
i ∈ {1, ...,m} Då�
�°
ì�à)ádÝvæfÚ!åEç�è7ÝxéLÜ Ù\æfÚ}éLàDämçºì�à!ê7ëAÜ á���Ú¯Û&Þ�Ý¯êcñ�ÜdÞAÚ¯ä�ádÝvéLàDéLáEÜ Ú5çºð¯Ú}é"Ý¯öÇû}ä�Ù

K(c, r)⊆Q
D�� ñºÝÇðDÜ�çºæfÚ5çºî��	D

L�
��\Ý)ìmÝÇð¯Ú��dê�ì�Ù�áEÜ Ù�ødç�è7ÝÇã ÜÂö�ádÝ}ñ��dÝÇÛ7å!ì�Ü Ù�ñ1ÜÂç�è&ÚÇè&áEÙvÙ�è7ÝÇæDà�Û&Ú¯ì�éLÜÂýÇìmÝÇáEÜÂÝvè&Ù��¯Ú)ìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝEò
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• üPÚ¯áEÜ Ù�é"ÝÇäZæEÛ&ì�Ùmç�è&Û&ì�Ù���ð}ÝÇÛºè&Ù�ì�ñºÝ	�dçºð}Ý Rm
ñ�Ùmç�è�Ü ã Ú!ê�ì�àDáEÙ�Þ�ÞAÙ�è&Û&à!ê�ì�áDàDÞ æEÛ&ì�Ùmç�è&Û&ì�Ù�áEÜ

ÞAÙ�è&Û&à!ê�ì�áEÙ�ñ R û5éLÜ �mê1ð¯Ú¯Û&ì�à!ç�è7Ý}ñºý¯ê%ì"è�éLÜ Ù�Û7å!ì�Ù�áEÜÂÝ\ÚvÜ ã Ú!ê�ì�àDáEÜ Ù"ð}ÝÇÛºè&Ù�ì�ñºÝ	�dçºðDÜ Þ�ì��EÜ ÚÇôÛ&î}é3ÚÇè�é"ÝÇÛºè�à!ê7ëté÷Ü ã Ú!ê�ì�àDáEÜ Ù4ÞAÙ�è&Û&à!ê�ì�áDàDÞ ù ì�Ú��:ò$�%á��¯Ù�ã ðDÜ á��dû �DÜ Ù�ðDã ødê7ðDÜ�û �B�����Eû
è�éLÜ Ù�Û7å!ì�Ù�áEÜ Ù �¯ò �Eò �Eû5ç�òoP�L�
­û¯ÚÇè&Û&ì�àDÞ-ø}ñ�Ù�Þ-à)ádÝ}è�à!ê7ëEÞAÜÂÝ¯ç�èZÛ&Ú¯ì�éLÜÂýÇìmÝÇáEÜ ÙLìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝlLEò �!ò

´7µ�¶Pµ�·)¸º¹¼å/½:9
¿<ÀFÁBÂ�Ã

a
À
b Ä�ÅBÆnÇ²Ê À,Â Ï�Ä�ÑRÍ À Ð=Ï ÁBÂ Ï.Ì)É À ×�Þ Ì�Í À Þ;ÑRã À Í À à/Ù Á a 6 b Ó}ÔâÌ�ã	ÑRÏ ÑnÛ�àPÙ Á<Î Ð=Ï Á Æ�Ï À Ñ �

Æ�È Í}ãnË À Å Þ Ì [a, b] Ý Á ×�Þ?Ï�Ä À È Ð Á Í Æ�È Í}ãnË À Å Þ Ì�Í É R Ó
���	�����! ��#"�$%�!&fò �BÜ Ùmê7ë

xn ∈ [a, b]
å!ãÂÝ

n ∈ N Ú¯Û7ÝÇì
limn→∞xn = x

ò(üPÚ¯áEÜ Ù�é"ÝÇä
a 6 xn 6 b

å!ãÂÝ
n ∈ N ûféLÜ �mê a 6 limn→∞xn 6 b

ûfê�ì�àDã Ü
x ∈ [a, b]

ò\óaÝ}è&Ù�Þ�æEÛ&ì�Ùmå!ì�ÜÂÝDí
å!Ú¯ÞAðDáEÜ ��è�à

[a, b]
ñ�Ùmç�èBì��EÜ Ú¯Û&Ù�Þ�å!Ú¯ÞAðDáEÜ ��è�àDÞ é R ò

*��+"�,	�-�/.	�	01&2$435"768�#&�~
�¯ò<����Ú¯Û&Þ-øaíïÚ}é"Ý¯öAè�éLÜ Ù�Û7å!ì�Ù�áEÜÂÝ�Ú¼�¯Û7ÝÇáEÜÂê�àßê�ÜÂý��¯ø�ÜLÚÎì��EÜ Ú¯Û7Ý¯ê7ëTå!Ú¯ÞAðDáEÜ ��è�à!ê7ë:û%ð5è&î¯Û&Ù
ì�Ú5ç�è7ÝDíïà)éLàDð¯Ú¯Û&ì�à!ç�è7ÝÇáEÙBétÛ&Ú¯ì�éLÜÂýÇìmÝÇáEÜ ø�ìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝpLEò M ù ì�Ú��:òZáEæ:ò��\Ú!íïÚ!å!ì�Ü Ù�ñ�û!þÇÿ��mÿ�
­ò

þ!ò$�\Ú¯Û&ì�à!ç�è7Ý}ñºý¯ê/ìÎìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝ1LEò é ù ��
�Ü�ìë�¢ÝÇð5è&ø:û\ä�ÙÎðDøEãÂÝ�å!Ú¯ÞAðDáEÜ ��è7Ýßé�æEÛ&ì�Ùmç�è&Û&ì�Ù�áEÜ
ÞAÙ�è&Û&à!ê�ì�áEÙ�ñPñ�Ùmç�è\ì��EÜ Ú¯Û&Ù�ÞWå!Ú¯ÞAðDáEÜ ��è�àDÞ ù ì�Ú��:ò"áEæ:ò��%á��¯Ù�ã ðDÜ á��dûP�DÜ Ù�ðDã ødê7ðDÜ�û��B������
­û
ÚÇè&Û&ì�àDÞ-ø}ñ�Ù�Þ-à�ádÝ}è�à!ê7ëEÞAÜÂÝ¯ç�èLÛ&Ú¯ì�éLÜÂýÇìmÝÇáEÜ Ù\ìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝALEò M5ò



a ÿ2)�e f7gBhNi�g�j6k�lnmFi�g�i�oKp.q�j rBs�t�j u�g�j v o1wBi�o<xRy.q.z
´7µ�¶Pµ�·)¸º¹¼å/½ <
m ÑRË Á ×"Ç�Ê À,Â Ï�Ä6ÌÖÐ=Ï ÁBÂ Ï.Ì)É À ×�Þ Á a1, ..., am, b1, ..., bm Þ;ÑRã ÀFÁ à7Ù Á ai 6 bi Æ�ÊºÑ i = 1, ...,m Ój Æ�È�ÉDÈ�Æ�Ë À Û�à�Ù ÁKÎ Ð=Ï Á Æ�Ï À Ñ � Æ�È Í}ãnË À Å Þ Ì

P =

m
⊗

i=1

[ai, bi]

Ý Á ×�Þ?Ï�Ä À È Ð Á Í Æ�È Í}ãnË À Å Þ Ì�Í É Rm Ó
���	�����! ��#"�$%�!&fò?�BÜ Ùmê7ë

xn ∈ P
å!ãÂÝ

n ∈ N òPü%Û&ì�àmñ�Þ-ø}ñ�Ù�Þ-à¯û5ä�Ù xn = (x1n, ..., xmn)
å!ãÂÝ

n ∈ N ò �BÜ Ùmê7ë
limn→∞xn = x

û/�5å!ì�Ü Ù
x = (x1, ..., xm)

òâ�5è7ý¯å
limn→∞xin = xi

å!ãÂÝ
i = 1, ...,m

ò�üPÚ¯áEÜ Ù�é"ÝÇä
ai 6 xin 6 bi

û}éLÜ �mê
ai 6 limn→∞xin 6 bi

û}ê�ì�àDã Ü
ai 6 xi 6 bi

û
ê�ÚAÚ¯ì�ádÝ¯ê�ìmÝEûDä�Ù

xi ∈ [ai, bi]
å!ãÂÝ

i = 1, ...,m
ò?�ÎÚ��fÙmê\è&Ù��¯Ú

x = (x1, ..., xm) ∈
m
⊗

i=1

[ai, bi] = P.

óaÝ}è&Ù�Þ æEÛ&ì�Ùmå!ì�ÜÂÝDí�å!Ú¯ÞAðDáEÜ ��è�à
P
ñ�Ùmç�èLì��EÜ Ú¯Û&Ù�Þ�å!Ú¯ÞAðDáEÜ ��è�àDÞ�é

Rm ò
*��+"�,	�-�/.	�	01&2$435"768�#&�~
�¯ò<����Ú¯Û&Þ-øaíïÚ}é"Ý¯ö
è�éLÜ Ù�Û7å!ì�Ù�áEÜ Ù\Ú$ì��EÜ Ù�ä�áEÚ5õ&ê�Üfê�ÜÂý��¯î}éâéOÜ ã Ú!ê�ì�àDáEÜ ÙBÞAÙ�è&Û&à!ê�ì�áDàDÞ6û5ð5è&î¯Û&Ù
ì�Ú5ç�è7ÝDíïÚ/éLàDð¯Ú¯Û&ì�à!ç�è7ÝÇáEÙ)é�Û&Ú¯ì�éLÜÂýÇìmÝÇáEÜ ø�ìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝnLEò � ù ì�Ú��:ò�áEæ:ò)�%á��¯Ù�ã ðDÜ á��dû��DÜ Ù�ô
ðDã ødê7ðDÜ�û/�B���������\Ú!íïÚ!å!ì�Ü Ù�ñ�ûEþÇÿ��mÿ�
­ò

þ!ò"üPÚ¯áEÜ Ù�é"ÝÇäZæEÛ&ì�Ùmç�è&Û&ì�Ù���ð}ÝÇÛºè&Ù�ì�ñºÝ	�dçºð}Ý Rm
ñ�Ùmç�è�Ü ã Ú!ê�ì�àDáEÙ�Þ�ÞAÙ�è&Û&à!ê�ì�áDàDÞ æEÛ&ì�Ùmç�è&Û&ì�Ù�áEÜ

ÞAÙ�è&Û&à!ê�ì�áEÙ�ñ R û5éLÜ �mê1ð¯Ú¯Û&ì�à!ç�è7Ý}ñºý¯ê%ì"è�éLÜ Ù�Û7å!ì�Ù�áEÜÂÝ\ÚvÜ ã Ú!ê�ì�àDáEÜ Ù"ð}ÝÇÛºè&Ù�ì�ñºÝ	�dçºðDÜ Þ�ì��EÜ ÚÇôÛ&î}éMå!Ú¯ÞAðDáEÜ ��è�à!ê7ë�é(Ü ã Ú!ê�ì�àDáEÜ Ù-ÞAÙ�è&Û&à!ê�ì�áDàDÞ ù ì�Ú��:ò��%á��¯Ù�ã ðDÜ á��dû/�DÜ Ù�ðDã ødê7ðDÜ�û7�B�����Eû
è�éLÜ Ù�Û7å!ì�Ù�áEÜ Ù$�¯ò �Eò þ��¯û�ç�òqP�M	
­û�ÚÇè&Û&ì�àDÞ-ø}ñ�Ù�Þ-à\ádÝ}è�à!ê7ëEÞAÜÂÝ¯ç�èÉÛ&Ú¯ì�éLÜÂýÇìmÝÇáEÜ Ù�ìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝlLEò �Eò

´7µ�¶Pµ�·)¸º¹¼å/½ B
m ÑRË Á ×"Ç�Ê À,Â Ï�Ä6ÌÖÐ=Ï ÁBÂ Ï.Ì)É À ×�Þ Á a1, ..., am, b1, ..., bm Þ;ÑRã ÀFÁ à7Ù Á ai < bi Æ�ÊºÑ i = 1, ...,m Ój Æ�È�ÉDÈ�Æ�Ë À Û�à�Ù Á Ý Á Ù Á Ê À

Q =

m
⊗

i=1

(ai, bi) i P =

m
⊗

i=1

[ai, bi],

ÞNÈ
intP = Q, i clQ = P.

���	�����! ��#"�$%�!&fò�¤\å!Ú}é1Ú!å!áEÜ Þ-à¯û:ä�Ù
intP = Q

ò�üPÚ¯áEÜ Ù�é"ÝÇä
Q
ñ�Ùmç�è-ì��EÜ Ú¯Û&Ù�Þ3ÚÇè�é"ÝÇÛºè�àDÞ

ù ì�Ú��:ò/ìmÝ¯åEÝÇáEÜ Ù�LEò ��
�Ü
Q⊆ P

û�éLÜ �mê
Q⊆ intP

ò�ê�ê�ì�àDéLÜÂõ&ê�Ü Ù
intP ⊆ P

ò/ü%Û&ì�àDæEødõ&ö�Þ-à¯û
ä�Ù�ÜÂç�è&áEÜ Ù�ñ�Ù

c ∈ intP \ Q
ò£ê�ê�ì�àDéLÜÂõ&ê�Ü Ù

c ∈ P
òMü%Û&ì�àmñ�ÞAÜ ñ�Þ-à¯ûLä�Ù

c = (c1, ..., cm)
ò

�5è7ý¯å
ai 6 ci 6 bi

å!ãÂÝ
i = 1, ...,m

òBüPÚ¯áEÜ Ù�é"ÝÇä
c 6∈ Q

ûféLÜ �mê
ck = ak

ã ø��
ck = bk

å!ãÂÝ
æfÙ�éLáEÙ��¯Ú

k ∈ {1, ...,m} ò)�LÚ¯ì�é"ÝÇä�Þ-à�å!Ú}é1Ú¯ã ádý"ðDøEã �%ÚÇè�é"ÝÇÛºè7ý K(c, r)
ò7�ÎÙ�è�Þ-àvå!Ú}é1Ú¯ã ádý

ã ÜÂê�ì�����Û&ì�Ùmê�ì�àDéLÜÂç�è7ý
s
è7ÝÇð}ýEû!ä�Ù

0 < s < r
ò]�\Ý}ñ�æEÜ Ù�Û&étæEÛ&ì�àmñ�Þ-ø}ñ�Ù�Þ-à¯û!ä�Ù

ck = ak
òD�BÜ Ùmê7ë

c′ = (c1, ..., ck−1, ck − s, ck+1, ..., cm)
òOóaÝÇøDé"ÝÇä�Þ-à¯ûZä�Ù

ck − s < ck = ak
û1Ý�éLÜ �mê

c′ 6∈ P
ò1üPÚ¯áEÜ Ù�é"ÝÇä ||c− c′|| =

√
s2 = s < r

ûféLÜ �mê
c′ ∈ K(c, r)

ò\óaÝ}è&Ù�Þ
K(c, r) 6⊆ P

û
ê�ì�àDã Ü

c 6∈ intP
ù å!ãÂÝ¯ê�ì�Ù��¯Ú2D 
­ò�üPÚ!å!Ú��EáEÙ�Û&Ú¯ì�øEÞAÚ}é"ÝÇáEÜ Ù�ÞAÚ¯ä�ádÝßæEÛ&ì�Ù�æEÛ&Ú}é"Ý¯å!ì�ÜÂöÇû$�5å!à



w�m,y;¦�q=§czR¨	¦]yEzBuRzR¨�g�j v�©Ky7mFª�«.gB¦R¬�l>¨ny"j z�§cª�o®­¯z6hNv�­¯z6h8¦�q�j a ÿ2;�e

ck = bk
û��EÜ Ú¯Û7ý¯ê

c′ = (c1, ..., ck−1, ck + s, ck+1, ..., cm)
ò}�ÎÚ��fÙmê-è&Ù��¯Ú

intP \ Q = ∅ ûê�ì�àDã Ü
intP = Q

ò
¤\å!Ú}é1Ú!å!áEÜ Þ-à¯ûÉä�Ù

clQ = P
ò)üPÚ¯áEÜ Ù�é"ÝÇä

Q⊆ P
û:éLÜ �mê

clQ⊆ clP = P
û)�fÚ

P
ñ�Ùmç�è

ì��EÜ Ú¯Û&Ù�Þ å!Ú¯ÞAðDáEÜ ��è�àDÞ ù ì�Ú��:òOìmÝ¯åEÝÇáEÜ ÙnLEò ��
­ò�¤BìmÝ¯ç&Ý¯å!áEÜ Þ-à¯û
ä�ÙAñ�Ù�ä�Ù�ã Ü
c ∈ P \ Q

û
è&Ú
c ∈ clQ

ò"ü%Û&ì�àmñ�Þ-ø}ñ�Ù�Þ-à¯ûfä�Ù
c = (c1, ..., cm)

òCê�ê�ì�àDéLÜÂõ&ê�Ü Ù
ai 6 ci 6 bi

å!ãÂÝ�å!Ú}é1Ú¯ã áEÙ��¯Ú
i = 1, ...,m

òD�LÚ¯ì�é"ÝÇä�Þ-à�ê�ÜÂý��
pn = (d1n, ..., d

m
n )
å!ãÂÝ

n ∈ N Ú¯ðDÛ&Ùmõºã Ú¯áDàAádÝ¯ç�è=��æEø}ñºý¯ê�Ú�~

din =











ai +
1

n
, gdy ci = ai,

bi − 1

n
, gdy ci = bi,

ci, gdy ai < ci < bi,

�5å!ì�Ü Ù
i = 1, ...,m

ò�üPÚ¯áEÜ Ù�é"ÝÇä
ai < bi

å!ãÂÝ
i = 1, ...,m

ûÇéLÜ �mê"å!ãÂÝ�ð}ÝÇämå!Ù��¯Ú
i ∈ {1, ...,m}ÜÂç�è&áEÜ Ù�ñ�Ù1ã ÜÂê�ì��dÝ

ni ∈ N è7ÝÇð}ÝEûxä�Ù
ai < din < bi

å!ãÂÝ
n > ni

ò��BÜ Ùmê7ë
k = max{n1, ..., nm} ò�âè&Ùmå!à

pn ∈ Q
å!ãÂÝ

n > k
ò�óaÝÇøDé"ÝÇä�Þ-à¯û!ä�Ù

limn→∞din = ci
å!ãÂÝ

i = 1, ...,m
ò$�ÎÚ��fÙmê

è&Ù��¯Ú
limn→∞pn = c

ò
óaÝ}è&Ù�Þ
c ∈ clQ

ûEê�ì�àDã Ü
clQ = P

ò
*��+"�,	�-�/.	�	01&2$435"768�#&�~
�¯ò$¤\ç�è7ÝÇã ÜÂöÇûÇéßð5è&î¯Û&à!ê7ë ��Û7Ý	�¯ÞAÙ�á5è7Ý¯ê7ë$Û&Ú¯ì�éLÜÂýÇìmÝÇáEÜÂÝLìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝ`LEò �\ð¯Ú¯Û&ì�à!ç�è7ÝÇã ÜÂõºÞ-à�ì"é�í�Ý}ô
çºáEÚ5õ&ê�Ü8~
Ý�
��Îá���è&Û&ì�Ù4ì��EÜ Ú¯Û&ø

A
ñ�Ùmç�è�çºøEÞ�ýTéBçºì�à!ç�è&ðDÜÂê7ë ì��EÜ Ú¯Û&î}é3ÚÇè�é"ÝÇÛºè�à!ê7ëtìmÝxé"ÝÇÛºè�à!ê7ë

é ì��EÜ Ú¯Û&ì�Ù
A
ò

��
D°
ÜÂý��véTæEÛ&ì�Ùmç�è&Û&ì�Ù�áEÜ Rm
ñ�Ùmç�è%ì��EÜ Ù�ä�áDà-é"è&Ùmå!à-Ü!è�àDã ð¯Ú�é"è&Ùmå!à¯û��5å!à$Ú!å!æfÚ}éLÜ Ùmå!áEÜ Ù

ê�ÜÂý��¯ÜÉéBçºæfî!íïÛ&ì��må!áDà!ê7ë/éLàDÛ7ÝÇì�î}éOè&Ù��¯Ú�ê�ÜÂý��¯ø6ç&ýAì��EÜ Ù�ä�áEÙ¯ò>����Ú¯Û&Þ-øaíïÚ}é"Ý¯ö\éMçºæfÚ5çºî��
õ&ê�ÜÂç­íïà�é æfÚ5ç�è7Ý¯ê�Üaè�éLÜ Ù�Û7å!ì�Ù�áEÜÂÝ)Ú¯æEÜÂç&ÝÇádý-é�í�Ý¯çºáEÚ5õ&ö\ì��EÜ Ù�ä�áEÚ5õ&ê�Ü:ê�ÜÂý��¯î}été Rm

ò
êB
Zü%øEáEð5è1ádÝÇã Ù�ä�àAå!Ú-å!Ú¯ÞAðDáEÜ �mê�ÜÂÝvì��EÜ Ú¯Û&ø

A
é"è&Ùmå!àAÜdè�àDã ð¯Úvé"è&Ùmå!à¯ûn�5å!à-è&Ù�á�æEøEáEð5è

ñ�Ùmç�è7�¯Û7ÝÇáEÜÂê�ýLê�ÜÂý��¯øvÚ\éLàDÛ7ÝÇìmÝ¯ê7ë�ádÝÇã Ù�ämý¯ê�à!ê7ëvå!Ú\ì��EÜ Ú¯Û&ø
A
ò�����Ú¯Û&Þ-øaíïÚ}é"Ý¯öPéßçºæfÚ5çºî��

õ&ê�ÜÂç­íïà�é�æfÚ5ç�è7Ý¯ê�ÜZè�éLÜ Ù�Û7å!ì�Ù�áEÜÂÝ/Ú¯æEÜÂç&ÝÇádý/é�í�Ý¯çºáEÚ5õ&öAå!Ú¯ÞAðDáEÜ �mê�ÜÂÝ/ì��EÜ Ú¯Û&î}é�é�æEÛ&ì�Ù�ô
ç�è&Û&ì�Ù�áEÜÂÝ¯ê7ë+ÞAÙ�è&Û&à!ê�ì�áDà!ê7ë:ò
å�
vó��EÜ î¯Û R ã ÜÂê�ì���Û&ì�Ùmê�ì�àDéLÜÂç�è�à!ê7ëAñ�Ùmç�è ���mç�è&Ú+øEæfÚ¯Û&ìmý¯å!ð¯Ú}é"ÝÇáDà+æEÛ&ì�Ù�ì)Û&Ù�ãÂÝ¯êcñ��-áEÜ Ù�ô
éLÜ ��ð!çºì�Ú5õ&ê�Ü

6
ò

þ!òC°
ì�àÎé�í�Ý¯çºáEÚ5õ&öAç���Ú¯Û&Þ-øaíïÚ}é"ÝÇádÝ+é�ìmÝ¯åEÝÇáEÜ ø1LEò �)ñ�Ùmç�è)æEÛ7ÝxéBå!ì�Ü é"ÝEû�æEÛ&ì�à�ìmÝDíïÚ¯ä�Ù�áEÜ ø
ai 6 bi

å!ãÂÝ
i = 1, ...,m

D

´7µ�¶Pµ�·)¸º¹¼å/½,¾�F
m ÑRË�Ì}Ý Á ×�Þ Î Ð=Ï Á Æ�Ï À Ñ � Æ�È Í}ãnË À Å Þ Ì P ⊆Rm Ó j Æ�È�ÉDÈ�Æ�Ë À Û�à)Ù Á Æ�ÊºÑ�Æ�È�ÉDÈ Ê Ë Á Ý¯Ê À,Â Ï�Ä6Ì³Ð=Ï Á �Â Ï.Ì)É À ×�Þ Á Ý ε > 0

À ×�Þ,Ë ÀFÁ Ý ÁëÎ Ð=Ï Á Æ�Ï À Ñ � Æ�È Í}ãnË À Å Þ Ì S ⊆Rm Þ;ÑRã À à}Ù Á P ⊆ intS È Ð.ÑRÏ
volS < volP + ε.

���	�����! ��#"�$%�!&fòD�BÜ Ùmê7ë
P =

m
⊗

i=1

[ai, bi]
òD�LÚ¯ì�é"ÝÇä�Þ-à�ê�ÜÂý��AæEÛ&ì�Ùmå!ì�ÜÂÝDíïî}étÚÇè�é"ÝÇÛºè�à!ê7ë

Qn =

m
⊗

i=1

(

ai −
1

2n
, bi +

1

2n

)



a ÿ�Cne f7gBhNi�g�j6k�lnmFi�g�i�oKp.q�j rBs�t�j u�g�j v o1wBi�o<xRy.q.z
å!ãÂÝ

n ∈ N ò>ê�ê�ì�àDéLÜÂõ&ê�Ü Ù P ⊆Qn

å!ãÂÝAð}ÝÇämå!Ù��¯Ú
n ∈ N ò"óaÝÇøDé"ÝÇä�Þ-à¯û5ä�Ù

volQn =

m
∏

i=1

((bi − ai) +
1

n
) =

m
∏

i=1

(bi − ai) +

(

1

n
d1 + ...+

1

nm−1
dm−1 +

1

nm

)

å!ãÂÝAæfÙ�éLáDà!ê7ë/áEÜ Ù�ø}ñ�Ù�ÞAáDà!ê7ë/ã ÜÂê�ì��6Û&ì�Ùmê�ì�àDéLÜÂç�è�à!ê7ë
d1, ..., dm−1

ò?�ÎÚ��fÙmê�è&Ù��¯Ú

volQn = volP +

(

1

n
d1 + ...+

1

nm−1
dm−1 +

1

nm

)

.

�LÚ¯ì�é"ÝÇä�Þ-à�ê�ÜÂý��
pn =

1

n
d1 + ...+

1

nm−1
dm−1 +

1

nmå!ãÂÝ
n ∈ N ò�üPÚ¯áEÜ Ù�é"ÝÇä limn→∞pn = 0

ûZéLÜ �mê�ÜÂç�è&áEÜ Ù�ñ�Ù�è7ÝÇð}Ý�ã ÜÂê�ì��dÝ�ádÝ}è&øEÛ7ÝÇã ádÝ
k
ûZä�Ù

pn < ε
å!ãÂÝAð}ÝÇämå!Ù��¯Ú

n > k
ò1óaÝ}è&Ù�Þ

volQk < volP + ε
òZü%Û&ì�àmñ�ÞAÜ ñ�Þ-à¯ûEä�Ù

S =

m
⊗

i=1

[ai −
1

2k
, bi +

1

2k
].

üPÚ¯áEÜ Ù�é"ÝÇä
volQk = r Ú¯ãº�aû}éLÜ �mê volS < volP +ε

ò%ó�ìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝsLEò ��éLàDáEÜ ð}ÝEûÇä�Ù
intS = Qk

û
éLÜ �mê

P ⊆Qk = intS
ò

*��+"�,	�-�/.	�	01&2$435"768�#&�~
�¯òC°
ì�à+é�Û&Ú¯ì�éLÜÂýÇìmÝÇáEÜ ø/ìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝALEò �mÿ)ð¯Ú¯Û&ì�à!ç�è7ÝÇã ÜÂõºÞ-à�ì$é�í�Ý¯çºáEÚ5õ&ê�ÜÉÜ ã Ú!ê�ì�àDáEî}é ð}ÝÇÛºè&Ù�ô
ì�ñºÝ	�dçºðDÜÂê7ë/ì��EÜ Ú¯Û&î}évûDð5è&î¯Û&ÙV�Dàdíïà�Û&Ú¯ì�é"ÝÇämÝÇáEÙ\é�ìmÝ¯åEÝÇáEÜ ø�þ!ò �#D

þ!ò\ó4ñºÝÇðDÜÂê7ëTé�í�Ý¯çºáEÚ5õ&ê�Ü>�¯Û7ÝÇáEÜÂê/ê�ÜÂý��¯î}é ã ÜÂê�ì��fÚ}éLà!ê7ë�ð¯Ú¯Û&ì�à!ç�è7ÝÇã ÜÂõºÞ-à4é�Û&Ú¯ì�éLÜÂýÇìmÝÇáEÜ ø
ìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝlLEò �mÿ#D

´7µ�¶Pµ�·)¸º¹¼å/½,¾�¾
m ÑRË�Ì Ý Á ×�Þ Î Ð=Ï Á Æ�Ï À Ñ � Æ�È Í}ãnË À Å Þ Ì P =

m
⊗

i=1

[ai, bi] É Î Ð=Ï Á ×�Þ,Ð=Ï Á Ë À Rm Ó j Æ�È�ÉDÈ�Æ�Ë À Û�à�Ù Á

diamP = ||a− b||,
� Æ�Ï ÀFÁ a = (a1, ..., am)

À
b = (b1, ..., bm) Ó

���	�����! ��#"�$%�!&fò ú ÝÇÞ-à$øEìmÝ¯ç&Ý¯å!áEÜÂöÇû}ä�Ù
diamP = sup {||x− y|| : x, y ∈ P} = ||a−b|| ò�BÜ Ùmê7ë

x = (x1, ..., xm) ∈ P
Ü
y = (y1, ..., ym) ∈ P

ò��Oî}é"ê�ìmÝ¯ç
ai 6 xi 6 bi

Ú¯Û7ÝÇì
ai 6 yi 6 bi

å!ãÂÝ
i = 1, ...,m

òPüPÚ¯ádÝ¯åDè&Ú

||x− y|| =
√

(x1 − y1)2 + ...+ (xm − ym)2.

óaÝÇøDé"ÝÇä�Þ-à¯ûaä�Ù |xi − yi| 6 bi − ai
û�Ý/éLÜ �mê

(xi − yi)
2 6 (ai − bi)

2
å!ãÂÝ

i = 1, ...,m
ò

�ÎÚ��fÙmê�è&Ù��¯Ú
||x− y|| =

√

(x1 − y1)2 + ...+ (xm − ym)2

6
√

(a1 − b1)2 + ...+ (am − bm)2

= ||a− b||.
üPÚ¯áEÜ Ù�é"ÝÇä ||a− b|| ∈ {||x− y|| : x, y ∈ P} ûEéLÜ �mê diamP = ||a− b|| ò
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• ófádÝÇã Ù�èmöLéOã Ü è&Ù�Û7Ý}è&øEÛ&ì�ÙBÞ�Ý}è&Ù�Þ�Ý}è�à!ê�ì�áEÙ�ñ%ã ø��/ç���Ú¯Û&Þ-øaíïÚ}é"Ý¯ö1Üfødå!Ú}é1Ú!å!áEÜÂöBé�í�Ý¯çºáEÚ5õ&öðDÛ&Ùmçºø �¯î¯Û&áEÙ��¯Ú4ì��EÜ Ú¯Û&ø:û"ð5è&î¯Û7Ý4ì�Ú5ç�è7ÝDí�ÝÎéLàDð¯Ú¯Û&ì�à!ç�è7ÝÇádÝÎé Û&Ú¯ì�éLÜÂýÇìmÝÇáEÜ øTìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝ
LEò ���}ò

´7µ�¶Pµ�·)¸º¹¼å/½,¾�»
m ÑRË�Ì²Ý Á ×�Þ Î Ð=Ï Á Æ�Ï À Ñ � ÈnÞNÉ?ÑRÐBÞ Ì Q =

m
⊗

i=1

(ai, bi) à Î Ð=Ï.Ì Â Ï.Ì�Í ai < bi Æ�ÊºÑ i = 1, ...,m à
É Î Ð=Ï Á ×�Þ,Ð=Ï Á Ë À Rm Ó j Æ�È�ÉDÈ�Æ�Ë À Û�à�Ù Á

diamQ = ||a− b||,
� Æ�Ï ÀFÁ a = (a1, ..., am)

À
b = (b1, ..., bm) Ó

���	�����! ��#"�$%�!&fò ú ÝÇÞ-àvøEìmÝ¯ç&Ý¯å!áEÜÂöÇûÇä�Ù
diamQ = sup {||x− y|| : x, y ∈ Q} = ||a−b|| ò�BÜ Ùmê7ë

P =
⊗m

i=1
[ai, bi]

ò�üPÚ¯áEÜ Ù�é"ÝÇä
diamP = ||a − b|| ádÝ/æfÚ!åEç�è7ÝxéLÜ ÙAìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝtLEò ���Ú¯Û7ÝÇì

Q⊆ P
û¯éLÜ �mê

diamQ 6 diamP = ||a−b|| ò��BÜ Ùmê7ë ain = ai+
1

n

Ú¯Û7ÝÇì
bin = bi− 1

nå!ãÂÝ
n ∈ N Ú¯Û7ÝÇì

i = 1, ...,m
òBüPÚ¯áEÜ Ù�é"ÝÇä

limn→∞ain = ai
Ú¯Û7ÝÇì

limn→∞bin = bi
å!ãÂÝ

i = 1, ...,m
ûÇéLÜ �mê1ÜÂç�è&áEÜ Ù�ñºý�ã ÜÂê�ì��Dà

ni ∈ N è7ÝÇðDÜ Ù¯ûÇä�Ù
ain, bin ∈ (ai, bi)

å!ãÂÝ
n > ni

û��5å!ì�Ü Ù
i = 1, ...,m

òBü%Û&ì�àmñ�ÞAÜ ñ�Þ-à¯ûfä�Ù
k1 = max {n1, ..., nm} ò<�ÎÚ��fÙmêvè&Ù��¯Ú

ain, bin ∈ (ai, bi)å!ãÂÝ6å!Ú}é1Ú¯ã áDà!ê7ë
n > k1

Ú¯Û7ÝÇì
i = 1, ...,m

ò)üPÚ¯áEÜ Ù�é"ÝÇä
limn→∞(ain − bin) = ai − bi

û
éLÜ �mê

lim
n→∞

(ain − bin)
2 = (ai − bi)

2

å!ãÂÝ
i = 1, ...,m

ò � ìmÝ}è&Ù�Þ

lim
n→∞

[(a1n − b1n)
2 + ...+ (amn − bmn)

2] = (a1 − b1)
2 + ...+ (am − bm)2.

�ÎÚ��fÙmê�è&Ù��¯Ú

lim
n→∞

√

(a1n−b1n)2 + ...+ (amn−bmn)2 =
√

(a1−b1)2 + ...+ (am−bm)2

= ||a− b||.
ù ��


üPÚ¯áEÜ Ù�é"ÝÇä
ain, bin ∈ (ai, bi)

å!ãÂÝAå!Ú}é1Ú¯ã áDà!ê7ë
n > k1

Ú¯Û7ÝÇì
i = 1, ...,m

û!éLÜ �mê
√

(a1n − b1n)2 + ...+ (amn − bmn)2 <
√

(a1 − b1)2 + ...+ (am − bm)2

= ||a− b||
ù M	


å!ãÂÝAð}ÝÇämå!Ù��¯Ú
n > k1

ò
�ÎÙ�è�Þ-à

ε > 0
ò
ó ù ��
1Ü ù M	
1éLàDáEÜ ð}ÝEû!ä�ÙvÜÂç�è&áEÜ Ù�ñ�Ùvã ÜÂê�ì��dÝ

k2 ∈ N è7ÝÇð}ÝEû!ä�Ù

||a− b|| − ε <
√

(a1n − b1n)2 + ...+ (amn − bmn)2

å!ãÂÝ\ð}ÝÇämå!Ù��¯Ú
n > k2

ò��BÜ Ùmê7ë
k = max {k1, k2}

ò��LÚ¯ì�é"ÝÇä�Þ-à�æEøEáEð5è�à
a′ = (a1k, ..., amk)Ü

b′ = (b1k, ..., bmk)
ò-üPÚ¯áEÜ Ù�é"ÝÇä

a′, b′ ∈ Q
û:éLÜ �mê ||a′ − b′|| ∈ {||x − y|| : x, y ∈ Q}Ú¯Û7ÝÇì ||a− b||− ε < ||a′ − b′|| ò
óaÝ}è&Ù�Þ diamQ = sup {||x− y|| : x, y ∈ Q} = ||a− b|| û�5å!ì�Ü Ù

a = (a1, ..., am)
Ü
b = (b1, ..., bm)

ò



au�8Kne f7gBhNi�g�j6k�lnmFi�g�i�oKp.q�j rBs�t�j u�g�j v o1wBi�o<xRy.q.z
*��+"�,	�-�/.	�	01&2$435"768�#&�~
�¯ò\ó)ñºÝÇðDÜ Ù��¯Úvè�éLÜ Ù�Û7å!ì�Ù�áEÜÂÝ$ÚAõºÛ&Ùmå!áEÜÂê�Ý¯ê7ë�ì��EÜ Ú¯Û&î}éOð¯Ú¯Û&ì�à!ç�è7ÝÇÞ-à-étÛ&Ú¯ì�éLÜÂýÇìmÝÇáEÜ ø�ìmÝ¯åEÝ}ô
áEÜÂÝALEò �xþ�D

þ!ò\ó�ñºÝÇðDÜÂê7ë�é�í�Ý¯çºáEÚ5õ&ê�Ü:ì��EÜ Ù�ä�áEÚ5õ&ê�Ü�ê�ÜÂý��¯î}é�ã ÜÂê�ì��fÚ}éLà!ê7ë�ð¯Ú¯Û&ì�à!ç�è7ÝÇÞ-à�é(Û&Ú¯ì�éLÜÂýÇìmÝÇáEÜ ø
ìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝlLEò �xþ�D

LEò$�\Ý\ñºÝÇðDÜÂê7ë�å!é1î!ê7ë/æfÚ!åEç�è7Ýxé1Ú}éLà!ê7ë+é�í�Ý¯çºáEÚ5õ&ê�ÜÂÝ¯ê7ë�ðDÛ&Ùmçºø/ì��EÜ Ú¯Û&ø/Ú¯ædÝÇÛºè�àvñ�Ùmç�è\ç&ê7ëEÙ�ô
Þ�Ý}èLÛ&Ú¯ì�éLÜÂýÇìmÝÇáEÜÂÝ$ìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝALEò �xþ8D

édòC°
ì�à�è�éLÜ Ù�Û7å!ì�Ù�áEÜ Ù1ç���Ú¯Û&Þ-øaíïÚ}é"ÝÇáEÙZéßìmÝ¯åEÝÇáEÜ ø+LEò �xþ�ñ�Ùmç�èPæEÛ7ÝxéBå!ì�Ü é1Ù¯ûxæEÛ&ì�à�ìmÝDíïÚ¯ä�Ù�áEÜ ø
ai 6 bi

å!ãÂÝ
i = 1, ...,m

D

´7µ�¶Pµ�·)¸º¹¼å/½,¾�å
j Æ�È�ÉDÈ�Æ�Ë À Û�à<Ù Á Ý Á Ù Á Ê À Q =

⊗m

i=1
[ai, bi) Ý Á ×�Þ Î Ð=Ï Á Æ�Ï À Ñ �8Á Í Ê Á ÉDÈR×�Þ,Ð6È Ë�Ë ÀFÁ Æ�È Í}ãnË À Å��

Þ Ì�Í Ê8Ò�Ä Q =
⊗m

i=1
(ai, bi] Ý Á ×�Þ Î Ð=Ï Á Æ�Ï À Ñ �8Á Í Î Ð.Ñ�ÉDÈR×�Þ,Ð6È Ë�Ë ÀFÁ Æ�È Í}ãnË À Å Þ Ì�Í�à Î Ð=Ï.Ì Â Ï.Ì�Í

ai < bi Æ�ÊºÑ i = 1, ...,m à)É Î Ð=Ï Á ×�Þ,Ð=Ï Á Ë À Rm à)ÞNÈ
diamQ = ||a− b||,

� Æ�Ï ÀFÁ a = (a1, ..., am)
À
b = (b1, ..., bm) Ó

���	�����! ��#"�$%�!&fòD�BÜ Ùmê7ë

S =
m
⊗

i=1

(ai, bi)
Ú¯Û7ÝÇì

P =
m
⊗

i=1

[ai, bi].

üPÚ¯áEÜ Ù�é"ÝÇä
S ⊆Q⊆ P

ûPéLÜ �mê ||a − b|| = diamS 6 diamQ 6 diamP = ||a − b|| ádÝæfÚ!åEç�è7ÝxéLÜ Ù�ìmÝ¯åEÝ	�nLEò ����ÜvLEò �xþDû!éLÜ �mê
diamQ = ||a− b|| ò�4ÝÇä�áDàDÞ ìmÝ	�5Ý¯å!áEÜ Ù�áEÜ Ù�Þ
é÷è&Ù�Ú¯Û&Ü ÜvÞAÜÂÝÇÛ&à �:Ù��fÙmçE�¯øEÙ�� ÝTç&ýTæfÚ!å!ì�ÜÂÝDíïàtæEÛ&ì�Ùmå!ì�ÜÂÝDíïî}é

é æEÛ&ì�Ùmç�è&Û&ì�Ù�áEÜ Rm
ò�Ø�Ù�áOÞ�Ý}è&Ù�Û&ÜÂÝDí�çºæEÛ7ÝxéLÜÂÝÎç�è&ødå!Ù�á5è&Ú¯Þ è&Û&ødå!áEÚ5õ&ê�Ü�û1æfÚ¯áEÜ Ù�é"ÝÇä�Ü á5è&ø!ô

ÜÂê�àmñ�áEÙAéLà¯Ú��EÛ7ÝÇä�Ù�áEÜÂÝ�æEÛ&ì�Ùmå!ì�ÜÂÝDíïî}éMé�æEÛ&ì�Ùmç�è&Û&ì�Ù�áEÜÂÝ¯ê7ë Rm å!ãÂÝ
m > 3

ìmÝxé1Ú!å!ìmýEûÉÝß��Ú¯Ûºô
Þ�ÝÇã áEÙ
øEä�àDé"ÝÇáEÜ Ù%è�à!ê7ë$æEÛ&ì�Ùmå!ì�ÜÂÝDíïî}é+ñ�Ùmç�èZå!Ú5õ&ö%çºð¯Ú¯ÞAæEã Ü ð¯Ú}é"ÝÇáEÙZì�Ù
éLì��¯ã �må!ø$ádÝBì}íïÚ¯ä�Ú¯áEÚ5õ&ö
çºàDÞâ�fÚ¯ã Ü ðDÜ�ûxð5è&î¯Û7ý"è&Û&ì�Ù��dÝBç�è&Ú5çºÚ}é"Ý¯öPé?Û&î¯ä�áDà!ê7ëvÛ&Ú¯ì�øEÞAÚ}é"ÝÇáEÜÂÝ¯ê7ë�å!ÚÇè�à!ê�ìmý¯ê�à!ê7ë�è�à!ê7ë$æEÛ&ì�Ù�ô
å!ì�ÜÂÝDíïî}évò�ü%Ü Ù�Û&éBçºì�ÙBìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝwLEò ��é}ôiLEò �B��ìBè&Ù�ñD�¯Û&øEæDà-è&Ù�Þ�Ý}è�à!ê�ì�áEÙ�ñ%å!ÚÇè�à!ê�ìmývé"ÝÇä�áDà!ê7ë:û5ÝÇã Ù
Ù�ã Ù�ÞAÙ�á5è7ÝÇÛ&áDà!ê7ë�ìmÝ	�5Ý¯å!áEÜ Ù���ì�éLÜÂýÇìmÝÇáDà!ê7ë�ìAæEÛ&ì�Ùmå!ì�ÜÂÝDí�ÝÇÞAÜPé�æEÛ&ì�Ùmç�è&Û&ì�Ù�áEÜ R ò ú Ý}ñºý+Ú¯áEÙádÝ-ê�Ù�ã ø�æEÛ&ì�àn�¯ÚÇè&Ú}é"ÝÇáEÜ ÙLç�è&ødå!Ù�á5è&î}éOå!Ú$è&Û&ødå!áEÜ Ù�ñºçºì�à!ê7ë�ìmÝ	�5Ý¯å!áEÜ Ù���å!ÚÇè�à!ê�ìmý¯ê�à!ê7ëAæfÚ!å!ì�ÜÂÝ}ô
íïî}é æEÛ&ì�Ùmå!ì�ÜÂÝDíïî}é�é æEÛ&ì�Ùmç�è&Û&ì�Ù�áEÜ Rm

ò®� ìmÝ¯åEÝÇáEÜ øxLEò �8M6ádÝÇã Ù�ä�à4ødå!Ú}é1Ú!å!áEÜÂö�æfÚ!åEç�è7Ý}ô
é1Ú}é1ÙLé�í�Ý¯çºáEÚ5õ&ê�ÜdæfÚ!å!ì�ÜÂÝDíïî}éTæEÛ&ì�Ùmå!ì�ÜÂÝDíïî}éâå!Ú¯ÞAðDáEÜ ��è�à!ê7ë�é Rm

ò
óaÝ¯åEÝÇáEÜ Ù`LEò �B�vå!ÚÇè�à!ê�ì�à
å!Ú5õ&ö�çºð¯Ú¯ÞAæEã Ü ð¯Ú}é"ÝÇáEÙ�ñ%ÜÉÞ�ÝDíïÚ)Ü á5è&øEÜÂê�àmñ�áEÙ�ñLçºàDÞâ�fÚ¯ã Ü ðDÜ:çºøEÞ�ÜÉÜ ã Ú!ê�ì�àDáEî}étã ÜÂê�ì��/Û&ì�Ùmê�ì�àDéLÜ ô
ç�è�à!ê7ë:û�ç�è&Ú5çºÚ}é"ÝÇáEÙ�ñ\æEÛ&ì�à�Ú¯Þ�ÝxéLÜÂÝÇáEÜ øÎé�í�Ý¯çºáEÚ5õ&ê�ÜPæfÚ!å!ì�ÜÂÝDíïî}é�æEÛ&ì�Ùmå!ì�ÜÂÝDíïî}é�é Rm

ù ì�Ú��:ò
�\Ú!íïÚ!å!ì�Ü Ù�ñ�ûdþÇÿ��mÿ�
­ò
´7µ�¶Pµ�·)¸º¹¼å/½,¾8�
j Æ�È�ÉDÈ�Æ�Ë À Û�à�Ù ÁVÀ ÊFÈ Â Ï.Ì�Ë�Í}ËPÈ � ÈRÚ Â=À È�É7Ì³Æ�ÉDÕ Â�ÃßÎ Ð=Ï Á Æ�Ï À Ñ � Õ�É Æ�È Í}ãnË À Å Þ Ì Â�Ã [ ÈnÞNÉ?ÑRÐBÞ Ì Â�Ã ]
É Ï�Ä À È Ð=Ï Á R Ê À,Â Ï�ÄýÐ=Ï ÁBÂ Ï.Ì)É À ×�Þ Ì Â�Ã Ý Á ×�Þ Î Ð=Ï Á Æ�Ï À Ñ �8Á Í Æ�È Í}ãnË À Å Þ Ì�Í [ ÈnÞNÉ?ÑRÐBÞ Ì�Í ] Ó



w�m,y;¦�q=§czR¨	¦]yEzBuRzR¨�g�j v�©Ky7mFª�«.gB¦R¬�l>¨ny"j z�§cª�o®­¯z6hNv�­¯z6h8¦�q�j au�2NRe
���	�����! ��#"�$%�!&fò¢�LÚ¯ì�é"ÝÇä�Þ-àÎæEÛ&ì�Ùmå!ì�ÜÂÝDíïà4å!Ú¯ÞAðDáEÜ ��è&Ù

[a, b]
Ü
[c, d]

éIì��EÜ Ú¯Û&ì�Ù R ã ÜÂê�ì��
Û&ì�Ùmê�ì�àDéLÜÂç�è�à!ê7ë:ò � �Dà6éLàDð}ÝÇìmÝ¯öÇûfä�Ù-ì��EÜ î¯Û

[a, b] ∩ [c, d]
ñ�Ùmç�è�æEÛ&ì�Ùmå!ì�ÜÂÝDíïÙ�Þ å!Ú¯ÞAðDáEÜ ��è�àDÞ6û

éLà!ç�è7ÝÇÛ7ê�ì�à�Û&Ú¯ì�é"ÝÇä�à!ö�çºì�Ùmõ&ö\ádÝ¯ç�è=��æEø}ñºý¯ê�à!ê7ë/æEÛ&ì�àDædÝ¯å!ð¯î}é ~
� 
K�¯Ù�ä�Ù�ã Ü

c 6 d < a 6 b
ûDè&Ú

[a, b] ∩ [c, d] = ∅ òþ�
K�¯Ù�ä�Ù�ã Ü
c 6 a 6 d 6 b

ûDè&Ú
[a, b] ∩ [c, d] = [a, d]

ò
L�
K�¯Ù�ä�Ù�ã Ü

c 6 a 6 b 6 d
û!è&Ú

[a, b] ∩ [c, d] = [a, b]
ò

én
K�¯Ù�ä�Ù�ã Ü
a 6 c 6 d 6 b

ûDè&Ú
[a, b] ∩ [c, d] = [c, d]

ò
P�
K�¯Ù�ä�Ù�ã Ü

a 6 c 6 b 6 d
û!è&Ú

[a, b] ∩ [c, d] = [c, b]
ò

��
K�¯Ù�ä�Ù�ã Ü
a 6 b < c 6 d

û!è&Ú
[a, b] ∩ [c, d] = ∅ òü%Û&ì�Ù�æEÛ&Ú}é"Ý¯å!ì�Ü Þ-à�å!Ú}é1î!å+é æEÛ&ì�àDædÝ¯å!ðDø�þ�
­ò ú ÝÇÞ-àP~

x ∈ [a, b] ∩ [c, d] ⇐⇒ (x ∈ [a, b] ∧ x ∈ [c, d])

⇐⇒ (a 6 x 6 b ∧ c 6 x 6 d)

⇐⇒ a 6 x 6 d⇐⇒ x ∈ [a, d]

å!ãÂÝ�å!Ú}é1Ú¯ã áEÙ��¯Ú
x ∈ R òy�Ý}è�é1Ú)ødå!Ú}é1Ú!å!áEÜÂö�æfÚ¯ì�Ú5ç�è7ÝDíïÙ�æEÛ&ì�àDædÝ¯å!ðDÜ�ò

�\Ú}é1î!å/å!ãÂÝ)æEÛ&ì�Ùmå!ì�ÜÂÝDíïî}étÚÇè�é"ÝÇÛºè�à!ê7ëvñ�Ùmç�è\ÝÇádÝÇã Ú��¯ÜÂê�ì�áDà¯ò
´7µ�¶Pµ�·)¸º¹¼å/½,¾#'
j Æ�È�ÉDÈ�Æ�Ë À Û�à�Ù Á ×�Ò	ÍßÑ�Í}ËPÈ � ÈRÚ Â=À È�É?Ñ�Æ�ÉDÕ Â�Ã�Î Ð=Ï Á Æ�Ï À Ñ � Õ�É Æ�È Í}ãnË À Å Þ Ì Â�Ã É Ï�Ä À È Ð=Ï Á R
Ê À,Â Ï�Ä�Ð=Ï ÁBÂ Ï.Ì)É À ×�Þ Ì Â�Ã Ý Á ×�Þ Î Ð=Ï Á Æ�Ï À Ñ �8Á Í Æ�È Í}ãnË À Å Þ Ì�Í É R É$Þ Á ÆRÌ À Þ Ì�Ê ã�ÈëÉ$Þ Á ÆRÌ�à � ÆRÌÎ Ð=Ï Á Æ�Ï À Ñ � Ì�Ë ÀFÁ ×"ÇâÐ6È Ï � Ç Â Ï�Ë Á Ó
���	�����! ��#"�$%�!&fò]�!ê7ëEÙ�Þ�Ý}èLÛ&Ú¯ì�éLÜÂýÇìmÝÇáEÜÂÝ$ìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝ�~

� 
�óaÝDíïÚ¯ä�à!öÇû�ä�Ù%æEÛ&ì�Ùmå!ì�ÜÂÝDíïà\å!Ú¯ÞAðDáEÜ ��è&ÙZáEÜ Ù%ç&ý"Û&Ú¯ì}í�ý¯ê�ì�áEÙPÜÇÛ&Ú¯ì�é"ÝÇä�à!ö�ç�è&Ú5çºÚ}éLáEÙ ù ê�ì�è&Ù�Û&à�

æEÛ&ì�àDædÝ¯å!ðDÜ ù ì�Ú��:òZìmÝ¯åEÝÇáEÜ ÙwLEò ��é�
­ò

þ�
��\Ý¯ç�è=��æEáEÜ ÙBìmÝÇðdí�Ý¯åEÝÇÞ-à¯ûÇä�Ù
[a, b]∪ [c, d]

ñ�Ùmç�è
æEÛ&ì�Ùmå!ì�ÜÂÝDíïÙ�Þ�å!Ú¯ÞAðDáEÜ ��è�àDÞ6ò�ü%Û&ì�àDæEø!ô
õ&ö�Þ-à¯ûdä�Ù

[a, b] ∩ [c, d] = ∅ ò$�4ÝÇÛ&øEáEÙ�ð�è&Ù�á�ñ�Ùmç�è�çºæfÙ}íïáEÜ Ú¯áDà/é"è&Ùmå!à/Ü�è�àDã ð¯Ú�é"è&Ùmå!à¯û
�5å!àP~
ù Ý�


c 6 d < a 6 b
û

ù ��

a 6 b < c 6 d

ò
¤\å!Ú}é1Ú!å!áEÜ Þ-à¯û�ä�Ù�é�Ú��Eø4æfÚ}éLàDämçºì�à!ê7ëÎæEÛ&ì�àDædÝ¯å!ð}Ý¯ê7ëÎì��EÜ î¯Û

I = [a, b] ∪ [c, d]
áEÜ Ùvñ�Ùmç�è

æEÛ&ì�Ùmå!ì�ÜÂÝDíïÙ�Þ6ò?�\Ý}ñ�æEÜ Ù�Û&é Û&Ú¯ì�é"ÝÇä�àDÞ-àAæEÛ&ì�àDædÝ¯å!Ù�ð ù Ý�
­ò
�ÎÚ��fÙmê�è&Ù��¯ÚAÞ�ÝÇÞ-à�æfÚ¯ð}ÝÇìmÝ¯öÇûDä�Ù

∃ x1, x2 ∈ I ∃ y ∈ R[x1 < y < x2 ∧ y 6∈ I ].

�BÜ Ùmê7ë
x1 = d, x2 = a

ò�ê�ê�ì�àDéLÜÂõ&ê�Ü Ù
x1 ∈ [a, b] ∪ [c, d]

Ü
x2 ∈ [a, b] ∪ [c, d]

ò}�ÎÙ�è�Þ-à
å!Ú}é1Ú¯ã ádý-ã ÜÂê�ì����

y ∈ R è7ÝÇð}ýEû!ä�Ù
d < y < a

ò?�Oî}é"ê�ìmÝ¯ç
d = x1 < y < x2 = a

Ü
y 6∈ I

ò
�\Ú}é1î!å+é æEÛ&ì�àDædÝ¯å!ðDø ù ��
�ñ�Ùmç�è\ÝÇádÝÇã Ú��¯ÜÂê�ì�áDà¯ò



au��d�e f7gBhNi�g�j6k�lnmFi�g�i�oKp.q�j rBs�t�j u�g�j v o1wBi�o<xRy.q.z
´7µ�¶Pµ�·)¸º¹¼å/½,¾#(
j Æ�È�ÉDÈ�Æ�Ë À Û�à Ù Á ×�Ò	ÍßÑ>Í}ËPÈ � ÈRÚ Â=À È�É?ÑKÆ�ÉDÕ Â�Ã Ë ÀFÁ�Î Ò�×�Þ Ì Â�Ã<Î Ð=Ï Á Æ�Ï À Ñ � Õ�É�ÈnÞNÉ?ÑRÐBÞ Ì Â�Ã É�Ï�Ä À È��
Ð=Ï Á R Ê À,Â Ï�ÄVÐ=Ï ÁBÂ Ï.Ì)É À ×�Þ Ì Â�Ã Ý Á ×�Þ Î Ð=Ï Á Æ�Ï À Ñ �8Á Í ÈnÞNÉ?ÑRÐBÞ Ì�Í É R É$Þ Á ÆRÌ À Þ Ì�Ê ã�È É$Þ Á ÆRÌ�à � ÆRÌÎ Ð=Ï Á Æ�Ï À Ñ � Ì�Ë ÀFÁ ×"ÇâÐ6È Ï � Ç Â Ï�Ë Á Ó
=?>�.�"��#@2�A.�"/~

�\ÚvÛ&Ú¯ì�éLÜÂýÇìmÝÇáEÜÂÝ\ìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝsLEò �B��ÞAÚ¯ä�ádÝ�éLàDð¯Ú¯Û&ì�à!ç�è7Ý¯ö
ìmÝÇæEÛ&Ú¯æfÚ¯áEÚ}é"ÝÇáDàvç&ê7ëEÙ�Þ�Ý}èZÛ&Ú¯ì�ô
éLÜÂýÇìmÝÇáEÜÂÝ-ìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝALEò �QP5ò

*��+"�,	�-�/.	�	01&2$435"768�#&�~

• �4ÝÇÛºè&Ú-ì�éLÛ&î!ê�ÜÂöLøDé"Ý	���\ádÝvè&ÚdûDä�Ù\Ú��¯î¯ã áEÜ Ù�ñºçºì�Ù\Û&Ù�ì�øEã è7Ý}è�àAÚ-æEÛ&ì�Ùmå!ì�ÜÂÝDí�Ý¯ê7ë�é R û!áEÜ äìmÝxé"ÝÇÛºè&Ùvé�ìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝ¯ê7ëzLEò �QPAÜoLEò �B�!ûaÞAÚ¯ä�ádÝ�øEì�à!çºð}Ý¯öÇûP�5å!à6éLàDð¯Ú¯Û&ì�à!ç�è7ÝÇÞ-à+ádÝ¯ç�è=��ô
æEø}ñºý¯ê�Ù}�¢ÝÇð5è�à�ì�ìmÝÇðDÛ&ÙmçºøÎæEÛ&ì�Ùmç�è&Û&ì�Ù�áEÜPè&Ú¯æfÚ¯ã Ú��¯ÜÂê�ì�áDà!ê7ë ù ì�Ú��:ò+áEæ:ò���Û&ì�à!çºì�ð¯Ú}éBçºðDÜ�û
Ø�øEÛ7å!ìmÝEûdþÇÿ¯ÿ�P�
.~
� 
�ü%Û&ì�Ùmç�è&Û&ì�Ù�� R ã ÜÂê�ì��6Û&ì�Ùmê�ì�àDéLÜÂç�è�à!ê7ë+ì�è&Ú¯æfÚ¯ã Ú��¯ÜÂý-ádÝ}è&øEÛ7ÝÇã ádý\ñ�Ùmç�è\çºæfîÇñ�ádÝEò
þ�
ß�ÓæEÛ&ì�Ùmç�è&Û&ì�Ù�áEÜ R ã ÜÂê�ì��âÛ&ì�Ùmê�ì�àDéLÜÂç�è�à!ê7ë�ì/è&Ú¯æfÚ¯ã Ú��¯ÜÂý�ádÝ}è&øEÛ7ÝÇã ádý�ñ�Ùmå!àDáDàDÞAÜ
ì��EÜ Ú¯Û7ÝÇÞAÜ:çºæfîÇñ�áDàDÞAÜ:ç&ý)æEÛ&ì�Ùmå!ì�ÜÂÝDíïà¯ò

L�
��¯Ù�ä�Ù�ã Ü�ì��EÜ Ú¯Û&à {Ci}i∈I

ç&ý�çºæfîÇñ�áEÙ�Ü ⋂
i∈ICi 6= ∅ ûLè&Ú�ì��EÜ î¯Û ⋃i∈ICi

ñ�Ùmç�è
çºæfîÇñ�áDà¯ò

én
��DøEÞ�Ý+ÞAáEÚ��¯Ú5õ&ê�Ü Ú}é"ÝAå!é1î!ê7ë�ì��EÜ Ú¯Û&î}é(å!Ú¯ÞAðDáEÜ ��è�à!ê7ë1{ ÚÇè�é"ÝÇÛºè�à!ê7ë7|Eñ�Ùmç�è�ì��EÜ ÚÇô
Û&Ù�ÞWå!Ú¯ÞAðDáEÜ ��è�àDÞ}{ ÚÇè�é"ÝÇÛºè�àDÞl|�ò

´7µ�¶Pµ�·)¸º¹¼å/½,¾�9
¿<ÀFÁBÂ�Ã ÆnÑRË�ÌÖÄ�ÅBÆ�Ï ÀFÁKÎ Ð=Ï Á Æ�Ï À Ñ � Æ�È Í}ãnË À Å Þ Ì

P =

m
⊗

i=1

[ai, bi]
ù ��


É Ï�Ä À È Ð=Ï Á Rm Ó m ÑRË Á ×"Ç�Ê À,Â Ï�Ä6ÌÖË�Ñ�ÞEÒ	Ð.ÑRÊ Ë Á n1, ..., nm Ó m ÊºÑ¼Æ�È�ÉDÈ Ê Ë Á�� È i = 1, ...,m
Ð6È Ï�É?ÑRÙ�Í ÌßË�Ñ	×�ÞNÅ Î Ò=Ý.Ç Â Ì Î È�Æ�Ï À Ñ �/Î Ð=Ï Á Æ�Ï À Ñ � Ò [ai, bi]

ä

ai = ci0 6 ci1 6 ... 6 ci,νi−1 6 ciνi 6 ... 6 cini
= bi.

ù ��

e È�Æ�Ï À Ñ �8Á Í Î Ð=Ï Á Æ�Ï À Ñ � Ò ( ~ ) É7Ì�Ï�Ë�Ñ Â ÏRÈ Ë�Ì�Í Î Ð=Ï Á Ï Ò	ã � ÑnÆ Î È�Æ�Ï À Ñ � Õ�É ( � ) Ë�ÑRÏ.Ì)É?ÑRÍ Ì

Ï�Ä À Õ Ð ÉD×EÏ.Ì�×�Þ,ã À,Â�Ã²Î Ð=Ï Á Æ�Ï À Ñ � Õ�É

Pν1,...,νm =
m
⊗

i=1

[ci,νi−1, ciνi ],
ù �mÿ�


� Æ�Ï ÀFÁ ν1, ..., νm Ý Á ×�ÞâÆ�È�ÉDÈ Ê Ë�Ì�Í Â=À Ç ��ÀFÁ Í Ê À,Â Ï�Ä³Ë�Ñ�ÞEÒ	Ð.ÑRÊ Ë�Ì Â�Ã Þ;ÑRã À,Â�Ã à]Ù Á νi 6 ni Æ�ÊºÑ
i = 1, ...,m Ó

ÔâÌ�ã	ÑRÏ ÑnÛ�à�Ù Á × Î�Á�� Ë À È Ë Á ×"Ç Ë�Ñ	×�ÞNÅ Î Ò=Ý.Ç Â6Á É?ÑRÐBÒ	Ë�ã À;ä
(a) Pν1,...,νm ⊆ P Æ�ÊºÑ 1 6 νi 6 ni à � Æ�Ï ÀFÁ i = 1, ...,m I
(b)

⋃

16νi6ni

Pν1,...,νm = P à � Æ�Ï ÀFÁ i = 1, ...,m Ó



w�m,y;¦�q=§czR¨	¦]yEzBuRzR¨�g�j v�©Ky7mFª�«.gB¦R¬�l>¨ny"j z�§cª�o®­¯z6hNv�­¯z6h8¦�q�j au�	b�e
���	�����! ��#"�$%�!&fò ù Ý�
>�BÜ Ùmê7ë

c ∈ Pν1,...,νm

û��5å!ì�Ü Ù
c = (c1, ..., cm) ∈ Rm

ò]�5è7ý¯å

(c1, ..., cm) ∈
m
⊗

i=1

[ci,νi−1, ciνi ].

�ÎÚ��fÙmê�è&Ù��¯Ú
ai 6 ci,νi−1 6 ci 6 ciνi 6 biå!ãÂÝ

i = 1, ...,m
ò
óaÝ}è&Ù�Þ

c = (c1, ..., cm) ∈
m
⊗

i=1

[ai, bi] = P.

�5è7ý¯å
Pν1,...,νm ⊆ P

å!ãÂÝ
1 6 νi 6 ni

û��5å!ì�Ü Ù
i = 1, ...,m

ò
ù ��
\ó�é�í�Ý¯çºáEÚ5õ&ê�Ü ù Ý�
1éLàDáEÜ ð}ÝEû!ä�Ù

⋃

16νi6ni

Pν1,...,νm ⊆ P,
�5å!ì�Ü Ù

i = 1, ...,m.

�BÜ Ùmê7ë
c ∈ P =

m
⊗

i=1

[ai, bi],
�5å!ì�Ü Ù

c = (c1, ..., cm) ∈ Rm.

�ÎÚ��fÙmê�è&Ù��¯Ú
c = (c1, ..., cm) ∈

m
⊗

i=1

[ai, bi].

�5è7ý¯å
ai 6 ci 6 bi

å!ãÂÝ
i = 1, ...,m

ò
ó ù ��

éLàDáEÜ ð}ÝEû5ä�Ù
ci,νi−1 6 ci 6 ciνi

å!ãÂÝ$æfÙ�éLáDà!ê7ë
1 6 νi 6 ni

û��5å!ì�Ü Ù
i = 1, ...,m

ò1óaÝ}è&Ù�Þ

c ∈
m
⊗

i=1

[ci,νi−1, ciνi ] = Pν1,...,νm

å!ãÂÝAæfÙ�éLáDà!ê7ë
1 6 νi 6 ni

û��5å!ì�Ü Ù
i = 1, ...,m

òD�5è7ý¯å

P ⊆
⋃

16νi6ni

Pν1,...,νm

å!ãÂÝ
1 6 νi 6 ni

û��5å!ì�Ü Ù
i = 1, ...,m

ò
*��+"�,	�-�/.	�	01&2$435"768�#&�~
• ü%Û&ì�Ùmå?ÝÇádÝÇã Ü ìmý6Û&Ú¯ì�éLÜÂýÇìmÝÇáEÜÂÝ+ìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝ�LEò �8M+é"ÝÇÛºè&Ú6æEÛ&ì�Ù�æEÛ&Ú}é"Ý¯å!ì�ÜÂöý�¯Û7ÝR{fê�ì�ádý/Ü ã ø!ô
ç�è&Û7Ý¯êcñ��væEÛ&ì�àDðdí�Ý¯å!Ú}éLà!ê7ë/æfÚ!å!ì�ÜÂÝDíïî}é�æEÛ&ì�Ùmå!ì�ÜÂÝDíïî}éMå!Ú¯ÞAðDáEÜ ��è�à!ê7ë6ádÝ�æaí�Ý¯çºìmê�ì�ànè�áEÜ Ù
R2

Ü:é æEÛ&ì�Ùmç�è&Û&ì�Ù�áEÜ R3
ò

´7µ�¶Pµ�·)¸º¹¼å/½,¾#<
(a)

¿<ÀFÁBÂ�Ã
m = 3 à n1 = 2 à n2 = 3 à n3 = 2 Ó ¿<ÀFÁBÂ�Ã

νi Ä�ÅBÆnÇ�Ê À,Â Ï�Ä�ÑRÍ À Ë�Ñ�ÞEÒ	Ð.ÑRÊ Ë�Ì�Í À
Þ;ÑRã À Í À à�Ù Á νi 6 ni Æ�ÊºÑ i = 1, 2, 3 Ó d È Ï�É?ÑRÙ�Í Ì Ò	ã � ÑnÆ aiνi Ê À,Â Ï�Ä�Ð=Ï ÁBÂ Ï.Ì)É À ×�Þ Ì Â�Ã Æ�ÊºÑ
i = 1, 2, 3 ÓCÔâÌ�ã	ÑRÏ ÑnÛ�à�Ù Á

m
∏

i=1

ni
∑

νi=1

aiνi =

n1
∑

ν1=1

n2
∑

ν2=1

n3
∑

ν3=1

m
∏

i=1

aiνi .
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(b)
¿<ÀFÁBÂ�Ã

m,n1, ..., nm Ä�ÅBÆnÇ³Ê À,Â Ï�Ä�ÑRÍ À Ë�Ñ�ÞEÒ	Ð.ÑRÊ Ë�Ì�Í À Ó ¿<ÀFÁBÂ�Ã
νi Ä�ÅBÆnÇ³Ê À,Â Ï�Ä�ÑRÍ À

Ë�Ñ�ÞEÒ	Ð.ÑRÊ Ë�Ì�Í À Þ;ÑRã À Í À à¯Ù Á νi 6 ni Æ�ÊºÑ i = 1, ...,m Ó d È Ï�É?ÑRÙ�Í Ì Ò	ã � ÑnÆ aiνi Ê À,Â Ï�Ä
Ð=Ï ÁBÂ Ï.Ì)É À ×�Þ Ì Â�Ã Æ�ÊºÑ i = 1, ...,m ÓCÔâÌ�ã	ÑRÏ ÑnÛ�à�Ù Á

m
∏

i=1

ni
∑

νi=1

aiνi =

n1
∑

ν1=1

n2
∑

ν2=1

...

nm
∑

νm=1

m
∏

i=1

aiνi .

���	�����! ��#"�$%�!&fò ù Ý�
>æ�ç�è&ÚÇè&áEÜ Ù¯û
m
∏

i=1

ni
∑

νi=1

aiνi =

3
∏

i=1

ni
∑

νi=1

aiνi

=

(

n1
∑

ν1=1

a1ν1

)(

n2
∑

ν2=1

a2ν2

)(

n3
∑

ν3=1

a3ν3

)

=

(

2
∑

ν1=1

a1ν1

)(

3
∑

ν2=1

a2ν2

)(

2
∑

ν3=1

a3ν3

)

= (a11 + a12)(a21 + a22 + a23)(a31 + a32)

= a11a21a31 + a11a21a32 + a11a22a31 + a11a22a32

+ a11a23a31 + a11a23a32 + a12a21a31 + a12a21a32

+ a12a22a31 + a12a22a32 + a12a23a31 + a12a23a32

=

2
∑

ν1=1

3
∑

ν2=1

2
∑

ν3=1

a1ν1a2ν2a3ν3

=

2
∑

ν1=1

3
∑

ν2=1

2
∑

ν3=1

3
∏

i=1

aiνi

=

n1
∑

ν1=1

n2
∑

ν2=1

n3
∑

ν3=1

m
∏

i=1

aiνi .

ù ��
 ú ÝÇÞ-àP~
m
∏

i=1

ni
∑

νi=1

aiνi =

(

n1
∑

ν1=1

a1ν1

)(

n2
∑

ν2=1

a2ν2

)

...

(

nm
∑

νm=1

amνm

)

= (a11+a12+...+a1n1
)(a21+a22+...+a2n2

)...(am1+am2+...+amnm
)

= a11a21...am1+a11a21...am2+...+a11a21...amnm
+...+a1n1

a2n2
...amnm

=

n1
∑

ν1=1

n2
∑

ν2=1

...

nm
∑

νm=1

a1ν1a2ν2 ...amνm

=

n1
∑

ν1=1

n2
∑

ν2=1

...

nm
∑

νm=1

m
∏

i=1

aiνi .
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�¯òC°
Ù�ã Ù�Þ�ìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝsLEò �B� ù Ý�
fñ�Ùmç�è
æEÛ&ì�Ù�æEÛ&Ú}é"Ý¯å!ì�Ù�áEÜ Ù1æfÙ}íïáDà!ê7ë�Ú��Eã ÜÂê�ì�Ù��AéOçºìmê�ì�Ù��¯î¯ã áDàDÞ
æEÛ&ì�àDædÝ¯å!ðDø:ûdÝ	�Dà+ã Ù�æEÜ Ù�ñLæfÚ¯ì�ádÝ¯övç&ê7ëEÙ�Þ�Ý}èBÛ&Ú¯ì�øEÞAÚ}é"ÝÇáEÜÂÝ-Ü�ìmÝÇæEÜÂçºø�çºàDÞâ�fÚ¯ã ÜÂê�ì�áEÙ��¯Ú
é Ú��¯î¯ã áDàDÞIæEÛ&ì�àDædÝ¯å!ðDø/æEÛ&ì�ÙmåEç�è7ÝxéLÜ Ú¯áDàDÞIé ìmÝ¯åEÝÇáEÜ ønLEò �B� ù ��
­ò

þ!òK�4ÝÇÛºè&Ú-æEÛ&ì�Ùmå+ÝÇádÝÇã Ü ìmý$Û&Ú¯ì�éLÜÂýÇìmÝÇáEÜÂÝvìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝ+LEò �B� ù ��
1ç&ÝÇÞAÚ!å!ì�Ü Ù�ã áEÜ Ù¯ûDéLì�Ú¯Û&ø}ñºý¯ê\çºÜ �
ádÝ$Û&Ú¯ì�éLÜÂýÇìmÝÇáEÜ ø�ìmÝ¯åEÝÇáEÜÂÝ+LEò �B� ù Ý�
­û!æEÛ&ì�Ù�æEÛ&Ú}é"Ý¯å!ì�ÜÂö"Ú��Eã ÜÂê�ì�Ù�áEÜÂÝ$étÜ áEáDàDÞ çºìmê�ì�Ù��¯î¯ã ô
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)
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[
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m

2k
Iù êB
 Æ�ÊºÑýã	ÑRÙ	Æ Á�� È k Ý Á ×�Þ ⋃P∈Bk

P = Rm Iù å�
 Ý Á Ù Á Ê À P, P ′ ∈ Bk

À
P ∩ P ′ 6= ∅ à�ÞNÈ P = P ′ Iù Ù 
 Ý Á Ù Á Ê À P ∈ Bk à P ′ ∈ Bk′ à k < k′

À
P ∩ P ′ 6= ∅ à�ÞNÈ P ⊆ P ′ Ó
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Ú¯ðDÛ&Ùmõºã Ú¯ádý
ádÝ¯ç�è=��æEø}ñºý¯ê�Ú�~
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[
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×
[
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)

× ...×
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2k
,
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)
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(i1, i2, ..., im) ∈ Zm
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ñ�Ùmç�è]�EÜ ñ�Ù�ð5êcñºý�ì��EÜ Ú¯Û&ø Zm
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ì��EÜ î¯Û

Bk
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=

√
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=

√
m
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P ∈ Bk.ù êB
Cê�ê�ì�àDéLÜÂõ&ê�Ü Ù ⋃

P∈Bk
P ⊆Rm

òD�BÜ Ùmê7ë
a = (a1, a2, ..., am) ∈ Rm

Ü
l ∈ {1, 2, ...,m} òüPÚ¯áEÜ Ù�é"ÝÇä

E(2kal) 6 2kal < E(2kal) + 1
û!éLÜ �mê

E(2kal)

2k
6 al <

E(2kal) + 1
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Ú¯ì�ádÝ¯ê�ìmÝ)ê�Ùmê7ë��vã ÜÂê�ì��Dà/Û&ì�Ùmê�ì�àDéLÜÂç�è&Ù�ñ

r
ò"ü%Û&ì�àmñ�ÞAÜ ñ�Þ-à¯ûdä�Ù

E(2kal) = il−1
å!ãÂÝ

l = 1, 2, ...,m
ò)�ÎÚ��fÙmê
è&Ù��¯Ú il−1
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6 al <

il
2k
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, il
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2k
,
i1
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)

×
[
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2k

)
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[
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,
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⋃

P∈Bk

P.
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[
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2k
,
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)

×
[

i2 − 1
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,
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)
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[
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,
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)
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[

j1 − 1

2k
,
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)

×
[
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,
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)
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,
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a = (a1, a2, ..., am) ∈ P ∩ P ′ ò¯�ÎÚ��fÙmê$è&Ù��¯Ú il−1

2k
6

al < il
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Ú¯Û7ÝÇì jl−1
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6 al < il
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å!ãÂÝ
l = 1, 2, ...,m

ò¢�5è7ý¯å
il − 1 6 2kal < il

Ú¯Û7ÝÇì
jl − 1 6 2kal < jl

ûEê�ì�àDã Ü
il = jl

å!ãÂÝ
l = 1, 2, ...,m

ò
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)
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[
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,
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)

× ...×
[
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)
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[
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[
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al ∈ [ jl−1
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il − 1

2k
=
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,
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2k
+

1

2k′
=
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′−k
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+

1

2k′
=
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,
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+
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′−k
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=
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+
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=
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=
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1

2k
′
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al ∈ [ il−1
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Ú¯Û7ÝÇì
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1
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′

ìmÝxé"ÝÇÛºè�àDÞ(éâæEÛ&ì�Ùmå!ì�ÜÂÝÇã Ù
[ il−1

2k
, il
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)
ò��ÎÚ��fÙmê

è&Ù��¯Ú
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2k
′ , jl

2k
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å!ãÂÝ

l = 1, 2, ...,m
ò"óaÝ}è&Ù�Þ
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