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Abstract. In the education of mathematicians, including teachers of mathe-
matics, the measure theory plays an important role. From the experience
in and research on teaching the measure theory it follows that one of the
important reasons why students encounter difficulties in the subject is their
insufficient ability to apply their knowledge of other branches of mathema-
tics, especially of the set theory and topology.

In this article we propose a series of problem analyses and exercises aimed
at preparing students to study the measure theory, especially to understand
the proofs of theorems on properties of the measure, including the Lebesgue
measure. Most of these problems and exercises are presented with solutions,
outlines of solutions, hints, didactic remarks and comments.

In this paper we point out, in a practical way, the significance of active
reading of mathematical texts and skilful use of mathematical literature.
This article is dedicated to both students of mathematics and their academic
teachers.

1. Wstep

Teoria miary nalezy do podstawowych dzialéow matematyki wyzszej. Zna-
jomos¢ tej teorii jest waznym elementem wyksztalcenia nauczyciela matematyki
(Major, Powazka, 2008; Powazka, 2009; Gunc¢aga, Fulier, Eisenmann, 2008).

Do jej studiowania niezbedna jest wiedza zdobywana przez studentéw pod-
czas realizacji takich przedmiotéw, jak np. teoria mmnogosci, topologia, analiza
matematyczna. Wieloletnie obserwacje zaje¢ prowadzonych ze studentami stu-
di6w matematycznych ujawniaja duze trudnosci studentéw przy opanowaniu tego
dzialu matematyki. Na niektore z nich wskazano w pracy (Powazka, 2012). Jedna
z ich przyczyn jest niewystarczajaca umiejetno$¢ studentéw w postugiwaniu sie po-
trzebnymi faktami z innych dzialéw matematyki. Dodatkowym powodem jest nie-
wielka liczba zbioréw zadan z teorii miary prezentujacych rozwiazania przyktado-
wych zadari. Wynika stad, ze zaawansowana teoria matematyczna, nieobudowana
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potrzebnymi materialami dydaktycznymi, stawia studentom wyzwania, ktérym
w wielu przypadkach nie potrafia sprosta¢. Swiadomi tych przyczyn, pragniemy
w tym artykule wskaza¢ przyklady zagadnien z teorii mnogoéci, topologii i analizy
matematycznej, ktérych znajomos§é, naszym zdaniem, moze utatwi¢ zrozumienie
podstaw teorii miary. Nie ograniczymy sie wylacznie do sformutowania stosownego
zestawu tematéw, ale podejmujemy probe stworzenia listy zadan do samodzielnego
rozwigzania przez studentéw i przedyskutowania na ¢wiczeniach poprzedzajacych
wyktad z teorii miary. Zadania te, naszym zdaniem, w istotny sposéb przyczynia
sie do lepszego zrozumienia prezentowanych przez wykladowce zagadnienn w trak-
cie wyktadu. Powszechnym ujeciem materialu z teorii miary jest schemat oparty
na opracowaniach tych zagadnieri w ksiazkach: W. Kolodziej (2010) i R. Sikorski
(1969). Ponizsze zadania stanowia integralna czes¢ tych wyktadow. Wezesniejsza
znajomo$c¢ faktow wystepujacych w prezentowanych zadaniach pozwoli studentom
koncentrowaé sie na gléwnych zagadnieniach z teorii miary. Trudniejsze zadania
sg rozwigzane lub wyposazone w odpowiednie wskazéwki. Przy okazji omawianych
zadan przedstawiamy réwniez pewne uwagi dydaktyczne zwiazane z zagadnieniami
merytorycznymi wystepujacymi w tych zadaniach.

W uwagach i komentarzach, ktére sa zamieszczone po wielu zadaniach, pro-
ponujemy studentom udzielenie odpowiedzi na postawione pytania, sformulowanie
stosownych twierdzen, wyszukanie w literaturze matematycznej odpowiednich de-
finicji i twierdzen wykorzystywanych w rozwigzaniach zadan. Wymienione propo-
zycje dydaktyczne maja na celu ksztaltowanie aktywnosci matematycznych, ktére
student powinien stosowaé podczas analizy tekstéw rozwigzan zaproponowanych
zadan.

Wiedzac, ze przedstawione problemy w ponizszych zadaniach sa w sposéb
istotny potrzebne na wykladach z teorii miary, warto zastanowi¢ sie nad wcze-
$niejsza realizacja niektérych z tych zagadnien w ramach ¢éwiczen z wstepu do
teorii mnogosci i topologii.

Artykul w swojej czeci zadaniowej, lacznie z pewnymi propozycjami i uwa-
gami dydaktycznymi dotyczacymi zadan, jest napisany przede wszystkim jako po-
moc dydaktyczna dla studentéw w przygotowaniu sie do realizacji tematyki miary
Lebesgue’a. Dla nauczycieli akademickich prowadzacych kurs analizy matematycz-
nej artykutl ten moze stanowi¢ pewna propozycje dydaktyczna w przygotowaniu
¢wiczen w taki sposéb, aby stanowily one sp6jna catosé¢ z wyktadem.

Najpierw przyjmujemy podstawowe oznaczenia zbioréw liczbowych, ktore beda
stosowane w tym artykule:

N — zbiér liczb naturalnych (bez zera),
Z — zbior liczb caltkowitych,
R — zbiér liczb rzeczywistych.

2. Przyktadowe zagadnienia z teorii zbioréw
uzyteczne przy studiowaniu teorii miary

Wyklad z teorii miary rozpoczyna sie od zdefiniowania ciata i o-ciata S pod-
zbioréw przestrzeni X. Nastepnie wprowadza sie okreslenie miary i miary ze-
wnetrznej. Udowadnia sie wtedy rézne witasnosci tych poje¢, a w szczegblno-
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§ci podstawowe dla tego fragmentu teorii twierdzenie Carathéodory’ego. Nalezy
w tym celu postuzy¢ sie réznymi wlasnosciami dziatan mnogosciowych na zbio-
rach oraz wlasno$ciami rodzin indeksowanych. W obecnym programie tresci te
pojawiaja sie na zajeciach z logiki i teorii mnogosci.

Przed wykladami z teorii miary i miary zewnetrznej warto zaproponowaé stu-
dentom samodzielne rozwigzanie nastepujacych trzech zadar, gdyz wymienione
w tych zadaniach wtasnosci dziatan na zbiorach beda wykorzystane w trakcie wy-
ktadow.

ZADANIE 2.1
Niech A i B beda dowolnymi podzbiorami zbioru X. Wéwczas

X\A=B<<= X\B=A (1)
Czy réwnowaznosé () jest prawdziwa dla dowolnych zbioréw X, A i B?

ZADANIE 2.2

Niech A i B bedy dowolnymi podzbiorami zbioru X. Wykazaé, ze:

(a) ANB =A\(X\B)=B\(X\A),

(b) AA\B=AnN(X\ B).

Czy réwnosci (a) oraz (b) sa prawdziwe dla dowolnych zbioréw X, A i B?

ZADANIE 2.3

Wykazaé, ze dla dowolnych zbioréw A, B i C':

(a) A\ (A\ B) = B+ BC A4,

(b) [AN(BUC)\C=ANB<+<=ANBNC =1,

() (ANBNC)U((ANB)\C)U((A\B)nC)=An(BUCQC).

Indeksowane rodziny zbioréw i dziatania mmnogosciowe na tych rodzinach sa
wprawdzie w treSciach programowych kursu logiki i teorii mnogoéci, ale stopien
trudnosci tych zagadnienn dla poczatkujacych studentéow jest duzy i dodatkowo
mata liczba godzin przeznaczonych na ¢wiczenia do tego kursu powoduje, ze za-
gadnienia te sa prezentowane raczej informacyjnie. Poniewaz w teorii miary in-
deksowane rodziny zbioréw i dzialania mnogosciowe na tych rodzinach sa bardzo
wazne, wiec proponujemy, aby studenci w ramach samodzielnej pracy przygoto-
wali si¢ w zakresie tej tematyki. Dla ulatwienia mozna udostepni¢ studentom
ponizsze materialy zawierajgce podstawowe definicje i wlasnosci dziatan na indek-
sowanych rodzinach zbioréw. Zagadnienia te mozna znalezé rowniez w ksigzkach:
A. Chronowski (2000; 2004).

Najpierw okres§limy indeksowana rodzine zbioréw.

Zakladamy, ze T jest niepustym zbiorem i X jest niepusta rodzing zbioréw.
Niech F : T — X bedzie dowolna funkcja. Zamiast X = F(t) bedziemy réwniez
pisa¢ Xy dlat € TiX € X. Oczywidcie X; € X dla kazdego t € T. Funkcje
F bedziemy wowczas zapisywa¢ w postaci F' = (X;)ier. Funkcje F = (Xy)ier
nazywamy indeksowang rodzing zbiorow X, dla t € T. Zbiér T nazywamy zbio-
rem indekséw rodziny (X;)ier. Mowiac o indeksowanej rodzinie zbiorow (X¢)ier,
czesto nie bedziemy wymieniaé explicite zbioru X, ktoérego elementami sa zbiory
X; dlat e T. Jezeli T CN, to indeksowang rodzing zbioréow (X;)icr nazywamy
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ciggiem zbiordw. Ciag (Xi)ier jest skoriczony lub nieskoriczony zaleznie od tego,
czy zbior T jest skoniczony, czy nieskonczony.

DEeriNICJA 2.1
Sumq indeksowanej rodziny zbioréw (X;)ier nazywamy zbior (J,., X okreslony
nastepujaco:
rel|JXie= FteTwe Xy
teT

Jezeli T = {1,2,...,n}, to

UXt: Oxmleuxz)u...uxn.
teT m=1

Jezeli T = N, to

U x.= G X,
n=1

neN

DEFINICIA 2.2
ITloczynem indeksowanej rodziny zbioréw (X;)ier nazywamy zbioér (., X: okre-
Slony nastepujaco:
= ﬂXt<:> VieT [z e X,
teT

Jezeli T = {1,2,...,n}, to

ﬂth ﬁsz)(me...an.

teT m=1

Jezeli T = N, to

W zadaniach 2429 podajemy zwykle przykladowe rozwigzanie jednego zagad-
nienia. Rozwiazania probleméw w pozostalych przypadkach sa analogiczne (na
0go!t roznia sie wykorzystaniem innych praw logicznych).

ZADANIE 2.4
Wykazaé, ze dla dowolnego zbioru X i dla dowolnej (niepustej) indeksowanej ro-
dziny zbioréw (X;)ier spelnione sa réwnosci:

(@) XU JXx: = [Jxuxy,

teT teT
b) X (X = [ J(X nXy),
teT teT

() XU (X =[(XUX),

teT teT
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(d) XN () Xe=[(XNnXy).

teT teT

Rozwiazanie. (a) Korzystajac z prawa wylaczania kwantyfikatora szczegdtowego
dla alternatywy otrzymujemy:

reXUJX, <= (@eXvIteTzeX))

et — JteT[zreXVzxeX)

— 3JteT[re XUX,]

— zelJXxUXy.
teT

ZADANIE 2.5
Wykazadé, ze dla dowolnych (niepustych) indeksowanych rodzin zbioréw (Xi)ier
i (V})ter zachodza réwnosci:

@) Jxiu v =[x uy,

teT teT teT
(b) () Xen (Ve = [)(X:NYy).
teT teT teT

Rozwiagzanie. (a) Korzystajac z prawa rozdzielnosci kwantyfikatora szczegoto-
wego wzgledem alternatywy otrzymujemy:

re | JxuJv = @elUXivae |V

teT teT teT teT
— (JteT[reX Vv IteT|[zeYr)

— JteT[lzeX, VzeY
— JteT[zreX, VY]
=

ze | JXiuy).
teT

ZADANIE 2.6
Wykazaé, ze dla dowolnych (niepustych) indeksowanych rodzin zbioréw (Xi)ier
i (Yy)ter spetnione s3 inkluzje:

(@) J&xnyv)c | Jxin v

teT teT teT

(b) (XU (Y S (XeUYy),

teT teT teT

© Ux\ UrcJx\ .
teT teT teT
Czy podane inkluzje mozna zastapi¢ réwnosciami?
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Rozwiagzanie. (a) Korzystajac z prawa rozdzielnosci kwantyfikatora szczegoto-
wego wzgledem koniunkcji otrzymujemy:
re | JXinY) < JteT|reXinY]
et JteTlre X, Az €Y
(FteTxreXyyNIteT[zeYr))

(x € UX,:/\:EE UY})

teT teT

T € UXm UYt.

teT teT

[

(c) Mamy:

re | Jx\ Y = kelXinzg | JV]

teT teT teT teT
[FteT(ze X)) AVteT(x ¢€Yr)]

JteTlze XNz ¢Y]
JteTlx e Xt \ Yy
ze X\ V).

teT

[

Podanych inkluzji nie mozna zastapi¢ rownosciami dla dowolnych indeksowanych
rodzin zbioréw. Sprawdzi¢, ze dla rodzin zbiorow: X,, = {x € R : © < n} oraz
Y, ={x € R: x> n}, gdzie n € N, nie zachodza réwnosci w przypadkach (a),

(b) i (c)

Uwagi i komentarze:

e Podac stosowne kontrprzyktady w zadaniu2.6lza pomocg skoriczonych rodzin
zbioréw skonczonych.

ZADANIE 2.7
Wykazaé, ze dla dowolnego zbioru X i dla dowolnej (niepustej) indeksowanej ro-
dziny zbioréw (X;)ier spelnione sg réwnosci:

(@) X\ [ JXe = )X\ X0),

teT teT
(b) X\ (X = Jx\ x0).
teT teT

Rozwiazanie. (a) Korzystajac z praw zaprzeczania i wylaczania kwantyfikatorow
otrzymujemy:
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reX\|JX: = @eXxnzg Xy
teT teT

(zeXN~(z€ UXt))
teT
(e XA~ (FteT[ze X))

(xeXAVteT [z ¢ X))
ViteTze X Az X
VteT [z e X\ X,

re [(X\Xy).

teT

111111

ZADANIE 2.8
Wykazadé, ze dla dowolnej (niepustej) indeksowanej rodziny podzbioréw (Xi)ier
zbioru X spelnione sa réwnowaznosci:

(2) X\ JX: = X\ Xo) = X =X\ [(X\ X0),

teT teT teT teT
b) X\ X=X\ X)) = X=X\ [JX\ X).
teT teT teT teT
‘Wskazéwka:

Wystarczy zastosowac¢ rownowaznosé (IJ).

Przyjmujemy nastepujace oznaczenie:

®Xi:X1 X Xo X 0. X Xom
1=1

dla dowolnych zbioréw X1, Xo, ..., Xin.

ZADANIE 2.9
Niech Ay, ..., Ay, 1 By, ..., B, beda dowolnymi niepustymi zbiorami. Wykazad, ze:

(a) ®Az - ®Bz — Vi€ {1, ,m}[Al - Bi],
i=1 i=1

(b) éAz = 2 B, <= Vi€ {1, ,m}[Al = Bl],

=1 i=1

(c) (

m

=1

i=1

E

3

I
s

Czy zalozenie niepustosci zbioréw jest istotne w warunkach (a), (b) i (¢)?
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Rozwiazanie. (¢) Mamy:

m m

(T1, ey Ty € (®Ai) N (®Bz)

=1

Il
s

<~ ((ml,...,xm) €®Ai/\(1‘1,...,$m) €®Bi)
i=1 i=1
— (Vie{l,...,m}z, € AiJAVie{l, .., m}x; € B
<~ Vie{l,...m}zx; € A; ANz; € By
<~ Vie{l,..m}x; € A;N B
<~ (ml,...,xm) €®(AlﬂBl)

@
Il
s

Uwagi i komentarze:

o Jakie prawo logiczne dla kwantyfikatorow zostalo wykorzystane w rozwigza-
niu zadania [Z9(c)?

Paragraf ten konczymy zadaniami po§wieconymi ciggom podzbioréw. W dowo-
dach twierdzen dotyczacych podstawowych wlasno$ci miary i miary zewnetrznej
duze znaczenie majy rézne wilasnosci specjalnych ciagéw zbioréw. Aby ulatwié
studentom zrozumienie tych dowodéw proponujemy im, zeby przygotowali roz-
wigzania podanych nizej zadan. Pewne istotne fragmenty rozwiazan tych zadan

powinny by¢ przedyskutowane na ¢wiczeniach poprzedzajacych odpowiednie wy-
ktady.

ZADANIE 2.10
Niech dany bedzie ciag (An)nen dowolnych zbioréw. Okreslamy ciag zbioréw
(Bn)nen nastepujaco:
B,=AU..UA,
dla dowolnegon € N.
Wykazaé, ze:
(a) By, C Bp41 dla dowolnego n € N;

(b) | JAn = JBn.

ZADANIE 2.11
Niech dany bedzie ciag (Ap)nen dowolnych zbioréw. Okreslamy ciag zbioréw
(Bn)nen nastepujaco:
B,=A1N..NA,
dla dowolnego n € N.
Wykazaé, ze:
(a) Bpi1 C By, dla dowolnego n € N;

oo o0

(b) () An = () Bn-
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ZADANIE 2.12
Niech dany bedzie ciag (An)nen dowolnych zbioréw. Okreslamy ciag zbioréw
(Bn)nen nastepujaco:

Bi=A1, Bn=A,\(A1U...UAp 1)

dla dowolnego n > 2.
Wykazac’ z’e:

a) UA UBn,

(

(b) Alu UA =BiU..UB,, dlameN,

(c) Vi,jeNi#j= B;NB; =0,

(d) jezeli (An)nen jest ciagiem podzbioréw zbioru X, to By = A, oraz B, =
A N(X\(A1U . UA, 1) =X\ (X\A4,)U(AU..UA,_1)) dlan > 2.

Rozwiazanie. (a) Inkluzja
U B,

jest oczywista. Uzasadnimy zatem, ze

HCS

Niech z € | J;- ;A,. Stad = € A, dla pewnego n € N'. Rozwazmy zbior
I={keN:xzeA}.

Poniewaz n € I, wiec I # (. Niech kg € I bedzie najmniejsza liczby w zbiorze
I. Jezeli kg =1, to « € Ay, czyli € By, a wiec z € |, By. Jezeli kg > 1, to
z € Apy \ (A1 U ..U Agy_1) = By,. Stad z € U, B,,. Zatem

o0

D A, C | JB
n=1 n=1

(b) Niech m € N bedzie dowolnie ustalong liczba naturalng. Rozwazmy ciag
(Cn)nen taki, ze C1 = A1,...,Cp = Ay, C; = 0 dla i > m. Okreslamy ciag
(Dy)nen nastepujaco:

Dy =Cy, D,=C,\(CiU..UC,_1)
dla n > 2. Zauwazmy, ze D1 = By,...,D, = B,,, D; = 0 dla i > m. Wobec tego
na podstawie rownosci (a) mamy:
AU...UA, =CiU..UC,,= UC": UDn:Dlu...qu:Blu...uBm.

n=1

(c) Niech i,5 € N oraz i # j. Przypuiémy, ze istnieje element xq taki, ze zg €
B; N B;. Rozwazmy przypadek, gdy ¢ < j. Wiemy, ze:
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Bi = Al \ (Al U...u Aifl), Bj = Aj \ (Al U..u Ajfl).

Poniewaz xo € B;, wiec 9 € A;. Jednak 1 <i<j—1,czylizg e A4U...UA;_4,
a wiec xp ¢ Bj. Otrzymali§my sprzeczno$¢. Przypadek, gdy j < i jest analogiczny.
Zatem B; N B; = ().

(d) Wystarczy do zbioru B,, dla n > 2 zastosowaé rownos$é (b) z zadania 22
a nastepnie prawa de Morgana dla zbioréw.

Uwagi i komentarze:
e 7 jakiego twierdzenia o uporzadkowaniu zbioru A liczb naturalnych korzy-

staliSmy w rozwigzaniu zadania 2.12(a)?

ZADANIE 2.13
Niech dany bedzie ciag (An)nen zbioréw takich, ze

Okreslamy ciag zbioréw (By,)nen nastepujaco:
Bl = Al, Bn = An \An—l

dla dowolnego n > 2.
Wykazaé, ze:

(@) |JAn = JBn;
n=1 n=1
(b) VneN[A, =B1U..UB,J;
(C) V’L,jEN[l?ﬁj:}BlﬁB]:@]

‘Wskazowka:

W rozwiazaniach (a) i (¢) w zadaniu mozna skorzystaé¢ odpowiednio ze
schematow rozwiazan (a) i (¢) w zadaniu2.121 Rozwigzanie zadaniaZI3(b) mozna
przeprowadzi¢ stosujac indukcje matematyczna.

ZADANIE 2.14
Niech dany bedzie ciag (An)nen zbioréw takich, ze

Vne N[An+1 - An]
Wykazaé, ze:

(An = A1\ [J (A1 \ 4n).
n=1

n=1

Rozwigzanie. Z rownosci (a) w zadaniu 27 wynika, ze

AN\ AN A) = (A (A \ 4An)) = () A,

n=1 n=1

bo A, C A; dla kazdego n € N.

13
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ZADANIE 2.15
Niech A, Ay, ..., Ay, gdzie n > 2, bedg dowolnymi zbiorami takimi, ze A, N A; = 0
dlai=1,....n— 1. Wykazaé, ze:

[AN (AL U...UAp1 UA)\ Ap = AN (AL U..U Ay ).

Wskazowka:
W rozwiazaniu zadania 2.5 wystarczy zastosowa¢ rownowaznosc (b) z zadania

23l

3. O pewnych wtasnosciach przedziatéw uzytecznych przy studiowaniu
teorii miary

W tej czesci artykulu symbolem R™, gdzie m € N, bedziemy oznaczaé prze-
strzen kartezjanska m-wymiarows.

Pojecie przedzialu jest jednym z podstawowych poje¢ w teorii miary Lebe-
sque’a w przestrzeni R™. W powszechnie wykorzystywanej na wykladach z tej
tematyki literaturze (np. Kolodziej, 2010; Sikorski, 1969) wiele wlasnosci prze-
dzialow w R™ jest przyjetych bez dowodu, raczej z odwotaniem sie do intuicji
w tym zakresie. Uwazamy, ze aby studenci lepiej mogli zrozumieé¢ studiowany ma-
terial z tego zakresu, powinni wczesniej] w ramach ¢éwiczenl i samodzielnej pracy
wlasnej wykonaé przedstawione nizej zadania, gdyz wszystkie wlasnosci przedzia-
low zawarte w tych zadaniach sa wykorzystywane przy analizie podstawowych
wlasnosci miary Lebesque’a. Zaproponowane rozwigzania zadan lub zamieszczone
wskazowki do tych zadan sa mozliwie elementarne, tzn. unikamy korzystania z bar-
dziej zaawansowanych pojec¢ i twierdzen znanych w topologii, gdyz z dos§wiadczenia
wiemy, ze albo tych poje¢ i twierdzen studenci nie realizowali w ramach kursu ele-
mentéw topologii, albo nie potrafia z nich efektywnie skorzystaé. Oczywiscie nie-
ktore podstawowe pojecia i twierdzenia z teorii przestrzeni metrycznych musza by¢
uzywane w rozwigzaniach zadan z zakresu wlasnosci przedzialow w R™. Nastepu-
jace pojecia dotyczace przestrzeni metrycznych sa stosowane w sformutowaniach
i rozwigzaniach ponizszych zadan:

1) Przestrzen metryczna (X, d), gdzie d jest metryka w zbiorze X.

2) Przestrzen kartezjanska m-wymiarowa R™ z metryka:

m

> (ai—b)?

=1

|la =0l =

dlaa=(ay,...,am) € R™ib=(by,...,bm) € R™. Oczywiscie, jesli a,b € R,
to przyjmujemy ||a — b|| = |a — b].

Srednica diamA zbioru A.
Kula otwarta K (z¢,7) i kula domknieta K (z¢,7).
Zbiory otwarte i domkniete.

Wnetrze int A zbioru A i jego podstawowe wlasnosci.
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7) Domkniecie clA zbioru A i jego podstawowe wlasnosci.
8) Zbieznos¢ ciagow w przestrzeniach metrycznych.

9) Metryka i zbieznosé¢ ciagéw w iloczynie metrycznym (kartezjarskim) prze-
strzeni metrycznych (wymienione w tym punkcie zagadnienia mozna ograni-
czy¢ do przestrzeni kartezjanskiej R™).

Zauwazmy, ze nawet elementarne podejscie do rozwazanych zagadnien w teorii
miary Lebesgue’a wymaga od studenta pewnego przygotowania z zakresu topologii.
Studentom lepiej przygotowanym z topologii i zainteresowanym tym przedmiotem,
proponujemy alternatywny sposéb rozwiazania niektérych zadan z zastosowaniem
bardziej zaawansowanego aparatu topologicznego.

Warto studentom zaproponowaé szczegdltowe rozwigzania probleméw zawar-
tych w ponizszych zadaniach, nawet w tych przypadkach, gdy zadania sa oczywiste
intuicyjnie, gdyz z praktyki wiadomo, ze studenci maja duze trudnosci w popraw-
nym merytorycznie i redakcyjnie zapisie prowadzonych rozumowarn.

DEFINICIA 3.3
Przedziatem w przestrzeni R™ nazywamy dowolny iloczyn kartezjanski

Plex...xIm:®Ii

przedziatow Iy, ..., I,, w przestrzeni R.

Ogolna definicje przedzialu w przestrzeni R mozna znalezé¢ np. w ksiazce:
W. Kotodziej (2010).

DEeFINICIA 3.4
Niech ay, ..., am, b1, ..., by, € R beda liczbami rzeczywistymi takimi, ze a; < b; dla
kazdego ¢ =1, ..., m.

Przedziat postaci
m

P= ®[ai, bl] (2)

=1

nazywamy przedzialem domknietym, a przedzial postaci

P =(X)(ai,b;) (3)

i=1

nazywamy przedzialem otwartym.
Przedziaty

m m

P = ®(ai,bi] iP= ®[ai,bi) (4)

i=1 i=1

nazywamy odpowiednio przedziatem prawostronnie domknietym i lewostronnie do-
mknietym.
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Przyjmujemy, ze zbior pusty jest przedziatem zaréwno domknietym, jak i otwar-
tym.

DEFINICJA 3.5
Jezeli P jest przedziatem postaci @), (@) lub ), to objetoscig przedzialu P nazy-
warmy liczbe

m

volP = (by — a1)(by — a2)...(bm — am) = [ (b — ai).

i=1
Dodatkowo przyjmujemy, ze volf) = 0.

Zadania o przedziatach w przestrzeni R™ rozpoczniemy od dwoch zadan (311
B2) dotyczacych elementarnych wlasnosci przedziatow.

ZADANIE 3.1
Niech

m
P= ®az, ;] oraz P’ = ®a“b;
=

beda przedziatami domknietymi w R™.
Wykazaé, ze
P C P < [a;,b;] C [a},b]]

71

dlat=1,...m

‘Wskazowka:
Mozna skorzystaé¢ z zadania [2.9(a).

Uwagi 1 komentarze:

e Sformulowaé i rozwigzaé¢ analogiczne zadanie do zadania BJ] dla réwnosci
przedzialow domknietych P i P'.

ZADANIE 3.2
Niech

Q= é(ai,bi oraz Q' = ® (aj, b7)
i=1

beda przedziatami otwartymi w R™.
Rozwazmy rownowaznosé:

Q € Q' < (ai,b;) € (az, 1) (5)

dlat=1,....m
Przeprowadzié¢ dyskusje (oczywiscie z uzasadnieniem) nad nastepujacyini stwier-
dzeniami:
(a) Rownowaznosé [B) jest spelniona.
(b) Réwnowaznosé (@) nie jest spelniona.
(¢) Réwnowaznosé (H) jest spelmiona przy stosownych zalozeniach o przedzialach
otwartych Q i Q'.
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Uwagi i komentarze:

o Sformulowaé i rozwiagza¢ analogiczne zadanie do zadania dla réwnosci
przedzialéw otwartych Q i Q’.

W zadaniach bedziemy badaé topologiczne wlasnosci przedzialow
w przestrzeni R, ktére sa wykorzystywane przy opracowaniu miary Lebesgue’a
w przestrzeni R™ (zob. np. Kolodziej, 2010). Gléwnymi pojeciami topologicz-
nymi stosowanymi w tych zadaniach sa: kule otwarta i domknieta, zbiory otwarty
i domkniety, wnetrze zbioru, domkniecie zbioru, srednica zbioru.

ZADANIE 3.3
Uzasadnié, ze w przestrzeni metrycznej R liczb rzeczywistych ze zwykla metryka
spelnione sg warunki:
(a) K(zo,7) = (x0 — 7,20 +7),
(b) K(zg,r) = [x0 — 1,20 + 7],
gdzie xg € R ir > 0.

ZADANIE 3.4
Niech a i b bedg liczbami rzeczywistymi takimi, ze a < b. Wykazaé, Ze:

(a) (a,b) = K (432, 559),
(b) [a,b] = K (%52, 55%).

Rozwiazanie. (a) Dla dowolnego z € R mamy: x € K(

bty bt gt bl sy <besaE

Uzasadmeme w przypadku (b) jest analogiczne.

b b

%, T) <~ |(E a+ | <
€ (a,b).

ZADANIE 3.5

Niech a i b beda liczbami rzeczywistymi takimi, ze a < b. Wykazaé, ze przedzial

otwarty (a,b) jest zbiorem otwartym w R.

Rozwiazanie. Jezeli a = b, to (a,b) = 0, a wiec (a,b) jest zbiorem otwartym
w R. Nastepnie zakladamy, ze a < b. Niech ¢ € (a,b). Wezmy liczbe dodatnia
s < min{c—a, b—c}. Oczywiscie ¢ € (c—s, c+s). Pokazemy, ze (c—s, c+s) C (a, b).
Niech z € (¢c—s,c+s), wtedy ¢—s < & < ¢+ s. Poniewaz s < c—a oraz s < b—c,
wiec a < ¢ — s oraz ¢+ s < b. Zatem a < z < b, czyli € (a,b), a wiec
(¢ — s,c+ s) C(a,b). Korzystajac z zadania B4 a), stwierdzamy, ze przedzial
otwarty (a,b) jest zbiorem otwartym w R.

Uwagi i komentarze:

o Korzystajac z zadanial3.4a) i z faktu, ze kula otwarta w przestrzeni metrycz-
nej jest zbiorem otwartym (zob. np. Engelking, Sieklucki, 1986) otrzymujemy
natychmiast rozwigzanie zadania

ZADANIE 3.6
Dane sg liczby rzeczywiste ay, ..., apm, b1, ..., by, takie, ze a; < b; dlat =1,....m
Udowodnié, ze przedzial otwarty



Przyktady zagadnien z réznych dziatéw matematyki [45]

Jjest zbiorem otwartym w R™.
Rozwiazanie. Podamy schemat rozwiazania zadania:

1) Rozwazy¢ przypadek, gdy @ = (0. Opisa¢ ten przypadek za pomoca odpo-
wiednich warunkéw na liczbach a;, b; dla ¢ € {1,...,m}.

2) Rozwazy¢ przypadek, gdy Q # (). Jakie warunki w tym przypadku spelniaja
liczby a;, b; dla i € {1,...,m}?

2.1) Rozwazy¢ dowolny punkt ¢ = (¢1,...,¢m) € Q. Czy istnieja liczby
rzeczywiste dodatnie 71, ..., 7y, takie, ze (¢; — i, ¢; + 1i) C (a;,b;) dla
i €{1,...,m}? Dlaczego?

2.2) Za pomocy liczb r1, ..., 7y, okresli¢ promien r kuli K(c,r). Pomyst na
okreslenie promienia r mozna znalez¢ w zadaniu

2.3) Wykazac, ze K(c,r) C Q. Dlaczego?

a) Niech z = (x1,...,2m) € K(c,r). Rozwazy¢ ||c — z||.

b) Wykaza¢, ze (¢; — x;)? <r? <r?dlai€ {1,...,m}.

c¢) Czy spelniona jest nieréwnosc |¢; — x;| < r; dlai € {1,...,m}?

d) Czy na podstawie powyzszych informacji mozna wywnioskowadé, ze
K(c,r) CQ7 W jaki sposob?

3) Na zakoriczenie ustali¢ najbardziej istotne etapy rozwiazania tego zadania.
Uwagi 1 komentarze:

e Poniewaz przestrzen kartezjariska R™ jest iloczynem metrycznym przestrzeni
metrycznej R, wiec korzystajac z twierdzenia o iloczynie kartezjanskim zbio-
row otwartych w iloczynie metrycznym (zob. Engelking, Sieklucki, 1986,
twierdzenie 1.6.6, s. 53), otrzymujemy natychmiast rozwiazanie zadania

ZADANIE 3.7
Niech a i b beda liczbami rzeczywistymi takimi, ze a < b. Wykazaé, ze przedzial
domkniety [a, ] jest zbiorem domknietym w R.

Rozwiazanie. Niech z,, € [a,b] dla n € N oraz lim, ..z, = z. Poniewaz
a<z, <bdlan eN, wigc a < limy,00®y, < b, czyli © € [a,b]. Zatem przedzial
domkniety [a, b] jest zbiorem domknietym w R.

Uwagi i komentarze:

1. Sformulowaé twierdzenia o granicy ciagu i o zbiorach domknietych, ktére
zostaly wykorzystane w rozwiazaniu zadania [37] (zob. np. Kotodziej, 2010).

2. Korzystajac z zadania B4(b) i z faktu, ze kula domknieta w przestrzeni
metrycznej jest zbiorem domknietym (zob. np. Engelking, Sieklucki, 1986),
otrzymujemy natychmiast rozwigzanie zadania [3.7]
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ZADANIE 3.8
Dane sa liczby rzeczywiste ay, ..., G, b1, ..., by, takie, ze a; < b; dlai = 1,...,m.
Udowodnié, ze przedzial domkniety

jest zbiorem domknietym w R™.

Rozwiazanie. Niech z,, € P dlan € N. Przyjmujemy, ze T, = (T1n, ..., Tmn) dla
n € N. Niech lim,, ooz, = z, gdzie x = (1, ..., Tp). Stad lim, ,eomin = z; dla
t=1,...,m. Poniewaz a; < x;, < b;, wiec a; < limy,o0Tin < by, czylia; < x; < by,
co oznacza, ze x; € [a;,b;] dlai =1,...,m. Wobec tego
m
x = (1,0, Tm) € X]as, b;] = P.
i=1

Zatem przedzial domkniety P jest zbiorem domknietym w R™.

Uwagi i komentarze:

1. Sformulowaé twierdzenie o zbieznosci ciagéw w iloczynie metrycznym, ktore
zostatlo wykorzystane w rozwiazaniu zadania [3.§] (zob. np. Engelking, Sie-
klucki, 1986; Kotodziej, 2010).

2. Poniewaz przestrzen kartezjanska R™ jest iloczynem metrycznym przestrzeni
metrycznej R, wiec korzystajac z twierdzenia o iloczynie kartezjanskim zbio-
row domknietych w iloczynie metrycznym (zob. Engelking, Sieklucki, 1986,
twierdzenie 1.6.21, s. 57), otrzymujemy natychmiast rozwiazanie zadania [3.8

ZADANIE 3.9
Dane sg liczby rzeczywiste ay, ..., apm, b1, ..., by, takie, ze a; < b; dlat = 1,...,m.
Udowodnic, Ze jezeli

to
intP =@, i clQ =P.

Rozwiazanie. Udowodnimy, ze intP = ). Poniewaz @ jest zbiorem otwartym
(zob. zadanie B6) i Q C P, wiec @ C intP. Oczywiscie intP C P. Przypu§cmy,
ze istnieje ¢ € intP \ Q. Oczywiscie ¢ € P. Przyjmijmy, ze ¢ = (c1,...,¢m).
Stad a; < ¢; < b; dlai =1,...,m. Poniewaz ¢ € Q, wiec ¢, = ag lub ¢, = by dla
pewnego k € {1, ..., m}. Rozwazmy dowolng kule otwarta K (¢, r). Wezmy dowolng
liczbe rzeczywista s taka, ze 0 < s < r. Najpierw przyjmujemy, ze c; = ag. Niech
¢ = (c1,.yCha1,Cl — 8,Chkt1,---,Cm). ZLauwazmy, ze cx — § < Cp = ak, a Wiec
¢ ¢ P. Poniewaz ||c — ¢|| = Vs2 = s < r, wiec ¢ € K(c,r). Zatem K(c,7) € P,
czyli ¢ ¢ intP (dlaczego?). Podobne rozumowanie mozna przeprowadzi¢, gdy
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¢k = by, biorac ¢ = (¢1,..-yCk—1,Ck + 8, Ckt1, -, Cm ). Wobec tego intP \ Q = 0,
czyli intP = Q.

Udowodnimy, ze cl@Q = P. Poniewaz @ C P, wiec cl@Q CclP = P, bo P jest
zbiorem domknietym (zob. zadanie B8). Uzasadnimy, ze jezeli ¢ € P\ Q, to
¢ € cl@. Przyjmujemy, ze ¢ = (c1, ..., ¢m). Oczywiscie a; < ¢; < b; dla dowolnego
i=1,...,m. Rozwazmy ciag p, = (d, ...,d™) dla n € N okreslony nastepujaco:

a; + 5. gdy ¢; = a;,
d, = ¢ bi— &, gdy ¢; = by,
ci, gdy ai < ¢ < b,

gdzie i = 1,...,m. Poniewaz a; < b; dlai = 1,...,m, wiec dla kazdego i € {1,...,m}
istnieje liczba n; € N taka, ze a; < d?, < b; dlan > n;. Niech k = max{ny,...,nm,}.
Wtedy p, € Q dlan > k. Zauwazmy, ze lim,, _,ood, = ¢; dla i = 1,...,m. Wobec
tego lim,, ,oopyn, = ¢. Zatem c € cl@, czyli cl@ = P.

Uwagi 1 komentarze:

1. Ustali¢, w ktorych fragmentach rozwigzania zadaniaB.9 korzystalismy z wla-
snosci:
a) Wnetrze zbioru A jest suma wszystkich zbioréw otwartych zawartych
w zbiorze A.

b) Ciag w przestrzeni R™ jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiednie
ciagi wspotrzednych wyrazéw tego ciagu sa zbiezne. Sformutowaé¢ w sposob
Scisty w postaci twierdzenia opisana wlasnos¢ zbieznosci ciagow w R™.

¢) Punkt nalezy do domkniecia zbioru A wtedy i tylko wtedy, gdy ten punkt
jest granica ciagu o wyrazach nalezacych do zbioru A. Sformutowaé¢ w sposob
Scisty w postaci twierdzenia opisana wlasno§¢ domkniecia zbioréw w prze-
strzeniach metrycznych.

d) Zbior R liczb rzeczywistych jest gesto uporzadkowany przez relacje nie-
wiekszosci <.

2. Czy wlasnosé sformutowana w zadaniu [B.9] jest prawdziwa, przy zalozeniu
a; <bydlai=1,...m?

ZADANIE 3.10

Dany jest przedzial domkniety P CR™. Udowodnic¢, ze dla dowolnej liczby rze-
czywistej € > 0 istnieje przedzial domkniety S CR™ taki, ze P CintS oraz
volS < volP + €.

m
Rozwiazanie. Niech P = ®[ai, b;]. Rozwazmy ciag przedzialow otwartych
i=1
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dla n € N. Oczywiscie P C @, dla kazdego n € N. Zauwazmy, ze

m m

1 1 1 1
vol@, = H((bi —a;) + g) = H(bi —a;) + (Edl tot o gdmo1 n_m)

i=1 i=1

dla pewnych nieujemnych liczb rzeczywistych dy, ..., d,,—1. Wobec tego
1 1
vol@,, = volP + ( dy + .. + dm 1+ —) .

Rozwazmy ciag
1 1
= —d1 + .. + dm 1 + —
n
dla n € N. Poniewaz lim,_,p, = 0, wiec istnieje taka liczba naturalna k, ze

pn < € dla kazdego n > k. Zatem volQj < volP + ¢. Przyjmijmy, ze
5= @os - bt ]
= 2k

Poniewaz volQy, =volS, wiec volS < volP+e¢. Z zadania[B9wynika, ze intS = Qy,
wiec P C Qf = intS.

Uwagi 1 komentarze:

1. Czy w rozwigzaniu zadania [3.10] korzystalismy z wlasnosci iloczynéow karte-
zjanskich zbiorow, ktoére byly rozwazane w zadaniu 2.9

2. 7 jakich wtasnosci granic ciggéw liczbowych korzystaliSmy w rozwiazaniu
zadania [3.10F

ZADANIE 3.11
Dany jest przedzial domkniety P = ® ai,b;] w przestrzeni R"™. Udowodnié, ze
=1

diamP = ||a — b||,
gdzie a = (a1, ...,am) 1 b= (b1, ..., bm).

Rozwigzanie. Mamy uzasadni¢, ze diamP = sup {||x — y|| : =,y € P} = |la—b]].
Niech = (1, ..., @m) € P iy = (y1,..-,Ym) € P. Wowczas a; < x; < b; oraz
a; Ly; <b;dlai=1,...,m. Ponadto

lz —yll = V(21 = 91)2 + .. + (Tm — Ym).

Zauwazmy, ze |v; — yi| < bi — a;, a wiee (z; —yi)? < (a; —b)> dlai = 1,...,m
Wobec tego

Vi =)+t (@m = Ym)?

Viar —b1)% + oo+ (am — bm)?
lla = b|.

|z —yl|

N

Poniewaz ||la — b|| € {||z — y|| : z,y € P}, wiec diamP = ||a — b]|.
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Uwagi i komentarze:

e Znalez¢ w literaturze matematycznej lub sformutowac i udowodnié wlasnosé
kresu goérnego zbioru, ktéra zostala wykorzystana w rozwigzaniu zadania

B.11

ZADANIE 3.12 m

Dany jest przedzial otwarty (Q = ®(ai,bi), przy czym a; < b; dlai =1,...,m,
i=1

w przestrzeni R™. Udowodnié, ze

dla'mQ = ||a - bH7
gdzie a = (a1, ...,am) 1 b= (b1, ..., bim).

Rozwiazanie. Mamy uzasadnié, ze diam@ = sup {||z — y|| : z,y € Q} = ||a—10||.
Niech P = @.~,[ai,b;]. Poniewaz diamP = ||a — b|| na podstawie zadania 3111
oraz @ C P, wiec diam@ < diamP = ||a —b||. Niech a;, = ai—i—% oraz by, = b; —%
dla n € N oraz i = 1,...,m. Poniewaz lim,,_,oca;, = a; oraz lim,,_,..b;, = b; dla
i =1,...,m, wiec istnieja liczby n; € N takie, ze a;n, bin, € (a;,b;) dlan > n;, gdzie
i =1,...,m. Przyjmijmy, ze ky = max{nq,...,n,}. Wobec tego an,bin € (a;, b;)
dla dowolnych n > ky oraz i = 1,...,m. Poniewaz lim,,_,oc(ain — bin) = a; — by,
wiec
lim (Cl,l'n - bln)2 = (ai - bl)z

n—oo

dlai=1,...,m. A zatem

lim [(a1n, — bln)2 + .+ (amn — bmn)2] = (a1 — bl)2 + ...+ (am — bm)2.

n—oo
Wobec tego
HILH;O\/(aln_bln)2 + ...+ (amn_bmn)2 = \/(0’1_bl)2 + .+ (a’m_bm)2 (6)
= la—bl].

Poniewaz aip, bin, € (a;,b;) dla dowolnych n > ki oraz i = 1,...,m, wiec

\/(aln — bln)2 + ...+ (amn — bmn)2 < |\|/(a1 H b1)2 —+ ...+ (am — bm)2 (7)
= |la—0b

dla kazdego n > k;.
Wezmy € > 0. Z (@) i (@) wynika, ze istnieje liczba ko € N taka, ze

lla =0 —& < \/(a1n — b10)2 + - + (Gmn — bymn)?

dla kazdego n > ko. Niech k = max {k1, k2 }. Rozwazmy punkty o’ = (a1g, ..., Gmk)
ib = (big,...,b;mi). Poniewaz o', b’ € Q, wiec ||a' = V|| € {|lt —y|| : =,y € Q}
oraz ||a—b|| —e < ||a’ = ¥||. Zatem diam@Q = sup {||z —y||: z,y € Q} = |la—b]|,
gdzie a = (a1, ..., am) 1 b= (b1, ..., bm).
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Uwagi i komentarze:

1. Z jakiego twierdzenia o Srednicach zbioréw korzystamy w rozwiazaniu zada-

nia [3. 12/

2. 7 jakich wtlasnosci zbieznosci ciagdéw liczbowych korzystamy w rozwigzaniu
zadania [3.12]

3. Na jakich dwoch podstawowych wtasnosciach kresu zbioru oparty jest sche-
mat rozwigzania zadania [3.12]°

4. Cgzy twierdzenie sformulowane w zadaniu[B.12ljest prawdziwe, przy zalozeniu
a; <bydlai=1,...,m?

ZADANIE 3.13

Udowodnié, ze jezeli Q = Q- lai,b;) jest przedzialem lewostronnie domknie-
tym lub Q = @~ , (ai, b;] jest przedzialem prawostronnie domknietym, przy czym
a; <b;dlat=1,....,m, w przestrzeni R™, to

dla'mQ = ||a - bH7
gdzie a = (a1, ...,am) 1 b= (b1, ..., bm).

Rozwiagzanie. Niech

m

S = ®(ai,bi) oraz P = é[ai,bi].
i=1

i=1

Poniewaz S C Q C P, wiec ||a — b|| = diam$S < diam@ < diamP = [|a — b|| na
podstawie zadan B.I1]i B2, wiec diam@ = ||a — b]|.

Waznym zagadnieniem w teorii miary Lebesgue’a sa podzialy przedzialow
w przestrzeni R". Ten material sprawia studentom trudnosci, poniewaz intu-
icyjne wyobrazenia przedzialéw w przestrzeniach R™ dla m > 3 zawodza, a for-
malne uzywanie tych przedzialow jest dos¢ skomplikowane ze wzgledu na ztozonosé
symboliki, ktora trzeba stosowaé w ré6znych rozumowaniach dotyczacych tych prze-
dzialow. Pierwsze zadaniaB.I43.16]z tej grupy tematycznej dotycza waznych, ale
elementarnych zagadnien zwigzanych z przedzialami w przestrzeni R. Maja one
na celu przygotowanie studentéw do trudniejszych zagadnien dotyczacych podzia-
tow przedzialow w przestrzeni R™. W zadaniu B.I7 nalezy udowodni¢ podsta-
wowe wlasnosci podzialéw przedzialow domknietych w R™. Zadanie B.I8 dotyczy
dos¢ skomplikowanej i mato intuicyjnej symboliki sum i iloczynéw liczb rzeczywi-
stych, stosowanej przy omawianiu wlasnosci podziatow przedzialow w R™ (zob.
Kolodziej, 2010).

ZADANIE 3.14
Udowodnié, ze iloczyn mnogosciowy dwéch przedzialéw domknietych [otwartych]
w zbiorze R liczb rzeczywistych jest przedzialem domknietym [otwartym)].
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Rozwigzanie. Rozwazmy przedzialy domkniete [a,b] i [¢,d] w zbiorze R liczb
rzeczywistych. Aby wykazaé, ze zbior [a, b] N [c,d] jest przedziatem domknietym,
wystarczy rozwazy¢ sze$¢ nastepujacych przypadkow:

1) Jezeli c < d < a < b, to [a,b] N[c,d] = 0.
2) Jezeli c < a < d < b, to[a,b]Ned = la,d.
3) Jezeli c < a < b<d, to[a,b]Ne,d] = a,b]
4) Jezelia < ¢ < d < b, to [a,b] N e, d] = e, d].
5) Jezelia < e < b < d, to [a,b]N e, d] = [c,b].
6)Je2elia<b<c§d,to[a,b] [e,d] = 0.

€ [a,b] N c,d] <~

dla dowolnego = € R.
Latwo udowodnié¢ pozostate przypadki.
Dowod dla przedzialéw otwartych jest analogiczny.

ZADANIE 3.15

Udowodnic¢, ze suma mnogosciowa dwoéch przedzialéw domknietych w zbiorze R
liczb rzeczywistych jest przedzialem domknietym w R wtedy i tylko wtedy, gdy
przedziaty nie sg roztaczne.

Rozwiazanie. Schemat rozwigzania zadania:

1) Zalozy¢, ze przedziaty domkniete nie sa roztaczne i rozwazy¢ stosowne (cztery)
przypadki (zob. zadanie B.14).

2) Nastepnie zaktadamy, ze [a, b]U[c, d] jest przedzialem domknietym. Przypu-
$émy, ze [a,b] N [c,d] = 0. Warunek ten jest spelniony wtedy i tylko wtedy,
gdy:

d<a<b
b d.
Udowodnimy, ze w obu powyzszych przypadkach zbior I = [a,b] U [c, d] nie jest

przedzialem. Najpierw rozwazymy przypadek (a).
Wobec tego mamy pokazaé, ze

20 € IFy eRxy <y <azaAy €I
Niech #1 = d,z2 = a. Oczywiscie 21 € [a,b] U [¢,d] i 22 € [a,b] U [c,d]. Wezmy

dowolng liczbe y € R taka, ze d <y < a. Wowczasd=x1 <y<zo=aiy¢&l.
Dowéd w przypadku (b) jest analogiczny.
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ZADANIE 3.16

Udowodnié, ze suma mnogosciowa dwoch niepustych przedzialéw otwartych w zbio-
rze R liczb rzeczywistych jest przedziatem otwartym w R wtedy i tylko wtedy, gdy
przedziaty nie sg roztaczne.

Wskazowka:
Do rozwiazania zadania[3. 16l mozna wykorzysta¢ zaproponowany schemat roz-
wigzania zadania B.15]

Uwagi i komentarze:

o Warto zwréci¢ uwage na to, ze og6lniejsze rezultaty o przedziatach w R, niz
zawarte w zadaniach B.15] i B.16 mozna uzyskaé, gdy wykorzystamy naste-
pujace fakty z zakresu przestrzeni topologicznych (zob. np. Krzyszkowski,
Turdza, 2005):

1) Przestrzen R liczb rzeczywistych z topologia naturalng jest spéjna.

2) W przestrzeni R liczb rzeczywistych z topologia naturalna jedynymi
zbiorami spdjnymi sg przedzialy.

3) Jezeli zbiory {C;}icr sa spojne i
spojny.

4) Suma mnogosciowa dwoch zbioréw domknietych [otwartych] jest zbio-
rem domknietym [otwartym)].

e1Ci # 0, to zbior J,c,;Ci jest

ZADANIE 3.17
Niech dany bedzie przedzial domkniety

m

P = lai, b (8)

i=1
w zbiorze R™. Dane sg liczby naturalne ny,...,n,,. Dla dowolnego i = 1,...,m
rozwazmy nastepujacy podzial przedziatu [a;, b;]:
a; = cio < i1 < ... < Cy—1 < Ciyy < oo K Gy, = by 9)
Podzialem przedziatu (8) wyznaczonym przez uklad podziatéw (9) nazywamy
zbiér wszystkich przedziatow

m

Pvl ..... Vm — ®[Ci,ui717 C’ivi]; (10)

=1

gdzie vy, ..., vy, jest dowolnym ciagiem liczb naturalnych takich, ze v; < n; dla
1=1,...,m.
Wykazaé, ze spelnione sa nastepujace warunki:

(@) Pyy,...v,, CPdlal <v; <ny gdziei=1,..,m;

®) U Puw, =P gdzei=1,.,m.

1<vi<n;
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Rozwiazanie. (a) Niech ¢ € P,, .., gdzie ¢ = (¢1, ..., ¢m) € R™. Stad

.....

m
(Cl, . Cm) S ®[Ci7yi—l7 Ciyi]-
1=1
Wobec tego
a; g Civ;—1 g Ci g Civ; g b’L
dlai=1,...,m. Zatem
m
c= (Cl,...,Cm) S [ai7bi] =P
1=1

Stad P, ..., CPdal<y <n;,gdzei=1,..,m.

(b) Z wlasnosci (a) wynika, ze

U P, v, CP gdzie i=1,..,m.

1<y <n;
Niech m
ceP= ®[ai,bi], gdzie ¢ = (c1,....,cm) € R™.
i=1
Wobec tego

c=(c1y.yCm) € ®[ai,bi].
i=1

Stad a; < ¢; < by dlai=1,...,m. Z @) wynika, ze ¢; ,,—1 < ¢; < ¢, dla pewnych
1 <y < ny, gdzie i =1, ..., m. Zatem

m

cE ®[Ci,l/i—lu cil/i] = PV1;~~~;Vm
i=1

dla pewnych 1 < v; < ny, gdzie ¢ = 1,...,m. Stad

dlal <y <ng,gdziet=1,...,m.
Uwagi i komentarze:
e Przed analiza rozwigzania zadania B.17] warto przeprowadzié¢ graficzng ilu-

stracje przyktadowych podziatéw przedzialéw domknietych na plaszczyznie
R? i w przestrzeni R3.

ZADANIE 3.18

(a) Niech m = 3, n1 = 2, no = 3, ng = 2. Niech v; beda liczbami naturalnymi
takimi, ze v; < n; dlai = 1,2,3. Rozwazmy uklad a;,, liczb rzeczywistych dla
1=1,2,3. Wykazaé, ze

m ng ny no ns m
1> =23 > [Jaw

i=1lv;=1 vi=lve=1lrvzg=1i=1
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(b) Niech m,nq, ...,
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Ny, beda liczbami naturalnymi. Niech v; beda liczbami

naturalnymi takimi, ze v; < n; dlai = 1,...,m. Rozwazmy uklad a;,, liczb

rzeczywistych dla i = 1, ...,

m. Wykazaé, ze

I3 o= 3 3 o

i=1v;=1 vi=1va=1 vm=11i=1

Rozwiazanie. (a) Istotnie,

m Uz
II> aw

=1 l/i:l

(b) Mamy:

m  n;

3 n;
I1 > au

=1 l/i:l

§ a1y, § a2y, § GSU3
Vl— l/g— l/3—

§ a1y, § a2y, § GSU3
Vl— l/g— l/3—

(a11 + a12)(a21 + a2z + as3)(asi + asz)

11021031 + @11021032 + A11022031 + A11022032

+ ai1a23a31 + a11a23032 + A12021031 + @12021032
+ a12a22a31 + ai2a922a32 + ai2a23a31 + ai2a23a32

E E E allll a’21/2 0’31/'3

V1—1V2 11/3

zzzmm

1% :1V2:1V3:1i:1

> 503 [

vi=1lrva=1r3=1i=1

MNm
H§ Ay, = § a1y, § agyy | --- § Amuy,,

1=1v;=1 vi=1

vo=1 VUm=1

= (a11—i—alg—l—...—|—a1n1)(a21+a22+...—|—a2n2)...(am1 —I—amg—l—...—l—amnm)

= a11a21..

DI

1/1—11/2—

Am1ta11a21...am2t ... +a11021...Qmp,,+ ...+ A1, A2ny - Qi

Nom
E al,,l a2U2 ...amym

VUm=1

Mm,

— Z Z Z Hawl.

Vl—l l/g—

vm=11i=1
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Uwagi i komentarze:

1. Celem zadania[318(a) jest przeprowadzenie pelnych obliczen w szczeg6lnym
przypadku, aby lepiej poznaé¢ schemat rozumowania i zapisu symbolicznego
w ogolnym przypadku przedstawionym w zadaniu BI8(b).

2. Warto przed analiza rozwiazania zadaniaB.I8(b) samodzielnie, wzorujac sie
na rozwiazaniu zadania B.I8(a), przeprowadzi¢ obliczenia w innym szczeg6l-
nym przypadku.

Przy analizie wlasno$ci zbioréw mierzalnych w sensie Lebesgue’a w przestrzeni
R™ wykorzystuje sie specjalne przedzialy o konicach wymiernych (zob. np. Koto-
dziej, 2010). Definicja i podstawowe wlasnosci tych przedzialow sa trescia nastep-
nego zadania.

ZADANIE 3.19
Dla kazdej liczby naturalnej k oznaczamy przez By, zbiér wszystkich przedzialéw

P postaci:
i1—1 i ia—1 o Im — 1 iy
ok "9k ) X | Tk ok ) XX | Tok 9k )

gdzie i1, 12, ..., 1y 53 dowolnymi liczbami catkowitymi.
Udowodnié, ze:
(a) zbiory By, sa przeliczalne;
(b) Srednica kazdego przedziatu P € By, jest liczba @;
(c) dla kazdego k jest Upep, P = R™;
(d) jezeli P,P' € B i PNP #1, to P=P);
(e) jezeli P € By, PP € By, k<K i PNP' #10, to PC P'.
Rozwiagzanie. (a) Niech k bedzie dowolna liczba naturalng. Uzasadnimy,
ze By jest zbiorem przeliczalnym. Rozwazmy funkcje F' : 2™ — By okreslong
nastepujaco:

L . i1—1 47 9 —1 19 im — 1 T,
F((i1,i2,0im)) = |:2—kv 2—k> X [2—k, 2—k> XX {2—19’ 2—k>
dla (i1, 42, ..., im) € Z™. Latwo sprawdzi¢, ze funkcja F jest bijekcja zbioru Z™ na

zbior By, (zob. rownowazno$é (b) w zadaniu [2.9)), a wiec zbiér By, jest przeliczalny.
(b) Z zadania BI3 wynika, ze:

, 1\? (1Y) 1)\? 1\?
s = [ (5) + (£) 4 (£) = () -2
dla kazdego P € By,.
(c¢) Oczywiscie UPeBkP CR™. Niech a = (a1, a2,...,am) E R™ il € {1,2,...,m}.
Poniewaz F(2%a;) < 2Fa; < E(2%a;) + 1, wiec
E(2Fa) E(2%a;) +1
2k 2k

3

<a <
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dla l =1,2,...,m, gdzie E(r) oznacza ceche liczby rzeczywistej r. Przyjmijmy, ze

E(2%aq;)) =i;—1dlal=1,2,...,m. Wobec tego “ L <a < 2,C,czyh a; € [”2,Cl, 212)
dlal=1,2,...,m. Zatem

i1—1 41 i —1 19 Im — 1 im
SlEoE) T owE) e T oE )

€O oznacza, ze

rR™C |J P
PeBy
(d) Niech
p_ i1—1 41 o —1 19 tm — 1 1
T ToR k) K| Tk vgR ) K TR gk )
P e Jo—1 j2 Jm =1 Jm
P = |:2—k’2_k) X [T’Q_k) X ... X |:2—k’2_k> .
Z zalozenia wynika, ze istnieje a = (a1, az,...,am) € PN P’. Wobec tego “2; <
a; < 212 oraz ”2;1 <a < 2% dlal =1,2,...,m. Stad i; — 1 < 2Fa; < 4; oraz

g1 —1< 2% < i, czyliig =gy dlal =1,2,...,m. Zatem P = P’.
(e) Niech
N 120 —1 19 i — 1 iy
P=l—0r55 ) X | 798 k) X% | Tor % )0

;-1 5 Jj2—1 Ja Jm =1 Jm
P - [ 2k/ 3 2k/> x [ 2k/ 3 2k/> x A X { 2k/ ) 2k/> N
Z zalozenia wynika, ze istnieje a = (a1,az,...,am) € PN P'. Stad a; € [L71, &)

oraz a; € [Jék,l, 2k,) dlal=1,2,...,m. Rozwazmy silnie rosnacy ciag liczb:

-1 (g —1)2F -k

2/€ - 2]{}/ I
-1 1 (g—-1)2KF 1 (i —1)2K k41
v tow T T w  Taw T aw
-1 2k~ (ip — 1)2F koK' =k yok—k

o ok oW oW ok T 9k

Powyzsze liczby dziely przedziat [ 2,C , 2&) o dhugosci 5% 1a 2k =k rozlacznych,
lewostronnie domknietych a prawostronnie otwartych podprzedmalow o dlugosci

. . i—1 i . . .
2i/. Poniewaz a; € [“5=, 5k) oraz al € [Jék/ ,2%), wiec [Jék, ,2k/) jest jednym
z powyzszych przedzialow o dtugosci -+ 5w zawartym w przedziale [”le, k). Wobec
tego [Jék/l, 2%) Clt, &) dlal=1,2,..,m. Zatem P’ C P (zob. rownowazno§é

(a) w zadaniu 29]).
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Uwagi i komentarze:

1. Sformulowaé twierdzenia o zbiorach przeliczalnych, ktére zostaly zastoso-
wane w rozwiazaniu zadania 319 a).

2. Przeprowadzi¢ szczegdlowy dowod, ze funkcja F okreslona w zadaniuB.19%a)
jest bijekcja.

3. Znalez¢ w literaturze matematycznej twierdzenie o cesze liczb rzeczywistych,
ktore zostalo wykorzystane w rozwiazaniu zadania B9 c).

4. Podsumowanie

PrzedstawiliSmy pewna koncepcje dydaktyczna wprowadzania studentéw w nie-
tatwg tematyke teorii miary. Mimo to, ze sama definicja miary nie jest skom-
plikowana i ma swoje intuicyjne umotywowania w dos§wiadczeniach studentow
z wczeéniejszych pozioméw edukacji, to rozwazania teoretyczne podczas dowo-
dzenia réznych jej wlasnosci wymagaja rozumienia i postugiwania sie pojeciami
i twierdzeniami z innych dzialéw matematyki. Tresci te poznaja studenci na réz-
nych etapach swych studioéw, ale wlasnie przy realizacji tego fragmentu wyktadow
z analizy matematycznej istnieje konieczno§é przypomnienia ich studentom, aby
ulatwi¢ im zrozumienie wykladanego materiatu.

Uwazamy, ze w tym podsumowaniu warto przedstawi¢ zwiezly zestaw pew-
nych dziatan dydaktycznych, ktére zaproponowalismy w tym artykule, aby zwré-
ci¢ uwage studentéw na koniecznosé¢ aktywnej pracy z tekstem matematycznym.
Wszystkie nizej wymienione postulaty dydaktyczne sa rezultatem analizy rozwia-
zan powyzszych zadan, ktérych kryteria doboru byly wylacznie merytorycznie
zwiazane z teorig miary.

Zadania podzieliliémy na cztery grupy, biorac pod uwage sposéb opisu ich
rozwigzan:

— zadania z pelnymi wzorcowymi rozwiazaniami;

— zadania z zamieszczonym schematem rozwiazan;

— zadania ze wskazéwkami do rozwiazan;

— zadania bez zamieszczonych rozwiazan i wskazowek.

Do wiekszo$ci zadan zostaly dolaczone tzw. uwagi i komentarze. Nizej opi-
szemy i usystematyzujemy tresci tych uwag i komentarzy:

— Wskaza¢ fragmenty rozwigzania zadania, w ktérych stosuje sie podane w ko-
mentarzach definicje i twierdzenia.

— Sformutowaé w sposéb Scisty definicje i twierdzenia uzyte w rozwigzaniu
zadania, ktére w komentarzach podane sa jedynie w formie uproszczone;j.

— Sformulowaé definicje i twierdzenia wykorzystane w rozwigzaniu zadania na
podstawie wskazanej literatury.

— Sformulowaé definicje i twierdzenia wykorzystane w rozwigzaniu zadania
(bez wskazania w komentarzach literatury).
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— Sformutowaé wlasnosci struktur liczbowych, ktore zostaly uzyte w rozwia-
zaniu zadania.

— Sformulowaé prawa logiczne wykorzystane w rozwigzaniu zadania.
— Wykona¢ graficzne ilustracje pewnych poje¢ matematycznych wystepujacych
w zadaniu.

— Samodzielnie uzupemhié¢ fragmenty rozumowan pominietych w rozwigzaniu
zadania.

— Po rozwiazaniu zadania (lub po analizie zamieszczonego rozwiazania) ustali¢
najbardziej istotne etapy rozwigzania tego zadania.

— W przypadku zadan o bardzo specyficznej i szczegotowej tresci wskazaé zna-
czenie danego zadania w wykladzie teorii miary.

— Zbadag¢ istotnosé zaltozen przyjetych w zadaniu.
— Zaproponowaé rozwigzanie zadania z zastosowaniem bardziej zaawansowa-
nych pojec i twierdzen z zakresu topologii i analizy matematyczne;j.
— Uogolni¢ tres¢ zadania i podaé jego rozwiazanie.
— Sformulowaé i rozwiaza¢ zadanie analogiczne.
Tego typu zabiegi dydaktyczne wpisujg sie w zagadnienie jakosci ksztalcenia
studentow, ktore jest jednym z waznych probleméw wspoltczesnych badan w za-

kresie dydaktyki matematyki (zob. np. Pardata, 2012). Temu celowi maja stuzy¢
réwniez i nasze rozwazania w tym artykule.

Literatura

Chronowski, A.: 2000, Elementy teorii mnogosci, Wydawnictwo Naukowe AP, Krakow.

Chronowski, A.: 2004, Zadania z elementéw teorii mnogosci 1 logiki matematycznej, Wy-
dawnictwo Dla szkoly, Wilkowice.

Engelking, R., Sieklucki, K.: 1986, Wstep do topologii, PWN, Warszawa.

Guncaga, J., Fulier, J., Eisenmann, P.: 2008, Modernizicia a inovdcia vyucovania ma-
tematickej analyzy, Katolicka Univerzita v RuZomberku, Pedagogicka Fakulta, Ru-
zomberok.

Kotlodziej, W.: 2010, Analiza matematyczna, PWN, Warszawa.

Krzyszkowski, J., Turdza, E.: 2005, Elementy topologii, Wydawnictwo Naukowe AP,
Krakow.

Major, J., Powazka, Z.: 2008, Utvéaranie pojmu obsah rovinného dtvaru na réznych
stupiioch vzdelavania, Acta Mathematica 11, 135-140.

Pardata, A.: 2012, Wspotczesne problemy i praktyka ksztalcenia matematycznego stu-
dentéw, Annales Academiae Paedagogicae Cracoviensis. Studia ad Didacticam Ma-
thematicae Pertinentia IV, 113-137.

Powazka, Z.: 2009, Uwagi o ksztaltowaniu rozumienia pojecia miary na réznych pozio-
mach edukacji, Prace monograficzne z dydaktyki matematyki, Wspétczesne problemy
nauczania matematyks 2, 141-149.



Przyktady zagadnien z réznych dziatéw matematyki [59]

Powazka, Z.: 2012, Z badan nad trudnosciami studentéw w rozumieniu pojecia miary
i calki, Annales Academiae Paedagogicae Cracoviensis. Studia ad Didacticam Ma-
thematicae Pertinentia IV, 139-154.

Sikorski, R.: 1969, Rachunek rézniczkowy i catkowy. Funkcje wielu zmiennych, PWN,
Warszawa.

Instytut Matematyks
Uniwersytet Pedagogiczny

ul. Podchorgzych 2

PL-30-084 Krakow

e-mail: chron@up.krakow.pl
e-mail: powazka@Qup.krakow.pl






	Wstep
	Przykładowe zagadnienia z teorii zbiorów uzyteczne przy studiowaniu teorii miary
	O pewnych własnosciach przedziałów uzytecznych przy studiowaniu teorii miary
	Podsumowanie

