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Â�Ñ�ÒÌÄ�ÐwÑoÄ-Æ:Ñ�ïEÆ Í�ÁLÛ ÆµÐwÑ�ï6Á&Ñ�ÇoÐwÑ�ÏDÎLÆµÈ�É�Ï!Ð7Ó:ÜDÆ:Ñ�ïEÆ Í�ÁLÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒDÏ)Û ÆµÐwÑ�ï6Á&Ñ�ÇoÐwÑ�ÏDÎLÆµÈ�É�Ï!Ð7Ó:Ü

Æ%ÐwÆµÄDÖiÂ/Û ÆµÐwÑ�ï Á&Ñ�ÇoÐwÑ�ÏDÎLÆµÈ�É�Ï!Ð7Ó:Ü`Æ%ÐwÆµÄDÖiÂ/ÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒEÇ$Û ÆµÐwÑ�ï Á&Ñ�ÇoÐwÑ�ÏDÎLÆµÈ�É�Ï!Ð7Ó:Þ�e%Á&Ñ�ÏoÔ�Å-Ê!ó
Ô�Ç�Å-Ï�Ü�Ù�ÇAÀEÁ&Â�À¶Â�ÒEÂ~Î"Ä¬ÒEÇ-Â�Ñ�ÒÌÄ�ÐwÑ�Ç�ÒEÆµÄ�Å�Ä~Ô¦×6Ð7ÓÌÄ¬Á7Ä¬Ø5É&Ç�Á­Ë!Ï!ËEÄ¬Ø5É�Ï!ÐwÑ�ÒDÏ�Æ%È&×�Ë!Ñ�Æ Å-Ï�Ü:Ù�Ç)É&Ç�Ò
ÀEÁ&Â5È�É�Ï�ÑoÄ¬ïEÆ Ç�Ã)ÒEÂ¬É7Ä�ÐwÏoÔ�ÒDÏ�Â�Ø~Ä¬Ù�Ç­È¦Æ Õ�À¶Â�ÅAÂ!ÐwÒDÏ�ÀEÁ&Ñ�Ï�Á&Â�Ñ�ÎLÆµ×¬Ñ�ÏDÎ"Ä¬ÒEÆ Ê+àwÎLÆµÐwÑ�Ç
�:Þ

n�¸poKq�r�sutvs wDx�q�w�s y�z.y|{�¾~}9�&���E�9��}~��yvt~q���}
ý`Ä�ÐwÑ�ÒEÆ Ç�Å-Ï�Â!Ë6Ë!ÇwÝÌÒEÆµÐdÔ�Æ�À¶Â�Á&Ño×�Ë!ØDÊ+Û Æ ÒEÆ Â~Î1Ç�Ã�ÂÌÜ!ï¶Â�Î É&Ç�Â�Á&Æ Æ:ÐwÆµÄDÖ�ÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒDÏ!Ð7Ó

Ñ�ÎLÏDØDÛ Ç�È�É&Â5È¦Â~Î"Ä¬ÒÌÄ1Ô�ÇoÈ�ÉLË!ÇwÝÌÒEÆµÐdÔ¦Ä$Á&Í�Ù�ÒÌÄ$Â!ËAÉ&Ç�Ô
À¶Â!ËEÄmÎ"Ä¬ÒEÇ�Ô%ÎOÁ7Ä¬Å�Ä�Ð7Ó�ØDÊEÁ7È¦Êáô+õ�ëdö�÷4ù�ú
ê�å~ëdìwê�å~ëuéoû~çiÞ
�������u�~�=���
���
eZÄ¬Á7Ä

(X,6)
Ô�ÇoÈ�É)Ñ�ïEÆ Â�Á&Ç�Å Û Æ ÒEÆ Â~Î1Â�ÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒDÏDÅ6Ü:Ã5Ë!Ï4Á&Ç�ÛµÄ�ÐdÔ¦Ä

6
Ô�ÇoÈ�É)Ñ�ÎLÁ&Â¬É&ÒÌÄEÜ

Ä¬Ò5É�Ï!È¦ÏDÅAÇwÉ&Á&Ï!ÐwÑ�ÒÌÄEÜDÀEÁ&Ñ�ÇoÐ7ÓEÂ!Ë!ÒEÆµÄ-Æ�È¦À¶Í¬Ô�ÒÌÄEÞ
�������u�~�=���
���
eZÄ¬Á7Ä

(X,<)
Ô�ÇoÈ�É%Ñ�ïEÆ Â�Á&Ç�Å Û Æ ÒEÆ Â~Î1Â­ÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒDÏDÅ6ÜmÃ5Ë!Ï$Á&Ç�ÛµÄ�ÐdÔ¦Ä

<
Ô�ÇoÈ�É%ÀEÁ&Ñ�ÇoÐ7ÓEÂ!Ë!ÒEÆµÄ

Æ`È¦À¶Ç~ÖiÒEÆµÄ�ÀEÁ7ÄmÎ1Â­É&Á&Ï!Ð7ÓEÂ¬É&Â�ÅAÆ ÆuÜ¬É&Ñ�Ò:Þ%Ë!ÛµÄ$Ë!Â~Î1Â�Û ÒDÏ!Ð7Ó
x, y ∈ X

È¦À¶Ç~ÖiÒEÆ Â�ÒDÏ\Ô�ÇoÈ�É"Ë!Â�ØÌÖ�Ä�Ë!ÒEÆ Ç
Ô�ÇoË!Ç�Ò6Ñ�Ç$È¦ØÌÖ�Ä�Ë!ÒEÆ Ø�Í~ÎáÄ¬Û É&Ç�Á&ÒÌÄ~É�ÏDÎLÏ

x < y ∨ x = y ∨ x > y.
e%Á&Ñ�ÏoÔ�Å-Ê~Ô¦×�Ð

x < y ⇔df (x 6 y ∧ x 6= y)
À¶Â�Ø~Ä¬Ñ�Ê~Ô�ÇAÈ¦Æ Õ�Ü`Ù�Ç)Ã5Ë!Ï

(X,6)
Ô�ÇoÈ�É­Ñ�ïEÆ Â�Á&Ç�Å

Û Æ ÒEÆ Â~Î1Â/ÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒDÏDÅWÎ�Å-Ï!Ú¦ÛZË!ÇwÝÌÒEÆµÐdÔ�ÆH��Ü`É&Â
(X,<)

Ô�ÇoÈ�É�Ñ�ïEÆ Â�Á&Ç�Å3Û Æ ÒEÆ Â~Î1Â+ÊEÀ¶Â¬ó
Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒDÏDÅ(ÎTÅ-Ï!Ú¦Û¶Ë!ÇwÝÌÒEÆµÐdÔ�Æ��!Þ�ePÂ!Ë!Â�ïEÒEÆ Ç�Ü5ÀEÁ&Ñ�ÏoÔ�Å-Ê~Ô¦×�Ð

x 6 y ⇔df (x < y∨x = y)
�
� � ��5������� ��5� ),+�+&@�$&�����%��  � 1J- � )
¡�@�8 ��! + � @�¢ �&< @�$&�����%�	'*) � ¡ ��� @�"�#�#�"D£
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À¶Â�Ø~Ä¬Ñ�Ê~Ô�Ç È¦Æ Õ�ÜBÙ�Ç Ã5Ë!Ï
(X,<)

Ô�ÇoÈ�É6Û Æ ÒEÆ Â~Î1Â ÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒDÏ?Î3Å-Ï!Ú¦Û�Ë!ÇwÝÌÒEÆµÐdÔ�Æ��!ÜLÉ&Â
(X,6)

Ô�ÇoÈ�É
Û Æ ÒEÆ Â~Î1Â­ÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒDÏ�ÎTÅ-Ï!Ú¦Û¶Ë!ÇwÝÌÒEÆµÐdÔ�Æv��Þ�¿ É�ÏDÅ�È¦Ç�ÒÌÈ¦Æ ÇLÎLÏDÙ�Ç�ÔZÀ¶Â!ËEÄ¬ÒEÇ
Ë!ÇwÝÌÒEÆµÐdÔ�Ç$È&×)Á&Í~ÎLÒEÂ~Î"Ä¬Ù�ÒEÇ�Þ

e%Á&Ñ�Ç�Ô¦Ë®­�Å-Ï�Ë!ÂáË!ÇwÝÌÒEÆµÐdÔ�Æ)ÐwÆµÄDÖ�ÄTÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒEÇ�Ã�Â Æ$ÑoÄ�ÐwÑ�ÒEÆ Ô�Å-Ï Â!Ë�ÓEÆµÈ�É&Â�Á&Ï!ÐwÑ�ÒEÆ Ç
ÀEÆ Ç�Á&ÎBÈ¦Ñ�Ç�ÔwÜDÉ&Ç�ÔLÒÌÄ~Ô�Û Ç�ÀEÆ Ç�Ô1Ñ�ÒÌÄ¬ÒEÇ�Ô"ÆgÒÌÄ~Ô¦ÐwÑ�ÕoÚ&ÐwÆ Ç�Ô1À¶Â~Î"É7Ä¬Á&ÑoÄ¬ÒEÇ�ÔwÞ
�������u�~�=���
��¯
°BØÌÖ�Ä�Ë

(F,+, ·, 0, 1, <)
ÒÌÄ¬Ñ�ÏDÎ"Ä¬Å-Ï�ÐwÆµÄDÖiÇ�Å ÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒDÏDÅ6ÜgÃ5Ë!Ï

(F,+, ·, 0, 1) Ô�ÇoÈ�ÉÐwÆµÄDÖiÇ�ÅIÀEÁ&Ñ�Ç�ÅAÆ Ç�ÒEÒDÏDÅ6Ü
(F, <)

Ô�ÇoÈ�ÉLÑ�ïEÆ Â�Á&Ç�Å�Û Æ ÒEÆ Â~Î1Â)ÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒDÏDÅ6Ü�Ä-À¶Â�Á&Ño×�Ë!Ç�Ø
<Ô�ÇoÈ�ÉBÑ�Ã�Â!Ë!ÒDÏ�Ñ�Ë!Ñ�ÆµÄDÖ�Ä¬ÒEÆµÄ¬ÅAÆuÜDÉ&Ñ�Ò:Þ â

a < b ⇒ a+ c < b+ c, (a < b ∧ 0 < c ⇒ a · c < b · c).
l\ÇwÝÌÒEÆµÐdÔ¦ÄOÉ7ÄOÀ¶Â!Ð7ÓEÂ!Ë!Ñ�Æ)Â!Ë±l�Ä�²DÆµËEÄ´³BÆ Û ï¶Ç�Á¦É7ÄOÆ)Ñ�Â5È�É7ÄDÖ�Ä´À¶Â!ËEÄ¬ÒÌÄOÎ Á&Â�ØDÊµ�%¶	·	·EÜ

ÎMÀEÆ Ç�Á&ÎBÈ¦Ñ�ÏDÅ²ÎLÏ!ËEÄ¬ÒEÆ Ê¹¸"ò�ø!ä`ùDæ å�ð5ìwä ù�ìwòº¸Bì7ú~ê�ìwëuò�ç�ì%»�Þ¼ePÂ¬Ô�ÕoÐwÆ Ç"Ô�ÇoÈ�ÉBÎLÆ ÕoÐ$È�É&Â5È¦ÊEÒEØ�Â~Î1Â
Å+ÖiÂ!Ë!Ç�Ü~Ô�ÇoË!ÒÌÄ¬ØDÙ�Ç"Ô�Ç�Ã�ÂAÃ�Ç�ÒEÇ�ÑoÄAÈ¦Æ Õ�Ã5Ä�½�È¦Æ Õ�Ã�ÆE¾À¿1æ ìwê�ìwäÌë7Á��bÂ%ÊEØDÛ ÆµË!ÇoÈ&Ä�Ã�Þ%¿ Á&Â�ØDÊÄ�%·	Å	Å
³BÆ Û ï¶Ç�Á¦É­À¶Â!ËEÄDÖZÄ¬Ø!È�Ô�Â�Å�Ä~É�Ï!ÐwÑ�ÒÌ×�Ð7ÓÌÄ¬Á7Ä¬Ø5É&Ç�Á&Ï!È�É�ÏDØ�Õ­Û ÆµÐwÑ�ï�Á&Ñ�ÇoÐwÑ�ÏDÎLÆµÈ�É�Ï!Ð7Ó:ÜÌÄ�Î(Á&Â�ØDÊÆ�%·	Å��
j É¦É&Â�³HÇ�ÛµË!Ç�Á�ÀEÁ&Ñ�ÇoËEÈ�É7ÄmÎLÆ�Ö!Â�ïÌÈ¦Ñ�Ç�Á&ÒEÇ1È�É&ÊÌË!Æ ÊEÅ À¶Â5Ú¦ÎLÆ ÕoÐwÂ�ÒEÇ
Ã�Á&ÊEÀ¶Â�ÅMÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒDÏDÅÉÈoÞ
¿ Ë!ÇwÝÌÒEÆµÐdÔ�Æ
ÀEÁ&Ñ�ÏoÔ�ÕwÉ&Ç�Ô�ÀEÁ&Ñ�Ç�Ñº³HÇ�ÛµË!Ç�Á7Ä/ÒEÆ Ç�ÎLÏ!È�É&Õ�ÀEÊ~Ô�Ç�ÑoÄDÖiÂ�Ù�Ç�ÒEÆ ÇAÂ�ÀEÁ&Ñ�Ç�ÅAÆ Ç�ÒEÒEÂ5Ú&ÐwÆ
Ë!Â¬ó
ËEÄmÎ"Ä¬ÒEÆµÄEÜDË!ÛµÄ~É&Ç�Ã�Â)Î"Ä¬Á&ÊEÒEÇ�ØAÑ�Ã�Â!Ë!ÒEÂ5Ú&ÐwÆ`À¶Â�Á&Ño×�Ë!ØDÊ+Ñ­Ë!Â!ËEÄmÎ"Ä¬ÒEÆ Ç�Å�É&Á&Ñ�Ç�ïÌÄ-Â!Ë!À¶Â~ÎLÆ ÇoË!ÒEÆ Â
Ñ�ÅAÂ!Ë!Ï5ÝÌØ�Â~Î"Ä�à¬ÞÊ³HÇ�ÛµË!Ç�Á)À¶Â�Ø~Ä¬ÑoÄDÖPÔ�ÇoË!ÒÌÄ¬Ø`Ü%Ù�Ç/Ã�Á&ÊEÀÌÄ�Ä¬Á7Ð7ÓEÆ ÅAÇoË!ÇoÈ¦Â~Î"Ä6Å-ÊÌÈ¦Æ1ïDÏ!à+ÀEÁ&Ñ�Çwó
ÅAÆ Ç�ÒEÒÌÄEÞË³BÆ Û ï¶Ç�Á¦ÉoÜ
ïÌÄ�ËEÄ~Ô¦×�Ð+ÒEÆ Ç�ÑoÄ¬Û Ç�Ù�ÒEÂ5Ú&à+Ä¬Ø!È�Ô�Â�Å�Ä~É&Í~ÎIÐwÆµÄDÖ�Ä�ÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒEÇ�Ã�ÂÌÜPË!Â¬ó
È¦Ñ�ÇoË¶Ö�Ë!Â)À¶Â!Ë!Â�ïEÒEÇ�Ã�Â)ÎLÏDÒEÆ ØDÊ6Ë!Â¬É�Ï!ÐwÑo×�ÐwÇ�Ã�Â-ÅAÒEÂ�Ù�Ç�ÒEÆµÄEÞ3ePÂ�Ø~Ä¬ÑoÄDÖdÜDÙ�Ç­Î ÀEÁ&Ñ�ÏDÀÌÄ�Ë!ØDÊ/ÐwÆµÄDÖ
Ä¬Á7Ð7ÓEÆ ÅAÇoË!ÇoÈ¦Â~ÎLÏ!Ð7Ó+ÀEÁ&Ñ�Ç�ÅAÆ Ç�ÒEÒEÂ5Ú&à­ÅAÒEÂ�Ù�Ç�ÒEÆµÄAÎLÏDÒEÆ Ø~ÄAÑ$À¶Â�Ñ�Â5È�É7ÄDÖiÏ!Ð7Ó6Ä¬Ø!È�Ô�Â�Å�Ä~É&Í~Î�ÞÌePÂ¬ó
ÒÌÄ�ËDÉ&Â�È¦Ø�Â�ÒÌÈ�É&Á&ÊEÂ~Î"ÄDÖ!ÐwÆµÄDÖiÂ�ÒEÆ Ç�ÀEÁ&Ñ�Ç�ÅAÆ Ç�ÒEÒEÇ"Ñ"À¶Â�Á&Ño×�Ë!ØDÆ Ç�Å(Û Æ ÒEÆ Â~ÎLÏDÅ6Ü¬Ø5É&Í�Á&Ï"Ô�ÇoÈ�É%Ñ�Ã�Â!Ë!ÒDÏ
Ñ�Ë!Â!ËEÄmÎ"Ä¬ÒEÆ Ç�Å3Æ%ÅAÒEÂ�Ù�Ç�ÒEÆ Ç�Å6Ü�ÐwÂ6Â�Ñ�ÒÌÄ�ÐwÑoÄEÜ:Ù�Ç�Î"Ä¬Á&ÊEÒEÇ�Ø�ÀEÁ&Ñ�Ç�ÅAÆ Ç�ÒEÒEÂ5Ú&ÐwÆZÎLÏ!È�É&Õ�ÀEÊ~Ô¦×�ÐwÏ
ÎMË!ÇwÝÌÒEÆµÐdÔ�ÆvÍ)ÒEÆ Ç�ÎLÏDÒEÆ Ø~Ä)Ñ�À¶Â�Ñ�Â5È�É7ÄDÖiÏ!Ð7Ó/Ä¬Ø!È�Ô�Â�Å�Ä~É&Í~ÎHÎmÞ
�������u�~�=���
�ËÏ
eZÄ¬Á&Õ

(F,B)
ÒÌÄ¬Ñ�ÏDÎ"Ä¬Å-Ï$ÐwÆµÄDÖiÇ�Å�ÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒDÏDÅ6ÜoÃ5Ë!Ï

(F,+, ·, 0, 1) Ô�ÇoÈ�É
ÐwÆµÄDÖiÇ�Å ÀEÁ&Ñ�ÇwóÅAÆ Ç�ÒEÒDÏDÅ6ÜÌÄ)Ñ�ïEÆ Í�Á
B
Å�Ä)ÒÌÄ�È�É&Õ�ÀEÊ~Ô¦×�ÐwÇ­Î�Ö�Ä�È¦ÒEÂ5Ú&ÐwÆuâ

��Þ
0 /∈ B

Ü
�!Þ ∀a ∈ F [a ∈ B ∨ a = 0 ∨ −a ∈ B]

Ü
ÍEÞ ∀a, b ∈ B [a+ b ∈ B, a · b ∈ B]

Ü
Ã5Ë!Ñ�Æ Ç −a

É&ÂAÇ�Û Ç�ÅAÇ�Ò5ÉBÀEÁ&Ñ�ÇoÐwÆ ÎLÒDÏ+Ë!Â
a
Ü!É�ÔwÞ

a+ (−a) = 0
Þ

ePÂ�Ø~Ä¬Ñ�Ê~Ô�Ç-È¦Æ Õ�Ü¶Ù�ÇLÔ�ÇoÚ¦Û Æ
(F,+, ·, 0, 1, <)

Ô�ÇoÈ�É�ÐwÆµÄDÖiÇ�ÅWÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒDÏDÅIÎMÅ-Ï!Ú¦Û�Ë!Çwó
ÝÌÒEÆµÐdÔ�Æ3ÍEÜEÉ&Â�Ñ�ïEÆ Í�Á

F+ =df {a ∈ F : a > 0} Å�Ä�Î�Ö�Ä�È¦ÒEÂ5Ú&ÐwÆÌ�wó7Í)À¶Â!ËEÄ¬ÒEÇ$Î Ë!ÇwÝÌÒEÆµÐdÔ�ÆvÐÌÞePÂ!Ë!Â�ïEÒEÆ Ç�ÜZÔ�ÇoÚ¦Û Æ\ÀÌÄ¬Á7Ä
(F,B)

Ô�ÇoÈ�É6ÐwÆµÄDÖiÇ�Å ÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒDÏDÅ Î Å-Ï!Ú¦Û�Ë!ÇwÝÌÒEÆµÐdÔ�Æ�ÐÌÜ"É&Â
(F,+, ·, 0, 1, <B)

Ô�ÇoÈ�É\ÐwÆµÄDÖiÇ�Å²ÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒDÏDÅ�Î�Å-Ï!Ú¦Û:Ë!ÇwÝÌÒEÆµÐdÔ�ÆvÍEÜEÃ5Ë!Ñ�Æ Ç

a <B b ⇔df b− a ∈ B.
Ñ
� � ��5��  ~Ò ) ! � 1 � < ¡�@�"�#%$&"D£Ó � � ��5��  ~Ò ) ! � 1 � < ¡�@�"�#�#DÔ�£ÕD� � ��5���Ö 0  5���� +&@�"�#%$&"%� Öv×� ����� @�$&��#%$,£Ø
� � ��5��	Ö 0  5���� +&@�$&�����%@�Ù�Ù3C�" M C�CD£
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¿ Ñ�ÎLÆµ×¬Ñ�ØDÊ)Ñ"É�ÏDÅ�Â­Ñ�ïEÆ Â�Á&Ñ�ÇLÈ¦À¶Ç~ÖiÒEÆµÄ~Ô¦×�ÐwÏDÅ Î"Ä¬Á&ÊEÒEØDÆ!Ë!ÇwÝÌÒEÆµÐdÔ�Æ�Ð­ÅAÍ~ÎLÆ Å-Ï�Ü¬Ù�Ç"ÎLÏDÑ�ÒÌÄ�ÐwÑoÄ
À¶Â�Á&Ño×�Ë!Ç�Ø�Ñ�Ã�Â!Ë!ÒDÏ�Ñ$Ë!Ñ�ÆµÄDÖ�Ä¬ÒEÆµÄ¬ÅAÆ`ÎMÐwÆ Ç�Û Ç

(F,+, ·, 0, 1) ÞÛ�Ç�Ù�Ç�Û Æ�ÆµÈ�É&ÒEÆ Ç�Ô¦×üÑ�ïEÆ Â�Á&Ï
B,B′ ⊂ F

È¦À¶Ç~ÖiÒEÆµÄ~Ô¦×�ÐwÇ�Î"Ä¬Á&ÊEÒEØDÆ­Ë!ÇwÝÌÒEÆµÐdÔ�Æ�ÐÌÜ�ÄüÑoÄ¬Á7Ä¬Ñ�Ç�Å
B 6= B′

Ü�É&Â�Ñ�ÒÌÄ�ÐwÑ�Ï�ÜPÙ�Ç�ÆµÈ�É&ÒEÆ Ç�Ô¦×�Ë!Î"Ä6Á&Í�Ù�ÒEÇ�À¶Â�Á&Ño×�Ë!ØDÆ%Ñ�Ã�Â!Ë!ÒEÇ�Ñ+Ë!Ñ�ÆµÄDÖ�Ä¬ÒEÆµÄ¬ÅAÆ
ÎIÐwÆ Ç�Û Ç
(F,+, ·, 0, 1) Þl\ÇwÝÌÒEÆµÐdÔ¦Ä*Ð­Ñ�Â5È�É7ÄDÖ�Ä�À¶Â!ËEÄ¬ÒÌÄ­ÎTÁ&Â�ØDÊÜ�%·���Ý�ÎTÀEÁ7Ä�ÐwÏ�Â%ÅAÆ ÛµÄ*mBÁ¦É&Æ ÒÌÄ�Æ j É¦É&Â-ß!Ð7ÓEÁ&Ç�Æ Ç�Á7Ä
Æ�Ô�ÇoÈ�É)Ñ�ÎLÆµ×¬ÑoÄ¬ÒÌÄ�Ñ+É&Ç�Â�Á&Æµ×�ÐwÆµÄDÖLÁ&Ñ�ÇoÐwÑ�ÏDÎLÆµÚ&ÐwÆ Ç+Ë!Â�ÅAØDÒEÆ ÕwÉ�Ï!Ð7Ó�Þ~ÞÊÛ�ÇoÈ�É)Â�ÒÌÄ�ÀEÁ&Ñ�Ï!ËEÄ~É&ÒÌÄ�ÒÌÄ
ÀEÁ&Ñ�ÏDØÌÖ�Ä�ËAÎ"É&ÇoË!Ï�Ü5Ã5Ë!ÏAÐ7ÓÌÐwÇ�Å-Ï)ÑoË!ÇwÝÌÒEÆ Â~Î"Ä�à"À¶Â�Á&Ño×�Ë!Ç�Ø-Ñ�Ã�Â!Ë!ÒDÏ)Ñ\Ë!Ñ�ÆµÄDÖ�Ä¬ÒEÆµÄ¬ÅAÆÌÎáËEÄ¬ÒDÏDÅ
ÐwÆ Ç�Û Ç�Þ�ePÂ!ËEÄ~Ô�Å-Ï6ÀEÁ&Ñ�ÏDØÌÖ�Ä�ËgÞ�ßBÆ ÇoÐ7Ó ËEÄ¬ÒEÇ)ï¶ÕoË!Ñ�Æ ÇAÐwÆµÄDÖiÂ/ÀEÁ&Ñ�Ç�ÅAÆ Ç�ÒEÒEÇ

(F,+, ·, 0, 1) È¦À¶Ç~ÖµóÒEÆµÄ~Ô¦×�ÐwÇ­Î"Ä¬Á&ÊEÒEØDÆuâ
ÿ����"Ë!ÛµÄ)Ø~Ä¬ÙoË!Ç�Ã�Â�È¦Ø�Â	�ÌÐwÑ�Â�ÒEÇ�Ã�Â$Ñ�ïEÆ Â�Á&Ê/Ç�Û Ç�ÅAÇ�Ò5É&Í~Î {a1, ..., an} ⊂ F

Ü!ÑoÄ�Ð7ÓEÂ!Ë!Ñ�Æ
n∑

i=1

a2i = 0 ⇒ a1 = ... = an = 0,

ÿ.�	�Ì�dØ~Ä¬ÙoË!Ï�Ç�Û Ç�ÅAÇ�Ò5ÉPÔ�ÇoÈ�ÉBØDÎ"Ä�Ë!Á7Ä~É&Ç�Åf��Ü5É�ÔwÞ

∀a ∈ F ∃b ∈ F[(a = b2) ∨ (−a = b2)].

¿OÍ~Î"ÐwÑoÄ�ÈLÑ�ïEÆ Í�Á
B = {a2 | a ∈ F, a 6= 0} ÎLÏDÑ�ÒÌÄ�ÐwÑoÄAÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ç�Ø+Ñ�Ã�Â!Ë!ÒDÏ/Ñ-Ë!Ñ�ÆµÄDÖ�Ä¬ÒEÆµÄ¬ÅAÆuÞà ÂAÎLÆ ÕoÐwÇ�ÔwÜ~Ô�ÇoÈ�ÉLÉ&Â­Ô�ÇoË!ÏDÒDÏ�À¶Â�Á&Ño×�Ë!Ç�Ø�Ñ�Ã�Â!Ë!ÒDÏ�Ñ$Ë!Ñ�ÆµÄDÖ�Ä¬ÒEÆµÄ¬ÅAÆ`Î

(F,+, ·, 0, 1) Ü5É&Ñ�Ò:Þ%Ã5Ë!Ï
B′
Ô�ÇoÈ�ÉLÑ�ïEÆ Â�Á&Ç�Å È¦À¶Ç~ÖiÒEÆµÄ~Ô¦×�ÐwÏDÅ²Î"Ä¬Á&ÊEÒEØDÆgË!ÇwÝÌÒEÆµÐdÔ�ÆvÐÌÜDÉ&Â

B = B′
Þ

l\Â!ËEÄ~Ô�Å-Ï+Ë!Â�ÿ����1Æ
ÿ.�	��Ô�ÇoÈ¦ÑoÐwÑ�Ç1Ô�ÇoË!Ç�Ò6Î"Ä¬Á&ÊEÒEÇ�Ø`â
ÿ�Í��­Ø~Ä¬ÙoË!Ï�ÎLÆ Ç�Û Â�ÅAÆµÄ¬Ò

f(x) ∈ F[x]
ÒEÆ Ç�ÀÌÄ¬Á&Ñ�Ï!È�É&Ç�Ã�Â6È�É&Â�ÀEÒEÆµÄ6Å�Ä6ÀEÆ Ç�Á&ÎLÆµÄ�È�É&Ç�Ø�ÒÌÄ¬Û Ç�Ùo×�ÐwÏ

Ë!Â
F
Þ
à ÆµÄDÖ�Ä�È¦À¶Ç~ÖiÒEÆµÄ~Ô¦×�ÐwÇ/Î"Ä¬Á&ÊEÒEÇ�ØOÿ����$ÒÌÄ¬Ñ�ÏDÎ"Ä¬ÒEÇ/È&×�þ�Â�Á&Å�Ä¬Û ÒEÆ Ç+Á&Ñ�ÇoÐwÑ�ÏDÎLÆµÈ�É�ÏDÅAÆuÞ à ÆµÄDÖ�Ä

È¦À¶Ç~ÖiÒEÆµÄ~Ô¦×�ÐwÇ­Î"Ä¬Á&ÊEÒEØDÆZÿ�����ó�ÿ�Í��1ÒÌÄ¬Ñ�ÏDÎ"Ä¬ÒEÇ­È&×)Á&Ñ�ÇoÐwÑ�ÏDÎLÆµÚ&ÐwÆ Ç­Ë!Â�ÅAØDÒEÆ ÕwÉ�ÏDÅAÆ%ÿ�Á&ÇoÄ¬Û ódÐwÛ Â5È¦ÇoË���Þ
�������u�~�=���
��á
°BØÌÖ�Ä�Ë

(F,+, ·, 0, 1,6)
ÒÌÄ¬Ñ�ÏDÎ"Ä¬Å-Ï�ÐwÆµÄDÖiÇ�Å ÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒDÏDÅ6ÜgÃ5Ë!Ï

(F,+, ·, 0, 1) Ô�ÇoÈ�ÉÐwÆµÄDÖiÇ�ÅIÀEÁ&Ñ�Ç�ÅAÆ Ç�ÒEÒDÏDÅ6Ü
(F,6)

Ô�ÇoÈ�ÉLÑ�ïEÆ Â�Á&Ç�Å�Û Æ ÒEÆ Â~Î1Â)ÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒDÏDÅ6Ü�Ä-À¶Â�Á&Ño×�Ë!Ç�Ø
6Ô�ÇoÈ�ÉBÑ�Ã�Â!Ë!ÒDÏ�Ñ�Ë!Ñ�ÆµÄDÖ�Ä¬ÒEÆµÄ¬ÅAÆuÜDÉ&Ñ�Ò:Þ â

a 6 b ⇔ a+ c 6 b+ c, (a 6 b ∧ 0 6 c ⇒ a · c 6 b · c).
k�Ä¬Ø~×LË!ÇwÝÌÒEÆµÐdÔ�Õ%Ñ�ÒÌÄ~Ô¦Ë!Ê~Ô�Ç�Å-Ï\Î Ø!È¦Æµ×¬ÙoÐwÇ9Û�Â�ÓEÒÌÄ à Â�ÒDÎ"ÄmÏ5Ä�â"ä*ã�ø!ê�ñ7ìwò7õ
å~ä`ùf¸Bå~ê�ì�õ%ä�Þ

¿ È�É�Î1Â�Á&Ñ�Â�ÒDÏDÅ ÀEÁ&Ñ�Ç�Ñ�ÒEÆ Ç�Ã�ÂüÈ¦Ï!È�É&Ç�ÅAÆ Çæåèç�Ö�Ä~É�ÎLÆ Ç�Ô$Ô�ÇoÈ�É/Â�À¶Ç�Á&Â~Î"Ä�à6ÒEÆ Ç�Á&Í~ÎLÒEÂ5Ú&ÐwÆµÄ¬ÅAÆ
�dÒEÆ Ç�Â5È�É&Á&ÏDÅAÆ ��ÒEÆ Ù��dÂ5È�É&Á&ÏDÅAÆ ��Æ�È�É7×�Ë+À¶Â~ÎLÏDÙoÈ¦ÑoÄ-ÅAÂ!Ë!Ï5ÝÌØ~Ä�ÐdÔ¦Ä	é¬Þ

��Â�Ù�ÒÌÄ)À¶Â�Ø~Ä¬ÑoÄ�à¬ÜDÙ�Ç­É&Ç­É&Á&Ñ�Ï+Ë!ÇwÝÌÒEÆµÐdÔ�Ç$ÐwÆµÄDÖ�Ä-ÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒEÇ�Ã�Â-È&×)Á&Í~ÎLÒEÂ~Î"Ä¬Ù�ÒEÇ�Þ
e%Á&Ñ�ÏoÔ�ÅAÆ Ô�Å-Ï/Ë!ÇwÝÌÒEÆµÐdÔ�Õ

n1 =df 1 + 1 + ...+ 1
︸ ︷︷ ︸

n−razy

.

ê � � ��5�� I � +.0 � @ 2 1J- ��� 0 ��� @®$&��"�AD£ë � � ��5�� 8 ���DG ) < @�"�#�#%$,£ì�í�î + �LG~<,6.ï +.¡ �&GE����4�ð��òñ 1�0 )DÒ �,ó¼4�N���� � ï
� ¡ �&G ) ����� > ��ô���4�� 0 GE����!.4�/´! +J) ���&G 0 � 0 � � 5 0 õ � @®)L¡  ) ! )
G Ò )
ö.1�0 G )%@ �� ),+ ��ô��(� 0 �E6���! +E+ � 1�0 )DÒ �òG|/ò< ö  	ð ) �����=6 � G~<%ð��=6EN��
� ) �D< 1J- ���7��� 0 1 6 0 ��÷��(4�� 0 GE����!.4�/ í�î
� )  ��ð&ï(/�� 0 ����Gv! � <%! +.¡
0 �9 0 1 � 5D<LN���� � ï
� ¡ �&GE���
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ý`Ä¬ÅAÆµÄ�È�É
n1
ï¶ÕoË!Ñ�Æ Ç�Å-Ï�É&Ç�Ù�ÀEÆµÈ&Ä�à�À¶Â�ÀEÁ&Â5È�É&Ê

n
Þ3ePÂ�ÒÌÄ�ËDÉ&Â

1

n
=df n−1,

n

m
=df nm−1.

ý`Ä~É&Ç�Å Ç�Û Ç�ÅAÇ�Ò5É7Ä¬ÅAÆ%Ø~Ä¬ÙoË!Ç�Ã�Â�ÐwÆµÄDÖ�Ä/ÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒEÇ�Ã�Â/È&×/Ê`Ö�Ä¬ÅAØDÆuÞ�ý¶ïEÆ Í�Á�ÎBÈ¦Ñ�Ï!È�É&ØDÆµÐ7Ó
Ê`Ö�Ä¬ÅAØ�Í~ÎáÅ�ÄAÀ¶Â5È�É7Ä�à

{

− n

m
: m,n ∈ N

}

∪ {0} ∪
{ n

m
: m,n ∈ N

}

.

l\ÛµÄ�ÊEÀEÁ&Â5È¦ÑoÐwÑ�Ç�ÒEÆµÄ6ÑoÄ¬ÀEÆµÈ¦Í~Î�Ñ�ïEÆ Í�Á$É&Ç�Ò?ï¶ÕoË!Ñ�Æ Ç�Å-Ï Â�Ñ�ÒÌÄ�ÐwÑoÄ�à)É7Ä¬Ø4È&Ä¬ÅAÂAÔ¦Ä¬Ø Ñ�ïEÆ Í�Á$Û ÆµÐwÑ�ï
ÎLÏDÅAÆ Ç�Á&ÒDÏ!Ð7Ó:ÜDÉ�ÔwÞ`Ô¦Ä¬Ø�Â

Q
Þ

ù�¸pú�}���»w¼�y��|}~�|q��Üz.yg»	t~}�û�w�s
ý+Ä¬Ø!È�Ô�Â�Å�Ä~É&Í~ÎüÐwÆµÄDÖ�Ä�ÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒEÇ�Ã�ÂBÅAÂ�Ù�ÒÌÄ�ÎLÏDÀEÁ&Â~Î"Ä�Ë!Ñ�Æµà
ÎLÆ Ç�Û ÇLÎ�Ö�Ä�È¦ÒEÂ5Ú&ÐwÆDÀ¶Â¬ó

ÎBÈ¦Ñ�ÇoÐ7ÓEÒEÆ Ç\È�É&Â5È¦Â~Î"Ä¬ÒDÏ!Ð7Ó)ÐwÑ�Ï$É&Â$ÎOÄ¬ÒÌÄ¬Û Æ Ñ�Æ ÇLÅ�Ä~É&Ç�Å�Ä~É�Ï!ÐwÑ�ÒEÇ�ÔwÜDÐwÑ�Ï-Î´Å�Ä~É&Ç�Å�Ä~É�Ï!ÐwÇ\È¦Ñ�Ø�Â�Û ó
ÒEÇ�ÔwÜ�ÀEÁ&Ñ�Ï ÐwÑ�ÏDÅ Î�Ä¬ÒÌÄ¬Û Æ Ñ�Æ Ç�Æ%Å�Ä~É&Ç�Å�Ä~É�Ï!ÐwÇ�È¦Ñ�Ø�Â�Û ÒEÇ�Ô­È&×/Â�ÒEÇ�Ñ�ÎLÏDØDÛ ÇAÉ&Á7Ä¬Ø5É&Â~Î"Ä¬ÒEÇ\Ô¦Ä¬Ø�Â
Î�Ö�Ä�È¦ÒEÂ5Ú&ÐwÆÌÛ ÆµÐwÑ�ï�Á&Ñ�ÇoÐwÑ�ÏDÎLÆµÈ�É�Ï!Ð7Ó:Ü5Ä$ÒEÆ Ç
Ô¦Ä¬Ø�Â$Ø�Â�ÒÌÈ¦Ç�ØDÎ1Ç�ÒÌÐdÔ�Ç\Ä¬Ø!È�Ô�Â�Å�Ä~É&Í~Î´ÐwÆµÄDÖ�Ä�ÊEÀ¶Â�Á&Ño×�ËDó
Ø�Â~Î"Ä¬ÒEÇ�Ã�ÂÌÞvePÂ!ËEÄ¬Å-Ï�ØDÆ Û Ø~Ä)ÀEÁ&Ñ�ÏDØÌÖ�Ä�Ë!Í~Î�Þ
ü�ýº�u��þEÿ������~�u�
�!ì���æ ç

(F,+, ·, 0, 1, <)
î�ì�õ�ë%íwç�å
c¦ìwê�øo÷Ìú~ò&è%h�ùoû�ú��
å~äÌé~ê��Pëdú­õu÷Ìì,cdäÌç�ú~ä`ìBõ
h$ä`åmõ�ëdö�÷`ø�î
h�í7ìL�
å��

ò�ø!ä!û~ç
	
¿±�

a > 0 ⇔ −a < 0
�

¿ �
a 6= 0 ⇒ a2 > 0

�
¿´Í

1 > 0
�

¿�Ð
n > 0

�
¿��

a > b > 0 ⇒ 0 < a−1 < b−1 �
¿´Ý

a > b ⇒ a > 1
2 (a+ b) > b

�
¿�


a > 0, b > 0 ⇒ ab > 0, a > 0, b < 0 ⇒ ab < 0 �
ý�ÿ�¿±����ó�ÿ�¿´Í���ÎLÏDÒEÆ Ø~ÄEÜ�Ù�ÇLÒEÆ ÇLÆµÈ�É&ÒEÆ Ç�Ô�ÇLÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ç�Ø$Û Æ ÒEÆ Â~ÎLÏ-ÒÌÄ�Ñ�ïEÆ Â�Á&Ñ�Ç"Û ÆµÐwÑ�ïAÑ�ÇoÈ¦À¶Â�Û Â¬ó

ÒDÏ!Ð7Ó
C

Ñ�Ã�Â!Ë!ÒDÏ Ñ Ë!Ñ�ÆµÄDÖ�Ä¬ÒEÆµÄ¬ÅAÆ Î ÐwÆ Ç�Û Ç Û ÆµÐwÑ�ï Ñ�ÇoÈ¦À¶Â�Û Â�ÒDÏ!Ð7Ó
(C,+, ·, 0, 1) Þý ÿ�¿�Ð����)Ù�Ç\ÐwÆµÄDÖiÂ�ÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒEÇ�Ô�ÇoÈ�É1Ð7ÓÌÄ¬Á7Ä¬Ø5É&Ç�Á&Ï!È�É�ÏDØDÆDÑ�Ç�Á&ÂÌÞ%ý ÿ�¿´Ý����-Ù�ÇBÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ç�Ø

ÎMÐwÆ Ç�Û Ç­ÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒDÏDÅ�Ô�ÇoÈ�ÉBÃ�ÕoÈ�É�Ï�Þ"ÿ�¿�
��
É&ÂAÉ7Ä¬Ø�Ñ�Î"Ä¬ÒEÇ­Á&Ç�Ã�Ê`ÖiÏ�Ñ�ÒÌÄ¬Ø�Í~Î�Þ
ý ÿ�¿´Í���ó�ÿ�¿��	��ÎLÏDÒEÆ Ø~ÄEÜ�Ù�Ç�ÆµÈ�É&ÒEÆ Ç�Ô�ÇAÉ�ÏDÛ Ø�Â)Ô�ÇoË!Ç�Ò?À¶Â�Á&Ño×�Ë!Ç�Ø�Ñ�Ã�Â!Ë!ÒDÏ�Ñ�Ë!Ñ�ÆµÄDÖ�Ä¬ÒEÆµÄ¬ÅAÆ

ÎáÐwÆ Ç�Û Ç\Ê`Ö�Ä¬ÅAØ�Í~Î�Þ�¿OÆ ÇoË!Ño×�Ð¬Ü5Ù�Ç\ÎOØ~Ä¬ÙoË!ÏDÅIÐwÆ Ç�Û ÇBÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒDÏDÅ ÑoÄmÎ"Ä¬Á¦É&ÇPÔ�ÇoÈ�É"ÐwÆµÄDÖiÂ
Ê`Ö�Ä¬ÅAØ�Í~Î

(Q,+, ·, 0, 1, <)
Ü`Ä+Ø~Ä¬ÙoË!Ç)Ë!Î"Ä�É7Ä¬ØDÆ ÇAÐwÆµÄDÖ�Ä�Ê`Ö�Ä¬ÅAØ�Í~Î(È&×�Æ Ñ�Â�ÅAÂ�Á¦Ý¶ÐwÑ�ÒEÇ�Ü`ÅAÂ¬ó

Ù�Ç�Å-Ï�ÀEÁ&Ñ�ÏoÔ¦×�à­Ë!ÇwÝÌÒEÆµÐdÔ�Õ
�������u�~�=���
���
à ÆµÄDÖiÂAÛ ÆµÐwÑ�ï/ÎLÏDÅAÆ Ç�Á&ÒDÏ!Ð7Ó

(Q,+, ·, 0, 1, <)
É&Â�ÒÌÄ~Ô�ÅAÒEÆ Ç�Ô¦È¦Ñ�Ç�ÐwÆµÄDÖiÂAÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒEÇ�d��mÞ

�
��� 0 1 � 5D< 8 ���DG ) < )%@�1 � < 0 � )
1 � �=6L!�<%! + ��/ í�î @~+ � � ¡ �� � 0 � ) 6=G 0 ��¡ ! � ��ñ 1�0 )DÒ �,ó*4�N���� � ï
� ¡ �&G ) �����
� ) 6=G 0 ��¡ ! � �(G + <%/b!.����! 0 � @ ð�� ¡
) ð���� 1�0 )DÒ ��4�N���� � ï
� ¡ �&G ) ����/K��ð�� ) GÆ� 0 / � ) �
4�� � <�� � � ��5�� B�- �� 0 1J-�@"�#%$&"D£ �
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��ß\Ä~Ô�ÅAÒEÆ Ç�Ô¦È¦Ñ�Ç��­Â�Ñ�ÒÌÄ�ÐwÑoÄEÜDÙ�Ç­Î�Ø~Ä¬ÙoË!ÏDÅ ÐwÆ Ç�Û Ç�ÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒDÏDÅ�ÆµÈ�É&ÒEÆ Ç�Ô�Ç$ÐwÆµÄDÖiÂAÆ Ñ�Â�ÅAÂ�Á¦ó
Ý¶ÐwÑ�ÒEÇ�Ñ�ÐwÆµÄDÖiÇ�Å²Û ÆµÐwÑ�ï6ÎLÏDÅAÆ Ç�Á&ÒDÏ!Ð7Ó:Þ

¿ ÐwÆ Ç�Û Ç­ÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒDÏDÅIË!ÇwÝÌÒEÆ Â~Î"Ä¬ÒÌÄBÔ�ÇoÈ�ÉBÎ"Ä¬Á¦É&Â5Ú&àBï¶Ç�Ñ�ÎLÑ�Ã�Û ÕoË!ÒÌÄEâ

|a| =
{

a,
Ë!ÛµÄ

a > 0,
−a,

Ë!ÛµÄ
a < 0.

ePÂ�Ø~Ä¬Ñ�Ê~Ô�Ç�È¦Æ Õ�ÜEÙ�Ç­ÑoÄ�Ð7ÓEÂ!Ë!Ño×-ÑoÄ¬Û Ç�Ù�ÒEÂ5Ú&ÐwÆuâ

|a| = | − a|, |a+ b| 6 |a|+ |b|, |ab| = |a||b|, ||a| − |b|| 6 |a− b|.
¿ Ñ�ÎLÆµ×¬Ñ�ØDÊ)ÑLÂ!ÐwÑ�ÏDÎLÆµÈ�É&Â5Ú&ÐwÆµ×\É�Ï!Ð7ÓAÀEÁ7ÄmÎüÀ¶Â�ÊÌÐwÑoÄ~Ô¦×�ÐwÇ"ÅAÂ�Ù�Ç"ïDÏ!à"ÒÌÄ�È�É&Õ�ÀEÊ~Ô¦×�ÐwÇLÀEÁ&Â5È�É&Ç

àwÎLÆµÐwÑ�Ç�ÒEÆ Ç�Þ|ßBÆ ÇoÐ7Ó
(C,+, ·, 0, 1) ï¶ÕoË!Ñ�Æ Ç+ÐwÆµÄDÖiÇ�Å Û ÆµÐwÑ�ï?Ñ�ÇoÈ¦À¶Â�Û Â�ÒDÏ!Ð7Ó:Þ�ß\Ä6À`Ö�Ä�È¦ÑoÐwÑ�Ï�­�ÒEÆ Ç

C
ÎLÀEÁ&Â~Î"Ä�Ë!ÑoÄ¬Å-Ï/À¶Â�Á&Ño×�Ë!Ç�Ø�Û Ç�Ø!È¦ÏDØ�Â�Ã�Á7Ä~Ý¶ÐwÑ�ÒDÏ ≺ Þ ePÂ�Ø~Ä¬Ñ�Ê~Ô�Ç�È¦Æ Õ�ÜgÙ�Ç�Ô�ÇoÈ�É�É&Â/À¶Â�Á&Ño×�Ë!Ç�ØÑ�Ã�Â!Ë!ÒDÏ�Ñ�Ë!Â!ËEÄmÎ"Ä¬ÒEÆ Ç�Å6Ü!Ä¬Û Ç­ÒEÆ Ç�Ñ�Ã�Â!Ë!ÒDÏ�Ñ�ÅAÒEÂ�Ù�Ç�ÒEÆ Ç�Å6ÞP¿ È�É&Á&ÊEØ5É&ÊEÁ&Ñ�Ç

(C,+, ·, 0, 1,≺)ÅAÂ�Ù�ÒÌÄ�À¶Â5È�É7ÄmÎLÆµà$Ë!ÇwÝÌÒEÆµÐdÔ�Õ)Î"Ä¬Á¦É&Â5Ú&ÐwÆ�ï¶Ç�Ñ�ÎLÑ�Ã�Û ÕoË!ÒEÇ�Ô-ÿ�ÑoÄ¬ÊDÎ"Ä¬Ù�Å-Ï�ÜÌÙ�Ç)Î Ë!ÇwÝÌÒEÆµÐdÔ�ÆPØ�Â�Á&Ñ�Ï5ó
È�É7Ä¬Å-Ï$Ô�ÇoË!ÏDÒEÆ Ç�Ñ�Â�À¶Ç�Á7Ä�ÐdÔ�Æ −a

Â�Á7Ä¬Ñ�È¦À¶Í¬Ô�ÒEÂ5Ú&ÐwÆgÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!ØDÊ���ÜEÅAÂ�Ù�ÒÌÄ)ÊÌË!Â~Î1Â!Ë!ÒEÆµà­ÒEÆ Ç�Á&Í~Î"ó
ÒEÂ5Ú&à%É&Á&Í¬Ô�Ø~×~É7ÄEÜ¬Ä¬Û Ç�Ô�ÇoË!ÒEÂ!ÐwÑ�ÇoÚ¦ÒEÆ Ç1ÅAÂ�Ù�ÒÌÄ\ÎBÈ¦Ø~Ä¬ÑoÄ�àZÉ7Ä¬ØDÆ Ç1Û ÆµÐwÑ�ïDÏ

a, b ∈ C
Ü~Ù�Ç |ab| 6= |a||b| Þ��Ä¬Å-Ï$ï¶Â~ÎLÆ Ç�Å6Ü

i � 0
Ü5È�É7×�Ë |i| · |i| = i2

Ü5Ä�ÑBË!Á&ÊEÃ�Æ Ç�ÔZÈ�É&Á&Â�ÒDÏ |i2| = 1
Þ�¿ ÆµÈ�É&Â!ÐwÆ ÇLÎTàwÎLÆ ó

ÐwÑ�Ç�ÒEÆ Ê�É�ÏDÅ�À¶Â�Ø~Ä¬Ñ�Ê~Ô�Ç�Å-Ï�ÜDÙ�Ç�Ä¬Ø!È�Ô�Â�Å�Ä~É
Ñ�Ã�Â!Ë!ÒEÂ5Ú&ÐwÆEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!ØDÊ�Ñ\ÅAÒEÂ�Ù�Ç�ÒEÆ Ç�Å�ÒEÆ Ç\ÎLÏDÒEÆ Ø~Ä
Ñ�À¶Â�Ñ�Â5È�É7ÄDÖiÏ!Ð7Ó/Ä¬Ø!È�Ô�Â�Å�Ä~É&Í~ÎáÐwÆµÄDÖ�Ä)ÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒEÇ�Ã�ÂÌÞ

l\Ñ�Æ Õ�ØDÆ%À¶Â¬Ô�ÕoÐwÆ Ê Î"Ä¬Á¦É&Â5Ú&ÐwÆPï¶Ç�Ñ�ÎLÑ�Ã�Û ÕoË!ÒEÇ�Ô­Î�Ñ�ÒÌÄ¬ÒDÏ�È¦À¶Â5È¦Í�ï4Ë!ÇwÝÌÒEÆ Ê~Ô�Ç�Å-Ï ÐwÆµ×5Ã à Ä¬Ê!ó
Ð7ÓDÏ! Ç�Ã�Â)Â�Á7Ä¬Ñ�Ã�Á7Ä¬ÒEÆµÐwÕ­ÐwÆµ×5Ã�Ê:â
à Æµ×5Ã

(an)
Ç�Û Ç�ÅAÇ�Ò5É&Í~Î Ñ

F
Ô�ÇoÈ�É\ÐwÆµ×5Ã�Æ Ç�Å à Ä¬ÊÌÐ7ÓDÏ! Ç�Ã�Â)Î"É�Î�Ü!Ã5Ë!Ï

∀ε > 0∃k∀m[k < m ⇒ |ak − am| < ε].
Â%Û Ç�ÅAÇ�Ò5É

a ∈ F
Ô�ÇoÈ�ÉBÃ�Á7Ä¬ÒEÆµÐ�×)ÐwÆµ×5Ã�Ê

(an) ⊂ F
Î"É�Î�Ü!Ã5Ë!Ï

∀ε > 0∃k∀m[k < m ⇒ |am − a| < ε].
ePÂ¬Ô�ÕoÐwÆ Ç+ÐwÆµ×5Ã�Ê à Ä¬ÊÌÐ7ÓDÏ! Ç�Ã�ÂAÔ�ÇoÈ�É)ÑoÄ¬Ñ�ÎLÏ!ÐwÑoÄ~Ô­ÀEÁ&Ñ�Ç�ÒEÂ5È¦Ñ�Â�ÒEÇ�Ñ/ÐwÆµÄDÖ�Ä�Û ÆµÐwÑ�ï?Á&Ñ�ÇoÐwÑ�ÏDÎLÆ ó

È�É�Ï!Ð7ÓOÒÌÄüË!Â~Î1Â�Û ÒÌ×4ÀEÁ&Ñ�ÇoÈ�É&Á&Ñ�Ç
�´ÅAÇwÉ&Á&Ï!ÐwÑ�ÒÌ×?Î É&Ç�Ò È¦À¶Â5È¦Í�ï:ÜLÙ�Ç�Î ÅAÆ Ç�Ô¦È&ÐwÇ |an − am|ÎLÀEÁ&Â~Î"Ä�Ë!ÑoÄ¬ÒÌÄ%Ô�ÇoÈ�É%Â!Ë!Û Ç�Ã!ÖiÂ5Ú&à
%(an, am)

ÞP¿ À¶Â~ÎLÏDÙoÈ¦Ñ�Ç�ÔZË!ÇwÝÌÒEÆµÐdÔ�Æ¬Ô�ÇoÈ�É%Â�ÒEÂ�ÎTÒÌÄ~É&ÊEÁ7Ä¬Û ÒDÏ
È¦À¶Â5È¦Í�ï�Ë!ÇwÝÌÒEÆ Â~Î"Ä¬ÒEÇ-Î�Ë!Â~Î1Â�Û ÒDÏDÅ ÐwÆ Ç�Û Ç)ÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒDÏDÅ6Ü¶Ä�Î�ØDÛµÄ�È¦Æ Ç)ÐwÆµÄDÖZÒEÆ ÇoÄ¬Á7Ð7ÓEÆ ó
ÅAÇoË!ÇoÈ¦Â~ÎLÏ!Ð7Ó+Î"Ä¬Á¦É&Â5Ú&à\ï¶Ç�Ñ�ÎLÑ�Ã�Û ÕoË!ÒÌÄ)ÒEÆ Ç�ÎLÏDÑ�ÒÌÄ�ÐwÑoÄ-ÅAÇwÉ&Á&ÏDØDÆuÞ

ePÂ�Ø~Ä¬Ñ�Ê~Ô�Ç�È¦Æ Õ�ÜLÙ�Ç ÿ�����ÐwÆµ×5Ã à Ä¬ÊÌÐ7ÓDÏ! Ç�Ã�Â+Ô�ÇoÈ�É/ÐwÆµ×5Ã�Æ Ç�Å Â�Ã�Á7Ä¬ÒEÆµÐwÑ�Â�ÒDÏDÅ6Ü�ÿ.�	��È¦ÊEÅ�ÄEÜ
Æ Û Â!ÐwÑ�ÏDÒ:Ü%Æ Û Â�Á7Ä¬Ñ�ÿ�ÀEÁ&Ñ�Ï4Â!Ë!À¶Â~ÎLÆ ÇoË!ÒEÆµÐ7ÓüÑoÄDÖiÂ�Ù�Ç�ÒEÆµÄ�Ð7Ó���ÐwÆµ×5Ã�Í~Î à Ä¬ÊÌÐ7ÓDÏ! Ç�Ã�ÂAÔ�ÇoÈ�É�ÐwÆµ×5Ã�Æ Ç�Å
à Ä¬ÊÌÐ7ÓDÏ! Ç�Ã�ÂÌÜBÿ�Í��)ÐwÆµ×5Ã Ñ�ïEÆ Ç�Ù�ÒDÏ?Å�Ä4Ë!Â�ØÌÖ�Ä�Ë!ÒEÆ Ç$Ô�ÇoË!ÒÌ× Ã�Á7Ä¬ÒEÆµÐwÕ�Ü\ÿ=Ð��-Ã5Ë!Ï

(an), (bn)
È&×

ÐwÆµ×5Ã5Ä¬ÅAÆ à Ä¬ÊÌÐ7ÓDÏ! Ç�Ã�Â)Â�Á7Ä¬Ñ
(an) → a, (bn) → b

Ü!É&Â
(an + bn) → a+ b

Ü
(anbn) → ab

Ü
(an/bn) → a/b

ÜPÃ5Ë!Ï
b 6= 0

Þgl\Â~Î1Â!Ë!Ï�É�Ï!Ð7Ó4É�ÎLÆ Ç�Á7Ë!Ñ�Ç
�?È&×6É7Ä¬ØDÆ Ç+È&Ä¬ÅAÇ­Ô¦Ä¬Ø�É&Ç�Ñ�ÒÌÄ¬ÒEÇ
Ñ�ØDÊEÁ7È¦Ê6Ä¬ÒÌÄ¬Û Æ Ñ�Ï�Å�Ä~É&Ç�Å�Ä~É�Ï!ÐwÑ�ÒEÇ�ÔwÞ

l\Â!ËEÄ~Ô¦×�Ð\Ë!ÂAÄ¬Ø!È�Ô�Â�Å�Ä~É&Í~ÎOÐwÆµÄDÖ�Ä$ÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒEÇ�Ã�Â­Ø�Â�Û Ç�Ô�ÒEÇ�Ä¬Ø!È�Ô�Â�Å�Ä~É�Ï�Ü5ÒEÀ:ÞZÄ¬Ø!È�Ô�Â¬ó
Å�Ä~ÉÉmBÁ7Ð7ÓEÆ ÅAÇoË!ÇoÈ&Ä�ÐwÑ�Ï?Ä¬Ø!È�Ô�Â�Å�Ä~É)ÐwÆµ×5Ã!ÖiÂ5Ú&ÐwÆuÜPÅAÂ�Ù�ÒÌÄ�ÎLÏDØ~Ä¬Ñ�ÏDÎ"Ä�à�Ñ�ïEÆ Ç�Ù�ÒEÂ5Ú&à�À¶Ç�ÎLÒDÏ!Ð7Ó
Ø�Â�ÒEØDÁ&ÇwÉ&ÒDÏ!Ð7Ó/ÐwÆµ×5Ã�Í~Î�ÜDÒEÀ:Þ

( 1
n
)
ÐwÑ�Ï

(1 + 1
n
)n
Þ

" ¸pú�}9�&���E�9��s��%��}��9t~q ���v�	s y�z.yvtvs y$#Æs

¿ ÏDÙ�Ç�Ô�ÎBÈ¦À¶Â�ÅAÒEÆ Ç�Û ÆµÚ¦Å-Ï�ÜgÙ�ÇAÆµÈ�É&ÒEÆ Ç�Ô�Ç�Ë!Â�ØÌÖ�Ä�Ë!ÒEÆ Ç\Ô�ÇoË!Ç�Ò À¶Â�Á&Ño×�Ë!Ç�Ø6Ñ�Ã�Â!Ë!ÒDÏ�ÑAË!Ñ�ÆµÄDÖ�Ä~ó
ÒEÆµÄ¬ÅAÆÌÎáÐwÆ Ç�Û Ç

(Q,+, ·, 0, 1) Þ���Â�Ù�ÒÌÄ�É&Ç�ÙBÀ¶Â�Ø~Ä¬ÑoÄ�à$ÿ�Ø�Â�Á&Ñ�Ï!È�É7Ä~Ô¦×�Ð
ÑBÊDÎ"Ä¬Ã�ÒÌÄ�È�É&Õ�ÀEÊ~Ô¦×�ÐwÏ!Ð7Ó
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À¶Â+Ë!ÇwÝÌÒEÆµÐdÔ�Æ�Ð���Ü¶Ù�Ç$ÆµÈ�É&ÒEÆ Ç�Ô�Ç-Ë!Â�ØÌÖ�Ä�Ë!ÒEÆ Ç"Ô�ÇoË!Ç�Ò�À¶Â�Á&Ño×�Ë!Ç�Ø+Ñ�Ã�Â!Ë!ÒDÏ+Ñ-Ë!Ñ�ÆµÄDÖ�Ä¬ÒEÆµÄ¬ÅAÆ:Î(ÐwÆ Ç�Û Ç
Û ÆµÐwÑ�ï�Á&Ñ�ÇoÐwÑ�ÏDÎLÆµÈ�É�Ï!Ð7Ó

(R,+, ·, 0, 1, <)
Þ&%ÌÄ¬Ø5É\É&Ç�Ò�À¶Â�Ñ�Î"Ä¬ÛµÄAÅAÍ~ÎLÆµà$Â��dÒÌÄ~É&ÊEÁ7Ä¬Û ÒDÏDÅf��À¶Â¬ó

Á&Ño×�Ë!ØDÊTÛ ÆµÐwÑ�ï´Á&Ñ�ÇoÐwÑ�ÏDÎLÆµÈ�É�Ï!Ð7Ó:Þ´ßBÆ ÇAÔ�ÇoÈ�É$Ô�ÇoË!ÒÌÄ¬Ø É7Ä¬Ø`Ü1Ù�Ç�ÎWØ~Ä¬ÙoË!ÏDÅ ÐwÆ Ç�Û Ç�ÆµÈ�É&ÒEÆ Ç�Ô�Ç�ÐwÂ
ÒÌÄ~Ô�ÎLÏDÙ�Ç�ÔZÔ�ÇoË!Ç�Ò�À¶Â�Á&Ño×�Ë!Ç�Ø/Ñ�Ã�Â!Ë!ÒDÏ/Ñ)Ë!Ñ�ÆµÄDÖ�Ä¬ÒEÆµÄ¬ÅAÆuÞ�ý¶Æ Û ÊÌÈ�É&Á&Ê~Ô�Ç�Å-Ï/É&Â/Ë!Î1Â�Å�Ä�ÀEÁ&Ñ�ÏDØÌÖ�Ä~ó
ËEÄ¬ÅAÆuÞ

ßBÆ ÇoÐ7Ó
(Q(

√
2),+, ·, 0, 1, <)

ï¶ÕoË!Ñ�Æ ÇAÐwÆµÄDÖiÇ�Å ÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒDÏDÅ6ÜÌÃ5Ë!Ñ�Æ Ç
<
Ô�ÇoÈ�ÉL�dÒÌÄ~ó

É&ÊEÁ7Ä¬Û ÒDÏDÅf�?À¶Â�Á&Ño×�Ë!ØDÆ Ç�Å Î ÐwÆ Ç�Û Ç
(R,+, ·, 0, 1, <)

ÑoÄ�ÐwÆ ÇoÚ¦ÒEÆ Â�ÒDÏDÅ Ë!ÂáÑ�ïEÆ Â�Á&Ê
Q(

√
2)
Þ

¿ Ñ�ïEÆ Â�Á&Ñ�Ç
Q(

√
2)
Ë!ÇwÝÌÒEÆ Ê~Ô�Ç�Å-Ï+ÒEÂ~ÎLÏ�À¶Â�Á&Ño×�Ë!Ç�Ø

a+ b
√
2 ≺ c+ d

√
2 ⇔df a− b

√
2 < c− d

√
2.

'�Ä~É�Î1Â�ÅAÂ�Ù�ÒÌÄ�À¶Â�Ø~Ä¬ÑoÄ�à¬ÜZÙ�Ç
(Q(

√
2),+, ·, 0, 1,≺)

Ô�ÇoÈ�É�ÐwÆµÄDÖiÇ�Å ÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒDÏDÅ
Â�Á7Ä¬Ñ�ÜDÙ�Ç�À¶Â�Á&Ño×�Ë!Ç�Ø

<
Ô�ÇoÈ�ÉBÁ&Í�Ù�ÒDÏ�Â!Ë ≺ Þ¿ ÐwÆ Ç�Û Ç

(Q(
√
2),+, ·, 0, 1) ÜgÉ7Ä¬Ø�Ô¦Ä¬Ø�Î�Ø~Ä¬ÙoË!ÏDÅ Æ ÒEÒDÏDÅ ÐwÆ Ç�Û Ç�Ü�Ñ�ïEÆ Í�Á

Q
ÅAÂ�Ù�ÇAïDÏ!à

ÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒDÏ-É�ÏDÛ Ø�Â-Î Ô�ÇoË!Ç�Ò6È¦À¶Â5È¦Í�ï:Þ)(LÂ�ÑoÈ¦Ñ�Ç�Á&ÑoÄ~Ô¦×�ÐBÐwÆµÄDÖiÂ)Ê`Ö�Ä¬ÅAØ�Í~ÎOÅAÂ�Ù�Ç�Å-Ï�ÀEÁ&Ñ�Ï5ó
Ô¦×�à¬Ü¬Ù�Ç √

2
Ô�ÇoÈ�ÉZÄ¬Û ï¶Â­ÎLÆ Õ�Ø!È¦Ñ�Ï�Ü¬Ä¬Û ï¶Â�ÅAÒEÆ Ç�Ô¦È¦Ñ�Ï�Â!Ë

0
ÜmÉ&Â­ÑoÄ�ÚEÔ�ÊEÙ�Ô�ÇoË!ÒEÂ�Ñ�ÒÌÄ�ÐwÑ�ÒEÆ Ç1ÎLÏDÑ�ÒÌÄ�ÐwÑoÄ

À¶Â�Á&Ño×�Ë!Ç�Ø�ÒÌÄ�Ñ�ïEÆ Â�Á&Ñ�Ç
Q(

√
2)
Þ|e%Á&Ñ�ÏoÔ�ÅAÆ Ô�Å-Ï ï¶Â~ÎLÆ Ç�Å6Ü�Ù�Ç�À¶Â�Á&Ño×�Ë!ØDÆ ≺1, ≺2

È&×6Á&Í�Ù�ÒEÇ�Ü
Ä-ÑoÄ¬Á7Ä¬Ñ�Ç�Å

0 ≺1

√
2
Â�Á7Ä¬Ñ

0 ≺2

√
2
ÞP¿OÍ~Î"ÐwÑoÄ�È�ÜDË!ÛµÄ-À¶Ç�ÎLÒDÏ!Ð7Ó

a, b ∈ Q \ {0} ÑoÄ�Ð7ÓEÂ!Ë!Ñ�Æuâ

a+ b
√
2 ≺1 0, 0 ≺2 a+ b

√
2.

e%Á&Ñ�ÏoÔ�ÅAÆ Ô�Å-Ï�Ü%Ù�Ç
a2 < 2b2

ÜZÃ5Ë!Ñ�Æ Ç
<
Ô�ÇoÈ�É6ÿiÉ�ÏDÅ Ô�ÇoË!ÏDÒDÏDÅº��À¶Â�Á&Ño×�Ë!ØDÆ Ç�Å Î²ÐwÆ Ç�Û Ç+Û ÆµÐwÑ�ï

ÎLÏDÅAÆ Ç�Á&ÒDÏ!Ð7Ó:Þ�ý4þ�Ä¬Ø5É&Ê:Ü�Ù�ÇAÊ`Ö�Ä¬ÅAØDÆ%È&×+ÑoÄmÎ"Ä¬Á¦É&Ç-Î�Ø~Ä¬ÙoË!ÏDÅ ÐwÆ Ç�Û ÇAÆZÎ�Ø~Ä¬ÙoË!ÏDÅ ÐwÆ Ç�Û Ç�È&×
ÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒEÇ\Î Ô�ÇoË!Ç�Ò6ÆgÉ&Ç�Ò�È&Ä¬Å È¦À¶Â5È¦Í�ï/Â¬É&Á&Ñ�ÏDÅ-Ê~Ô�Ç�Å-Ï`â

0 ≺1 2b2 − a2, 0 ≺2 2b
2 − a2.

e%Á&Ñ�ÏoÔ�Å-Ê~Ô¦×�ÐBÁ&Â�Ñ�ØÌÖ�Ä�Ë
2b2−a2 = (b

√
2−a)(b

√
2+a)

Æ¶À¶Â5È�ÖiÊEÃ�Ê~Ô¦×�ÐBÈ¦Æ ÕBÁ&Ç�Ã�Ê`Ö�Ä¬ÅAÆ�ÿ�¿�
��
Ë!Â�ÀEÁ&Â~Î"Ä�Ë!Ñ�Æ Å-Ï�Ë!Â�È¦ÀEÁ&Ñ�ÇoÐwÑ�ÒEÂ5Ú&ÐwÆ`Ñ�ÑoÄDÖiÂ�Ù�Ç�ÒEÆ Ç�Å6Þ

ý`Ä~É&Ç�Å �dÒÌÄ~É&ÊEÁ7Ä¬Û ÒDÏ	��À¶Â�Á&Ño×�Ë!Ç�Ø Â�Á7Ä¬Ñ+ÎLÏDÙ�Ç�Ô$ÑoË!ÇwÝÌÒEÆ Â~Î"Ä¬ÒDÏ À¶Â�Á&Ño×�Ë!Ç�Ø ≺ É&Â+Ô�ÇoË!ÏDÒEÇ
À¶Â�Á&Ño×�Ë!ØDÆgÛ Æ ÒEÆ Â~Î1Ç�Ñ�Ã�Â!Ë!ÒEÇ­Ñ$Ë!Ñ�ÆµÄDÖ�Ä¬ÒEÆµÄ¬ÅAÆ`ÎMÐwÆ Ç�Û Ç

(Q(
√
2),+, ·, 0, 1) Þe%Á&Ñ�Ç�Ô¦Ë®­�Å-ÏOË!ÂTË!Á&ÊEÃ�Æ Ç�Ã�Â?ÀEÁ&Ñ�ÏDØÌÖ�Ä�Ë!Ê:Þ ßBÆ ÇoÐ7Ó

c ∈ R
ï¶ÕoË!Ñ�Æ Ç�Û ÆµÐwÑ�ïÌ× ÀEÁ&Ñ�ÇoÈ�É&Õ�ÀEÒÌ×EÞ

¿ ÐwÆ Ç�Û Ç$Ê`Ö�Ä¬ÅAØ�Í~Î�ÀEÆ Ç�Á7Ú&ÐwÆ Ç�ÒEÆµÄAÎLÆ Ç�Û Â�ÅAÆµÄ¬ÒEÍ~Î
Q[x]

ÎLÀEÁ&Â~Î"Ä�Ë!ÑoÄ¬Å-Ï�À¶Â�Á&Ño×�Ë!Ç�Ø/ÒÌÄ�È�É&Õ�ÀEÊ!ó
Ô¦×�Ð�×AË!ÇwÝÌÒEÆµÐdÔ¦×Eâ

f

g
≺c

h

k
⇔df

f

g
(c) <

h

k
(c),

Ã5Ë!Ñ�Æ Ç f

g
(c) < h

k
(c)

É&Â�ÒEÆ Ç�Á&Í~ÎLÒEÂ5Ú&àBÎMÐwÆ Ç�Û Ç­Û ÆµÐwÑ�ï6Á&Ñ�ÇoÐwÑ�ÏDÎLÆµÈ�É�Ï!Ð7Ó�d,d�Þ
½\Â�Á&Ñ�Ï!È�É7Ä~Ô¦×�Ð
ÑLÉ&Ç�Ã�ÂÌÜ�Ù�ÇBÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ç�Ø-Û ÆµÐwÑ�ï�Á&Ñ�ÇoÐwÑ�ÏDÎLÆµÈ�É�Ï!Ð7Ó\Ô�ÇoÈ�É1Ñ�Ã�Â!Ë!ÒDÏ-Ñ\Ë!Ñ�ÆµÄDÖ�Ä¬ÒEÆµÄ¬ÅAÆuÜ

ÀEÁ&Ñ�Ç�Ø!È¦ÑwÉ7ÄDÖ�Ð�Ä¬Å-Ï6ÒEÆ Ç�Á&Í~ÎLÒEÂ5Ú&ÐwÆuÜ`Î�Ø5É&Í�Á&Ï!Ð7Ó�ÎLÏ!È�É&Õ�ÀEÊ~Ô¦×/Û ÆµÐwÑ�ïDÏ f

g
(c)
Ü�Ã5Ë!Ñ�Æ Ç

f, g ∈ Q[x]
Ü

Æ�À¶Â�Ø~Ä¬Ñ�Ê~Ô�Ç�Å-Ï�ÜoÙ�Ç%À¶Â�Á&Ño×�Ë!Ç�Ø ≺c

Ô�ÇoÈ�É�Ñ�Ã�Â!Ë!ÒDÏ\Ñ%Ë!Ñ�ÆµÄDÖ�Ä¬ÒEÆµÄ¬ÅAÆ¬Î?ÐwÆ Ç�Û ÇZÊ`Ö�Ä¬ÅAØ�Í~Î�ÀEÆ Ç�Á7Ú&ÐwÆ Ç�ÒEÆµÄ
Q[x]

Þ
ßBÆ ÇoÐ7Ó�É&Ç�Á7Ä¬Ñ

c1, c2
ï¶ÕoËE×/Á&Í�Ù�ÒDÏDÅAÆPÛ ÆµÐwÑ�ïÌÄ¬ÅAÆZÀEÁ&Ñ�ÇoÈ�É&Õ�ÀEÒDÏDÅAÆPÆ%ÒEÆ ÇoÐ7Ó

q
ï¶ÕoË!Ñ�Æ Ç)É7Ä¬Ø~×

Û ÆµÐwÑ�ïÌ×�ÎLÏDÅAÆ Ç�Á&ÒÌ×EÜ~Ù�Ç1ÑoÄ�Ð7ÓEÂ!Ë!Ño×BÒEÆ Ç�Á&Í~ÎLÒEÂ5Ú&ÐwÆ
c1 < q < c2

d�i¬Þ�¿OÍ~Î"ÐwÑoÄ�È�ÎLÆ Ç�Û Â�ÅAÆµÄ¬Ò
x−qÈ¦À¶Ç~ÖiÒEÆµÄ)ÒEÆ Ç�Á&Í~ÎLÒEÂ5Ú&ÐwÆ

x− q ≺c1 0, 0 ≺c2 x− q,
�7��* ) � + �fG + <%/±/ 0 �=6�! 1 4 � Gv� õ
1�0 ��4DG ) ô � � ) �%Gv4 � � )
1 � ��� ö ��!�<%/¼5��� 4 f

g
: �  �7GE�=6ò! + �����D< � � )
¡ 4

���7��� 0 1 6 0 � � � )
1 � ) ������ ��/K��� +v1�0 )DÒ ) 4 Ò ) / ¡�õ G @ � N�� ) GE�=6+�-, 4�� ¡�1 6 � � � � 1 � <
G 0 ! + ï%��/.�0 ��5���� 0 ð��=6 Ù/1K)
¡ ! 6���/ ),+ � I3?D£ ��� ) � ÙJ?()
¡ ! 6���/ ),+ � 8!1
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ÐwÂAÂ�Ñ�ÒÌÄ�ÐwÑoÄEÜDÙ�Ç�À¶Â�Á&Ño×�Ë!ØDÆ ≺c1 ,≺c2

È&×)Á&Í�Ù�ÒEÇ�Þ
k
ÏDÅWÈ¦À¶Â5È¦Â�ï¶Ç�Å Â¬É&Á&Ñ�ÏDÅ-Ê~Ô�Ç�Å-Ï+ÀEÁ&Ñ�ÏDØÌÖ�Ä�Ë�É7Ä¬ØDÆ Ç�Ã�Â�ÐwÆµÄDÖ�ÄEÜEÎMØ5É&Í�Á&ÏDÅ ÆµÈ�É&ÒEÆ Ç�Ô�Ç-ÐwÂ�Ò5É&Æ ó

ÒDÊEÊEÅ À¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Í~ÎOÛ Æ ÒEÆ Â~ÎLÏ!Ð7Ó/Ñ�Ã�Â!Ë!ÒDÏ!Ð7Ó+Ñ$Ë!Ñ�ÆµÄDÖ�Ä¬ÒEÆµÄ¬ÅAÆ`Î É�ÏDÅ ÐwÆ Ç�Û Ç�Þ

3 ¸54*�!»
x�})#ÄyE¼64*�&w87vs�#ÊqE��qg»�y
�������u�~�=���
�:9
à ÆµÄDÖiÂLÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒEÇ

(F,+, · , 0, 1, <)
ÒÌÄ¬Ñ�ÏDÎ"Ä¬Å-Ï\Ä¬Á7Ð7ÓEÆ ÅAÇoË!ÇoÈ¦Â~ÎLÏDÅ6Ü�Ô�Ç�Ù�Ç�Û Æ5È¦À¶Ç~ÖiÒEÆ Â�ÒDÏ

Ô�ÇoÈ�ÉBÎ"Ä¬Á&ÊEÒEÇ�Ø�ÿ�Ä¬Ø!È�Ô�Â�Å�Ä~ÉHmBÁ7Ð7ÓEÆ ÅAÇoË!ÇoÈ&Ä���â

∀a, b ∈ F ∃n ∈ N[(0 < a < b) ⇒ na > b].

mBØ!È�Ô�Â�Å�Ä~É�mBÁ7Ð7ÓEÆ ÅAÇoË!ÇoÈ&Ä�ÅAÂ�Ù�ÒÌÄ�ÎLÏDÁ7Ä¬Ñ�Æµà­ÒÌÄ�ØDÆ Û Ø~Ä�È¦À¶Â5È¦Â�ï¶Í~Î�ÞL¿ Ñ�ÎLÆµ×¬Ñ�ØDÊ�Ñ$É�ÏDÅ
À¶Â!ËEÄ~Ô�Å-Ï�É�ÎLÆ Ç�Á7Ë!Ñ�Ç�ÒEÆ Ç
ü�ýº�u��þEÿ������~�u�
�!ì���æ ç

(F,+, · , 0, 1, <)
î�ì�õ�ë%íwç�å
c¦ìwê�øo÷Ìú~ò&è%h�ùoû�ú��
å~äÌé~ê��Zëdú$ä`åmõ�ëdö�÷`ø�î
h�í7ì��
å~ò�ø!ä!û~çgõ
h$ò,Á��)�

ä`ú��
å�;wä`ì�	
m�� ∀a, b ∈ F ∃n ∈ N[(0 < a < b) ⇒ na > b].

m�� ∀a ∈ F ∃n ∈ N [n > a].

mLÍ
lim
n→∞

1
n
= 0.

mHÐ
lim
n→∞

n = ∞.

m<�:=Pñwç�Á~ò�ø	c¦å~ê$û	Á��
Q
î�ì�õ�ëZð5ö�õ�ëuéÉ�

(F, <)
�%ë�èwä �

∀x, y ∈ F ∃q ∈ Q[x < y ⇒ x < q < y].

mLÝ�>$æ å+ù�ú��
ú~æ ä`ì�ð5ú­÷`ò&èoì7û~ò&údî�ø?>)ì7ù�ì7û~çiä`ù�å
(A,B)

èoñwç�ú~ò�ø
(F, <)

èoå�í�@Eúoùoèwç

∀n ∈ N ∃a ∈ A ∃b ∈ B
[
b− a < 1/n

]
.

l\Â~Î1Í!Ë$É&Ç�Ã�Â­É�ÎLÆ Ç�Á7Ë!Ñ�Ç�ÒEÆµÄ�ÒEÆ ÇPÔ�ÇoÈ�É%É&Á&ÊÌË!ÒDÏ�Ü5Ä¬Û ÇLÎBÈ¦Ø~Ä¬ÑoÄ¬ÒEÇ�Ô�ÇoÈ�ÉoÜ5Ä¬ïDÏ$ÒÌÄ~Ô�ÀEÆ Ç�Á&ÎTÎLÏDØ~Ä~ó
ÑoÄ�à\Á&Í~ÎLÒEÂ~Î"Ä¬Ù�ÒEÂ5Ú&à1Î"Ä¬Á&ÊEÒEØ�Í~Î(ÿ�m�����ó�ÿ�mHÐ���ÜEÄ)Ë!Â�ÀEÆ Ç�Á&Â-À¶Í	­�ÒEÆ Ç�Ô1ÀEÁ&Ñ�Ç�Ô¦Ú&à�Ë!Â/ÿ�m<�	�
Æ%ÿ�mLÝ���Þ
ePÂ�Ø~Ä¬Ù�Å-Ï Ë!ÛµÄ6ÀEÁ&Ñ�ÏDØÌÖ�Ä�Ë!Ê:ÜEÔ¦Ä¬Ø ÎLÏDØ~Ä¬ÑoÄ�à6ÿ�m<�	��ÜPÎ�ÀEÁ&Ñ�ÏDÀÌÄ�Ë!ØDÊ4Ã5Ë!Ï

0 < x < y
Þ j É&Í�Ù

Ñ�ÿ�mLÍ��1ÎLÏDÒEÆ Ø~ÄEÜ!Ù�Ç�Ë!ÛµÄ-À¶Ç�ÎLÒEÇ�Ô"Û ÆµÐwÑ�ïDÏ�ÒÌÄ~É&ÊEÁ7Ä¬Û ÒEÇ�Ô
k
ÑoÄ�Ð7ÓEÂ!Ë!Ñ�Æ 1

k
< min{x, y − x} ÞÌß\ÄÅAÂ!ÐwÏ�ÿ�m����:ÆµÈ�É&ÒEÆ Ç�Ô�Ç
É7Ä¬Ø~ÄBÛ ÆµÐwÑ�ïÌÄ

n
ÜmÙ�Ç

y < n
2k

Þ�e%Á&Ñ�ÏoÔ�ÅAÆ Ô�Å-Ï
n0 = min{n ∈ N| y 6 n

2k}
Þ

¿OÍ~Î"ÐwÑoÄ�È�â
x < (n0−1)

2k < y
Þ

¿ Ë!Â~Î1Â!Ë!Ñ�Æ Ç-É�ÏDÅ3Ø�Â�Á&Ñ�Ï!È�É7Ä¬Å-Ï6ÑAÑoÄ�È&Ä�Ë!Ï�Æ ÒÌË!ÊEØ5ÐdÔ�ÆZÅ�Ä~É&Ç�Å�Ä~É�Ï!ÐwÑ�ÒEÇ�Ô�À¶Â!Ë�À¶Â5È�É7Ä�ÐwÆµ×
ÑoÄ�È&Ä�Ë!Ï-ÅAÆ ÒEÆ Å-ÊEÅ6â�¿ Ø~Ä¬ÙoË!ÏDÅ�ÒEÆ Ç�ÀEÊÌÈ�É�ÏDÅ�À¶Â!Ë!Ñ�ïEÆ Â�Á&Ñ�ÇLÑ�ïEÆ Â�Á&Ê

N
ÆµÈ�É&ÒEÆ Ç�Ô�ÇBÇ�Û Ç�ÅAÇ�Ò5É
ÒÌÄ~Ôdó

ÅAÒEÆ Ç�Ô¦È¦Ñ�Ï�Þ�¿ ØDÊEÁ7È¦Æ Ç�Ä¬ÒÌÄ¬Û Æ Ñ�Ï�Å�Ä~É&Ç�Å�Ä~É�Ï!ÐwÑ�ÒEÇ�Ô­ÑoÄ�È&Ä�ËEÄ�É7Ä-Ô�ÇoÈ�É-È�É&Â5È¦Â~Î"Ä¬ÒÌÄEÜ:Ä¬Û ÇAÁ&ÑoÄ�Ë!Ø�Â
Ô�ÇoÈ�ÉZÎLÀEÁ&Â5È�É�þ�Â�Á&Å-Ê`ÖiÂ~Î"Ä¬ÒÌÄEÞ$ADÎLÆµÄ�Ë!Â�ÅAÂ5Ú&àZÉ&Ç�Ã�ÂBþ�Ä¬Ø5É&Ê\Ô�ÇoÈ�ÉPÒÌÄ~É&Â�ÅAÆµÄ�È�ÉPÆµÈ�É&Â¬É&ÒÌÄBÎ É&Ç�Â�Á&ÆµÄ�Ð7Ó
È�þ�Â�Á&Å�Ä¬Û Æ Ñ�Â~Î"Ä¬ÒDÏ!Ð7Ó:Ü~Ã5Ë!Ñ�Æ Ç\ÑoË!ÇwÝÌÒEÆ Â~Î"Ä¬ÒDÏBÔ�ÇoÈ�É�Ô�Õ�Ñ�ÏDØ)É&Ç�Â�Á&Æ ÆuÜ5ÒÌÄ$ÀEÁ&Ñ�ÏDØÌÖ�Ä�ËAÎáÄ¬ÒÌÄ¬Û Æ Ñ�Æ ÇBÒEÆ Çwó
È�É7Ä¬ÒÌËEÄ¬Á7Ë!Â~Î1Ç�ÔwÞfßBÆ ÇoÈ�É7Ä¬ÒÌËEÄ¬Á7Ë!Â~Î1Ç-Û ÆµÐwÑ�ïDÏ�Á&Ñ�ÇoÐwÑ�ÏDÎLÆµÈ�É&Ç)È&×6ÐwÆµÄDÖiÇ�Å ÒEÆ ÇoÄ¬Á7Ð7ÓEÆ ÅAÇoË!ÇoÈ¦Â~ÎLÏDÅ6Ü
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Ä¬Û Ç­Ã5Ë!Ï�Ë!Â�ÀEÊÌÚ&ÐwÆ Å-Ï�Ü!Ù�Ç�Ñ�ÅAÆ Ç�ÒEÒÌÄ
n
ÀEÁ&Ñ�Ç�ïEÆ Ç�Ã5Ä-Ñ�ïEÆ Í�Á"ÒEÆ ÇoÈ�É7Ä¬ÒÌËEÄ¬Á7Ë!Â~ÎLÏ!Ð7Ó�Û ÆµÐwÑ�ï/ÒÌÄ~É&ÊEÁ7Ä¬Û ó

ÒDÏ!Ð7Ó:Ü�É&Â�Î�ÐwÆ Ç�Û Ç�ÒEÆ ÇoÈ�É7Ä¬ÒÌËEÄ¬Á7Ë!Â~ÎLÏ!Ð7Ó�Û ÆµÐwÑ�ï?Á&Ñ�ÇoÐwÑ�ÏDÎLÆµÈ�É�Ï!Ð7Ó4È¦À¶Ç~ÖiÒEÆ Â�ÒDÏ�Ô�ÇoÈ�É-Æ1Ä¬Ø!È�Ô�Â�Å�Ä~É
ÿ�m�����ÜEÆ�Ä¬Ø!È�Ô�Â�Å�Ä~É�ÿ�m��	�,d » Þ

ß\Ä-ÊDÎ"Ä¬Ã�Õ\ÑoÄ�È�ÖiÊEÃ�Ê~Ô�Ç\Î"Ä¬Á&ÊEÒEÇ�Ø�ÿ�m<�	��ÜEÐwÑ�ÕoÈ�É&Â)ÀEÁ&Ñ�ÏoÔ�ÅAÂ~Î"Ä¬ÒDÏ\Ô¦Ä¬Ø�Â*�dÂ!ÐwÑ�ÏDÎLÆµÈ�É7Ä��\Î�Ö�Ä~ó
È¦ÒEÂ5Ú&à/Û ÆµÐwÑ�ï´Á&Ñ�ÇoÐwÑ�ÏDÎLÆµÈ�É�Ï!Ð7Ó:ÞO¿ºÆµÈ�É&Â!ÐwÆ ÇAÔ�ÇoÈ�É�É&Â?Ø�Â�ÒÌÈ¦Ç�ØDÎ1Ç�ÒÌÐdÔ¦Ä Ä¬Ø!È�Ô�Â�Å�Ä~É&ÊOÐwÆµ×5Ã!ÖiÂ5Ú&ÐwÆuÞ
¿4Ä¬Á¦ÉAØ�Â�ÅAÇ�Ò5É7Ä¬Á&ÑoÄ)Ô�ÇoÈ�É)É&Ç�Ù/Î"Ä¬Á&ÊEÒEÇ�ØOÿ�mLÍ���Þ j É&Í�Ù+Î²Ø!È¦Æµ×¬ÙoÐwÇ ½�Ä¬Ñ�Æ ÅAÆ Ç�Á&ÑoÄg½­ÊEÁ7Ä~É&Â~Î"ó
È¦ØDÆ Ç�Ã�ÂED\å�í�@Dø!ä`ì7û ò,Á�;wäÌç�í7è7û�ú��Zé?ç�í7å
cuû�ú��Zé?À¶Â!ËEÄ¬ÒÌÄ�Ô�ÇoÈ�É�Ø�Â�ÒÌÈ�É&Á&ÊEØ5ÐdÔ¦Ä�Û ÆµÐwÑ�ïüÁ&Ñ�ÇoÐwÑ�ÏDÎLÆ ó
È�É�Ï!Ð7ÓáÂ�Á7Ä¬Ñ�ÆµÐ7Ó�Ð7ÓÌÄ¬Á7Ä¬Ø5É&Ç�Á&Ï!È�É�ÏDØ~Ä4Ä¬Ø!È�Ô�Â�Å�Ä~É�Ï!ÐwÑ�ÒÌÄEÞ ßBÆ Ç Å�ÄüÒÌÄ~É&Â�ÅAÆµÄ�È�É/ÎLÑ�ÅAÆµÄ¬ÒEØDÆ�Â
É�ÏDÅ6ÜZÙ�Ç/Û ÆµÐwÑ�ïDÏ Á&Ñ�ÇoÐwÑ�ÏDÎLÆµÈ�É&Ç/È&×�ÐwÆµÄDÖiÇ�Å Ä¬Á7Ð7ÓEÆ ÅAÇoË!ÇoÈ¦Â~ÎLÏDÅ6Ü�Ù�Ç+ÒÌÄ�ÀEÁ&Ñ�ÏDØÌÖ�Ä�Ë4Ñ+ÑoÄ�È&Ä�Ë!Ï
È¦ÊEÀEÁ&Ç�Å-ÊEÅ3ÎLÏDÒEÆ Ø~Ä6Ä¬Ø!È�Ô�Â�Å�Ä~É�mBÁ7Ð7ÓEÆ ÅAÇoË!ÇoÈ&ÄEÞ)¿4Ä¬Á&ÊEÒEÇ�Øüÿ�mLÍ��
Ô�ÇoÈ�É$Ë!Â~Î1Â!Ë!Ñ�Â�ÒDÏ�Ü:Ä¬Û ÇAÎ
Ë!Â~Î1Â!Ë!Ñ�Æ Ç�ÎLÏDØ�Â�Á&Ñ�Ï!È�É�ÏDÎ"Ä¬ÒDÏBÔ�ÇoÈ�ÉoÜ~Ô¦Ä¬Ø�Â)Î�Ö�Ä�È¦ÒEÂ5Ú&àBÂ!ÐwÑ�ÏDÎLÆµÈ�É7ÄEÜDÎ"Ä¬Á&ÊEÒEÇ�Ø�ÿ�m��	�,d7Ã�Þ1ý�Ø�Â�Û Ç�Æ
Î(Ø!È¦Æµ×¬ÙoÐwÇ�%EÁ7Ä¬ÒÌÐwÆµÈ¦Ñ�Ø~ÄGF:Ç�Æ)D\å�í�@Dø!ä`ì7û�ò,Á�;wäÌç�í7è7û�ú��Zé6ç"í7å
cuû�ú��Zé6Ä¬Ø!È�Ô�Â�Å�Ä~É�mBÁ7Ð7ÓEÆ ÅAÇoË!ÇoÈ&Ä
ÎáÎ1Ç�Á7È�Ô�ÆPÿ�m��	�%À¶Â!ËEÄ¬ÒDÏ�Ô�ÇoÈ�É�Ô¦Ä¬Ø�Â-Â!ÐwÑ�ÏDÎLÆµÈ�É7Ä$Î�Ö�Ä�È¦ÒEÂ5Ú&àLÛ ÆµÐwÑ�ï+Á&Ñ�ÇoÐwÑ�ÏDÎLÆµÈ�É�Ï!Ð7Ó:Ü�ÒÌÄ~É&Â�ÅAÆµÄ�È�É
�iÎáÂ�ÀÌÄ¬Á7ÐwÆ Ê�Â-É&Õ�ÑoÄ�È&Ä�Ë!Õ��-�­Ô¦Ä¬Ø�ÀEÆµÈ¦Ñ�ÇHF:Ç�Ô¦ÄH��Ë!Â~Î1Â!Ë!Ñ�Â�ÒEÇ\È&×-Î"Ä¬Á&ÊEÒEØDÆPÿ�m<�	�%ÆZÿ�mLÝ���ÜmÔ�ÇoËDó
ÒEÂ!ÐwÑ�ÇoÚ¦ÒEÆ Ç�Ô�ÇoË!ÒÌÄ¬Ø�ÎüË!Â~Î1Â!ËEÄ�Ð7Ó­É�Ï!Ð7Ó-Û ÆµÐwÑ�ïDÏ­ÎLÏDÅAÆ Ç�Á&ÒEÇ"È&×BÀ¶Â�Á&Í~ÎLÒDÏDÎ"Ä¬ÒEÇ%Ñ1ÀEÁ&Ñ�Ç�ØDÁ&Â¬Ô¦Ä¬ÅAÆ
Û ÆµÐwÑ�ïAÎLÏDÅAÆ Ç�Á&ÒDÏ!Ð7Ó-Ñ"ÊDÎ"Ä¬Ã�ÆDÒÌÄ�Á&Ç�ÛµÄ�ÐdÔ�Õ

<
Ü¬ÀEÁ&Ñ�Ç�ÑLÐwÂ­ÑoÄ~É&Á7Ä�Ð�Ä\È¦Æ ÕLÆµË!Ç�Õ"Û ÆµÐwÑ�ïDÏ$Á&Ñ�ÇoÐwÑ�ÏDÎLÆµÈ�É&Ç�Ô

Ô¦Ä¬Ø�ÂAÀEÁ&Ñ�Ç�ØDÁ&Â¬Ô�Ê+Û ÆµÐwÑ�ï/ÎLÏDÅAÆ Ç�Á&ÒDÏ!Ð7Ó�d�È~Þ

I�¸54*�!»
x�})#ÄyE¼Hw�s ����zJ}�û�w�s
ü�ýº�u��þEÿ������~�u�
�!ì���æ ç

(F,+, · , 0, 1, <)
î�ì�õ�ë%íwç�å
c¦ìwê�øo÷Ìú~ò&è%h�ùoû�ú��
å~äÌé~ê��Zëdú$ä`åmõ�ëdö�÷`ø�î
h�í7ì��
å~ò�ø!ä!û~çgõ
h$ò,Á��)�

ä`ú��
å�;wä`ì
d�Î8	
ÿ à ���KJPå�ù�ìwä�÷`ò&èoì7û~ò,Ádî<>)ì7ù�ì7û~çiä`ù�åAèoñwç�ú~ò�ø

(F, <)
äÌç�ì��Zéoèwä`å�í7èoå�æ ø5û~ç �

ÿ à �	�L>$æ å�ù�ú��
ú~æ ä`ì�ð5úM��äÌç�ì�÷`øDõ�ëdì�ð5ú�èoñwç�ú~ò�ø
A ⊂ F

ú&ð¬ò&å~äÌç�í7èoú~ä`ì�ð5ú/è$ð�Á~ò�é6çµõ�ëuäÌç�ì�î�ì�ëdåoû�å
æ ç�í7èoñ7å

a ∈ F,
;oì

a = supA �
ÿ à Í��L>$æ å�ù�ú��
ú~æ ä`ì�ð5úM��äÌç�ì�÷`øDõ�ëdì�ð5ú�èoñwç�ú~ò�ø

A ⊂ F
ú&ð¬ò&å~äÌç�í7èoú~ä`ì�ð5ú/è�ù�ú
cdø çµõ�ëuäÌç�ì�î�ì�ëdåoû�å

æ ç�í7èoñ7å
a ∈ F

ëdåoû�åM�);oì
a = inf A �

ÿ à Ð��
(F,+, · , 0, 1, <)

î�ì�õ�ëLíwç�å
c¦ìwê å~ò&í�@Dçiê�ì7ù�ì�õ�ú��Zé~ê ú~ò&åoè
ùDæ å´ù�ú��
ú~æ ä`ì�ð5úOíwç�h�ð¬ø

(xn) ⊂ F
õu÷Ìì,cdäÌç�ådî
h�í7ì�ð5úË�
å~ò�ø!ä`ì7û´a%å~øÌí�@DéON ì�ð5úTçµõ�ëuäÌç�ì�î�ì

ëdåoû~ç�ì
a ∈ F,

;oì
lim
n→∞

xn = a.

ÿ à �	�
(F,+, · , 0, 1, <)

î�ì�õ�ëLíwç�å
c¦ìwê å~ò&í�@Dçiê�ì7ù�ì�õ�ú��Zé~ê ú~ò&åoè
î�ì���æ ç {

An| n ∈ N
}
⊂ F

î�ì�õ�ëBò&úoùoèwçiä�h$÷`ò&èoì7ùoèwç�å
c&Á�� ù�ú~ê$û~äÌç�öwëué�í�@ ëdåoû~ç�í�@P�-;oì�ùDæ å
ù�ú��
ú~æ ä`ì�ð5ú

n ∈ N
èoå�í�@Eúoùoèwç

An+1 ⊂ An,
ëdú ⋂

n∈N

An 6= ∅.

ÿ à Ý��Q�!ì���æ ç
A ⊂ F

î�ì�õ�ë
èoñwç�ú~ò&ìwê ú&ð¬ò&å~äÌç�í7èoú~äÌé~ê3ç"ù�ú~ê$û~äÌç�öwëué~ê ú~ò&åoè)ò&úoùoèwçiä`å K ÷`ò&èoìR�
ùoèwç�å
c&Á��Oú~ë.�
å~ò�ëué�í�@�î�ì�õ�ë¶÷Ìúoû~ò�é�íwç�ìwê

A,
ëdú$è K ê�ú�;wä`å �Zé�ñwò&å2S
÷Ìúoù&÷Ìúoû~ò�é�íwç�ì�õ&û�ú�TU�

í7èoú~ä`ì �
��Ñ%� � ��5���� 0 ð��=6 Ù7Ô ��� ) �  ~Ò ) ! � 1 � < ¡�@�"�#�#DÔ
@ !&� $&��"D£� Ó � � ��5�� F 4�� ),+ �&Gv! ¡
0[@�$&�DÔ
$�@ !&� "�#D£�.Õ
� � ��5�� � �=6 )%@�$&�DÔ
�%@ !&� $,Ô M $&�D£��Ø%� � ��5�� 8 � - ��� @�B�- �� 0 1J-�@�$&��A�C%@ !&� ��? M $&#%$,£
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ÿ à 
��L>$æ å´ù�ú��
ú~æ ä`ì�ð5ú ú&ð¬ò&å~äÌç�í7èoú~ä`ì�ð5úM�/äÌç�ì�õ&û�ú�T`í7èoú~ä`ì�ð5úüèoñwç�ú~ò�ø
A ⊂ F

çµõ�ëuäÌç�ì�î�ì4ëdåoû~ç
÷`ø!ä!û~ë

p ∈ F,
;oì

p
î�ì�õ�ë:÷`ø!ä!û~ëdìwê²õ&û~øo÷`ç�ìwäÌç�å

A
d�Þ �

½�Ä¬ÙoË!Ï Ñ�Î"Ä¬Á&ÊEÒEØ�Í~Î ÿ à ����ó�ÿ à 
��)ÒÌÄ¬Ñ�ÏDÎ"Ä¬ÒDÏ�Ô�ÇoÈ�É+Ä¬Ø!È�Ô�Â�Å�Ä~É&Ç�Å ÐwÆµ×5Ã!ÖiÂ5Ú&ÐwÆuÞ mBØ!È�Ô�Â¬ó
Å�Ä~É\ÐwÆµ×5Ã!ÖiÂ5Ú&ÐwÆ5Ô�ÇoÈ�ÉBÐ7ÓÌÄ¬Á7Ä¬Ø5É&Ç�Á&Ï!È�É�ÏDØ~×$À¶Â�Á&Ño×�Ë!ØDÊ+Æ:Î Ñ�ÎLÆµ×¬Ñ�ØDÊ/Ñ�É�ÏDÅ ÎLÀEÁ&Â~Î"Ä�Ë!ÑoÄ¬ÒEÇ%Ô�ÇoÈ�É
À¶Â¬Ô�ÕoÐwÆ Ç�ÐwÆµÄDÖ�Ä)ÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒEÇ�Ã�Â$Î�È¦À¶Â5È¦Í�ï6ÐwÆµ×5Ã!ÖiÏ�Þ
�������u�~�=���
��W
à ÆµÄDÖiÂ+ÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒEÇ$È¦À¶Ç~ÖiÒEÆµÄ~Ô¦×�ÐwÇ-Î"Ä¬Á&ÊEÒEÇ�Ø4ÿ à ���BÒÌÄ¬Ñ�ÏDÎ"Ä¬Å-Ï6ÐwÆµÄDÖiÇ�Å ÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä~ó
ÒDÏDÅ Î�È¦À¶Â5È¦Í�ï6ÐwÆµ×5Ã!ÖiÏ�Þ
ü�ýº�u��þEÿ������~�u�
XAå�;où�ìAù��
å+íwç�å
c¦å�øo÷Ìú~ò&è%h�ùoû�ú��
å~ä`ì �´õu÷Ìúmõ
Á�ñ)íwç�h�ð%cdé�õ
h�ç èoú~ê�ú~òZY1í7èwä`ì
d�ä �

k�ÎLÆ Ç�Á7Ë!Ñ�Ç�ÒEÆ Ç�É&ÂAÊEÑoÄ�È&Ä�Ë!ÒEÆµÄ)ÒÌÄ�È�É&Õ�ÀEÊ~Ô¦×�Ð�×)Ë!ÇwÝÌÒEÆµÐdÔ�Õ
�������u�~�=���
��[
à ÆµÄDÖiÂ�Û ÆµÐwÑ�ï�Á&Ñ�ÇoÐwÑ�ÏDÎLÆµÈ�É�Ï!Ð7Ó

(R,+, ·, 0, 1, <)
É&Â-ÐwÆµÄDÖiÂ�ÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒEÇ1ÎáÈ¦À¶Â5È¦Í�ï�ÐwÆµ×5Ã!ÖiÏ�Þ

mBØ!È�Ô�Â�Å�Ä~ÉBÐwÆµ×5Ã!ÖiÂ5Ú&ÐwÆ¶Î Î1Ç�Á7È�Ô�ÆZÿ à Ð��
Â�Á7Ä¬Ñ)ÿ à �	�:Ô�ÇoÈ�ÉBØ�Â�ÒEÆ ÊEÒEØ5ÐdÔ¦×-Ë!Î1Í!Ð7Ó+Î"Ä¬Á&ÊEÒEØ�Í~Î�Ü
Î´Ñ�ÎLÆµ×¬Ñ�ØDÊ)ÑLÉ�ÏDÅ�À¶Â�Ø~Ä¬Ñ�Ê~Ô�ÇBÈ¦Æ Õ�Ü�Ù�ÇBÆµÈ�É&ÒEÆ Ç�Ô¦×�ÐwÆµÄDÖ�Ä�ÒEÆ ÇoÄ¬Á7Ð7ÓEÆ ÅAÇoË!ÇoÈ¦Â~Î1Ç�Ü~ÎTØ5É&Í�Á&Ï!Ð7Ó)Ø~Ä¬ÙoË!Ï
ÐwÆµ×5Ã à Ä¬ÊÌÐ7ÓDÏ! Ç�Ã�Â+Å�Ä/Ã�Á7Ä¬ÒEÆµÐwÕ-Â�Á7Ä¬Ñ$É7Ä¬ØDÆ Ç�ÐwÆµÄDÖ�Ä+ÒEÆ ÇoÄ¬Á7Ð7ÓEÆ ÅAÇoË!ÇoÈ¦Â~Î1Ç�Ü¶Î�Ø5É&Í�Á&Ï!Ð7Ó�Ø~Ä¬ÙoË!Ï
ÑoÈ�É&Õ�ÀEÊ~Ô¦×�ÐwÏüÐwÆµ×5Ã4ÀEÁ&Ñ�ÇoË!Ñ�ÆµÄDÖiÍ~Î²Ë!Â�ÅAØDÒEÆ ÕwÉ�Ï!Ð7ÓTÅ�Ä ÒEÆ Ç�ÀEÊÌÈ�É&Ç6ÀEÁ&Ñ�ÇoÐwÆ ÕoÐwÆ Ç�Þ j Ë!À¶Â~ÎLÆ ÇoË!ÒEÆ Ç
ÀEÁ&Ñ�ÏDØÌÖ�Ä�Ë!Ï�À¶Â!ËEÄ¬Å-Ï�ÒEÆ Ù�Ç�ÔwÜÌÎ Ø�Â�Û Ç�Ô�ÒDÏ!Ð7Ó+ÀÌÄ¬Á7Ä¬Ã�Á7Ä~þ�Ä�Ð7Ó:Þ

ý Î"Ä¬Á&ÊEÒEØ�Í~Î ÿ à Ð���Ü"ÿ à �	�­ÎLÏDÒEÆ Ø~ÄEÜ�Ù�Ç�ÐwÆµÄDÖiÂ�Û ÆµÐwÑ�ï4Á&Ñ�ÇoÐwÑ�ÏDÎLÆµÈ�É�Ï!Ð7Ó+Ô�ÇoÈ�É-Ä¬Á7Ð7ÓEÆ ÅAÇoË!Çwó
È¦Â~Î1Ç�Þ
ü�ýº�u��þEÿ������~�u�
XAå�;où�ì íwç�å
c¦úHå~ò&í�@Dçiê�ì7ù�ì�õ�ú��
ì î�ì�õ�ë ç èoú~ê�ú~òZY1í7èwä`ì è ÷ÌìD�ZäÌé~ê ÷Ìúoù�íwç�å
c¦ìwê íwç�å
c¦å
(R,+, ·, 0, 1, <)

d�é �
¿ Â�ï¶ÇoÐ+É&Ç�Ã�Â�É�ÎLÆ Ç�Á7Ë!Ñ�Ç�ÒEÆµÄ�ÐwÆµÄDÖiÂ Û ÆµÐwÑ�ïüÁ&Ñ�ÇoÐwÑ�ÏDÎLÆµÈ�É�Ï!Ð7Ó ÊEÑ�ÒÌÄ~Ô�Ç�Å-Ï?ÑoÄ�ÒÌÄ~Ô�ÎLÆ Õ�Ø!È¦Ñ�Ç/ÐwÆµÄDÖiÂ
Ä¬Á7Ð7ÓEÆ ÅAÇoË!ÇoÈ¦Â~Î1Ç�Þ�ß5É7×�ËAÎLÏDÒEÆ Ø~Ä­É7Ä¬ØDÙ�Ç�Ü�Ù�ÇLØ~Ä¬ÙoË!ÇBÁ&Â�ÑoÈ¦Ñ�Ç�Á&Ñ�Ç�ÒEÆ Ç"ÐwÆµÄDÖ�Ä­Û ÆµÐwÑ�ï�Á&Ñ�ÇoÐwÑ�ÏDÎLÆµÈ�É�Ï!Ð7Ó
Ô�ÇoÈ�É�ÐwÆµÄDÖiÇ�ÅWÒEÆ ÇoÄ¬Á7Ð7ÓEÆ ÅAÇoË!ÇoÈ¦Â~ÎLÏDÅ6Þò��Â�Ù�ÒÌÄ­Ô�ÇoË!ÒÌÄ¬Ø+À¶Â!ËEÄ�à�ÀEÁ&Ñ�ÏDØÌÖ�Ä�Ë6ÐwÆµÄDÖ�Ä)ÒEÆ ÇoÄ¬Á7Ð7ÓEÆ ÅAÇwó
Ë!ÇoÈ¦Â~Î1Ç�Ã�ÂÌÜ5Ø5É&Í�Á&Ç­ÒEÆ Ç"Ô�ÇoÈ�ÉBÁ&Â�ÑoÈ¦Ñ�Ç�Á&Ñ�Ç�ÒEÆ Ç�ÅIÐwÆµÄDÖ�Ä)Û ÆµÐwÑ�ï/Á&Ñ�ÇoÐwÑ�ÏDÎLÆµÈ�É�Ï!Ð7Ó:Þ

j Ë!Á&Õ�ïEÒÌ× ØDÎ1ÇoÈ�É&Æµ×EÜ"Ø5É&Í�Á&Ç�ÔAÒEÆ Ç�À¶Â!Ë!Ç�Ô�Å-Ê~Ô�Ç�Å-ÏTÎWÒEÆ ÒEÆ Ç�Ô¦È¦Ñ�ÏDÅ Ä¬Á¦É�ÏDØDÊEÛ Ç�Ü�Ô�ÇoÈ�É+Ø�Â�Ò!ó
È�É&Á&ÊEØ5ÐdÔ¦Ä�Û ÆµÐwÑ�ï�Á&Ñ�ÇoÐwÑ�ÏDÎLÆµÈ�É�Ï!Ð7Ó:ÜÌÐwÑ�ÏDÛ Æ�É7Ä¬Ø/Ñ�Î"Ä¬ÒDÏ/Ë!Â~Î1Í!Ë6ÆµÈ�É&ÒEÆ Ç�ÒEÆµÄ�ÐwÆµÄDÖ�ÄAÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä~ó
ÒEÇ�Ã�Â Î3È¦À¶Â5È¦Í�ïáÐwÆµ×5Ã!ÖiÏ�Þ ��Â�ÒEÂ�Ã�Á7Ä~Ý¶ÐwÑ�ÒEÇ6Ê~Ô�ÕoÐwÆµÄüÄ¬ÒÌÄ¬Û Æ Ñ�ÏTÅ�Ä~É&Ç�Å�Ä~É�Ï!ÐwÑ�ÒEÇ�Ô�ÐwÑ�ÕoÈ�É&Â ÑoÄ~ó
ÐwÑ�ÏDÒÌÄ~Ô¦×+È¦Æ Õ-Î�Ö�Ä�Ú¦ÒEÆ Ç-Â!Ë�Ø�Â�ÒÌÈ�É&Á&ÊEØ5ÐdÔ�ÆuÜgÐwÑ�Ï/É&Â+ÅAÇwÉ&Â!ËE×+ÀEÁ&Ñ�Ç�ØDÁ&Â¬Ô�Í~Î�l\ÇoË!Ç�ØDÆ ÒÌËEÄEÜgÐwÑ�Ï�ÑoÄ
À¶Â�ÅAÂ!Ð�×4ÐwÆµ×5Ã�Í~Î à Ä¬ÊÌÐ7ÓDÏ! Ç�Ã�Â�i\�~Þ�k�Ä¬ØDÆ Ç6À¶Â!Ë!Ç�Ô¦Ú&ÐwÆ Ç)Ô�ÇoÈ�É�ÒEÆ Ç�Ñ�ÎLÏDØDÛ Ç6Ù�Å-ÊÌË!ÒEÇ�Ü
ÑoÄ~Ô�Å-Ê~Ô�Ç
ØDÆ Û Ø~Ä�Ë!Ñ�Æ ÇoÈ¦Æµ×~É
È�É&Á&Â�Ò)Æ¬Ô�ÇoÈ�É%Ñ�ïDÏ5ÉZÉ&Á&ÊÌË!ÒEÇ�Ü5ïDÏ$Á&Â�Ñ�À¶Â!ÐwÑ�ÏDÒÌÄ�à1Â!Ë)ÒEÆ Ç�Ã�Â�ÎLÏDØÌÖ�Ä�Ë)Ä¬Ø~Ä�Ë!Ç�ÅAÆµÐ7ØDÆuÞ
½\Â�ÒÌÈ�É&Á&ÊEØ5ÐdÔ¦Ä�Û ÆµÐwÑ�ï/Á&Ñ�ÇoÐwÑ�ÏDÎLÆµÈ�É�Ï!Ð7Ó+È�É7Ä~Ô�Ç­È¦Æ Õ­Ë!ÊEÙ�Â)ïÌÄ¬Á7Ë!Ñ�Æ Ç�Ô
Ñ�Á&Â�Ñ�ÊEÅAÆµÄDÖ�Ä�Æ�Ö�Ä~É�ÎLÆ Ç�Ô¦È¦ÑoÄ-Ë!Â
ÀEÁ&Ñ�ÇoËEÈ�É7ÄmÎLÆ Ç�ÒEÆµÄEÜ�Ã5Ë!Ï�Ë!Ï!È¦À¶Â�ÒDÊ~Ô�Ç�Å-Ï%Ô�ÊEÙZÎLÆµÄ�Ë!Â�ÅAÂ5Ú&ÐwÆµÄ¬ÅAÆ~À¶Â!ËEÄ¬ÒDÏDÅAÆ¬Î�ÀÌÄ¬Á7Ä¬Ã�Á7Ä~þ�Ä�Ð7Ó|�wó]�!Þ
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ý`Ä¬Å-ÏDØ~Ä~Ô¦×�Ð�É&ÕAÐwÑ�ÕoÚ&à$Ä¬Á¦É�ÏDØDÊ`ÖiÊ�ÑoÄ¬ÊDÎ"Ä¬Ù�Å-Ï$Ô�ÇoÈ¦ÑoÐwÑ�Ç�Ü`Ù�Ç-Î"Ä¬Á&ÊEÒEÇ�Ø ÿ à ���BÒEÆ Ç-ÑoÄmÎLÆ Ç�Á7Ä
À¶Â¬Ô�Õoà$Ä¬Û Ã�Ç�ïEÁ7Ä¬ÆµÐwÑ�ÒDÏ!Ð7Ó:ÜEË!ÛµÄ~É&Ç�Ã�Â�ÅAÂ�Ù�ÒÌÄAÀ¶Â¬É&Á7Ä¬Ø5É&Â~Î"Ä�à\Ã�Â­Ô¦Ä¬Ø�Â�Ð7ÓÌÄ¬Á7Ä¬Ø5É&Ç�Á&Ï!È�É�ÏDØ�Õ�Ñ�ïEÆ Â�Á&Ê
Û Æ ÒEÆ Â~Î1ÂüÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒEÇ�Ã�Â

(X,6)
ÞI¿ Ñ�ÎLÆµ×¬Ñ�ØDÊáÑ�þ�Ä¬Ø5É&Ç�Å6Ü�Ù�Ç4Ä¬Ø!È�Ô�Â�Å�Ä~É6ÐwÆµ×5Ã!ÖiÂ5Ú&ÐwÆ

ÎIÈ¦À¶Â5È¦Í�ï/Ô�ÇoË!ÒEÂ�Ñ�ÒÌÄ�ÐwÑ�ÒDÏ Ð7ÓÌÄ¬Á7Ä¬Ø5É&Ç�Á&ÏDÑ�Ê~Ô�Ç�ÐwÆµÄDÖiÂ�Û ÆµÐwÑ�ï?Á&Ñ�ÇoÐwÑ�ÏDÎLÆµÈ�É�Ï!Ð7Ó
(R,+, ·, 0, 1, <)

Ü
Î"Ä¬Á¦É&Â ÀEÁ&Ñ�ÏDÎ1Â!Ö�Ä�à�É�ÎLÆ Ç�Á7Ë!Ñ�Ç�ÒEÆ Ç6Â/Ô�ÇoË!ÒEÂ�Ñ�ÒÌÄ�ÐwÑ�ÒEÇ�Ô�Ð7ÓÌÄ¬Á7Ä¬Ø5É&Ç�Á&Ï!È�É�Ï!ÐwÇ+È&Ä¬ÅAÇ�Ã�Â À¶Â�Á&Ño×�Ë!ØDÊ
Û ÆµÐwÑ�ïüÁ&Ñ�ÇoÐwÑ�ÏDÎLÆµÈ�É�Ï!Ð7Ó:Ü�É�ÔwÞ

(R, <)
Ü%Ø5É&Í�Á&Ç�ÑoÄ¬Ñ�ÎLÏ!ÐwÑoÄ~Ô"Ô�ÇoÈ�ÉAÀ¶Â!ËEÄmÎ"Ä¬ÒEÇ+Î²Á7Ä¬Å�Ä�Ð7Ó4É&Ç�Â�Á&Æ Æ

Ñ�ïEÆ Â�Á&Í~ÎáÛ Æ ÒEÆ Â~Î1Â)ÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒDÏ!Ð7Ó:Þ

�������u�~�=���
���Ca
ý¶ïEÆ Í�Á%Û Æ ÒEÆ Â~Î1Â�ÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒDÏ

(X,6)
Å�Ä­É�ÏDÀ�À¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~ÎLÏ

λ
ÜDÃ5Ë!Ï/ÿ����ZÈ¦À¶Ç~ÖiÒEÆ Â�ÒDÏ\Ô�ÇoÈ�É

Î"Ä¬Á&ÊEÒEÇ�ØTÿ à ����Ü"ÿ.�	��ÆµÈ�É&ÒEÆ Ç�Ô�Ç�É7Ä¬ØDÆ
Ñ�ïEÆ Í�Á$ÀEÁ&Ñ�Ç�Û ÆµÐwÑoÄ¬Û ÒDÏ
Y ⊂ X

Ü�Ø5É&Í�Á&Ï�Ô�ÇoÈ�É)Ã�ÕoÈ�É�Ï�Î
X
Ü

ÿ�Í��1Î�Ñ�ïEÆ Â�Á&Ñ�Ç
(X,6)

ÒEÆ Ç�Å�ÄAÇ�Û Ç�ÅAÇ�Ò5É&Ê/ÒÌÄ~Ô�ÅAÒEÆ Ç�Ô¦È¦Ñ�Ç�Ã�ÂAÆgÒÌÄ~Ô�ÎLÆ Õ�Ø!È¦Ñ�Ç�Ã�Â�i�d�Þ

ü�ýº�u��þEÿ������~�u�
XAå�;où�ìAù��
å)èoñwç�ú~ò�é�ëué&÷`ø

λ
õ
h�ç èoú~ê�ú~òZY1í7èwä`ì&i,i �

��Â�Ù�ÒÌÄ À¶Â�Ø~Ä¬ÑoÄ�à¬Ü Ù�Ç ÆµÈ�É&ÒEÆ Ç�Ô¦× Ñ�ïEÆ Â�Á&Ï Û Æ ÒEÆ Â~Î1Â ÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒEÇ
(X1,61)

Ü
(X2,62)

Ü1Ø5É&Í�Á&Ç6È¦À¶Ç~ÖiÒEÆµÄ~Ô¦× Î"Ä¬Á&ÊEÒEÇ�ØOÿ à ����Ü"Ä ÒEÆ Ç�È&×�Æ Ñ�Â�ÅAÂ�Á¦Ý¶ÐwÑ�ÒEÇ%i » ÞËe%Á&Ñ�ÏDØÌÖ�Ä�Ë É&Ç�Ò
À¶Â�Ø~Ä¬Ñ�Ê~Ô�Ç�ÜPÙ�Ç+Â5Ú¦Á&Â!Ë!Ø�Â~Î1Â5Ú&à$À¶Â�Á&Ño×�Ë!ØDÊ/Ô�ÇoÈ�É)ÒEÆ Ç�ÑoÄ¬Û Ç�Ù�ÒÌÄ�Â!Ë4Î�Ö�Ä�È¦ÒEÂ5Ú&ÐwÆ\ÿ à ����Þcb­Ë!Ï4ÒÌÄ~ó
É&Â�ÅAÆµÄ�È�ÉLÁ&Â�Ñ�Î"Ä¬ÙoÄ¬ÒEÇ%Ô�ÇoÈ�ÉBÐwÆµÄDÖiÂAÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒEÇ

(F,+, ·, 0, 1, <)
Ü�É&ÂAÑ$Ä¬Ø!È�Ô�Â�Å�Ä~É&Ê ÿ à ���

ÎLÏDÒEÆ Ø~Ä6ÿ�m<�	�1Æ:Ê`Ö�Ä¬ÅAØDÆgÀ¶Ç~ÖiÒEÆµ×AÁ&Â�Û Õ­Ñ�ïEÆ Â�Á&Ê
Y
ÎLÏ!È�É&Õ�ÀEÊ~Ô¦×�ÐwÇ�Ã�Â)ÎMË!ÇwÝÌÒEÆµÐdÔ�Æv·EÞ

d ¸fe~}~�~»%��qv�&��qvtvs y�¸-g���qv�&q��~s�r,}9��#Äy$h[t~qci%yv{��&qvtÌ¼�y
ePÂ!ËEÄ¬Å-Ï?É&Ç�Á7Ä¬Ñ�Ë!Î"Ä4È¦À¶Â5È¦Â�ïDÏ?Á&Â�ÑoÈ¦Ñ�Ç�Á&Ñ�Ç�ÒEÆµÄ�Ë!Â~Î1Â�Û ÒEÇ�Ã�Â ÐwÆµÄDÖ�Ä ÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒEÇ�Ã�ÂÌÞ

e%Æ Ç�Á&ÎBÈ¦Ñ�Ï À¶Â�Û Ç�Ã5Ä�ÒÌÄ6É�Î1Â�Á&Ñ�Ç�ÒEÆ Ê?È¦Ñ�Ç�Á&Ç�Ã�Í~Î þ�Â�Á&Å�Ä¬Û ÒDÏ!Ð7ÓjF�Ä¬ÊEÁ&Ç�Ò5É7Ä	i&Ã¬Ü%Ë!Á&ÊEÃ�ÆZÉ&Â�Á&Â�ÑoÈ¦Ñ�Çwó
Á&Ñ�Ç�ÒEÆµÄ)ÑoÄ)À¶Â�ÅAÂ!Ð�×)ÊEÛ É&Á7Ä¬À¶Â¬É&Õ�Ã�ÆuÞ

ßBÆ ÇoÐ7Ó
(F,+, ·, 0, 1, <)

ï¶ÕoË!Ñ�Æ Ç�ÐwÆµÄDÖiÇ�Å3ÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒDÏDÅ6Þ�l\ÇwÝÌÒEÆ Ê~Ô�Å-Ï�Ñ�ïEÆ Í�Á$È¦Ñ�Çwó
Á&Ç�Ã�Í~ÎOþ�Â�Á&Å�Ä¬Û ÒDÏ!Ð7Ó

L =df

{
+∞∑

−∞

ajx
j : aj ∈ F, j, t ∈ Z, ∃t ∀j [j < t ⇒ (aj = 0, at 6= 0)]

}

.

Â%Û Ç�ÅAÇ�Ò5É7Ä¬ÅAÆ:Ñ�ïEÆ Â�Á&Ê
L
È&×)ÎLÆ ÕoÐ�ÎLÏDÁ7Ä¬Ù�Ç�ÒEÆµÄ-À¶Â5È�É7Ä�ÐwÆ

...+ a−2x
−2 + a−1x

−1 + a0 + a1x+ a2x
2 + ... ,

ÎáØ5É&Í�Á&Ï!Ð7Ó­Ô�ÇoÈ�É"É�ÏDÛ Ø�Â-È¦Ø�Â	�ÌÐwÑ�Ç�ÒEÆ Ç\ÎLÆ Ç�Û Ç�È¦ØÌÖ�Ä�Ë!ÒEÆ Ø�Í~Î
a−jx

−j
Ü
j ∈ N

Þ%ßDÑ�Ç�Á&Ç�Ã�ÆÌþ�Â�Á&Å�Ä¬Û ÒEÇ
Å�Ä~Ô¦×)ÑoÄ~É&Ç�Å²À¶Â5È�É7Ä�à

a−tx
−t + ...+ a0 + a1x+ a2x

2 + ... ,
Ë!ÛµÄ)À¶Ç�ÎLÒEÇ�Ã�Â

t ∈ N.

.&�k0 5 0 õ � Y 6���! + ô � ! + <�G X
@ ô��%< ∀x, y ∈ X∃z ∈ Y [x < y → x < z < y] � * ) ��4���� ¡ � "D£ � ) � <
G ) �D<6���! + � ö ���
� ¡ �&GE� ö.1�0 ï%�.�.
� � ��5�� F 4�� ),+ �&Gv! ¡
0[@�'*) ! + �&Gv! ¡
0[@�$&�DÔ
�%@ !&� "%$&�D£.JÑ%� � ��5��  ~Ò ) ! � 1 � < ¡�@�"�#�#DÔ
@ !&� $&� M $&�D£. Ó � � ��5��  ~Ò ) ! � 1 � < ¡�@�"�#�#DÔ
@ !&� "�A�� M "DÔ
?D£
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(LÍ~ÎLÒEÂ5Ú&à\Î�Ñ�ïEÆ Â�Á&Ñ�Ç
L
Ë!ÇwÝÌÒEÆ Ê~Ô�Ç�Å-Ï+Î�ÒÌÄ�È�É&Õ�ÀEÊ~Ô¦×�ÐwÏ+È¦À¶Â5È¦Í�ï

+∞∑

−∞

ajx
j =

+∞∑

−∞

bjx
j ⇔df ∀j ∈ Z [aj = bj ] .

l\ÛµÄLÊEÀEÁ&Â5È¦ÑoÐwÑ�Ç�ÒEÆµÄ1ÒEÂ¬É7Ä�ÐdÔ�Æ�ËEÄ¬Û Ç�ÔgÒEÆ ÇoÐ7Ó ∑
ajx

j
Â�Ñ�ÒÌÄ�ÐwÑoÄ"È¦Ñ�Ç�Á&Ç�Ã +∞∑

−∞

ajx
j
Þ�¿ Ñ�ïEÆ Â�Á&Ñ�Ç

L
ÑoË!ÇwÝÌÒEÆ Ê~Ô�Å-Ï/Ë!Ñ�ÆµÄDÖ�Ä¬ÒEÆµÄEâ

∑

ajx
j ⊕

∑

bjx
j =df

∑

cjx
j ,
Ã5Ë!Ñ�Æ Ç

cj = aj + bj ,

(∑

ajx
j
)

�
(∑

bjx
j
)

=df

∑

cjx
j ,
Ã5Ë!Ñ�Æ Ç

cj =
∑

k+l=j

akbl.

l\Â!ËEÄmÎ"Ä¬ÒEÆ ÇPÀ¶Â�Û Ç�Ã5Ä"ÎLÆ ÕoÐPÒÌÄLË!Â!ËEÄmÎ"Ä¬ÒEÆ ÊH�dÀ¶ÂLÎBÈ¦À¶Í!ÖiÁ&Ñ�ÕoË!ÒDÏ!Ð7Ó���Ü�ÒÌÄ~É&Â�ÅAÆµÄ�È�ÉgÅAÒEÂ�Ù�Ç�ÒEÆ Ç
Ô�ÇoÈ�É\Ë!ÇwÝÌÒEÆ Â~Î"Ä¬ÒEÇ�À¶Â!Ë!Â�ïEÒEÆ Ç"Ô¦Ä¬Ø�ÅAÒEÂ�Ù�Ç�ÒEÆ Ç$È¦Ñ�Ç�Á&Ç�Ã�Í~ÎOÎ�ØDÛµÄ�È¦Ï!ÐwÑ�ÒEÇ�Ô1Ä¬ÒÌÄ¬Û Æ Ñ�Æ Ç�Þ

ePÂ�ÒÌÄ�ËDÉ&ÂAÀEÁ&Ñ�ÏoÔ�Å-Ê~Ô�Ç�Å-Ï
∑

ajx
j = 0 ⇔df ∀j ∈ Z [aj = 0] ,

∑

ajx
j = 1 ⇔df [a0 = 1, ∀j 6= 0 (aj = 0)].

ePÂ!Ë!Â�ïEÒEÆ Ç
Ô¦Ä¬Ø
0
Â�Á7Ä¬Ñ

1
ÜDÎBÈ¦Ñ�Ï!È�É&ØDÆ Ç�Ç�Û Ç�ÅAÇ�Ò5É�Ï�Ñ

F
ÅAÂ�Ù�Ç�Å-Ï�ÀEÁ&Ñ�ÇoËEÈ�É7ÄmÎLÆµàBÎ À¶Â5È�É7Ä�ÐwÆ

È¦Ñ�Ç�Á&Ç�Ã�Í~Î´þ�Â�Á&Å�Ä¬Û ÒDÏ!Ð7Ó:Ü!ÅAÆµÄ¬ÒEÂ~ÎLÆµÐwÆ Ç
∑

ajx
j = a ⇔df [a0 = a, ∀j 6= 0 (aj = 0)].

k
ÏDÅ È¦À¶Â5È¦Â�ï¶Ç�Å ÅAÂ�Ù�Ç�Å-Ï�ÑoÄ¬ÒDÊEÁ&Ñ�Ï!à
F
Î Ñ�ïEÆ Â�Á&Ñ�Ç

L
Þ

ePÂ�Ø~Ä¬Ñ�Ê~Ô�Ç/È¦Æ Õ�ÜPÙ�Ç/È�É&Á&ÊEØ5É&ÊEÁ7Ä
(L,⊕,�, 0, 1)

Ô�ÇoÈ�ÉAÐwÆµÄDÖiÇ�Å ÀEÁ&Ñ�Ç�ÅAÆ Ç�ÒEÒDÏDÅ6ÞKl­É7Ä¬Ø ÒÌÄ
ÀEÁ&Ñ�ÏDØÌÖ�Ä�Ë´Ç�Û Ç�ÅAÇ�Ò5É&Ç�Å
Â!Ë!ÎLÁ&Â¬É&ÒDÏDÅ
Ë!Â

1 + x
Ô�ÇoÈ�É�È¦Ñ�Ç�Á&Ç�Ã

1 − x + x2 − x3 + ... =
∑

j=0

(−1)jxj .

¿ Ñ�ïEÆ Â�Á&Ñ�Ç
L
Ë!ÇwÝÌÒEÆ Ê~Ô�Å-Ï/À¶Â�Á&Ño×�Ë!Ç�Ø`â

∑

ajx
j ≺

∑

bjx
j ⇔df ∃t ∀j [j < t ⇒ (aj = bj , at < bt)] .

��Â�Ù�ÒÌÄ)À¶Â�Ø~Ä¬ÑoÄ�à¬ÜDÙ�Ç�ÑoÄ�Ð7ÓEÂ!Ë!Ño×-ÒEÆ Ç�Á&Í~ÎLÒEÂ5Ú&ÐwÆ

0 ≺ xn ≺ x ≺
∞∑

j=1

xj ≺ 1

n
≺ m ≺ x−k,

Ë!ÛµÄ)Ø~Ä¬ÙoË!Ç�Ã�Â
k, n,m ∈ N, n > 1.

ÿ^m��

ldÒÌÄ�ÐwÑ�Ç�Ô1Æ:Â�ÀEÆµÈ¦Â~Î1ÂÌÜ!È¦Ñ�Ç�Á&Ç�Ã�Æ¶þ�Â�Á&Å�Ä¬Û ÒEÇnF�Ä¬ÊEÁ&Ç�Ò5É7Ä$É&Â ��ÐwÆµ×5Ã�Æ ��ÎLÏDÁ7Ä¬Ñ�Í~ÎáÑ
F
Â�ØDÁ&ÇoÚ¦Û Â�ÒEÇ

ÒÌÄ)À¶Â!Ë!Ñ�ïEÆ Â�Á7Ä�Ð7Ó
Z
É�ÏDÀEÊ

ω
Þ3e%Á&Ñ�Ï�É&Ç�Ô1Æ Ò5É&Ç�Á&ÀEÁ&ÇwÉ7Ä�ÐdÔ�Æ`À¶Â�Á&Ño×�Ë!Ç�Ø ≺ É&Â)À¶Â�Á&Ño×�Ë!Ç�Ø�Û Ç�Ø!È¦ÏDØ�Â¬ó

Ã�Á7Ä~Ý¶ÐwÑ�ÒDÏ�Þ
e%Á&Ñ�ÏoÔ�Å-Ê~Ô¦×�Ð¬Ü:Ù�Ç)Ç�Û Ç�ÅAÇ�Ò5É�Ï�Ñ�ïEÆ Â�Á&Ê

F
ÆµË!Ç�Ò5É�Ï5ÝÌØDÊ~Ô�Ç�Å-Ï�ÑAÂ!Ë!À¶Â~ÎLÆ ÇoË!ÒEÆ ÅAÆ%È¦Ñ�Ç�Á&Ç�Ã5Ä¬ÅAÆuÜ

ÐwÆµÄDÖiÂ
(L,⊕,�, 0, 1,≺)

Ô�ÇoÈ�ÉLÁ&Â�ÑoÈ¦Ñ�Ç�Á&Ñ�Ç�ÒEÆ Ç�Å
(F,+, ·, 0, 1, <)

Þ
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à ÆµÄDÖiÂ
(L,⊕,�, 0, 1,≺)

Ô�ÇoÈ�É\ÒEÆ ÇoÄ¬Á7Ð7ÓEÆ ÅAÇoË!ÇoÈ¦Â~Î1Ç�Ü!ÐwÂ�ÅAÂ�Ù�ÒÌÄAÀEÁ&Ñ�ÇoÚ¦Û ÇoË!Ñ�Æµà­ÒÌÄAØ~Ä¬ÙoË!Ç�Ô
Ñ�Î1Ç�Á7È�Ô�ÆPÿ�m�����ó�ÿ�mLÝ���Þ)%ÌÄ¬Ø5ÉoÜDÆ Ù�ÒEÆ Ç\ÑoÄ�Ð7ÓEÂ!Ë!Ño×$Î"Ä¬Á&ÊEÒEØDÆ�ÿ�m�����ó�ÿ�mHÐ���ÜDÎLÏDÒEÆ Ø~Ä-ÎLÀEÁ&Â5È�É
Ñ�ÑoÄ~ó
Û Ç�Ù�ÒEÂ5Ú&ÐwÆ

nx ≺ 1
Þ�ß\Ä�È�É&Õ�ÀEÒEÆ ÇAÑ�ÿ^m���Ë!Â5È�É7Ä~Ô�Ç�Å-Ï�Ü:Ù�ÇAÅAÆ ÕoË!Ñ�Ï�Ç�Û Ç�ÅAÇ�Ò5É7Ä¬ÅAÆ

0
Â�Á7Ä¬Ñ

x
ÒEÆ Ç

Û Ç�Ù�Ï+ÙoÄ�Ë!Ç�Ò/Ê`Ö�Ä¬ÅAÇ�Ø
m/n

Þ3e%Á&Ñ�ÏoÔ�Å-Ê~Ô¦×�Ð

A = {f ∈ L| ∃n ∈ N[f ≺ n]}, B = L \A
Ë!Â5È�É7Ä~Ô�Ç�Å-Ï�Ü�Ù�Ç�ÀÌÄ¬Á7Ä

(A,B)
Ô�ÇoÈ�É)ÀEÁ&Ñ�Ç�ØDÁ&Â¬Ô�Ç�Å l\ÇoË!Ç�ØDÆ ÒÌËEÄ�Æ1Ë!ÛµÄ�Ø~Ä¬ÙoË!Ç�Ã�Â

a ∈ A
Â�Á7Ä¬Ñ

Ø~Ä¬ÙoË!Ç�Ã�Â
b ∈ B

Ô�ÇoÈ�É
b− a > 1

Þ
¿HÐwÆ Ç�Û Ç

(L,⊕,�, 0, 1,≺)
ÐwÆµ×5Ã

( 1
n
)
ÒEÆ ÇBÔ�ÇoÈ�É­Ñ�ïEÆ Ç�Ù�ÒDÏ�Ë!Â+Ñ�Ç�Á7ÄEÜ¶ÒÌÄ~É&Â�ÅAÆµÄ�È�É�ÆµÈ�É&ÒEÆ Ç�Ô¦×

ÐwÆµ×5Ã�ÆgÑ�ïEÆ Ç�Ù�ÒEÇ$Ë!ÂAÑ�Ç�Á7ÄEÜDÒÌÄAÀEÁ&Ñ�ÏDØÌÖ�Ä�Ë�ÑoÄ�Ð7ÓEÂ!Ë!Ñ�Æ

lim
n→∞

xn = 0.

à Æ Ç�Ø~ÄmÎ"×�Î�Ö�Ä�È¦ÒEÂ5Ú&ÐwÆµ×�Ñ�ÎLÆµ×¬ÑoÄ¬ÒÌ×­Ñ\Ä¬Ø!È�Ô�Â�Å�Ä~É&Ç�ÅWÿ à Ð��¶Ô�ÇoÈ�É%þ�Ä¬Ø5ÉoÜ5Ù�ÇBÎOÐwÆ Ç�Û ÇBÈ¦Ñ�Ç�Á&Ç�Ã�Í~Î
þ�Â�Á&Å�Ä¬Û ÒDÏ!Ð7ÓoF�Ä¬ÊEÁ&Ç�Ò5É7Ä$ÅAÂ�Ù�ÒÌÄ-ÎBÈ¦Ø~Ä¬ÑoÄ�à\ÐwÆµ×5Ã)ÑoÈ�É&Õ�ÀEÊ~Ô¦×�ÐwÏ!Ð7Ó�ÀEÁ&Ñ�ÇoË!Ñ�ÆµÄDÖiÍ~ÎáË!Â�ÅAØDÒEÆ ÕwÉ�Ï!Ð7Ó:Ü
Ø5É&Í�Á&Ï$Å�Ä­ÀEÊÌÈ�É&ÇLÀEÁ&Ñ�ÇoÐwÆ ÕoÐwÆ Ç%i,È~Þ à Æ Ç�Ø~ÄmÎ"×\Î�Ö�Ä�È¦ÒEÂ5Ú&ÐwÆµ×\Ñ�ÎLÆµ×¬ÑoÄ¬ÒÌ×\ÑBÄ¬Ø!È�Ô�Â�Å�Ä~É&Ç�Å ÿ à �	�ÌÔ�ÇoÈ�É
þ�Ä¬Ø5ÉoÜ5Ù�Ç\ÐwÆµÄDÖiÂ$È¦Ñ�Ç�Á&Ç�Ã�Í~Î?þ�Â�Á&Å�Ä¬Û ÒDÏ!Ð7ÓpF�Ä¬ÊEÁ&Ç�Ò5É7Ä

(L,⊕,�, 0, 1,≺)
Ô�ÇoÈ�É
Ñ�ÊEÀ¶Ç~ÖiÒEÇBÎáÈ¦Ç�ÒÌÈ¦Æ Ç

à Ä¬ÊÌÐ7ÓDÏ! Ç�Ã�Â i,Î Þ
ßDÑ�Ç�Á&Ç�Ã�ÆqF�Ä¬ÊEÁ&Ç�Ò5É7Ä6È&×/É�ÏDÛ Ø�Â�È¦ÑoÐwÑ�Ç�Ã�Í�Û ÒDÏDÅ3ÀEÁ&Ñ�ÏDÀÌÄ�Ë!ØDÆ Ç�Å3Â�Ã�Í�Û ÒEÆ Ç�Ô¦È¦Ñ�Ç�Ô�Ø�Â�ÒÌÈ�É&Á&ÊEØ5ÐdÔ�ÆuÜ

Ô¦Ä¬Ø~×�À¶Â!Ë�Ø�Â�ÒEÆ ÇoÐHrsl�r�ÎLÆ Ç�ØDÊ�ÀEÁ&Ñ�ÇoËEÈ�É7ÄmÎLÆ�Ö3k�ÊEÛ Æ Â?F:Ç
²DÆ ó à Æ ²DÆ É7ÄEÞHmBïDÏ-Ô¦×�ÑoÄ¬ÀEÁ&Ç�Ñ�Ç�Ò5É&Â~Î"Ä�à
ÀEÁ&Ñ�ÏoÔ�ÅAÆ Ô�Å-Ï�ÜDÙ�Ç F Ô�ÇoÈ�É1Á&Â!Ë!Ñ�Æ ÒÌ×­É7Ä¬ØDÆµÐ7Ó�À¶Â!Ë!Ñ�ïEÆ Â�Á&Í~Î

M
Ñ�ïEÆ Â�Á&Ê

Q
Ü5Ù�Ç�Ë!ÛµÄ$Ø~Ä¬ÙoË!Ç�ÔZÛ ÆµÐwÑ�ïDÏ

q ∈ Q
É�ÏDÛ Ø�ÂAÈ¦Ø�Â	�ÌÐwÑ�Ç�ÒEÆ Ç­ÎLÆ Ç�Û Ç­Ç�Û Ç�ÅAÇ�Ò5É&Í~Î

M
Ô�ÇoÈ�ÉBÅAÒEÆ Ç�Ô¦È¦Ñ�Ï!Ð7Ó6Â!Ë

q
Ü!É&Ñ�Ò:Þ

M ∈ F ⇔df (∀q ∈ Q)(∃n ∈ N)[{m ∈ M : m < q} ∼ n],

Ã5Ë!Ñ�Æ Ç
A ∼ n

Â�Ñ�ÒÌÄ�ÐwÑoÄEÜDÙ�Ç­Ñ�ïEÆ Í�Á
A
Å�Ä

n
Ç�Û Ç�ÅAÇ�Ò5É&Í~Î�Þ

Â%Û Ç�ÅAÇ�Ò5É7Ä¬ÅAÆ�ÐwÆµÄDÖ�ÄpF:Ç
²DÆ ó à Æ ²DÆ É�Ï+È&×)É7Ä¬ØDÆ Ç�þ�ÊEÒEØ5ÐdÔ�Ç
f : Q 7→ R

ÜÌÙ�Ç {q ∈ Q : f(q) 6=
0} ∈ F ÞÌ��Â�Ù�ÒÌÄBÔ�Ç�ÀEÁ&Ñ�ÇoËEÈ�É7ÄmÎLÆµà�Î À¶Â5È�É7Ä�ÐwÆ:È¦Ñ�Ç�Á&Ç�Ã�Í~Î´þ�Â�Á&Å�Ä¬Û ÒDÏ!Ð7Ó

∑

q∈M

rqx
q ,

Ã5Ë!Ñ�Æ Ç
M ∈ F Þ¼l\Ñ�ÆµÄDÖ�Ä¬ÒEÆµÄ)Æ:À¶Â�Á&Ño×�Ë!Ç�Ø�Ë!ÇwÝÌÒEÆ Â~Î"Ä¬ÒEÇ�È&×AÀ¶Â!Ë!Â�ïEÒEÆ Ç"Ô¦Ä¬Ø�Î(ÐwÆ Ç�Û Ç�È¦Ñ�Ç�Á&Ç�Ã�Í~ÎF�Ä¬ÊEÁ&Ç�Ò5É7ÄEÞ­¿HÁ&Ç�Ñ�ÊEÛ É7Ä�ÐwÆ Ç-À¶Â~ÎBÈ�É7Ä~Ô�Ç)ÐwÆµÄDÖiÂ+ÒEÆ ÇoÄ¬Á7Ð7ÓEÆ ÅAÇoË!ÇoÈ¦Â~Î1Ç�Ü¶Ø5É&Í�Á&ÇBÔ�ÇoÈ�É�Á&Ñ�ÇoÐwÑ�ÏDÎLÆµÚ&ÐwÆ Ç

Ë!Â�ÅAØDÒEÆ ÕwÉ&Ç�Â�Á7Ä¬Ñ�Ñ�ÊEÀ¶Ç~ÖiÒEÇ�Î�È¦Ç�ÒÌÈ¦Æ Ç à Ä¬ÊÌÐ7ÓDÏ! Ç�Ã�Â i,Þ Þ

t�¸fe~}~�~»%��qv�&��qvtvs y�¸<uHh ¼��7y�¾~}g¼w½���y
ePÂ!ËEÄ¬Å-Ï�É&Ç�Á7Ä¬Ñ�Ë!Á&ÊEÃ�Æ:È¦À¶Â5È¦Í�ï+Á&Â�ÑoÈ¦Ñ�Ç�Á&ÑoÄ¬ÒEÆµÄ-ÐwÆµÄDÖ�Ä-ÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒEÇ�Ã�ÂÌÞ

�������u�~�=���
�����
%�Æ Û É&Á&Ç�Å ÒÌÄ)Ñ�ïEÆ Â�Á&Ñ�Ç

N
ÒÌÄ¬Ñ�ÏDÎ"Ä¬Å-Ï�Á&Â!Ë!Ñ�Æ ÒEÕ

F ⊂ P(N)
È¦À¶Ç~ÖiÒEÆµÄ~Ô¦×�Ð�×-Î"Ä¬Á&ÊEÒEØDÆuâ

ÿ���� ∀A,B ⊂ N [A,B ∈ F ⇒ A ∩ B ∈ F ],
.7Õ
� � ��5�� 8 � - ��� @�B�- �� 0 1J-�@�$&��A�C%@ !&� $&#%$,£.JØ%� � ��5��  ~Ò ) ! � 1 � < ¡�@�"�#�#DÔ
@ !&� "DÔ
# M "DÔ
"D£. ê � � ��5���2 -�) /K!.����� 0 ��� @�  ��� � @�"�#%$&#D£
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ÿ.�	� ∀A,B ⊂ N [A ∈ F ∧A ⊂ B ⇒ B ∈ F ],
ÿ�Í�� ∅ /∈ F.
Û�ÇoÚ¦Û ÆgÀ¶Â�ÒÌÄ�ËDÉ&Â�È¦À¶Ç~ÖiÒEÆ Â�ÒDÏ�Ô�ÇoÈ�ÉBÎ"Ä¬Á&ÊEÒEÇ�Ø

ÿ=Ð�� ∀A ⊂ N[A ∈ F ∨ (N \A) ∈ F ],
É&Â

F
ÒÌÄ¬Ñ�ÏDÎ"Ä¬Å-Ï�ÊEÛ É&Á7Ä~ÝÌÛ É&Á&Ç�Å²ÒÌÄ

N
Þ

l\ÛµÄ�Ø�Â�ÒÌÈ�É&Á&ÊEØ5ÐdÔ�ÆuÜ~Ø5É&Í�Á7×BÀEÁ&Ñ�ÇoËEÈ�É7ÄmÎLÆ Å-Ï�ÒEÆ Ù�Ç�ÔwÜ¬ÆµÈ�É&Â¬É&ÒEÇ�Ô�ÇoÈ�ÉZÒÌÄ�È�É&Õ�ÀEÊ~Ô¦×�ÐwÇ1É�ÎLÆ Ç�Á7Ë!Ñ�Ç�ÒEÆ Ç

ü�ýº�u��þEÿ������~�u�
�!ì���æ ç

F
î�ì�õ�ë"ø!æ ëuò&å]Y%æ ëuò&ìwê��1åAèoñwç�ú~ò�é

A1, ...An

ä`å~æ ì�;%h/ù�ú
F
ú~ò&åoè-õ
h­÷Ìå~ò&å~ê)ç%ò&úoè,c&h�í7èwä`ì��

ëdú)èoå�í�@Eúoùoèwç
A1 ∪ ... ∪ An ∈ F ⇒ ∃!i[Ai ∈ F ].

ePÂ�Ø~Ä¬Ñ�Ê~Ô�Ç�È¦Æ Õ�ÜEÙ�Ç­Á&Â!Ë!Ñ�Æ ÒÌÄ

F =df {A ∈ P(N)|N\A Ô�ÇoÈ�ÉBÑ�ïEÆ Â�Á&Ç�Å È¦Ø�Â	�ÌÐwÑ�Â�ÒDÏDÅ }
Ô�ÇoÈ�ÉLÝÌÛ É&Á&Ç�Å6Þq%�Æ Û É&ÁLÉ&Ç�Ò6ÒÌÄ¬Ñ�ÏDÎ"Ä¬ÒDÏ­Ô�ÇoÈ�É"ÝÌÛ É&Á&Ç�Åv%EÁ&ÇoÐ7ÓEÇwÉ7ÄEÞ

ePÂ�ÊÌÐwÑoÄ~Ô¦×�ÐwÏDÅ àwÎLÆµÐwÑ�Ç�ÒEÆ Ç�Å ÒÌÄ ÑoÄ�È�É&Â5È¦Â~Î"Ä¬ÒEÆ Ç+Û Ç�Å�Ä~É&Ê�½­ÊEÁ7Ä~É&Â~ÎBÈ¦ØDÆ Ç�Ã�Â¬ó¦ý¶Â�Á&ÒÌÄ-Ô�ÇoÈ�É
Ë!Â~Î1Í!Ë+ÒÌÄ�È�É&Õ�ÀEÊ~Ô¦×�ÐwÇ�Ã�Â-É�ÎLÆ Ç�Á7Ë!Ñ�Ç�ÒEÆµÄ
ü�ýº�u��þEÿ������~�u�
XAå�;où~ésY%æ ëuòPî�ì�õ�ë%èoå��
å~ò�ëuéÉ� ÷ÌìD�ZäÌé~êWø!æ ëuò&å]Y%æ ëuò&èoì&i,ä �

ßBÆ ÇoÐ7Ó-É&Ç�Á7Ä¬Ñ
(F,+, ·, 0, 1, <)

ï¶ÕoË!Ñ�Æ ÇLÐwÆµÄDÖiÇ�Å ÊEÀ¶Â�Á&Ño×�Ë!Ø�Â~Î"Ä¬ÒDÏDÅ6Þg¿ Ñ�ïEÆ Â�Á&Ñ�ÇLÐwÆµ×5Ã�Í~Î
FN

Ë!ÇwÝÌÒEÆ Ê~Ô�Ç�Å-Ï+Á&Ç�ÛµÄ�ÐdÔ�Õ

(an) ≡ (bn) ⇔df {n ∈ N : an = bn} ∈ F .
ePÂ�Ø~Ä¬Ñ�Ê~Ô�Ç�È¦Æ Õ�ÜEÙ�Ç1Ô�ÇoÈ�ÉLÉ&Â�Á&Ç�ÛµÄ�ÐdÔ¦Ä-Á&Í~ÎLÒEÂ~Î"Ä¬Ù�ÒEÂ5Ú&ÐwÆuÞ~e%Á&Ñ�ÏoÔ�ÅAÆ Ô�Å-Ï

F∗ =df FN/≡
Þ

¿ Ñ�ïEÆ Â�Á&Ñ�Ç
F∗
Ë!ÇwÝÌÒEÆ Ê~Ô�Ç�Å-Ï/Ë!Ñ�ÆµÄDÖ�Ä¬ÒEÆµÄ-Â�Á7Ä¬Ñ�À¶Â�Á&Ño×�Ë!Ç�Ø

[(an)]⊕ [(bn)] =df [(an + bn)], [(an)]� [(bn)] =df [(an · bn)],
[(an)] ≺ [(bn)] ⇔df {n ∈ N : an < bn} ∈ F .

l\ÛµÄ
a ∈ F

ÀEÁ&Ñ�ÏoÔ�Å-Ê~Ô�Ç�Å-Ï
a∗ = [(a, a, a, ...)].

ü�ýº�u��þEÿ������~�u�
(F∗,⊕,�, 0∗, 1∗,≺)

î�ì�õ�ëLíwç�å
c¦ìwêWäÌç�ì7å~ò&í�@Dçiê�ì7ù�ì�õ�ú��Zé~ê �
��Ä~Ô¦×�Ð-ÒÌÄ+ÊDÎ"Ä�Ë!Ñ�Ç-É&ÂÌÜgÙ�ÇAÂ�À¶Ç�Á7Ä�ÐdÔ¦Ä

F 3 a 7→ a∗ ∈ F∗
Ô�ÇoÈ�É�ÅAÂ�ÒEÂ�ÅAÂ�Á¦ÝÌÑ�ÅAÇ�Å ÑoÄ~ó

Ð7ÓEÂ~ÎLÊ~Ô¦×�ÐwÏDÅ�À¶Â�Á&Ño×�Ë!Ç�Ø`ÜmÀ¶Â�Ø~Ä¬Ñ�Ê~Ô�Ç1È¦Æ Õ�Ü~Ù�Ç1ÐwÆµÄDÖiÂ
(F∗,⊕,�, 0∗, 1∗,≺)

Ô�ÇoÈ�ÉPÁ&Â�ÑoÈ¦Ñ�Ç�Á&Ñ�Ç�ÒEÆ Ç�Å
ÐwÆµÄDÖ�Ä

(F,+, ·, 0, 1, <)
Þ

b­Ë!ÏüÑoÄ
F
ÀEÁ&Ñ�ÏoÔ�ÅAÆ Ç�Å-Ï

R
Ü"Î"É&ÇoË!Ï Â¬É&Á&Ñ�ÏDÅ-Ê~Ô�Ç�Å-ÏüÐwÆµÄDÖiÂ4ÒEÆ ÇoÈ�É7Ä¬ÒÌËEÄ¬Á7Ë!Â~ÎLÏ!Ð7Ó Û ÆµÐwÑ�ï

Á&Ñ�ÇoÐwÑ�ÏDÎLÆµÈ�É�Ï!Ð7Ó
(R∗,⊕,�, 0∗, 1∗,≺)

i,é�Þ3ePÂ�Ø~Ä¬Ñ�Ê~Ô�Ç$È¦Æ Õ�Ü!Ù�Ç�ÑoÄ�Ð7ÓEÂ!Ë!Ñ�Æ
.Jë 0 ��5�� � I � ) /K�&G 0 1 � @ 0 5 0 ����! ¡
0[@9$&����#%@ !&� $&� M "�#D£ �xwv + � ) �� + �=<�� ) N

+ �º�� ��/K��� + <Ü/ )
¡ !�<%/ )  ���
G � 5 0 ��� � �9Gv! � <%! +.¡
0 1J- �� + � õ Gè� ) N 4�N���� � ï
� ¡ �&G ) �D<%/´N�� � � � ���� )
1 6 �Ì0 � ¡  4 � 6 0 �.Jì�y 0 ��! +J) ��� ) �����&GE�Ì 0 1 � 5D<K� � � 1 � <
G 0 ! + �Ì� ) � <
G ) ���9!Jï +J)
¡ ð�� -�0 N�������� )  �D<%/ 0  4�5 -�0 N������ � � 1 � <
G 0 ! + <%/ 0� - <%N�������� )  ! £ �
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ü�ýº�u��þEÿ������~�u�
(R∗,⊕,�, 0∗, 1∗,≺)

î�ì�õ�ëLíwç�å
c¦ìwêWäÌç�ì7å~ò&í�@Dçiê�ì7ù�ì�õ�ú��Zé~ê��"ò&èoì7í7èwé��Zçz��íwç�ìAù�ú~ê$û~äÌç�öwëué~ê �
ePÂ!Ë!Â�ïEÒEÆ Ç$Ô¦Ä¬Ø4ÐwÆµÄDÖiÂ�È¦Ñ�Ç�Á&Ç�Ã�Í~Î þ�Â�Á&Å�Ä¬Û ÒDÏ!Ð7Ó{F�Ä¬ÊEÁ&Ç�Ò5É7ÄEÜPÐwÆµÄDÖiÂ�ÒEÆ ÇoÈ�É7Ä¬ÒÌËEÄ¬Á7Ë!Â~ÎLÏ!Ð7Ó Û ÆµÐwÑ�ï
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