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Abstract. In this paper, we present some basic facts concerning ordered fields.
We review definitions of an ordered field, give an example of a field that
admits many orderings, and present equivalent definitions of the axiom of
Archimedes and the continuity axiom. We show how to extend an ordered
field by means of an ultrapower construction and formal power series.

1. Wstep

W programie studiéw matematycznych z pojeciem ciala uporzadkowanego nie
wiaze sie jaki§ ustalony zakres wiadomoéci, a ewentualne wzmianki ograniczaja sie
zwykle do podania definicji. Sama definicje mozna za$ spotka¢ w kilku miejscach:
w ramach kursu Analizy matematycznej w zwigzku z pojeciem liczby rzeczywistej,
na marginesie kursu Algebry, gdzie§ w ¢wiczeniach, przy okazji definicji grupy upo-
rzadkowanej, albo w ramach Wstepu do matematyki, w zwiazku z zastosowaniem
relacji rownowaznosci do konstrukeji systemow liczbowych. Z drugiej strony fakty,
ktore z punktu widzenia teorii cial uporzadkowanych maja charakter aksjomatow,
w wyktadach rachunku rézniczkowego czy topologii przedstawiane sa albo jako
twierdzenia (np. twierdzenie Bolzano-Weierstassa), albo jako ,oczywiste” wlasno-
§ci (np. gestosé liczb wymiernych w zbiorze liczb rzeczywistych). Zupelnie odrebna
kwestia jest wystepujacy w réznych, nawet zaawansowanych pracach, tajemniczy
yhaturalny” porzadek liczb rzeczywistych. W teorii cial uporzadkowanych owa
yhaturalno§¢” znajduje czysto matematyczne wyttumaczenie.

W matematyce szkolnej pojecie ciala uporzadkowanego w ogédle sie nie po-
jawia, a wowczas podstawowe konsekwencje aksjomatow ciata uporzadkowanego,
takie jak nier6wnos¢ trojkata czy reguty znakow maja status raczej przykazan, niz
twierdzen.

W niniejszym artykule zbieramy podstawowe informacje o ciatach uporzadko-
wanych. Moga one, jak sadzimy, stanowi¢ punkt wyjscia do wykladu monogra-
ficznego ukazujacego zwiazek miedzy matematyka wyzsza i szkolna, gdzie prawa
arytmetyki liczb rzeczywistych sa wyprowadzane z aksjomatéw ciata uporzadko-
wanego; moga by¢ przydatne jako wstep do wyktadow Analiza niestandardowa,
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Algebra rzeczywista (real algebra), czy wybranych zagadnien logiki matematycz-
nej, na przyktad w postaci kursu Ciata i modeld. Prezentowany material moze
tez by¢ rozwiniety do samodzielnego wyktadu Ciata uporzqdkowane, a woéwczas na-
lezaloby go rozszerzy¢ o definicje ciata pitagorejskiego i euklidesowego oraz ukazac
zwigzek tych poje¢ z podstawami geometrii, poczatkowo bowiem teoria cial upo-
rzadkowanych rozwijata sie w powiazaniu z aksjomatyka geometrii elementarne.

Wiekszo$¢ przytaczanych twierdzen podajemy bez dowodéw; po odpowiednich
wskazéwkach, moga by¢ one dowodzone w ramach ¢wiczen ze studentami. W przy-
padkach mniej oczywistych wskazujemy odpowiednia literature. W artykule przed-
stawiamy tez propozycje zadan do samodzielnego rozwiazania przez studentow.
Od strony rachunkowej, biorac pod uwage potrzebne sprawno$ci matematyczne
czy znajomo$¢ innych teorii, sa to latwe ¢wiczenia. Wymagaja jednak przetama-
nia pewnej bariery psychologicznej. Trudno$é moze polegaé na tym, ze dowodzone
maja by¢ prawa, ktore w czasie studiéw i na wczesniejszych poziomach edukacji
byly przyjmowane jako oczywiste. Dla przyktadu, kazdy wie, ze 1 > 0, natomiast
w jednym z ¢éwiczen nalezy udowodnié, ze 1 > 0. W ¢éwiczeniu tym nie chodzi
jednak o liczby naturalne, ale o elementy neutralne dzialan. Aby utatwié¢ spojrze-
nie na znane prawdy z perspektywy teorii cial uporzadkowanych, juz na poziomie
oznaczeni dopuszczamy sie odstepstwa od zwyczaju i odrézniamy zbior elementéw
ciala F, zbior uporzadkowany (F, <), cialo algebraiczne (F,+,-,0,1) oraz samo
cialo uporzadkowane (F,+,-, 0,1, <). Moze sie to wydac zbedng pedanteria, zwa-
zywszy ze w tradycyjnych kursach analizy matematycznej jeden i ten sam symbol
R oznacza i zbidr liczb rzeczywistych, i zbiér uporzadkowany liczb rzeczywistych,
i cialo liczb rzeczywistych, i ciato uporzadkowane liczb rzeczywistych. Przyjmu-
jemy, ze proponowane oznaczenia maja charakter dydaktyczny i sadzimy, ze ten
prosty zabieg notacyjny okaze si¢ pomocny przy rozwiazywaniu ¢wiczen.

2. Definicje ciata uporzadkowanego

Zaczniemy od definicji porzadku liniowego, bo w teorii cial uporzadkowanych
zwykle stosowana jest definicja rézna od tej podawanej w ramach kursu Wstep do
matematyki.

DEFINICIA 1
Para (X, <) jest zbiorem liniowo uporzadkowanym, gdy relacja < jest zwrotna,
antysymetryczna, przechodnia i spéjna.

DEFINICJA 2

Para (X, <) jest zbiorem liniowo uporzadkowanym, gdy relacja < jest przechodnia
i spelnia prawo trychotomii, tzn. dla dowolnych =,y € X spelniony jest doktadnie
jeden ze sktadnikow alternatywy

r<yVe=yVz>y.

Przyjmujac z < y <4 (r < y Az # y) pokazuje sie, ze gdy (X, <) jest zbiorem
liniowo uporzadkowanym w mysl definicji 1, to (X, <) jest zbiorem liniowo upo-
rzadkowanym w mysl definicji 2. Podobnie, przyjmujac z < y < (r <yVa =1y)

L(z0b. Goldblatt, 1998; Bochnak, Coste, Roy, 1998; Marker, 2002)
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pokazuje sie, ze gdy (X, <) jest liniowo uporzadkowany w my$l definicji 2, to
(X, <) jest liniowo uporzadkowany w mys§l definicji 1. W tym sensie wyzej podane
definicje sa réwnowazne.

Przejdzmy do definicji ciala uporzadkowanego i zacznijmy od historycznie
pierwszej, tej najlepiej znanej i najczesciej powtarzane;j.

DEFINICJA 3

Uktad (F,+,-,0,1, <) nazywamy ciatem uporzadkowanym, gdy (F,+,-,0,1) jest
cialem przemiennym, (F, <) jest zbiorem liniowo uporzadkowanym, a porzadek <
jest zgodny z dzialaniami, tzn.:

a<b=a+c<b+ec, (a<bAN0<c=a-c<b-c).

Definicja ta pochodzi od Davida Hilberta i zostala podana w roku 1899,
w pierwszym wydaniu Grundlagen der Geometridd. Pojecie jest wiec stosunkowo
mlode, jednakze jego geneza siega Ksiegi V Elementow Euklidesal. W roku 1900
Hilbert podal aksjomatyczna charakterystyke liczb rzeczywistych, a w roku 1901
Otto Holder przedstawil obszerne studium poswiecone grupom uporzaddkowanymﬁ.
W definicji przyjetej przez Holdera nie wystepuje zalozenie o przemiennosci do-
dawania, dlatego warunek zgodnoéci porzadku z dodawaniem trzeba odpowiednio
zmodyfikowaé¢. Holder pokazal jednak, ze grupa archimedesowa musi by¢ prze-
mienna. Hilbert, badajac niezaleznosé¢ aksjomatéw ciala uporzadkowanego, do-
szed! do podobnego wyniku dotyczacego mnozenia. Pokazal, ze w przypadku ciat
archimedesowych przemienno$¢ mnozenia wynika z pozostatych aksjomatéw. Po-
nadto skonstruowat ciato nieprzemienne z porzadkiem liniowym, ktory jest zgodny
z dodawaniem i mnozeniem, co oznacza, ze warunek przemiennosci wystepujacy
w definicji 3 nie wynika z pozostaltych aksjomatéwﬁ.

DErINICJA 4
Pare (F,B) nazywamy ciatem uporzadkowanym, gdy (F, +, -, 0,1) jest ciatem prze-
miennym, a zbiér B ma nastepujace wlasnosci:

1. 0¢ B,
2.VaeFlaeBVa=0V —acB],

3. Va,beB la+beB, a-beB,
gdzie —a to element przeciwny do a, tj. a + (—a) = 0.

Pokazuje sie, ze jesli (F,+,-,0,1, <) jest cialem uporzadkowanym w mysl de-
finicji 3, to zbiér F+ =4 {a € F: a > 0} ma wlasnosci 1-3 podane w definicji 4.
Podobnie, jesli para (F,B) jest cialem uporzadkowanym w mys$l definicji 4, to
(F,+,-,0,1,<p) jest cialem uporzadkowanym w mysl definicji 3, gdzie

a<Bb<:>dfb—aeB

(zob. Blaszczyk, 2012)

(zob. Blaszczyk, 2007)

(zob. Hilbert, 2012; Holder, 1901)
(zob. Hilbert, 1899, §§ 32-33)
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W zwiazku z tym o zbiorze spelniajacym warunki definicji 4 méwimy, ze wyznacza
porzadek zgodny z dzialaniami w ciele (F,+,-,0,1).

Jezeli istniejg zbiory B,B’ C T spelniajace warunki definicji 4, a zarazem
B # B, to znaczy, ze istnieja dwa rézne porzadki zgodne z dziataniami w ciele
(F,+,-,0,1).

Definicja 4 zostata podana w roku 1926 w pracy Emila Artina i Otto Schreiera
i jest zwigzana z teoria cial rzeczywiscie domkniqtyc}ﬂ Jest ona przydatna na
przyktad wtedy, gdy chcemy zdefiniowaé porzadek zgodny z dziataniami w danym
ciele. Podajmy przyklad. Niech dane bedzie cialo przemienne (F,+,-,0,1) spel-
niajace warunki:
(1) dla kazdego skoriczonego zbioru elementow {aq, ..., a,} C F, zachodzi

n
Zaf:():ﬂzl:...:an:(),
i=1

(2) ,kazdy element jest kwadratem”, tj.
Va € F3b € Fl(a = b*) V (—a = b%)].

Wowczas zbior B = {a?|a € F,a # 0} wyznacza porzadek zgodny z dziataniami.
Co wiecej, jest to jedyny porzadek zgodny z dzialaniami w (F,+,-,0,1), tzn. gdy
B’ jest zbiorem speliajacym warunki definicji 4, to B = B'.

Dodajmy do (1) i (2) jeszcze jeden warunek:
(3) kazdy wielomian f(z) € F[z] nieparzystego stopnia ma pierwiastek nalezacy
do F.

Ciala speliajace warunek (1) nazywane sg formalnie rzeczywistymi. Ciala
spelniajace warunki (1)-(3) nazywane sy rzeczywiscie domknietymi (real-closed).

DEFINICIA 5

Uktad (F,+,-,0,1, <) nazywamy cialem uporzadkowanym, gdy (F,+,-,0,1) jest
cialem przemiennym, (F, <) jest zbiorem liniowo uporzadkowanym, a porzadek <
jest zgodny z dzialaniami, tzn.:

a<bsatce<bte, (a<bANO<c=a-c<b-c).

Taky definicje znajdujemy w ksiazce Johna Conwaya On Numbers and Gamesd.
W stworzonym przez niego systemie No latwiej jest operowaé nieréwnosciami
yhieostrymi” niz ,ostrymi” i stad powyzsza modyﬁkacjaﬂ.

Mozna pokazaé, ze te trzy definicje ciata uporzgdkowanego sy rownowazne.

Przyjmijmy definicje
nl:df 1+1+...+1.
—_——

n—razy

7(zob. Artin, Schreier, 1926)

8(zob. Conway, 2001)

9No to wyjatkowo duze ,ciato” uporzadkowane. Jego uniwersum stanowi nie zbior, a klasa
wlasciwa, dlatego nie jest to cialo w mysl zadnej z wyzej podanych definicji. Do uniwersum No
naleza m.in. wszystkie liczby porzadkowe.
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Zamiast nl bedziemy tez pisa¢ po prostu n. Ponadto

1 1 n 1

— =g n — =gqf M’ .

o T
Zatem elementami kazdego ciata uporzadkowanego sa utamki. Zbiér wszystkich
utamkéw ma postac

{—%:m,neN}U{O}U{%:m,neN}.

Dla uproszczenia zapiséw zbiér ten bedziemy oznaczaé tak samo jak zbidr liczb
wymiernych, tj. jako Q.

3. Podstawowe wtasnosci

7 aksjomatow ciala uporzadkowanego mozna wyprowadzi¢ wiele wtasnosci po-
wszechnie stosowanych czy to w analizie matematycznej, czy w matematyce szkol-
nej, przy czym w analizie i matematyce szkolnej sa one zwykle traktowane jako
wlasnosci liczb rzeczywistych, a nie jako konsekwencje aksjomatéw ciala uporzad-
kowanego. Podamy kilka przyktadéow.

TWIERDZENIE
Jesli (F,+,-,0,1, <) jest ciatem uporzadkowanym, to spetnione sq¢ nastepujgce wa-
runki:

W1la>0& —a<0,

W2 a#0=a?>0,

W3 1>0,

W4 n >0,

W5 a>b>0=0<a!<b!

W6 a>b=a>1(a+b)>b,

W7 a>0b>0=ab>0, a>0,b<0=ab<0.

Z (W1)-(W3) wynika, ze nie istnieje porzadek liniowy na zbiorze liczb zespolo-
nych C zgodny 2z dzialaniami w ciele liczb zespolonych (C,+,-,0,1).
Z (W4) — ze cialo uporzadkowane jest charakterystyki zero. Z (W6) — ze porzadek
w ciele uporzadkowanym jest gesty. (W7) to tak zwane reguly znakow.

Z (W3)-(W5) wynika, zZe istnieje tylko jeden porzadek zgodny z dzialaniami
w ciele utamkéw. Wiedzac, ze w kazdym ciele uporzadkowanym zawarte jest ciato
utamkow (Q, +,-,0,1, <), a kazde dwa takie ciala utamkow sa izomorficzne, mo-
zemy przyjacé definicje

DEFINICIA 6
Cialo liczb wymiernych (Q, +,-,0,1, <) to najmniejsze ciato uporzqdkowan@.

10Liczby Conwaya, czy inaczej system No, to z kolei najwieksze ,cialo” uporzadkowane —
najwieksze w tym sensie, ze kazde cialo uporzadkowane mozna w nim zanurzy¢ (zob. Ehrlich,
2012).
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»Najmniejsze” oznacza, ze w kazdym ciele uporzadkowanym istnieje ciato izomor-
ficzne z ciatem liczb wymiernych.
W ciele uporzadkowanym definiowana jest warto§¢ bezwzgledna:

la| = a, dlaa >0,
" | —a,dlaa <0.

Pokazuje sie, ze zachodza zaleznodci:
la| =|—al, la+b[<la[+[b], [ab]=lallb], [la] —[b]| < |a—b].

W zwiazku z oczywistoscig tych praw pouczajace moze by¢ nastepujace proste
¢wiczenie. Niech (C,+,-,0,1) bedzie ciatem liczb zespolonych. Na plaszczyZnie
C wprowadzamy porzadek leksykograficzny <. Pokazuje sie, ze jest to porzadek
zgodny z dodawaniem, ale niezgodny z mnozeniem. W strukturze (C, +,-,0, 1, <)
mozna postawi¢ definicje wartosci bezwzglednej (zauwazmy, ze w definicji korzy-
stamy jedynie z operacji —a oraz spojnosci porzadku), mozna udowodnié¢ nierow-
nos¢ trojkata, ale jednoczesnie mozna wskazaé takie liczby a,b € C, ze |ab| # |a||b|.
Mamy bowiem, i = 0, stad |i|- |i| = i2, a z drugiej strony |i?| = 1. W istocie w ¢wi-
czeniu tym pokazujemy, ze aksjomat zgodno$ci porzadku z mnozeniem nie wynika
z pozostalych aksjomatow ciata uporzadkowanego.

Duzieki pojeciu wartosci bezwzglednej w znany sposob definiujemy cigg Cau-
chy’ego oraz granice ciagu:

Ciag (an) elementow z F jest ciagiem Cauchy’ego wtw, gdy
Ve > 03kVmlk < m = |ag — am| < €.
Element a € T jest granica ciagu (a,) C F wtw, gdy
Ve > 03kVm[k < m = |am, — a| < ¢].

Pojecie ciggu Cauchy’ego jest zazwyczaj przenoszone z ciala liczb rzeczywi-
stych na dowolng przestrzen metryczng w ten sposob, ze w miejsce |a, — @
wprowadzana jest odleglosé o(an, anm). W powyzszej definicji jest ono w naturalny
sposéb definiowane w dowolnym ciele uporzadkowanym, a w klasie cial niearchi-
medesowych warto§¢ bezwzgledna nie wyznacza metryki.

Pokazuje sie, ze (1) ciag Cauchy’ego jest ciagiem ograniczonym, (2) suma,
iloczyn, iloraz (przy odpowiednich zalozeniach) ciagéw Cauchy’ego jest ciagiem
Cauchy’ego, (3) ciag zbiezny ma dokladnie jedna granice, (4) gdy (an), (bn) sa
ciagami Cauchy’ego oraz (a,) — a, (bn) — b, to (an + bn) = a+ b, (a,b,) — ab,
(an/bn) — a/b, gdy b # 0. Dowody tych twierdzen sa takie same jak te znane
z kursu analizy matematyczne;j.

Dodajac do aksjomatéw ciala uporzadkowanego kolejne aksjomaty, np. aksjo-
mat Archimedesa czy aksjomat cigglosci, mozna wykazywaé zbieznosé pewnych
konkretnych ciggéw, np. (+) czy (1+ 1)

4. Porzadki zgodne z dziataniami

Wyzej wspomnieliSmy, ze istnieje dokladnie jeden porzadek zgodny z dziala-
niami w ciele (Q, +, -,0,1). Mozna tez pokaza¢ (korzystajac z uwag nastepujacych
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po definicji 4), ze istnieje doktadnie jeden porzadek zgodny z dziataniami w ciele
liczb rzeczywistych (R, +,-,0,1, <). Fakt ten pozwala méwi¢ o ,naturalnym” po-
rzadku liczb rzeczywistych. Nie jest jednak tak, ze w kazdym ciele istnieje co
najwyzej jeden porzadek zgodny z dzialaniami. Zilustrujemy to dwoma przykta-
dami.

Niech (Q(v/2),+,-,0,1, <) bedzie cialem uporzadkowanym, gdzie < jest ,na-
turalnym” porzadkiem w ciele (R,+,-,0,1, <) zaciesnionym do zbioru Q(v/2).
W zbiorze Q(v/2) definiujemy nowy porzadek

a+bV2 < c+dV2 ey a—bV2<c—dv2.

Latwo mozna pokazaé, ze (Q(v/2),+,-,0,1, <) jest cialem uporzadkowanym
oraz, ze porzadek < jest rézny od <.

W ciele (Q(v/2),+,-,0,1), tak jak w kazdym innym ciele, zbiér Q moze by¢
uporzadkowany tylko w jeden sposob. Rozszerzajac ciato utamkéw mozemy przy-
ja¢, ze v/2 jest albo wiekszy, albo mniejszy od 0, to za$ juz jednoznacznie wyznacza
porzadek na zbiorze Q(v/2). Przyjmijmy bowiem, ze porzadki <1, <2 sa rozne,
a zarazem 0 <; /2 oraz 0 <o V2. Woéwczas, dla pewnych a,b € Q \ {0} zachodzi:

a+bvV2 <10, 0=5a+bV2.

Przyjmijmy, ze a? < 2b%, gdzie < jest (tym jedynym) porzadkiem w ciele liczb
wymiernych. Z faktu, ze utamki sa zawarte w kazdym ciele i w kazdym ciele sa
uporzadkowane w jeden i ten sam spos6b otrzymujemy:

0 <1 262 —a?, 0 <9 2b% —a.

Przyjmujac rozktad 2b% — a? = (bv/2 — a)(bv/2 +a) i postugujac sie regutami (W7)
doprowadzimy do sprzecznosci z zalozeniem.

Zatem ,naturalny” porzadek oraz wyzej zdefiniowany porzadek < to jedyne
porzadki liniowe zgodne z dziataniami w ciele (Q(v/2), +, -, 0,1).

Przejdzmy do drugiego przykladu. Niech ¢ € R bedzie liczba przestepna.
W ciele utamkow pierscienia wielomianow Q[z] wprowadzamy porzadek nastepu-
jaca definicja: N N

fwd o to<30
gdzie g(c) < %(c) to nieréwnosé w ciele liczb rzeczywistychLl.

Korzystajac z tego, ze porzadek liczb rzeczywistych jest zgodny z dziataniami,
przeksztalcamy nieréwnosci, w ktorych wystepuja liczby é(c), gdzie f,g € Q[z],
i pokazujemy, ze porzadek <. jest zgodny z dzialaniami w ciele utamkéw pierscienia
Q[z].

Niech teraz ¢y, co beda réznymi liczbami przestepnymi i niech ¢ bedzie taka
liczba wymierna, ze zachodza nieréwnosci ¢; < g < c. Woéwczas wielomian z —q
spetnia nieréwnosci

T—q =< 0, 0= x—gq,

HWarto w tym miejscu zwroci¢ uwage na dwuznacznoéé symbolu g: z lewej strony znaku

definicji oznacza on element ciata utamkow, z prawej — funkcje rzeczywista.
1270b. nizej §4 aksjomat (A5) oraz §5 aksjomat (C4) lub (C5).



[22] Piotr Btaszczyk

co oznacza, ze porzadki <.,, <., sa rézne.
Tym sposobem otrzymujemy przyktad takiego ciala, w ktérym istnieje conti-
nuum porzadkoéw liniowych zgodnych z dziataniami w tym ciele.

5. Aksjomat Archimedesa

DEFINICIA 7
Ciato uporzadkowane (F, +, -, 0, 1, <) nazywamy archimedesowym, jezeli spelniony
jest warunek (aksjomat Archimedesa):

Va,b € F 3dn € N[(0 < a < b) = na > b|.

Aksjomat Archimedesa mozna wyrazi¢ na kilka sposobéw. W zwigzku z tym
podajmy twierdzenie

TWIERDZENIE
Jesli (F,+,-,0,1, <) jest ciatem uporzagdkowanym, to nastepujgce warunki sq row-
nowazne:

Al Va,beF 3n e N[(0 < a < b) = na > b].
A2 Ya € F In e N [n > a].

A3 lim L =0.

n—oo n

A4 lim n = oco.
n—o0

A5 Zbior wtamkow Q jest gesty w (F, <), tzn.

Ve,yeFIgeQr<y=z<qg<y).

A6 Dla dowolnego przekroju Dedekinda (A, B) zbioru (F, <) zachodzi

VvneN3Jac AIbeBlb—a<1/n].

Dowdd tego twierdzenia nie jest trudny, ale wskazane jest, aby najpierw wyka-
za¢ rownowazno$¢ warunkow (A1)-(A4), a dopiero pozniej przejsé do (A5) i (A6).
Pokazmy dla przykladu, jak wykaza¢ (A5), w przypadku gdy 0 < z < y. Oto6z
z (A3) wynika, ze dla pewnej liczby naturalnej k zachodzi + < min{z,y — z}. Na
mocy (Al) istnieje taka liczba n, ze y < 3. Przyjmijmy no = min{n € N|y < 5}
Wowczas: ¢ < % <.

W dowodzie tym korzystamy z zasady indukcji matematycznej pod postacia
zasady minimum: W kazdym niepustym podzbiorze zbioru N istnieje element naj-
mniejszy. W kursie analizy matematycznej zasada ta jest stosowana, ale rzadko
jest wprost formutowana. Swiadomosé tego faktu jest natomiast istotna w teoriach
sformalizowanych, gdzie zdefiniowany jest jezyk teorii, na przyktad w analizie nie-

standardowej. Niestandardowe liczby rzeczywiste sa cialem niearchimedesowym,
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ale gdy dopuscimy, ze zmienna n przebiega zbiér niestandardowych liczb natural-
nych, to w ciele niestandardowych liczb rzeczywistych spelniony jest i aksjomat
(A1), i aksjomat (A2).

Na uwage zastuguje warunek (A5), czesto przyjmowany jako ,oczywista” wia-
snosé liczb rzeczywistych. W istocie jest to konsekwencja aksjomatu cigglosci.
Wart komentarza jest tez warunek (A3). Otéz w ksiazce Kazimierza Kuratow-
skiego Rachunek rézniczkowy ¢ catkowy podana jest konstrukcja liczb rzeczywi-
stych oraz ich charakterystyka aksjomatyczna. Nie ma natomiast wzmianki o
tym, ze liczby rzeczywiste sa cialem archimedesowym, ze na przyktad z zasady
supremum wynika aksjomat Archimedesa. Warunek (A3) jest dowodzony, ale w
dowodzie wykorzystywany jest, jako wlasno§¢ oczywista, warunek (A2). 7 kolei
w ksiazce Franciszka Lei Rachunek rozniczkowy i catkowy aksjomat Archimedesa
w wersji (A2) podany jest jako oczywista wlasnosé liczb rzeczywistych, natomiast
,W oparciu o te zasade” — jak pisze Leja — dowodzone sa warunki (A5) i (A6), jed-
noczeénie jednak w dowodach tych liczby wymierne s poréwnywane z przekrojami
liczb wymiernych z uwagi na relacje <, przez co zatraca sie idee liczby rzeczywistej
jako przekroju liczb wymiernych3.

6. Aksjomat ciggtosci

TWIERDZENIE
Jesli (F,+,-,0,1, <) jest ciatem uporzadkowanym, to nastepujgce warunki sq row-

nowaz'n:

(C1) Zaden przekrdj Dedekinda zbioru (F, <) nie wyznacza luki.

(C2) Dla dowolnego, niepustego zbioru A C F ograniczonego z gory istnieje taka
liczba a € F, zZe a = sup A.

(C3) Dla dowolnego, niepustego zbioru A C F ograniczonego z dotu istnieje taka
liczba a € F taka, Ze a = inf A.

(C4) (F,+,-,0,1,<) jest ciatem archimedesowym oraz
dla dowolnego ciggu (x,) C F spelniajgcego warunek Cauchy’ego istnieje
takie a € F, zZe lim z, = a.
n—oo

(C5) (F,+,-,0,1,<) jest ciatem archimedesowym oraz
jesli {An| n € N} C T jest rodzing przedziatow domknietych takich, zZe dla

dowolnego n € N zachodzi Any1 C Ay, to () An # 0.
neN

(C6) Jesli A CF jest zbiorem ograniczonym i domknietym oraz rodzina K prze-
dziatow otwartych jest pokryciem A, to z K mozna wybraé podpokrycie skori-
czone.

13(zob. nizej §7 oraz Blaszczyk, 2007, s. 182)
14 (z0b. Kuratowski, 1971, s. 20)
15 (zob. Leja, 1979, s. 17-18)

16(z0b. Cohen, Ehrlich, 1963, s. 95-101)
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(C7) Dla dowolnego ograniczonego, nieskoriczonego zbioru A C F istnieje taki
punkt p € F, Ze p jest punktem skupienia .

Kazdy z warunkéw (C1)-(C7) nazywany jest aksjomatem ciaglosci. Aksjo-
mat ciaglosci jest charakterystyka porzadku i w zwigzku z tym wprowadzane jest
pojecie ciala uporzadkowanego w sposéb ciagly.

DEFINICJA 8
Cialo uporzadkowane spelniajace warunek (C1) nazywamy cialem uporzadkowa-
nym w sposob ciagty.

TWIERDZENIE
Kazde dwa ciata uporzgdkowane w sposdb ciagly sq izomorﬁczn.

Twierdzenie to uzasadnia nastepujaca definicje

DEFINICJA 9
Ciato liczb rzeczywistych (R, +,-,0, 1, <) to cialo uporzadkowane w sposéb ciagly.

Aksjomat ciagtosci w wersji (C4) oraz (C5) jest koniunkcja dwoch warunkow,
w zwiazku z tym pokazuje sie, ze istniejg ciala niearchimedesowe, w ktérych kazdy
ciag Cauchy’ego ma granice oraz takie ciata niearchimedesowe, w ktorych kazdy
zstepujacy ciag przedzialéw domknietych ma niepuste przeciecie. Odpowiednie
przyktady podamy nizej, w kolejnych paragrafach.

Z warunkow (C4), (C5) wynika, ze cialo liczb rzeczywistych jest archimede-
sowe.

TWIERDZENIE
Kazde ciato archimedesowe jest izomorficzne z pewnym podciatem ciata

(R, +,-,0,1, <.

Wobec tego twierdzenia cialo liczb rzeczywistych uznajemy za najwieksze ciato
archimedesowe. Stad wynika takze, ze kazde rozszerzenie ciata liczb rzeczywistych
jest ciatem niearchimedesowym. Mozna jednak poda¢ przyktad ciala niearchime-
desowego, ktore nie jest rozszerzeniem ciata liczb rzeczywistych.

Odrebng kwestia, ktoérej nie podejmujemy w niniejszym artykule, jest kon-
strukcja liczb rzeczywistych, czyli tak zwany dowdd istnienia ciala uporzadkowa-
nego w sposob ciagly. Monograficzne ujecia analizy matematycznej czesto za-
czynaja sie wlasnie od konstrukcji, czy to metoda przekrojéow Dedekinda, czy za
pomoca ciagdw Cauchy’ego@. Takie podejscie jest niezwykle zmudne, zajmuje
kilkadziesiat stron i jest zbyt trudne, by rozpoczynaé¢ od niego wyklad akademicki.
Konstrukcja liczb rzeczywistych staje sie duzo bardziej zrozumiala i tatwiejsza do
przedstawienia, gdy dysponujemy juz wiadomosciami podanymi w paragrafach 1-5.

17Pojecia topologiczne wystepujace w aksjomatach (C6) i (C7) zwiazane sa z topologia po-
rzadkowa.

18(z0b. Cohen, Ehrlich, 1963, s. 103)

19(zob. Cohen, Ehrlich, 1963, s. 102; Hartshorne, 2000, s. 139)

20(z0b. np. Fichtenholtz, 1985; Maurin, 1991)
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Zamykajac te czesé artykulu zauwazmy jeszcze, ze warunek (C1) nie zawiera
poje¢ algebraicznych, dlatego mozna potraktowac¢ go jako charakterystyke zbioru
liniowo uporzadkowanego (X,<). W zwiazku z faktem, ze aksjomat ciaglosci
w sposob jednoznaczny charakteryzuje cialo liczb rzeczywistych (R, +,-, 0,1, <),
warto przywolaé¢ twierdzenie o jednoznacznej charakterystyce samego porzadku
liczb rzeczywistych, tj. (R, <), ktére zazwyczaj jest podawane w ramach teorii
zbioréw liniowo uporzadkowanych.

DeriNicJA 10
Zbior liniowo uporzadkowany (X, <) ma typ porzadkowy A, gdy (1) spelniony jest
warunek (C1), (2) istnieje taki zbior przeliczalny Y C X, ktory jest gesty w X,

(3) w zbiorze (X, <) nie ma elementu najmniejszego i najwiqkszeg.

TWIERDZENIE
Kazde dwa zbiory typu A sg izomorﬁczn.

Mozna pokaza¢, ze istnieja zbiory liniowo uporzadkowane (Xi,<1),
(X2, <2), ktore spelniaja warunek (C1), a nie sa izomorficznd®. Przyktad ten
pokazuje, ze osrodkowo$é¢ porzadku jest niezalezna od wlasnosci (Cl). Gdy na-
tomiast rozwazane jest cialo uporzadkowane (F,+,-,0,1, <), to z aksjomatu (C1)
wynika (A5) i ulamki penia role zbioru Y wystepujacego w definicji 9.

7. Rozszerzenia. Szeregi formalne Laurenta

Podamy teraz dwa sposoby rozszerzenia dowolnego ciata uporzadkowanego.
Pierwszy polega na tworzeniu szeregéw formalnych Laurent, drugi to rozsze-
rzenia za pomocy ultrapotegi.

Niech (F,+,-,0,1, <) bedzie cialem uporzadkowanym. Definiujmy zbior sze-
regéw formalnych

—+oo
L =g {Zajxj ca; €F 4 teZ, 3tVy [j<t = (a; =0, at;«éO)]}.

Elementami zbioru L sa wiec wyrazenia postaci
-2 -1 2
w.ta_ox “H+a_1x " +ag+a1x+ axx” + ...,

w ktorych jest tylko skoriczenie wiele skladnikéw a_;z77, j € N. Szeregi formalne
maja zatem postaé

a_x P+ .+ ag+ a1z + asx® + ... , dla pewnego t € N.

217Zbior Y jest gesty w X, gdy Vo, y € XFz € Y[z < y — = < 2z < y]. Warunek (2) nazywany
jest osrodkowoscia.

22(z0b. Kuratowski, Mastowski, 1978, s. 218)

23(z0b. Blaszczyk, 2007, s. 18-19)

24(zob. Blaszczyk, 2007, s. 269-275)
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Roéwnoséé¢ w zbiorze L definiujemy w nastepujacy sposéb

—+oo —+oo
Z aja:j = Z bjIj <=df V] Sy [aj = bJ] .

: too :
Dla uproszczenia notacji dalej niech > a;z7 oznaczaszereg > a;x’. W zbiorze
— 00

L zdefiniujmy dzialania:

Zajxj S Z bj:Ej =df Z Cj:Ej, gdzie Cj = aj + bj,

(Z aja:j) © (Z bjxj) =qf chxj, gdzie ¢; = Z axb;.

k+l=j

Dodawanie polega wiec na dodawaniu ,,po wspoélrzednych”, natomiast mnozenie
jest definiowane podobunie jak mnozenie szeregéw w klasycznej analizie.
Ponadto przyjmujemy

Zajxj:() Saf VjEZL [a; =0],

D aa) =1 g fag=1, Yj #0 (a; =0)].

Podobnie jak 0 oraz 1, wszystkie elementy z F mozemy przedstawi¢ w postaci
szeregow formalnych, mianowicie

Zajxj =a ¢ lao=a, Vj#0 (a; =0)].

Tym sposobem mozemy zanurzy¢ F w zbiorze L.

Pokazuje sig, ze struktura (L, ®,®,0,1) jest cialem przemiennym. I tak na
przyklad elementem odwrotnym do 1 + x jest szereg 1 — x + 22 — 23 + ... =
ST (=1)a7 .
j=0

W zbiorze L definiujmy porzadek:

Zaj:tj =< ijxj Sg V) <t = (a; =bj, ar < by)].
Mozna pokazaé, ze zachodza nieré6wnosci

= ,; 1
O<z"<x<2x7 < —=<m=<z% dlakazdego k,n,meN, n>1. (¥
n

j=1

Inaczej i opisowo, szeregi formalne Laurenta to ,ciagi” wyrazéw z F okre§lone
na podzbiorach Z typu w. Przy tej interpretacji porzadek < to porzadek leksyko-
graficzny.

Przyjmujac, ze elementy zbioru F identyfikujemy z odpowiednimi szeregami,
cialo (L, ®,®,0, 1, <) jest rozszerzeniem (F,+,-,0, 1, <).
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Cialo (L, ®,®,0, 1, <) jest niearchimedesowe, co mozna przesledzi¢ na kazdej
z wersji (A1)-(A6). Fakt, iz nie zachodza warunki (A1)-(A4), wynika wprost z za-
leznosci nx < 1. Nastepnie z (*) dostajemy, ze miedzy elementami 0 oraz x nie
lezy zaden utamek m/n. Przyjmujac

A={fel|3IneN[f<n]}, B=L\A

dostajemy, ze para (A, B) jest przekrojem Dedekinda i dla kazdego a € A oraz
kazdego b € B jest b—a > 1.
W ciele (L, ®,®,0,1, <) ciag (%) nie jest zbiezny do zera, natomiast istniejg
ciagi zbiezne do zera, na przyklad zachodzi
lim z" = 0.
n—oo
Ciekawa wlasnoscig zwiazang z aksjomatem (C4) jest fakt, ze w ciele szeregow
formalnych Laurenta mozna wskazaé¢ ciag zstepujacych przedziatow domknietych,
ktéry ma puste przecchi. Ciekawa wlasnoscig zwiazana z aksjomatem (C5) jest
fakt, ze cialo szeregow formalnych Laurenta (L, ®,®, 0,1, <) jest zupelne w sensie
Cauchy’ego@.

Szeregi Laurenta sa tylko szczeg6lnym przypadkiem ogoélniejszej konstrukeji,
jaka pod koniec XIX wieku przedstawit Tulio Levi-Civita. Aby ja zaprezentowac
przyjmijmy, ze F jest rodzing takich podzbioréw M zbioru Q, ze dla kazdej liczby
q € Q tylko skoniczenie wiele elementow M jest mniejszych od ¢, tzn.

MeF &gy (VgeQ)@BneN){meM: m<q}~n],

gdzie A ~ n oznacza, ze zbiér A ma n elementow.
Elementami ciala Levi-Civity sa takie funkcje f: Q —» R, ze {¢ € Q: f(q) #
0} € F. Mozna je przedstawi¢ w postaci szeregdéw formalnych

q
g reT”,
qeEM

gdzie M € F. Dzialania i porzadek definiowane sa podobnie jak w ciele szeregéw
Laurenta. W rezultacie powstaje cialo niearchimedesowe, ktére jest rzeczywiscie
domkniete oraz zupelne w sensie Cauchy’eg.

8. Rozszerzenia. Ultrapotega
Podamy teraz drugi sposéb rozszerzania ciata uporzadkowanego.

DEFINICIA 11
Filtrem na zbiorze N nazywamy rodzine F' C P(N) spelniajaca warunki:

(1) VAL BCN[A,Be F=ANBEeF]

25(zob. Cohen, Ehrlich, 1963, s. 101)
26(z0b. Blaszczyk, 2007, s. 270-272)
27(zob. Shamseddine, Berz, 2010)
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(2) VAJLBCN[Ae FNACB= Be€eF]|
(3) 0 ¢F.
Jesli ponadto spelniony jest warunek
(4) VACN[Ae FVv(N\ A) e F],
to F nazywamy ultrafiltrem na N.

Dla konstrukeji, ktéra przedstawimy nizej, istotne jest nastepujace twierdzenie

TWIERDZENIE
Jesli F' jest wltrafiltrem, a zbiory Ay, ...A,, nalezg do F oraz sq¢ parami roztgczne,

to zachodzi
AiU...UA, e F = H'l[Al S F]

Pokazuje sie, ze rodzina
F =g4 {A € P(N)|N\A jest zbiorem skonczonym}

jest filtrem. Filtr ten nazywany jest filtrem Frecheta.
Pouczajacym ¢éwiczeniem na zastosowanie lematu Kuratowskiego-Zorna jest
dowd6d nastepujacego twierdzenia

TWIERDZENIE
Kazdy filtr jest zawarty w pewnym ultmﬁltrz.

Niech teraz (F, +,-,0, 1, <) bedzie cialem uporzadkowanym. W zbiorze ciggow
FYN definiujemy relacje
(an) = (bn) ©gp {n€N:q, =by} € F.

Pokazuje sig, ze jest to relacja réwnowaznosci. Przyjmijmy F* =g FY/=.
W zbiorze F* definiujemy dzialania oraz porzadek

[(an)] ® [(bn)] =ar [(an +bn)],  [(an)] © [(bn)] =df [(an - bn)];
[(an)] < [(bn)] @4 {n€N:a, <b,} €F.
Dla a € F przyjmujemy a* = [(a,q, a, ...)].

TWIERDZENIE
(F*, ®,®,0%, 1%, <) jest ciatem niearchimedesowym.

Majac na uwadze to, ze operacja F 5 a +— a* € F* jest monomorfizmem za-
chowujacym porzadek, pokazuje sie, ze ciato (F*, @, ®, 0%, 1*, <) jest rozszerzeniem
ciala (F,+,-,0,1, <).

Gdy za F przyjmiemy R, wtedy otrzymujemy cialo niestandardowych liczb
rzeczywistych (R*, @, ®, 0%, 1*, < 29, Pokazuje sie, ze zachodzi

2870b. (Adamowicz, Zbierski, 1990, s. 19-20). Ultrafiltry na N to elementy maksymalne
w zbiorze wszystkich filtrow na N uporzadkowanym przez relacje inkluzji.

29 Niestandardowe liczby rzeczywiste nazywane sa takze hiperrealnymi lub hiperrzeczywistymi
(hyperreals).
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TWIERDZENIE
(R*,®,®,0%, 1%, <) jest ciatem niearchimedesowym, rzeczywiscie domknietym.

Podobnie jak cialo szeregéw formalnych Laurenta, cialo niestandardowych liczb
rzeczywistych jest zupelne w sensie Cauchy’ego. W odréznieniu od ciala sze-
regow Laurenta, w ciele niestandardowych liczb rzeczywistych nie istnieja ciagi
zbiezne do zera (poza oczywistym przypadkiem ciagéw statych od pewnego miej-
sca). Ponadto, w zwiazku z wersja (C5) aksjomatu ciagtosci mozna pokazac, ze
w ciele niestandardowych liczb rzeczywistych kazdy zstepujacy ciag przedzialow
domknietych ma niepuste przeciecie®).
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