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Abstract. The article presents remarks regarding analysis of drawings and the
use of the data contained therein in resolving mathematical tasks. A parti-
cular type of drawing is considered, which is a graph of a function. The pre-
sented findings are the result of several years of research conducted among
the Mathematics students at the Pedagogical University of Cracow.

1. Wstep

W niniejszym artykule podano kilka uwag dotyczacych analizy rysunku oraz
wykorzystywania danych na nim zawartych do rozwiazywania zadania matema-
tycznego. Rozwazania beda zwiazane ze szczegblnym typem rysunku, jakim jest
diagram metryczny, a dokladniej wykres pewnej funkcji. Jak pisze M. Sochaii-
ski (2011): diagramy metryczne wyrdznia to, zZe ich fizyczne elementy reprezentujq
zbiory o mocy continuum. Jest tak zardwno w przypadku geometrii, jak i analizy
matematycznej. W przypadku tej drugiej mowa tu jest przede wszystkim o funk-
cjach, ktorych dziedzing i zbiorem wartosci sq podzbiory zbioru liczb rzeczywistych.

Zagadnienia rozwazane w niniejszej pracy lacza si¢ w istocie z zagadnieniami
jezyka matematyki, a doktadniej z trzema komponentami jezyka (stowa, symbole,
rysunki). Dotycza odezytywania, interpretowania, przetwarzania i prezentowania
tresci (faktow matematycznych) w odmiennej od pierwotnej formie.

Integralng czesé zadania, o ktorym mowa w artykule, stanowi rysunek. Ozna-
cza to, ze informacje potrzebne do rozwiazania zadania nie zostaly sformutowa-
ne werbalnie, ale w formie ikonicznej (zostaly zwizualizowane na rysunku)@. Jak
wiadomo rysunek nie zyje ,wlasnym zyciem” — potrzebne sa odpowiednia wiedza
iidacy za nia zasob pojeé¢, aby diagram w odpowiedni sposob zinterpretowaé (zob.
Sochanski, 2011). Przy czym jesli posiadamy wystarczajgco duzo doswiadczenia
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L Warto tu zwrécié uwage za F. Ku¥ina (1998) na dwie cechy informacji wizualnej: r6zni ludzie
moga je rozumieé réznie i informacja nie musi by¢ jednakowo zrozumiata dla wszystkich.
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i znajomosci teorii matematycznej, mozemy nadaé znaczenie temu, co Miewypo-
wiedziane (Bratang i Pejlare, 2008, za Sochanski, 2011). Jak zwraca uwage S. Tur-
nau (1990) Rysunek zwany wykresem funkcji aktualizuje @ przedstawia w tatwej
do odbioru formie wiele wtasno$ci funkcji; przyblizone wartosci odpowiadajgce po-
szezegdlnym argumentom, miejsca zerowe, przedziaty statego znaku wartosci funk-
cji, przedziaty i rodzaje monotonicznosci, ekstrema, punkty nieciggto$ci, punkty bez
pochodnej, punkty zmiany znaku pierwszej i drugiej pochodnej, granice w nieskon-
czonosci, okresowosé i przyblizong warto$é okresu oraz rézne inne. Autor podkresla
przy tym, ze niektore cechy sa przedstawione ikonicznie (tj. w sposob w miare wier-
ny — nie wymagajacy legendy). Jednoczesnie, jak wskazuje M. Sochanski, diagramy
metryczne rodzq najwiecej problemow. Jest tak, poniewaz, zmyst wzroku nie jest
w oczywisty sposdb w stanie wychwycic¢ wielu wtasnosci funkcji ciggtych. [...] Mi-
mo to, wykresy funkcji sq w analizie matematycznej bardzo wygodnym narzedziem
(2011).

Przedmiotem naszego zainteresowania staly sie zagadnienia dotyczace wyko-
rzystywania rysunku w procesie rozwiazywania zadania. Jest to wazne zagadnienie
chociazby w zwiazku ze zmianami otaczajacej nas rzeczywistosci, a w szczegdlno-
$ci wszechobecnego rozwoju nowoczesnych technologii, co ma wplyw na nauczanie
iuczenie sie matematyki. Zmiany te maja wplyw na nauczanie na kazdym poziomie
edukacji. Jednoczesnie zwraca na to uwage M. Sochariski (2011): Pierwiastek wi-
zualny jest silnie obecny takze we wspotczesnej matematyce. Jest niezaprzeczalnym
faktem, ze diagramy, rysunki, wykresy, czy wizualizacje komputerowe sg szeroko
uzywane w praktyce matematykow. Pojawiajq sie one w czasopismach matema-
tycznych, na tablicach i kartkach papieru. Co wiecej, w ostatnich latach komputery
otworzyty przed matematykami mozliwosci wizualizacji o wiele bardziej skompliko-
wanych obiektow matematycznych niz dotychczas.

Badania nad rola wizualizacji w nauczaniu analizy matematycznej prowadzone
byly m.in. na Stowacji (por. Guncaga, Fulier, Eisenmann, 2008). Dla nas intere-
sujace jest, jak studenci — przyszli nauczyciele — w specyficznej sytuacji postuguja
sie informacjami zawartymi na rysunku podczas rozwiazywania zadania czysto
matematycznego (z zakresu analizy matematycznej). Prezentowane w dalszej cze-
$ci zagadnienia moga by¢ rozpatrywane w dwoch plaszczyznach: jako prezentacja
zadania, ktorego rozwiazywanie sklania do podejmowania aktywnosci, a w tym
aktywnosci o charakterze tworczym, a z drugiej strony z punktu widzenia faktow
matematycznych, ktore studenci dostrzegaja i tych, ktore przez wiekszo$é osob nie
zostaly przywotane.

2. Uwagi metodologiczne

W pracy opisano fragment badani prowadzonych wsrod studentow. Celem ba-
dan bylo poszukiwanie odpowiedzi na nastepujace pytania badawcze:

1) Czy studenci potrafig odczytywaé z rysunku réznorodne informacje w nim
zawarte?

Chodzi tu w istocie o dostrzeganie i formutowanie w jezyku matematyki fak-
tow. Przy czym warto tu zaznaczy¢, ze juz samo widzenie taczy sie bezposred-
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nio z mysleniem. Nie ma widzenia bez myslenia. Nie wystarczy jednak myslec,
zeby widzieé: myslenie jest warunkiem widzenia (Merleau-Ponty, 1971).

Widzenie jest aktywnym, twdrczym procesem. Nasz mdzg tworzy najlepsze
interpretacje, do ktorych jest zdolny, a to w zgodzie z przesztymi doswiad-
czeniami i ograniczonymi wieloznacznymi informacjami dostarczanymi przez
nasze oczy (Kufina, 1998).

Jak zwracaja uwage K. Bratang i J. Pejlare, aby dostrzec (see) matematyke
w wizualizacyi, musimy w oczywisty sposdb mieé¢ pewng wiedze matematyczng,
aby wiedzieé, czego szukaé (2008).

2) Na ile precyzyjnie potrafia formutowa¢ wnioski wynikajace tak z analizy
danych zawartych na rysunku jak i posiadanej wiedzy?

3) Jakie trudnosci pojawiaja sie w procesie formulowania wlasnosci funkeji
(a w tym wlasnosci funkcji na podstawie wlasnosci pochodnej tej funkeji)?

Szukanie odpowiedzi na te pytania dla grupy badawczej ztozonej ze studentow
studiéw matematycznych wydaje sie interesujace z uwagi na fakt, ze w przypadku
0s6b mtodszych, jak pokazujg powtarzane od czasu do czasu badania, bardzo wielu
uczniow nie potrafi z wykresu odczytaé prawie zZadnych wtasnosci funkcji, a niemal
cata ich wiedza o wykresie sprowadza sie do umiejetnosci rozpoznania z niego nazwy
funkcji (Turnau, 1990).

Badania zostaly przeprowadzone po raz pierwszy w 1989 roku wspoélnie z mgr.
Wiadystawem Wilkiem? i powtérzone w latach 2004, 2012 i 2013. W dwu pierw-
szych badaniach uczestniczylto tacznie 62 studentéw pierwszego roku studiow (po
31 os6b w kazdej grupie). Zadanie rozwiazywalo ponadto 12 studentéow z roku
drugiego w roku 2012 i 25 studentéw III roku matematyki w 2013.

Narzedziem badawczym byl zaproponowany przez W. Wilka wykres funkcji
przedstawiony na rysunku (ryc. 1). Funkcja ta jest pochodna pewnej funkeji f
i bedzie oznaczona w ciagu dalszym przez f’. Zadanie badanych polegalo na sfor-
mutowaniu mozliwie bogatej listy wlasnosci funkcji f.

Rozwiazujac to zadanie student powinien:

— Odczyta¢ wlasnosci funkcji znajdujacej sie na rysunku (odczyta¢ wlasnosci
funkeji f7);

— Przypomnieé sobie znane pojecia (np. ciaglosé funkeji w punkcie i zbiorze,
monotonicznoéé, ekstrema, asymptoty, réznowartosciowosé, wypuktosé, roz-
niczkowalno$é) i twierdzenia z rachunku rézniczkowego funkcji jednej zmien-
nej rzeczywistej dotyczace wlasnosci funkcji wynikajace z wlasnosci pochod-
nej tej funkcji;

— Z informacji na rysunku wybraé te, ktore sg istotne do zastosowania znanych
twierdzen;

— Sformutowaé (stownie lub symbolicznie) wtasnosci funkeji f.

Warto w tym miejscu zauwazy¢, ze zgodnie z niepisang umowa za dziedzine
funkcji f/ przyjmujemy R\ {1}, zas za zbior wartosci przyjmujemy R.

2 Wyniki tych badan nie zostaty opublikowane.
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Ryc. 1.

Ze wzgledu na fakt, ze badani byli bezposrednio po kursie analizy matematycz-
nej albo przed egzaminem licencjackim, dysponowali oni pewna wiedza z analizy
matematycznej. Mamy tu na mysli m.in. nastepujace twierdzenia:

T. 1 Kazda funkcja rézniczkowalna w przedziale jest w nim ciggta.

T. 2 Kazda funkcja rosngea (malejgca) i rdézniczkowalna w przedziale ma w tym
przedziale pochodng niewjemng (niedodatniq).

T. 3 Jezeli pochodna [’ funkcji f jest dodatnia (ujemna) w przedziale, to funkcja
f jest rosngca (malejgea) w tym przedziale.

T. 4 Jezeli funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie xq i posiada ekstremum w tym
punkcie, to f'(xq) = 0.

T. 5 Jezeli funkcja f ciggta, okreslona w otoczeniu punktu xq, jest rézniczkowal-
na w sgsiedztwie tego punktu i pochodna f' zmienia znak w tym sqsiedztwie,
to funkcja f posiada ekstremum w punkcie xo. Wtedy f(xo) jest maksimum
lokalnym, gdy f' zmienia znak z dodatniego na ujemny oraz minimum lokal-
nym, gdy zmienia znak z ujemnego na dodatni.

T. 6 Jezeli funkcja f jest dwukrotnie rézniczkowalna i druga pochodna funkcji
f jest dodatnia (ujemna) w przedziale, to funkcja f jest wypukta (wklesta)
w tym przedziale.

T.7 Niech f : W — R bedzie rézniczkowalng funkcjq okreslong na wypuktym
podzbiorze zbioru R. Funkcja f jest wypukta (wklesta) w zbiorze W wtedy
i tylko wtedy, gdy funkcja f' jest rosngca (malejgea) w W.

T. 8 Jezeli funkcja f cigglta okreslona w otoczeniu punktu xg, jest dwukrotnie
rézniczkowalna w sgsiedztwie punktu xo, f"(xo) = 0 i druga pochodna f”
zmaenia znak w sgsiedztwie punktu xg, to funkcja f posiada punkt przegiecia
w Tg-

Analiza wykresu funkcji f’ pozwala na odkrycie wlasnosci funkcji f. Oto przy-
ktadowe rozumowania. Przyjmujemy w nich nastepujace oznaczenia punktéw cha-

rakterystycznych wykresu pochodnej f/: xg =0, 1 =1, x5 = 2, 23 = —2—10.
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D.

Fm.

Fr.

Wy.

Dziedzina funkcji f.

Zauwazmy najpierw, ze dziedzing funkcji f’ jest zbior bedacy sumg przedzia-
tow (—o0,1) U (1, +00). Jest tak dlatego, ze funkcja pochodna ma wtasnosé
Darboux. Wynika stad, ze funkcja f moze posiadaé¢ punkty nieciaglosci je-
dynie drugiego rodzaju (Krasinski, 2003, s. 119-120). Punktem takim jest
x1 = 1. Zatem dziedzing funkcji f moze by¢ albo zbiér R wszystkich liczb
rzeczywistych, albo zbior R\{1} w zaleznosci od tego, czy funkcja ta jest,
czy tez nie jest okreSlona w x; = 1.

. Rézniczkowalnosé funkeji f.

Z rysunku wynika, ze jesli dziedzing funkcji f jest zbior bedacy dziedzina jej
pochodnej f/, to funkcja f jest rozniczkowalna w swej dziedzinie. Natomiast,
jezeli dziedzing funkcji f jest zbior R, to funkcja f nie jest rozniczkowalna
w swej dziedzinie, bo nie istnieje pochodna w 1 = 1.

. Ciaglos¢ funkcji f.

Na mocy twierdzenia T. 1 funkcja f jest ciagta w kazdym punkcie, w ktérym
jest rézniczkowalna, tzn. w zbiorze (—oo, 1) U (1, +00). Jezeli punkt z; =1
nalezy do dziedziny funkcji f, nic nie mozna powiedzieé¢ o ciaglosci funkcji
f w tym punkcie. Moze sie bowiem zdarzy¢, ze f bedzie okreslona w x1 =1
i bedzie ciagla albo nieciggta w tym punkcie.

. Klasa regularnosci funkcji f.

Rozstrzygniecie tej kwestii w istotny sposob zalezy od dziedziny funkcji f.
Jezeli jest nig zbior (—oo, 1)U(1, +00), to funkcja f jest co najmniej klasy C*.
7Z rysunku nie mozemy jednoznacznie stwierdzi¢, czy istnieje f”. Z rysunku
wynika, Ze poza punktami zs i z; funkcja f’ jest rézmiczkowalna, bo ma
styczng. Zauwazmy rowniez, ze jezeli dziedzing funkcji f jest zbior R, to f
moze byé jedynie klasy C°.

Monotoniczno$é funkcji f — funkcja malejaca. Poniewaz pochodna f’ jest

ujemna w przedziale (1,2), wiec na mocy twierdzenia T. 3 funkcja f jest
malejaca w tym przedziale.

Monotonicznosé funkeji f — funkcja rosnaca.

Z rysunku wynika, ze funkcja f’ jest nieujemna w zbiorze (oo, 1) U [2, +00).
Na mocy twierdzenia T. 3 funkcja f jest rosnaca w kazdym z przedziatow
(—00,1) 1 [2,+00).

. Ekstrema funkcji f.

Z warunku koniecznego istnienia ekstremum wiadomo (twierdzenie T. 4),
ze funkcja f moze mie¢ ekstrema lokalne tylko w miejscach zerowych swej
pochodnej, a wiec w punktach zg = 0 1 zo = 2. Z twierdzenia T.5 wynika,
ze jedynie W x5 = 2 funkcja f osigga minimum lokalne, natomiast w o =0
nie ma ekstremum, gdyz pochodna f’ nie zmienia znaku.

Wypuklosé funkeji f.

Zauwazmy najpierw, ze jedynymi wypuklymi podzbiorami zbioru liczb rze-
czywistych sa przedzialy ograniczone lub nieograniczone. Zatem z twierdze-
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nia T. 7 wynika, ze funkcja f jest wypukta w przedziale [0, 1) oraz w prze-
dziale [2, +00), gdyz w kazdym z tych przedzialow rosnaca jest funkcja f'.

Wk. Wklestosé funkeji f.

Rozumujac podobnie jak w przypadku wypukltosci stwierdzamy na mocy
twierdzenia T. 7, ze funkcja f jest wklesta w przedziale (—o0, 0].

Pp. Punkt przegiecia funkcji f.

7 definicji punktu przegiecia albo z twierdzen T. 2 1 T. 8 wynika, ze funkcja
f ma punkt przegiecia w punkcie zy = 0.

Metoda badawcza byta analiza wytworéw dziatania studentow. Wytwory te to
pisemne wypowiedzi badanych na temat wlasnosci funkcji f, ktorej pochodng f’
przedstawia rys. 1. Obok analizy prac przeprowadzano rozmowy indywidualne ze
studentami na temat niektorych wlasnosci interesujacej nas funkcji.

Analiza wykresu funkcji f’ powinna przywolaé¢ znane juz studentom fakty
z rachunku roézniczkowego funkcji jednej zmiennej, takie jak np. zwiazek znaku
funkeji f/ z monotonicznoseia funkcji f (twierdzenia T. 2, T. 3), warunek konieczny
i wystarczajacy do istnienia ekstremum lokalnego funkcji (twierdzenia T. 4, T.
5), zwiazek wypuklosci z monotonicznoscia pochodnej pierwszego rzedu lub ze
znakiem pochodnej drugiego rzedu (twierdzenie T. 6). W ciagu dalszym wlasnosci
te zaliczymy do grupy W1. Uwagi dotyczace wtasnosci funkcji f opisanych wyzej
omdéwimy w czedci 3.1.

Funkcja f moze mie¢ jeszcze takie wlasnosci, ktore nie wynikaja bezposred-
nio z twierdzen T.1-T.8. Nie sa one wigc konsekwencjami wlasnosci funkcji f'.
Zaliczy¢ do nich mozna np. pytanie czy liczba x = 1 nalezy do dziedziny funkcji
f, jesli nie nalezy do dziedziny jej pochodnej lub pytanie o posiadanie asymptoty
poziomej lub pionowej funkcji f, jesli ma je pochodna tej funkcji. Dla sformu-
towania odpowiedzi w tym przypadku wygodnie jest postuzyé sie odpowiednimi
przyktadami. Umiejetnodé konstruowania takich przyktadéw moze byé ksztattowa-
na z wykorzystaniem kalkulatora graficznego wzglednie komputera ze stosownym
oprogramowaniem. Opisane wyzej wlasnosci zaliczymy do grupy W2.

W rozmowach jak réwniez w niektorych pracach pojawialy sie propozycje roz-
strzygniecia, czy funkcja f moze by¢ parzysta, nieparzysta, okresowa, ograniczona.
Uzyskane wyniki dotyczace tych wlasnosci takze oméwimy w paragrafie 3.2

3. Omowienie wynikéw badan

W tej czesci przedstawimy najwazniejsze wyniki badari.

3.1. Wyniki badan dotyczacych wtasnosci funkcji z grupy W1

Jak juz wspomnieliémy powyzej, do wlasnosci funkcji f w tej grupie zalicza-
my monotonicznosé (Fr., Fm.) i posiadanie ekstremum lokalnego (E.), wypuklosé
(Wy.) i wklestosé (Wk.) funkeji, posiadanie punktow przegiecia (Pp.) oraz jej wha-
snosci regularnosciowe (rézniczkowalnosé (R.) i klasa regularnosci (K.)). Sa to wiec
wlasnosci, ktore naleza do podstawowych tresci wykladu z analizy matematycznej.
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Wtasnosci te okazaly sie stosunkowo latwe dla badanych, o czym S$wiadcza
dane zamieszczone w tabeli 1.

W pierwszej kolumnie tej tabeli podano wymieniane przez badanych wtasnosci
funkcji f. W pozostalych kolumnach umieszczono, odpowiednio do kolejnych lat
badan, dwie liczby. Pierwsza to liczba udzielonych odpowiedzi, za$ liczba umiesz-
czona w nawiasie to liczba odpowiedzi btednych.

Tab. 1. Wyniki badan dotyczace wlasnosci z grupy W1

Wtasnosé Liczba odpowiedzi w roku
funkcji f 1989 2004 2012 2013
Fr. 31(7) 28(12) 12(1) 23(15)
Fm. 31(0) 1(0) 12(9) 23(2)
E. 31(0) 1(0) 11(2) 19(1)
Pp. 21(0) 3(6) 6(1) 12(2)
Wy. @ (130 [6() [ 10(8)
Wk. 7(2) 13(6) 9(4) 10(5)
E. 200 [2000 200 [ 4Q)
K. 7(0) 0(0) 0(0) 0(0)

Badania ujawnily, ze prawie wszyscy ich uczestnicy opisywali monotoniczno$é
funkcji f oraz jej zachowanie w punktach zg = 01 z2 = 2. Wiele z tych opiséw byto
poprawnych, ale przy okreslaniu przedziatow, w ktorych funkcja f jest rosnaca,
popelniano blad, twierdzac, ze funkcja ta jest rosnaca w zbiorze (—oo, 1)U[2, +00).
Ci, ktorzy tak rozumowali, zapominali o istotnosci zalozenia o przedziale w twier-
dzeniu T.3.

Twierdzenia o zwiazku pochodnej z ekstremum naleza do wiadomosci, ktore
badani studenci przyswoili w sposéb operatywny. Wydaje sie, niestety, ze nie moz-
na powiedzie¢ tego w odniesieniu do innych wtasnosci funkcji, np. wypuklosci czy
wklestosci funkeji.

Odnotujmy w tym miejscu, ze badani zauwazali poprawnie, ze dla xg = 0
funkcja f ma punkt przegiecia. Stwierdzenie to opierano na nastepujacym rozu-
mowaniu. W punktach xg = 0 i x5 = 2 pochodna jest rowna 0. Istnieje otoczenie
punktu zp = 0, w ktérym pierwsza pochodna nie zmienia znaku, czyli w tym
punkcie nie ma ekstremum, wiec jest punkt przegiecia. W rozumowaniu tym brak
odwotania do faktu, ze w postulowanym otoczeniu punktu zy funkcja f’ ma mi-
nimum lokalne, czyli zmienia monotoniczno$é. Nie korzystano réwniez z definicji
punktu przegiecia ani z twierdzenia T. 7 lub T. 8.

Niejakim zaskoczeniem bylo, ze tak mala liczba badanych zwroécita uwage na
fakt, ze funkcja f jest rozniczkowalna w zbiorze R\{1}. By¢ moze uwazano to za
bezposrednia konsekwencje tematu zadania, niewymagajaca wyjasnien.

3.2. Woyniki badan dotyczgcych wtasnosci z grupy W2

W tej czesci pracy oméwimy wyniki badan zwiazanych z wlasnosciami funk-
cji, ktore nie wynikaja bezposrednio z twierdzen T.1-T.8. Mamy tu na mysli np.
odpowiedzi na pytania o dziedzine funkcji f, asymptoty (pozioma A;, pionowa
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As) wykresu funkcji, parzystosé (P.) funkeji, nieparzystosé (N.), granice f w nie-
skoriczonosci (G.), ograniczonosé funkeji f.
Wyniki uzyskane z badan zawiera tabela 2.

Tab. 2. Wyniki badan dotyczace wlasnosci z grupy W2

Wtasnosé Liczba odpowiedzi w roku
funkcji f | 1989 2004 2012 2013
D. 19(15) 23(18) 2(2) 18(17)
Ay 11(11) 10(9) 7(5) 0(0)
As. 15(15) 10(9) 7(5) 0(0)
P. 2(1) 2(0) 2(0) 2(0)
N. 1(1) 1(0) 2(0) 2(0)
G. 3(3) 0(0) 0(0) 0(0)

Z danych zawartych w tabeli 2 wynika, ze niewielka liczba badanych podjeta
prébe rozwazania wspomnianych zagadnien. Nikt np. nie podjal dyskusji dotycza-
cej zachowania sie funkcji f w otoczeniu punktu x3 = —0,05. Nikt tez nie badal
ograniczonosci funkcji f. Przyktadem funkcji ograniczonej w swej dziedzinie jest

funkcja f(z) = —y/|arctg(z — 1)|. Jej pochodna f'(z) = —Q(Iz_ng;)gii_t;‘(m_l)
nie jest okreslona w x = 1 i nie jest ograniczona w sasiedztwie tego punktu.

Najwiecej osob podjeto probe odpowiedzi na pytanie o dziedzine funkcji f.
Zdecydowana wiekszo$é tych, ktorzy pisali cos na ten temat uwazala, ze dziedzina
funkcji musi by¢ identyczna z dziedzing jej pochodnej, a zatem funkcja f nie
jest okreslona w 27 = 1. Tak oczywiscie byé¢ nie musi, bo np. funkcja f(z) =
v/|x — 1] jest okreslona w punkcie 21 = 1 i nie jest w tym punkcie rézniczkowalna.
Jej pochodna wyraza sie bowiem wzorem f'(x) = ﬁ%— i nie jest okreslona
w punkcie ;1 = 1. Odnotujmy réwniez i to, ze funkcja f(z) = /|z — 1| jest
przyktadem funkcji ciagtej w zbiorze liczb rzeczywistych. Natomiast funkcja f,
ktorej wykres pochodnej f’ zaprezentowano na ryc. 1 nie jest ani funkcjg parzysta,
ani nieparzysta. Wynika to z faktu, ze pochodna funkcji nieparzystej jest funkcja
parzysta i odwrotnie (Chronowski, Powazka, 2000, s. 43). Omawiana funkcja f nie
jest tez odwracalna, poniewaz ma minimum lokalne w punkcie x5 = 2. Nie jest
zatem roéznowartosciowa w otoczeniu tego punktu.

Dane w tabeli 2 potwierdzaja fakt, ze badani sklonni byli przenosi¢ wta-
snosci funkcji f’ na wlasnosci funkcji f. Uwidocznita to odpowiedz dotyczaca
posiadania asymptot poziomej lub pionowej. Opisana powyzej funkcja f(z) =

|arctg(x — 1)] jest ciagla w zbiorze R, a jej pochodna posiada asymptote pio-
nowa. Nietrudno tez o przyktad funkcji nieograniczonej, majacej asymptote pio-
nowa. Jest nia funkcja f(x) = Inz. Tego typu bledne wypowiedzi wystapily juz
w innych badaniach i zaliczone zostaly do falszywych przekonan studentoéw (zob.
Powazka, 2009).




Z badan nad analizg rysunku i odkrywaniem wtasnosci funkcji [103]
4. Podsumowanie

Podsumowujac warto podkreslié, ze badani studenci nie mieli trudnosci z od-
czytaniem podstawowych wlasnosci pochodnej funkcji. Mozna powiedzie¢, ze stu-
denci widza wzajemna odpowiednio$¢ pomiedzy wygladem wykresu a wlasno$ciami
funkcji f'. Mamy tu na mysli nastepujace odpowiedniosci: miejsce zerowe funkcji —
punkt na osi, w ktérym wykres funkcji przecina o§ odcietych; funkcja jest rosnaca
(malejaca), gdy jej wykres ,podnosi sie” (sopada”), gdy sledzimy ja wzrokiem od
lewej do prawej strony. Argument, dla ktérego pochodna jest rowna 0, czesto inter-
pretuje sie jako argument, dla ktorego krzywa ,,przechodzi” z rosnacej w malejaca
lub z malejacej w rosnaca. Funkcje ciagte aczymy zazwyczaj z funkcjami, ktérych
wykresy mozemy narysowaé bez odrywania reki od kartki papieru. Ale ta interpre-
tacja jest stuszna tylko wtedy, gdy dziedzing funkcji jest przedzial ograniczony lub
nieograniczony. Pewne wlasnosci funkcji wydaja sie wiec mie¢ jasne interpretacje
wizualne” — z nimi tez bywaja wigzane przekonania dotyczace prawdziwosci po-
szczegdlnych twierdzen. Nie wolno jednak zapominaé, ze twierdzenia te maja swe
zalozenia. Zapominanie o tych zalozeniach i badanie prawdziwosci jedynie w opar-
ciu o interpretacje poszczegolnych wykreséw moze staé sie powodem falszywych
przekonan (Pawlik, 2005; Powazka 2006, 2009).

Zauwazmy, ze wiekszo$¢ badanych ograniczylta sie jedynie do podania wlasno-
$ci W1 funkcji f. Jest tak zapewne dlatego, ze wlasnosci te najbardziej kojarzyty
sie z pojeciem funkcji pochodnej. Zdecydowana wiekszos¢ badanych analizowala
oddzielnie czesci wykresu w przedziatach wyznaczonych przez asymptoty (wlasno-
$ci z grupy W1) pomijajac wlasnosci funkeji z grupy W2.

Dane zebrane w tabelach 1i 2 wydaja sie wskazywac na fakt, ze badani pobiez-
nie analizowali wykres pochodnej f’ i nie potrafili lub nie chcieli zastanawia¢ sie,
jak wlasnosci funkcji f’ wplywaja na wtasnosci jej funkcji pierwotnej. Jednocze-
$nie nalezy stwierdzi¢, ze wlasnosci funkcji f podawane byly w skrétowej formie.
Byly to pojedyncze stowa, nie za$§ cale zdania matematyczne.

Odpowiadajac na pytanie 3 nalezy zwrdci¢ uwage na bezposredni transfer wia-
snosci funkeji f/ na wlasnosci funkcji f. Pojawilo sie to przede wszystkim w stwier-
dzeniach dotyczacych dziedziny obu funkcji oraz ich asymptot.

Wyniki badail z réznych lat maja bardzo podobne rozktady. Nie potwierdzaja
przypuszczenia, ze doswiadczenia zwigzane z postugiwaniem sie przez badanych
technologia informacyjna w istotny sposéb wplywa na poprawe znajomosci wykre-
sow roznych funkcji oraz wykreséw ich pochodnych.

Ukazane fakty wskazuja na konieczno$é¢ wykonywania na nauczycielskich stu-
diach matematycznych wiekszej liczby éwiczenn podobnych do oméwionego w ar-
tykule zadania.
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