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Nowe spojrzenie na gry Penneya’

Abstract. The problem of gaming is an important part of the educational
process on all levels of Mathematics teaching. In this work we present certain
stochastic problems, based on the so-called Penney games. It provides the
opportunity to formulate new problems and to construct the tools needed
to solve them. This process is accompanied by a variety of mathematical
activities.

1. Wstep

Problematyka gier byla i jest nadal waznym elementem procesu edukacyjnego
na kazdym szczeblu ksztalcenia matematycznego. Rywalizacja towarzyszaca kaz-
dej grze dostarcza silnych motywacji do rozwiazywania réznorodnych probleméw
logicznych i matematycznych. Przy rozwiazywaniu probleméw inspirowanych gra-
mi ujawniaja si¢ réznorodne aktywnosci matematyczne, ktorych rozwijanie jest
jednym z wazniejszych celow edukacji matematycznej. Mozna powiedzieé, ze dzia-
talno$¢ matematyczna jest szczegélnym rodzajem aktywnosci polegajacej na roz-
wiazywaniu probleméw. Z tym procesem wiaze sie formulowanie matematyczne-
go zadania, poszukiwanie narzedzi jego rozwiazywania wéréd juz znanych mate-
matycznych poje¢ i metod, odkrywanie oraz konstruowanie nowych, do tej pory
nieznanych narzedzi, rozwigzywanie problemu, weryfikacja poprawnosci kolejnych
etapow rozwigzywania, poszukiwanie prostszych drog rozwiazania (np. przez przej-
Scie do innego modelu), uogélnianie problemu, odkrywanie analogii, wnioskowania
przez symetrie, izomorfizmy i analogie itp. (por. Legutko, 1987).

W niniejszej pracy prezentujemy pewna problematyke stochastyczna, powsta-
ta na tle tak zwanych gier Penneya, i stwarzajaca okazje do formutowania nowych
probleméw (poprzez uogodlnienie) i konstruowania narzedzi ich rozwiazywania. Pro-
cesowi temu towarzysza réznorodne aktywnosci matematyczne.

Praca bazuje na pewnym dydaktycznym ujeciu teorii przeliczalnych przestrze-
ni probabilistycznych, adresowanym do studentéw matematyki sekcji nauczyciel-
skich (Plocki, 1997a; Ptocki, 2011; Plocki, 2005b; Ptocki, 2005a; Major, Nawol-
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ska, 1999b). Skoriczone przestrzenie probabilistyczne (w tym przestrzenie klasycz-
ne) stanowia tylko maly fragment tego ujecia rachunku prawdopodobieristwa. Pro-
ponujemy zatem inna definicje prawdopodobienistwa, ktora shuzy do obliczania
prawdopodobienistwa kazdego zdarzenia w ziarnistej przestrzeni probabilistyczne;j.

2. Gra Penneya a czekanie na serie ortéw i reszek

Na wstepie, korzystajac z prac A. Plockiego (1997a; 1997b; 2004) oraz M. Ma-
jora i B. Nawolskiej (1999b) wyjasnimy kilka niezbednych pojec.

Niech Q = {w1,ws,...}. Rozktadem prawdopodobieristwa na zbiorze ) nazywa-
my kazda funkcje p okreslong na zbiorze €2, nieujemna i taka, ze

Zp(wj) = 1.

Pare (2, p) nazywamy ziarnistg (dyskretng) przestrzenig probabilistyczng.

Niech (Q, p) bedzie przestrzenia probabilistyczng ziarnista. Jezeli Q jest zbio-
rem mozliwych wynikéw pewnego doswiadczenia losowego, a funkcja p przypisuje
kazdemu wynikowi prawdopodobienistwo, z jakim do$wiadczenie moze zakoriczyé
sie tym wynikiem, to te przestrzen nazywamy modelem probabilistycznym wspo-
mnianego doswiadczenia. Taka przestrzen opisuje wowczas (modeluje) to doswiad-
czenie losowe. Méwimy, ze jest ona zgodna z tym doswiadczeniem losowym.

Niech (€, p) bedzie ziarnista przestrzenia probabilistyczna. Niech Z = 29,
Prawdopodobieristwem w przestrzeni (§2,p) nazywamy kazda funkcje P: Z — R
okreslona nastepujaco:

0, gdy A =10,

P(4) = p(w), gdy A ={w},
Z p(w), gdy A jest zbiorem co najmniej dwuelementowym.
wEA

Liczbe P(A) nazywamy prawdopodobieristwem zdarzenia A. Przestrzeniq pro-
babilistyczng nazywamy takze trojke (2, Z, P), gdzie Z = 2, P za$ jest prawdo-
podobieristwem na Z w sensie powyzszej definicji.

Rozwazmy rzut moneta (symetryczna). Doswiadczenie to ma dwa jednako-
wo mozliwe wyniki, ktore kodujemy litera r, gdy wypadnie reszka, za$ litera o,
gdy wypadnie orzel. Zbior {o, r} jest wiec zbiorem jednakowo mozliwych wynikow
rzutu moneta. Poniewaz wyniki do§wiadczeri wieloetapowych kodujemy jako ciagi
wynikow kolejnych etapéw, wiec wynik k-krotnego rzutu moneta jest k-wyrazowsa
wariacjdl zbioru {o,7} (jej j-ty wyraz to kod wyniku j-tego rzutu moneta).

Kazdy wynik k-krotnego rzutu moneta, dla & > 1, nazywamy serig ortéw
i reszek. Liczbe k nazywamy dtugo$cig serii.

Niech a bedzie ustalong seria ortéw i reszek o dlugosci k. Powtarzanie rzu-
tu moneta tak dlugo, az wyniki k ostatnich rzutéw utworza serie a, nazywamy
czekaniem na serie a ortow i reszek i oznaczamy dg.

lzwana tez wariacjg z powtérzeniami
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Jesli czas trwania do§wiadczenia d, odmierzaé liczba wykonanych rzutéw mo-
neta, to jest on zmienng losowa. Oznaczmy ja przez T,. Mozna zatem moéwic o jej
wartosci oczekiwanej, a wiec o $rednim czasie czekania E(T,) na serie a.

Niech a i b beda ustalonymi seriami ortéw i reszek o dlugosci k. Powtarzanie
rzutu moneta tak dtugo, az wyniki k ostatnich rzutéw utworza albo serie a, albo
serie b, nazywamy czekaniem na jedng z serii a, b ortow i reszek i oznaczamy d,_p.

Doswiadczenie §,_p jest doswiadczeniem losowym wieloetapowym o losowej
liczbie etapéw, a wiec mozna rozwazaé¢ zmienna losowa T, _; bedaca czasem jego
trwania mierzonym liczba wykonanych rzutéw moneta oraz jej wartosé¢ oczekiwana,
E(T,-p), czyli éredni czas trwania doswiadczenia.

Zauwazmy, ze ciag w, ktérego wyrazami sa elementy zbioru {o, r} jest wynikiem
czekania 6, wtedy i tylko wtedy, gdy: w jest ciagiem co najmniej k-wyrazowym
i takim, ze:

1° podciag k jego ostatnich wyrazéw tworzy serie a albo serie b,

2° zaden podciag k kolejnych wczesniejszych wyrazoéw nie jest seria a, ani nie
jest seria b.

Niech a i b beda ustalonymi seriami ortéw i reszek o dtugosci k. W grze z udzia-
tem dwoch graczy G1 i G powtarzany jest rzut moneta tak dlugo, az wyniki k
ostatnich rzutéw utworza:

— albo serie a i wowczas zwycieza gracz Gy,

— albo serie b, i wowczas zwycieza gracz Gs.

Tego typu gre nazywamy gra Penneya (zob. Plocki, 2011, s. 135-136).

Mozna rozwazaé gry Penneya w sytuacji, gdy serie ortéw i reszek sg réznej
dhugosci lub gdy w grze bierze udzial wiecej niz dwoch graczy. Gra Penneya jest
gra losowa. Jest ona sprawiedliwa, gdy wszyscy gracze maja jednakowe szanse
zwyciestwa.

Problematyka takich gier byla prezentowana w (Major, Nawolska, 1999b; Ma-
jor, Nawolska, 2006; Ptocki, 2011; Ptocki, 2005b; Kapela, 2002; Nawolska, 2002;
Nawolska, 2002; Nawolska, 2008; Major, Nawolska, 1999a; Nawolska, Ptocki, 2000).

W pracach tych przedstawiano wyniki badan dotyczacych sprawiedliwo$ci gier
Penneya w zaleznosci od rodzaju serii ortéw i reszek, od ich dlugosci oraz od
$redniego czasu czekania na kazda z serii oddzielnie.

Pierwsze przypuszczenia, ze serie réwnej dtugosci gwarantuja sprawiedliwosé
gry, okazaly sie falszywe.

Kolejna hipoteza, ze réwnosé srednich czaséw czekania na kazda z serii z osobna
jest wystarczajacym kryterium sprawiedliwosci gry, okazala sie réwniez falszywa.

O pewnych uogoélnieniach gier Penneya na serie sukceséw i porazek (rzut mo-
neta zastapiono proba Bernoulliego) pisal I. Krech (1999; 2002). Autor tych prac
badal, w jaki sposob sprawiedliwos¢ uogoélnionej gry zalezy od rodzaju serii sukce-
sow 1 porazek, od dtugosci tychze serii i od prawdopodobienistwa sukcesu. Wyniki
zostaly zebrane w pracy (Krech, 2006).

Kolejne uogoélnienie gier Penneya polegalo na zastapieniu monety urna z ku-
lami w trzech kolorach. Proba Bernoulliego zostata zastapiona tu doswiadczeniem
o trzech mozliwych wynikach (Krech, 2001).
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3. Propozycja uogdlnienia gier Penneya

W niniejszej pracy zaproponujemy kolejne — inne niz dotychczas — uogoélnienie
gry Penneya.

Ustalmy dwie serie ortéw i reszek a oraz b, kazda o dtugosci k. Rozwazmy gre
z udzialem dwoch graczy Gy i Go. Kazdy z graczy czeka na jedng z ustalonych
serii, np. gracz Gy na serie a, gracz G2 na serie b. Gracze rownocze$nie rzucaja
monetami, kazdy wlasna, i obserwuja wyniki swoich rzutéw. Réwnoczesny rzut
monetami powtarzaja tak dlugo, az ktérys$ z nich doczeka sie swojej serii ortow
i reszek i wowczas on zwycieza. Gdy obaj gracze jednoczesnie doczekaja sie swoich
serii, gra koiiczy sig remisem. Opisang gre oznaczmy symbolem gqs.

Zauwazmy, ze W tej wersji gry, inaczej niz ma to miejsce w przypadku oryginal-
nych gier Penneya czy tez wspomnianych wczesniej uogoélnien, gra moze zakoiczy¢
sie remisem. Ponadto, co wecze$niej nie miato sensu, gracze moga czekaé na te sama
serie. W takim przypadku gra nie musi zakonczy¢ sie remisem — choé¢ (co latwo
zauwazyd) jest gra sprawiedliwa.

Symbolem 4,;, oznaczmy do$wiadczenie przeprowadzane w grze g,,. Wyni-
ki tego doswiadczenia sa parami ciagoéw ((an), (bn)) co najmniej k-wyrazowych
o"'takiej samej liczbie n wyrazow. Pierwszy ciag prezentuje wyniki kolejnych rzu-
tow gracza G, drugi — gracza Go. Ponadto k ostatnich wyrazow ciagu (a,,) tworzy
serie a lub k ostatnich wyrazow ciagu (b,,) tworzy serie b.

Oznaczmy zbior wynikéw doswiadczenia d,);, symbolem €,;,. Jedli w € Qg
i"w jest para ciagow n-wyrazowych ((an), (b,)), gdzie n > k, to jego prawdopodo-
biefistwo jest réwne 5 - 5, czyli (3)". Wynika stad, ze modelemd doswiadczenia
Sajp jest para (Qqp, Pajp), gdzie pqp jest funkeja okreslong wzorem:

|l
1
pa\b(w) = (Z) dla we Qa\ba

gdzie |w| oznacza liczbe wyrazow ciagéw zaréwno (a,) jak (by,), czyli ich dlugosé.
Z doswiadczeniem losowym 0, zwiazmy trzy zdarzenia:

A = {doswiadczenie 6, zakoticzy si¢ uzyskaniem serii a (serii gracza G1)},
B = {doswiadczenie d,), zakoriczy si¢ uzyskaniem serii b (serii gracza Ga)},

R = {doswiadczenie d,);, zakoriczy si¢ réwnoczesnym uzyskaniem serii a oraz b},

ktore oznaczamy A = {...alx}, B={...x|b} i R={...a|b}, a ich prawdopodo-
bieristwa odpowiednio przez P(...alx), P(...* [b) i P(...alb).

Jesli P(...a|x) = P(...*|b), to serie a i b nazywamy jednakowo dobrymi
i oznaczamy a == b.

Jesli P(...a|x) > P(...x|b), to serie a nazywamy lepszq od serii b i oznaczamy
a>b.

W zbiorze serii ortow i reszek o dtugosci k okreslone zostaly zatem dwie relacje:
1>,

2Zob. (Ptocki, 2004), rozdzial 2.
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W grze g,, zwyciezy gracz Gi wtedy i tylko wtedy, gdy zajdzie zdarzenie
A = {...a|]*}. Zwyciestwo gracza Gg jest rownoznaczne z zajSciem zdarzenia
B = {...*|b}. Jesli zajdzie zdarzenie R, to gra koiiczy sie remisem.

Jesli P(...a|x) = P(...*|b), to gra jest sprawiedliwa, serie a i b daja graczom
rowne szanse na zwyciestwo. Ten fakt ttumaczy nazwe serie jednakowo dobre.

Jesli P(...a[*) > P(...* |b), to seria a daje graczowi G1 W grze g, wigksze
szanse na zwyciestwo, niz seria b daje jego przeciwnikowi. Ten fakt ttumaczy zwrot
seria a jest lepsza od serii b. Oczywiscie, gra g, nie jest wowczas sprawiedliwa.

Rozstrzyganie sprawiedliwosci gry g, sprowadza si¢ do obliczania prawdopo-
dobieristwa zdarzen A i B w nieskoriczone] przestrzeni probabilistycznej (24, Pas)-

W dalszej czesci pracy pokazemy, jak w przypadku pewnych serii ortéw i reszek
mozna te prawdopodobienistwa wyznaczag.

Mamy 4 serie ortow i reszek dlugosci 2. Sa to: oo, rr, or, ro. Mozna zatem
rozwazy¢ 16 r6znych gier typu gqp, gdzie a i b sg seriami ortéw i reszek diugosci
2. Z punktu widzenia analizy sprawiedliwosci tych gier wystarczy rozwazy¢ tylko
10 z nich, gdyz gry typu ga|s i gs|o mozna utozsamic (zob. tab. 1).

Tab. 1. Wszystkie istotnie
rézne gry gqp dla serii ortow
i reszek dlugosci 2

oo | TTr or ro

00 X X X X
rr X X X
or X X
ro X

Wszystkie rozwazane gry mozna przedstawi¢ za pomoca grafu — ryc. 1. Kazda
krawedz grafu prezentuje jedng z mozliwych gier.

Gooloo 9ro|ro
Goo|ro
00 To

Goo|or

Grrlro

Joolrr Jor|ro

@ @
Grrlor

9rr|rr Gor|or

Ryc. 1. Graficzna prezentacja wszystkich
réznych gier g, dla serii ortéw i reszek diu-

gosci 2
Na poczatek rozwazmy gre goo|oo- Jak wspomniano wezesniej, taka gra jest
sprawiedliwa. Wykazemy ten fakt, konstruujac graf stochastyczny jako plansze do
tej gry (zob. Major, Nawolska, 1999b, s. 61-63). Taki graf jest zarazem przestrze-
nig probabilistyczna bedaca pewna prezentacja modelu doswiadezenia d,0)00- Do
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konstrukcji tego grafu wykorzystamy graf bedacy prezentacja przestrzeni probabi-
listycznej czekania na serie oo (por. Major, Nawolska, 1999b, s. 206).

o
— A
d@osmo=s
T
Ryc. 2. Graf czekania na seri¢ oo

Na grafie czekania na serie oo, sa trzy wezly, o etykietach s, o, i oo.

W grze goojoo Przeprowadza si¢ doswiadczenie losowe, ktérego model jest w isto-
cie druga potega kartezjanska przestrzeni probabilistycznej bedacej modelem cze-
kania na serie oo. Etykiety jego weztéw wyznaczmy jako druga potege kartezjariska
zbioru etykiet weztéw grafu czekania na serie oo. Sposob ich wyznaczenia prezen-
tujemy w tabeli 2.

Tab. 2.

etykiety czekania
na serie oo

s o 00
s s slo | (s]00) +oo
0 ols | olo |ooo

0o || @ols | 00]o) | ooloo

00|*

Zauwazmy, ze wezly brzegowe i mozna utozsamic ze soba (z weztow
tych nie wychodzi zadna krawedz a dotarcie do kazdego z nich jest rownoznaczne

ze zwyciestwem pierwszego z graczy) sklejajac je w jeden wezel o etykiecie .
Analogiczna sytuacja ma miejsce dla weztow i — z ich sklejenia powstaje
wezel . Ostatecznie na grafie doswiadczenia d,0(0, mamy 7 weztow, w tym 3
wezly brzegowe (ryc. 3).

Ryc. 3.

Z doswiadczeniem 64|, zwigzmy zdarzenia A = {...o0|*} i B = {...*|oo}. Zaj-
Scie zdarzenia A jest rownoznaczne ze zwyciestwem gracza (1, za$ zajscie zdarzenia
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B ze zwyciestwem gracza (2. Zdarzeniu A sprzyjaja wszystkie te wyniki, ktorym
na grafie z ryc. 3 odpowiadaja trasy prowadzace z wezla s do wezla [oo]+]. Zdarzeniu
B sprzyjaja za$ te wyniki, ktorym na grafie z ryc. 3 odpowiadaja trasy prowadzace
z wezta s do wezta . Kazdej trasie o pewnej dtugosci k, prowadzacej z wezta s
do wezla odpowiada dokladnie jedna trasa o takiej samej dtugosci prowadza-
ca z wezla s do wezla i na odwrot. Oznacza to, ze P(A) = P(B). Powyzsza
argumentacja dotyczy pewnych symetrii grafu stochastycznego. Graf z ryc. 3 jest
W pewnym sensie symetryczny, tzn., mozna tak rozmiesci¢ wezty grafu i krawedzie,
ze da sie wskazaé prosta, bedaca osig symetrii grafu, z dokladnoscia do weztow
i krawedzi (bez uwzglednienia etykiet i opisow krawedzi). Gra g,o|00 jest sprawie-
dliwa. Jak juz wspomniano wczesniej, dla serii ortéw i reszek dlugosci 2, jest 10
istotnych gier. Zauwazmy jednak, ze dla serii dlugosci 2 mamy tylko dwa typy
grafow doswiadczen d,. Sg nimi grafy z ryc. 4.

U

1
ki 1

Typ I: 5@::[]42’5 dla: dw
1 Tr
2

U

or

1
2
Typ II: 3 @—@D dla:
3 3

Ryc. 4.

S

TO

Pierwszy z nich jest grafem czekania zaréwno dla doswiadczania d,, jak i do-
$wiadczenia 4., drugi za$ jest grafem czekania zaréwno dla do$wiadczania J,, jak
i doswiadczenia 6, (po odpowiednim uzupelnieniu etykiet i stosownym przypisa-
niu krawedziom litery o albo 7).

Poniewaz przestrzenn probabilistyczna dla do$wiadczenia przeprowadzanego
W grze dq, gdzie a i b s seriami orléw i reszek dtugosci 2, jest iloczynem karte-
zjanskim przestrzeni probabilistycznych §, i 6, zatem sa trzy — istotne z punktu
widzenia gry — takie produkty kartezjanskie.

YGooloo Gro|ro
O Joo|ro : :
00-=-====-mmm - TO .
\\\ ///
. Yoolor 0 : .
§ —— produkt pierwszego typu
AN .0 Grr|r :
Goolrr x! Yor|ro ---- produkt drugiego typu
.’ \ : ~..... produkt trzeciego t
, N : produkt trzeciego typu
PP e mmmm e or
9rr|or :
Grr|rr :'""'.gor\or
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Pierwszy jest druga potega kartezjanska przestrzeni probabilistycznej prezen-
towanej przez graf typu I, drugi — produktem kartezjariskim przestrzeni probabi-
listycznych prezentowanych przez graf typu I i graf typu II, trzeci za$ jest druga
potega kartezjaniska przestrzeni probabilistycznej prezentowanej przez graf typu II.

W zbiorze doswiadczen d,;, mozna zatem wprowadzi¢ relacje rownowaznosci.
Mowimy, ze dwa doswiadczenia naleza do tej samej klasy rownowaznosci, gdy ich
modele probabilistyczne sa izomorficznymi przestrzeniami probabilistycznymi.

Model probabilistyczny kazdej z 10 zmodyfikowanych gier Penneya jest jed-
nym z trzech wspomnianych produktow kartezjariskich. Oznacza to, ze w analizie
gier wystarczy rozwazy¢ tylko reprezentantéw trzech klas abstrakcji wspomniane;j
relacji réwnowaznos$ci.

Do pierwszej z klas abstrakcji naleza doswiadczenia: doo(rr, doojoos Orrjrr; dO
drugiej z klas abstrakcji naleza do§wiadczenia: 0,,or; doojors Orrjro 1 Ooo|ro; dO trze-
ciej za$ naleza doswiadczenia: dorjro, Oorjors Orojro-

Jako reprezentantéw klas abstrakcji wybierzmy doswiadczenia: dooj00, Orrjors
5or\ro-

Graf z ryc. 3 jest pewng prezentacja przestrzeni probabilistycznej doswiad-
czenia d,0|00- Na rycinach 6 i 7 zamieszczone sa grafy dla doswiadczen d,,., oraz

5rr\or~

o|rC@
olo

519 '

SN

olo

Ryc. 6. Ryec. 7.

7 symetrii grafow z rysunkéw 3 oraz 6 wynika w sposob oczywisty, ze sprawie-
dliwe Sa 8rY: Gor|ro) Yor|ors Gro|ros Joo|rrs Jooloos Yrr|rr: PraWdOpOdObieﬂStwa ZWY-
ciestwa kazdego z graczy w tych grach sa rowne. Mozna je wyznaczy¢ korzystajac

z algorytmu pochtaniania dla grafow stochastycznycfﬁ. Wynosza one odpowiednio

: 11 4 11
dla 81€T Jor|ros Jor|ors Gro|ro PO 37, 2as dla Yoo|rrs Gooloos Grr|rr — PO 35-

Graf z rys. 7 nie jest symetryczny, co nie musi oznaczaé, ze gry 9rr|ors Jor|oos
Grriro 1 Grojoo Ni€ sa sprawiedliwe.

3Algorytm ten pozwala na efektywne wyznaczanie prawdopodobienstw dotarcia do weztow
brzegowych grafu. Ma on zastosowanie w sytuacji, gdy przebieg doswiadczenia jest interpreto-
wany jako bladzenie losowe po grafie stochastycznym. Obliczanie prawdopodobiernistwa pewnych
zdarzen sprowadza sie¢ do rozwiazywania ukladu réwnan liniowych. Algorytm ten zostal przed-
stawiony w (Engel, 1980) oraz wraz z dowodem w (Plocki, 2005b, s. 398-399).
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Prawdopodobienstwa zwycigstwa graczy w omawianych grach (wyznaczane
z algorytmu pochlaniania) prezentujemy w tabeli 3.

Tab. 3.
00 rr or TO
00 £|£ £|£ ﬂ|ﬁ ﬂ|ﬂ
25125 25125 1211121 1211121
rr £|£ £|£ ﬂ|ﬁ ﬂ|ﬂ
25125 25125 1211121 1211121
or £|ﬁ ﬁ|£ £|£ £|£
1211121 1211121 27127 27127
ro £|ﬁ ﬁ|£ £|£ £|£
1211121 1211121 27127 27127

Dane zawarte w tabeli 3 mozna zaprezentowaé tez w uproszczony sposéb
(tab. 4).

Tab. 4.

00 | rr or | ro

00 L1 | 3965
rr 25125 1211121
or 65139 | 1111
ro 1211121 27127

Kazdy wiersz i kazda kolumna tabeli 3. oraz jej uproszczonej wersji (tab. 4)
odpowiada pewnej serii ortow i reszek dlugosci 2. W przecieciu sie wiersza od-
powiadajacego serii a z kolumna odpowiadajaca serii b wpisano liczby P(...a|*)
i P(... x|b) (rozdzielone znakiem |), bedace prawdopodobienstwami zwyciestwa
graczy w grze gqp, czyli prawdopodobienstwami dotarcia do weztow oraz m
na grafie, ktory jest plansza dla rozwazanej gry.

Zwrocémy uwage na fakt, ze dla kazdej z rozwazanych gier suma prawdopodo-
bienstw zwyciestw obu graczy jest mniejsza niz 1. Tak jest, poniewaz kazda z gier
moze zakonczy¢ sie remisem.

Dla niektorych typow grafow, jak np. graf z rys. 6 prawdopodobieristwa do-
tarcia do weztow brzegowych grafu mozna wyznaczaé bez uzycia algorytmu po-
chtaniania. Mozna to uzyska¢ redukujac nieskonczong przestrzeri do przestrzeni
skoriczonej. Na grafie doswiadczenia 0, (rys. 6.) istnieje szczegolny wezel .
Osobliwosé tego wezta polega na tym, ze gra go|r, moze skoriczy¢ si¢ remisem
tylko wtedy, gdy btadzac po grafie dotrzemy do tego wezta. Z wezta () mozemy
dotrzeé¢ do kazdego z wezlow , i z prawdopodobienstwem % Ponadto
prawdopodobienistwo dotarcia z wezta do m (analogicznie z wezla do m)
wynosi tez % Zatem prawdopodobienistwo dotarcia z wezla startowego s do wezta
wynosi £+ 1 - %+ 3 - 3, czyli 3. Wynika stad, ze prawdopodobieristwo remisu
(dotarcia do wezta ) wynosi g . %, tj. 2%, a prawdopodobienistwo zwyciestwa
kazdego z graczy jest polowa z 1 — &, czyli wynosi 31

W kontekscie przeprowadzonej analizy rodzi sie pytanie: Czy wsrod serii ortow
i reszek dtugodci 2 jest seria najlepsza, tzn. taka, ze gracz, ktéry na nia czeka, ma
wigksze szanse na zwycigstwo w grze g, niz jego przeciwnik, bez wzgledu na to
na jaka serie czeka jego przeciwnik?
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Odpowiedz na to pytanie jest negatywna. Jest to oczywiste, poniewaz gracze
moga czekac¢ na te same serie (gra goq) i wtedy szanse na zwyciestwo obydwu
graczy sa takie same. Mozna jednak moéwi¢ o serii optymalnej, tzn. takiej ze szanse
na zwyciestwo gracza, ktéry na nia czeka, sa nie mniejsze od szans jego przeciwnika,
bez wzgledu na to, na jaka serie czeka przeciwnik. Takimi seriami sg serie or i ro,
poniewaz serie or i ro sa jednakowo dobre, natomiast seria or (ro) jest lepsza od
kazdej z serii oo i rr (0o i rr).

Na koniec przeanalizujmy jeszcze czy $redni czas czekania na kazda z serii
ortéw i reszek dlugosci 2 pozostaje w jakiejs relacji ze §rednim czasem trwania
doswiadczenia d,), ($redni czas btadzenia po grafie stochastycznym bedacym mo-
delem doswiadczenia ).

W pracy (Major, Nawolska, 1999b, s. 201, 205-207) wykazano, ze E(T,,) =
E(T,,) = 4 oraz E(T,,) = E(T,r) = 6. Za pomocy tak zwanego algorytmu
$redniego czasu bladzenia po grafie stochastycznynﬂ mozna wyznaczy¢ E(T,0(00),
E(T,yor) oraz E(Toyy,). Jest

E(Toojo0) = 3.68, E(Tppjor) =317,  E(Tyriro) = 2.96.

Wynika stad, ze najkrotszy sredni czas trwania doswiadczenia dq)p (2ry gqpp) ma
miejsce w przypadku serii o najkrotszych srednich czasach czekania, zas najdtuzszy
$redni czas — w przypadku serii o najdtuzszych $rednich czasach czekania.

Mozna tez sformutowaé nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 1
Niech a i b bedq seriami ortow i reszek dtugosci 2. Dla doswiadczeri losowych dq)p,
0q 1 0p zachodzi
E(T,) + E(Ty
(1) < E0RH B0
Warto tez odnotowaé jeszcze jedna zaobserwowang prawidtowosé, ktora ujmie-
my w formie twierdzenia:

TWIERDZENIE 2
Niech a i b bedg seriami ortow i reszek dtugosci 2. Dla doswiadczeri losowych dq)p,
04 % 0p zachodzi

1° P(...a|lx) = P(...x|b) < E(T,) = E(Ty);
2° P(...a|*)
3° P(...a|*)

4 Algorytm ten pozwala na efektywne wyznaczanie wartosci oczekiwanej zmiennej losowej be-
dacej czasem trwania doswiadczenia losowego wieloetapowego (mierzonego liczba etapow). Ma
on zastosowanie w sytuacji, gdy przebieg doswiadczenia jest interpretowany jako bladzenie lo-
sowe po grafie stochastycznym. Obliczanie $redniego czasu bladzenia po grafie stochastycznym
sprowadza sie, podobnie jak ma to miejsce w przypadku algorytmu pochtaniania, do rozwiazy-
wania ukladu réwnan liniowych. Algorytm ten zostal przedstawiony w (Engel, 1980) oraz wraz
z dowodem w (Plocki, 2005b, s. 399-401).
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W przypadku serii ortéw i reszek dtugosci 2 twierdzenia sg prawdziwe. Konse-
kwencjg twierdzenia 2. jest fakt, ze gra g, jest sprawiedliwa wtedy i tylko wtedy,
gdy Srednie czasy czekania na serie a oraz serie b sa réwne.

Otwarte pozostaje pytanie, czy twierdzenia mozna uogélni¢ na przypadek serii
ortéw i reszek dtugosci wiekszej niz 2.

4, Zakonczenie

W pracy zaprezentowano kolejne uogdlnienie gry Penneya i r6ézne problemy
z tym zwiazane. Ponadto ukazano wykorzystanie elementarnych s§rodkéw bada-
nia nieskonczonych przestrzeni probabilistycznych, takich jak graf stochastyczny,
symetrie i analogie, dzieki ktérym mozliwe byly nowe metody obliczania prawdo-
podobienistwa zdarzenhi w przeliczalnych przestrzeniach probabilistycznych oparte
na interpretacji przebiegu tancucha Markowa jako bladzenia losowego po grafie
stochastycznym (redukcje grafu, wyrdznianie weztéw osobliwych, symetrie grafu,
algorytmy pochlaniania i §redniego czasu btadzenia po grafie stochastycznym).

Dzieki zaproponowaniu elementarnych narzedzi organizacji fazy matematyza-
cji oraz fazy dedukcji i rachunkéw badanie nieskoriczonych przestrzeni probabili-
stycznych staje sie mozliwe na gruncie matematyki elementarnej, dostepnej nawet
uczniom szkol ponadgimnazjalnych, a tym samym propedeutyki rachunku praw-
dopodobieiistwa na studiach matematycznych specjalnosci nauczycielskie;j.
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