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O badaniach nad ksztattowaniem sie u studentow
matematyki podstawowych pojec¢ analizy
matematycznej’

Abstract. This paper is a reflection on the process of forming the basic con-
cepts of mathematical analysis in students. These studies were conducted in
the years 2002-2011 and they coincided with the period of major educational
reforms in our country. These reforms had an impact on the level of Mathe-
matics teaching in various schools and on anticipatory preparing of young
people to study this subject. Thus, this work is an attempt to summarize the
results of the already described various stages of the research. The first part
contains the answer to the question about the role of the content of this sub-
ject in the mathematical preparation of future teachers of Mathematics. In
next parts, examples of introducing selected concepts of mathematical ana-
lysis are presented and thereafter conclusions from the carried-out research
are formulated.

Wstep

Niniejszy artykul stanowi refleksje z badan nad ksztaltowaniem sie u studen-
tow studiow nauczycielskich podstawowych poje¢ analizy matematycznej. Badania
prowadzone bylty w latach 2002-2011, okresie waznych reform edukacyjnych w na-
szym kraju. Reformy te nie byly bez znaczenia dla poziomu nauczania matematyki
w roznego typu szkotach wyzszych. Brak bowiem przygotowania pewnych tresci
matematycznych ze szkoty ponadgimnazjalnej, przy niezmienionych programach
analizy matematycznej, stwarzal okreslone trudnosci studentom, zwtaszcza lat
pierwszych, w rozumieniu wykladanego przedmiotu (por. Powazka, 2006; 2010b).
Swiadomosé tych trudnosci oraz umiejetnosé ich eliminowania jest istotna dla wy-
ktadowcodw tego przedmiotu i sprzyja doskonaleniu procesu dydaktycznego. Tego
typu zabiegi wpisuja sie w problem jakosci ksztalcenia, ktory jest jednym z waz-
nych zagadnieri wspoltczesnych badan dydaktyki matematyki (por. Pardala, 2012).
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Praca ta jest wiec probg podsumowania wynikow kilkuletnich badar autora. Mo-
tywacja do jej napisania byta che¢ odpowiedzi na pytanie o role tresci tego przed-
miotu w procesie matematycznego przygotowania przysztego nauczyciela matema-
tyki. Wydaje sie ono zasadne, poniewaz w obecnej podstawie programowej ksztal-
cenia matematycznego obserwuje sie brak elementéw analizy matematycznej na
poziomie podstawowym na IV etapie ksztalcenia (szkoly ponadgimnazjalne) i na
egzaminie maturalnym. Zagadnieniu temu zostal po§wiecony paragraf 2. W pa-
ragrafie 3 opisuje sie pokrotce metodologie badan. Paragraf 4 zawiera przyktady
ksztaltowania wybranych pojeé¢ analizy matematycznej ze szczegdlnym uwzgled-
nieniem trudnosci, na jakie napotkali studenci podczas tego procesu.

Badania nad sposobami ksztaltowania podstawowych pojeé analizy matema-
tycznej u mtodziezy starszych klas szkot srednich, jak rowniez u studentéow prowa-
dzone byly na Stowacji (por. np. Fulier, 2001; Gunc¢aga, Fulier, Eisenmann, 2008).
Niektore wyniki tych badan zostaly opisane w pracy J. Guncagi i Z. Powazki
(2006), ktora dotyczyla roznych sposobéw wprowadzenia pojecia pochodnej funk-
cji w punkcie.

1. O roli analizy matematycznej w ksztatceniu nauczycieli matematyki

Uwaza sie, ze analiza matematyczna nalezy do najwazniejszych dzialéw mate-
matyki. Wedtug C. Boyera (1964, s. 9):

Rachunek rézniczkowy i catkowy stanowi jedna z wielkich zdobyczy umystu
ludzkiego. Zajmujac miejsce pomiedzy naukami przyrodniczymi i humani-
stycznymi, powinien by¢ szczegolnie owocnym srodkiem wyzszego ksztalce-
nia.

Rachunek ten stanowi fundamentalna czes¢ wspolczesnej analizy matematycz-
nej. Ma ona zwiazki z wieloma dziatami matematyki jak rowniez fizyki, a swe po-
wstanie zawdziecza potrzebie rozwigzywania konkretnych probleméw geometrycz-
nych lub technicznych. 7 tego zapewne powodu jest wyktadany na wszystkich
uniwersytetach i wyzszych uczelniach prowadzacych kierunki Sciste.

Omawiany dzial matematyki odgrywa wazna role w procesie matematycznego
ksztalcenia nauczycieli. Posiada bowiem bogaty zestaw ciekawych zadari i proble-
moéw, nadajacych sie do rozwiazywania na roéznych poziomach edukacji (np. za-
gadnienia optymalizacyjne). Na poziomie akademickim studenci zaznajamiaja sie
z dowodami by¢ moze znanych im juz wczesniej twierdzeri. Tu jest tez mozliwosé
do prowadzenia rozwazan teoretycznych w oderwaniu od konkretnych przykla-
dow. Na tej drodze studiujacy analize matematyczna moga pogtebiaé¢ rozumienie
podstawowych poje¢ tego dzialu matematyki. Maja tez okazje do prowadzenia
interesujacych rozwazan, niekiedy bardzo subtelnych, ktére moga przeczyniaé sie
do rozwoju u studiujacych matematycznego myslenia oraz tworczej postawy (zob.
Gloton, Clero, 1985, s. 36).

Na role analizy matematycznej w edukacji matematycznej studenta zwracal juz
uwage T. Rumak (1996). W cytowanej pracy sformulowal nastepujace postulaty:

e Analiza matematyczna powinna by¢ przedmiotem studiow, ktory uwzglednia
zasdb wiadomosci niezbednych do ogoélnej kultury matematycznej studenta.
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e Zajecia dydaktyczne z tego przedmiotu powinny uwzgledniaé:

— elementy wiedzy matematycznej z ukierunkowaniem na potrzeby przy-
sztej pracy nauczyciela matematyki,

— zasady, formy i metody organizacji pracy w zakresie samodzielnego
uczenia sie lub studiowania oraz kierowania procesem nauczania ma-
tematyki w odniesieniu do wiadomosci z analizy matematycznej, ktore
wystepuja w szkolnym nauczaniu matematyki.

Postulaty T. Rumaka sa nadal aktualne, gdyz tresci z analizy matematycz-
nej powracaja do nauczania matematyki w szkole ponadgimnazjalnej na poziomie
rozszerzonym. Musi wiec w nie byé wyposazony kandydat do zawodu nauczyciel-
skiego, bo nie mozna wykluczyé, ze w przysztosci bedzie uczyé na tym poziomie
edukacji. Ponadto znajomo$¢ zagadnieni z tego przedmiotu jest niezbedna studen-
towi matematyki do rozumienia prac naukowych, z ktérymi spotka sie podczas pi-
sania pracy dyplomowej. Studiowanie tego dzialu matematyki daje rowniez okazje
do wykorzystywania technologii informacyjnej, pomocnej w rozwigzywaniu niekto-
rych typow zadan, zwtaszcza rachunkowych. Sposéb prowadzenia zajeé przesuwa
sie wiec z ¢éwiczenia umiejetnosci technik rachunkowych w kierunku wykorzysty-
wania poje¢ do rozwiazywania zadan — tzw. pojeciowe rozwiazywanie zadan (por.
Turnau, 1990, s. 60).

Podsumowujac, mozemy stwierdzi¢, ze role analizy matematycznej w matema-
tycznej edukacji nauczycieli okreslaja nastepujace fakty:

a) Jej pojecia powstawaly w wyniku rozwiazywania pewnych zagadnien prak-
tycznych i jej twierdzenia znajduja zastosowania przy rozwiazywaniu proble-
moéw z innych dziedzin wiedzy (np. fizyka, ekonomia, nauki techniczne).

b) Metody tego dzialu matematyki znajduja zastosowanie w innych dzialach
matematyki (np. w réwnaniach rézniczkowych, geometrii rozniczkowej, ra-
chunku prawdopodobieristwa).

¢) Uogolnienia podstawowych pojeé analizy matematycznej wiaza ze soba rézne
dzialy matematyki, ktére na pierwszy rzut oka wydaja sie odleglte od siebie
(np. topologia, algebra, analiza funkcjonalna).

d) Podstawowe pojecia i twierdzenia rachunku rézniczkowego i catkowego moga
by¢ prezentowane na réznych poziomach edukacji (szkola ponadgimnazjalna,
wyzsze uczelnie).

e) Studiowanie dowodéw twierdzen oraz rozwiazywanie roéznego typu zadan
z tego dzialu matematyki moze przyczynié sie do rozwijania u studentow
mys$lenia matematycznego oraz réznych aspektéw matematycznej aktywno-
$ci.

f) Przy rozwiazywaniu niektorych typow zadan z analizy matematycznej ist-
nieje mozliwosé¢ zastosowania technologii informacyjne;j.

2. Uwagi metodologiczne

Celem prowadzonych badan byto opisanie procesu ksztaltowania tworczej po-
stawy studentow, majacych byé¢ nauczycielami matematyki podczas zaje¢ z analizy
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matematycznej. Chodzito réwniez o wskazanie, na czym polegaja trudnosci stu-
dentéw obserwowane w tym procesie. Jak juz wspomnieliémy we wstepie, badania
prowadzone byly w czasie reform programowych na kazdym poziomie nauczania
szkolnego. Reformy te polegaly na odejsciu od przekazywania tzw. wiedzy ency-
klopedycznej, na rzecz rozwijania aktywnego udziatu dzieci i mtodziezy w procesie
uczenia sie. Aby jednak nauczyciele mogli realizowaé takie nauczanie, musza sami
zdoby¢ stosowne doswiadczenie. W zwiazku z tym w czasie trwania badan sta-
raliSmy sie tak organizowaé zajecia, aby ograniczy¢ podawanie encyklopedycznej
wiedzy na rzecz rozbudzania zainteresowan i motywacji do samodzielnego rozwija-
nia dzialalnosci poznawczej. Jest oczywiste, ze kazdy wyktad musi zawieraé¢ sporo
nowych tresci. Nie da si¢ bowiem operowaé pojeciami bez znajomosci ich definicji
i wzajemnych zwiazkéw miedzy nimi. Istotne jest jednak wtasciwe ksztaltowanie
tych poje¢ w §wiadomosei stuchacza. Z. Krygowska (1977, s. 85) bardzo mocno
akcentuje ten fakt:

[..] myslenie w dziedzinie matematyki nie jest kontemplacja, ale dynamicz-
nym systemem — ostrzej niz w innych dziedzinach — sprecyzowanych w $wia-
domosci operacji.

Autorka podkresla, ze matematyka — to w mniejszym stopniu wiedzieé, co
umieé dziatad.

Takie nauczanie wymaga miedzy innymi doboru metod pracy ze studentami,
organizacji zajeé¢, zapewnienia odpowiedniej literatury, odpowiednich materiatéow
dydaktycznych, konsultacji indywidualnych i zbiorowych.

Badania zostaly poprzedzone przygotowaniem zbioru zadan. Zadania tam za-
warte sa wieloetapowe, tzn. kazde z nich jest sformutowane w kilku podpunktach,
przy czym wynik lub sposéb rozwiazania problemu z podpunktu poprzedniego jest
potrzebny w rozwigzaniu problemu z podpunktu nastepnego. Ponadto do wszyst-
kich zadan zamieszczono pelne rozwiazania, co umozliwia czytelnikowi sprawdze-
nie i poglebienie rozumienia podstawowych poje¢ analizy matematycznej oraz za-
poznanie si¢ z technika dowodzenia twierdzen. Zbioér ten podczas badan funkcjo-
nowal w preprincie, a w formie ksigzkowej pojawil sie tez pozniej (Krzyszkowski,
Powazka, Wachnicki, 2010). Obok niego stosowano réwniez inne zbiory zadan. Ba-
daniami objeto studentéow trzech pierwszych rocznikéw studiéw. Na roku pierw-
szym analizowano wiedze deklaratywna studentéw, wyniesiona ze szkoly ponad-
gimnazjalnej i rozumienie oraz umiejetnosci postugiwania sie pojeciami z wyktadu
analizy matematycznej, zwigzanymi ze sktadaniem i odwracaniem funkcji oraz cia-
glodcia i rozniczkowalnoscia funkcji elementarnych ze szczegdlnym uwzglednieniem
funkeji f(x) = |z| w dziedzinie rzeczywistej. Badania na roku drugim dotyczyty
rozumienia pojeé¢ zwiazanych z rézniczkowalnoscia i catkowalnoscia funkcji wielu
zmiennych oraz zwiazku miedzy réznymi rodzajami calek. Natomiast na roku
trzecim badano przede wszystkim rozumienie pojeé z teorii miary.

Badania na roku pierwszym prowadzone byly w latach 2003,/2004, 2006 /2007
1 2010/2011. Wybér tych rocznikow nie byt przypadkowy. W roku 2003 przyszli
na uczelnie absolwenci szkot srednich jeszcze z czteroletniego liceum, ktére zostato
zreformowane. Natomiast w roku 2006 poddani badaniom byli absolwenci, ktorzy
ukoniczyli juz trzyletnia szkole ponadgimnazjalna. Natomiast w roku 2010 rozpo-
czely studia osoby, ktore zdawaty obowiazkowa mature z matematyki na poziomie
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co najmniej podstawowym. Egzamin ten, jako obowiazkowy, przywrécono w 2010
roku po 27-letniej przerwie. Oczywiscie przygotowanie do studiowania byto w kaz-
dym z tych lat inne. Dlatego interesujaca wydata sie odpowiedz na pytanie, w jaki
sposéb wplynelo ono na rozwoj matematycznej wiedzy nabywanej przez studen-
tow na zajeciach z analizy matematycznej. Obserwacje i badania kontynuowano na
roku drugim w latach 2004/2005 oraz 2007/2008. Badania dotyczace zagadnien
zwiazanych z miarg i calka Lebesgue’a zostaly po raz pierwszy przeprowadzone
w roku 2006 i powtorzone w roku 2009 w grupie studentéw dziennych i zaocznych.

W roku 2003 w badaniach udziat wzieto 70 studentéw, w roku 2006 uczest-
niczyto w nich 119 oséb oraz 84 w roku 2010. Z uwagi na fakt, ze byly one
prowadzone przez trzyletni okres trwania wyktadéw i éwiczeni, zmieniat sie nieco
sktad ilosciowy grup oséb w nich uczestniczacych. Dlatego podane dane dotycza
tylko roku pierwszego.

Podstawowa metoda badawcza byla analiza wytworéw dzialania studentéw,
na ktore sktadaly sie rozwiazania zadain wykonywanych przez uczestnikéw badan
w roznych momentach procesu dydaktycznego, teksty przygotowywanych przez
nich referatow oraz roznego rodzaju testy wyborow (Powazka, 2006; 2007; 2009a;
2009b; 2010a; 2010b; 2012; Powazka, Zareba, 2007; Ciesielska, Powazka, 2012).
Obok nich stosowano rozmowy indywidualne ze studentami, dotyczace rozwiazan
zadan, ktore sprawity im szczeg6lne trudnosci. Ponadto w czasie wyktadu oraz
¢éwiczen prowadzacy zajecia obserwowali systematycznie reakcje calej grupy na
stosowane zabiegi dydaktyczne. Efekty tych obserwacji dyskutowano na biezaco
z wyktadowca, co umozliwiato szybka reakcje na obserwowane zjawiska.

3. Przyktady ksztattowania wybranych pojec¢ z analizy matematycznej

W trakcie kursu analizy matematycznej stosowano rézne sposoby wprowadza-
nia pojeé¢ matematycznych. Jeden z nich polega na wyréznieniu trzech etapéw ich
ksztaltowania (por. Klakla, Klakla, Nawrocki, Nowecki, 1992) Etapami tymi sa:

— predefinicyjny, na ktorym ksztaltuje sie wlasciwe intuicje pojec,

— definiowania, na ktéorym pojawia sie formalna definicja wraz ze stosownymi
przyktadami i kontrprzyktadami,

— postdefinicyjny, na ktérym bada sie zwiazki poznanego pojecia z innymi
przyswojonymi wczedniej, jak réwniez podejmuje sie prébe uogoédlniania.

Podamy ponizej dwa przyktady poje¢ ksztaltowanych w ten sposob.

PRZYKEAD 1

Do poje¢ matematycznych opracowywanych na tej drodze w procesie edukacji na-
lezy np. pojecie miary. W szkole podstawowej uczen w trakcie wymierzania diu-
gosci odcinkow, pdl figur ptaskich lub objetosci bryt zapoznaje sie z procesem mie-
rzenia, nie uzywajac pojecia przyporzadkowania. Nastepnie poznaje rézne przy-
ktady miar (dltugosé, pole powierzchni, objetosé, prawdopodobienistwo). Poznaje
sposoby obliczania miar pewnych figur lub prawdopodobienistwa réznych zdarzen.
Jezeli nie péjdzie na studia matematyczne, moze nigdy nie dowiedzie¢ sie o istnie-
niu miary Jordana i Lebesgue’a i o wzajemnych zwiazkach miedzy tymi miarami.
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Na pewno wtedy, znajac pewne procedury potrzebne do wyznaczania wartosci
miar dla poszczegdlnych rodzajow figur, moze nigdy nie poznaé samej definicji.
Wynika stad, ze przez cale zycie bedzie znajdowal sie na etapie predefinicyjnym.
Dlatego tak wazne sa wlasciwe zabiegi dydaktyczne zwigzane z opracowywaniem
tego pojecia na roznych poziomach edukacji (por. Siwek, 2005, s. 66-68; Major,
Powazka, 2008; Powazka, 2009a). Zauwazmy, ze student konczacy obecnie studia
matematyczne na poziomie licencjackim poznaje, przy geometrycznej interpreta-
cji caltki oznaczonej jedynie pojecie miary Jordana, ktére wprawdzie wystarcza mu
do celow nauczania, ale nie jest funkcjg przeliczalnie addytywna. Nie jest to wiec
miara w sensie ogolnej definicji tego pojecia. Dopiero na studiach drugiego stopnia
opracowywana jest definicja miary i jej wlasnosci, ze szczegblnym uwzglednieniem
miary Lebesgue’a.

Oto inny przyktad pojecia, ktore jest istotne dla studiowania analizy matema-
tycznej i jest budowane w opisany powyzej sposob.

PRZYKLAD 2

Bardzo waznym narzedziem, uzywanym w wykltadzie analizy matematycznej jest
metryka w przestrzeni R", gdzie n oznacza dowolna liczbe naturalng. Na poziomie
predefinicyjnym pojecia metryki opracowuje sie definicje warto$ci bezwzglednej
liczby rzeczywistej, rozumiejac przez |z| odleglosé liczby x od liczby 0. Jest to na
og6l pierwszy przyktad metryki, z ktora zapoznaja sie uczniowie na trzecim lub
czwartym poziomie edukacji. Z takim rozumieniem wartosci bezwzglednej powinni
przyjsc studenci na studia matematyczne, ale badania J. Major, Z. Powazka (2006)
pokazuja, ze postugiwanie sie tym pojeciem sprawia studentom trudnosci. Przy
pomocy tego pojecia buduje sie pojecie odleglosci w zbiorze R okreslonej wzorem
d(z,y) = |z — y|. Tak okreslona odlegtos¢ umozliwia zdefiniowanie zbieznosci
ciagu liczbowego i granicy funkcji w punkcie. Wprowadzenie definicji metryki
w dowolnym zbiorze na zajeciach z topologii albo podczas wyktadu z analizy, daje
mozliwosé zdefiniowania granicy ciagu i funkcji w przestrzeni R™ dlan > 1. Mozna
zatem powiedzieé¢, ze student trzeciego semestru studiéw matematycznych zna
pojecie metryki na poziomie definiowania. Na poziomie postdefinicyjnym poznaja
studenci to pojecie przy okazji okreslania normy w przestrzeni liniowej. Okazuje
sie ona by¢ uogélnieniem wartosci bezwzglednej liczby rzeczywiste;j.

Nie jest to jedyna droga ksztaltowania pojeé¢, choé wydaje sie bardzo natu-
ralna. Podczas wykladdéw z analizy matematycznej wprowadza sie czesto najpierw
definicje pojecia, a dopiero pézniej, na bazie odpowiednich przyktadow i kontrprzy-
ktadow, glebiej wnika sie w to pojecie, budujac potrzebne intuicje. Oto przyktad
pojecia wprowadzanego w ten sposob.

PRZYKLAD 3

Pojeciem opracowywanym w ten sposéb moze byé np. rozniczkowalno$é funkceji
w punkcie. Dla funkcji jednej zmiennej wprowadza sie je po opracowaniu defi-
nicji granicy i ciagtosci funkcji oraz ich wtasnosci, rozumiejac przez rézniczko-
walnosé funkcji w punkcie istnienie w tym punkcie pochodnej, tzn. granicy ilo-
razu roznicowego tej funkcji w rozwazanym punkcie. W tym ujeciu pochodna
oznacza wspolczynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkcji w danym punkcie
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(Kotodziej, 1978; Rudnicki, 2002; Krasiniski, 2003). Mozna tez okresla¢ réznicz-
kowalno$é¢ tak, jak dla odwzorowan przestrzeni Banacha X w przestrzen Banacha
Y przy pomocy ciagltego odwzorowania liniowego tych przestrzeni. Pokazuje sie
wtedy, ze w przypadku X =Y = R definicje te sa rownowazne (Maurin, 1973).
Wybranie tej drogi wymaga jednak znajomosci postaci ciaglych odwzorowarn li-
niowych w stosownych przestrzeniach. Jak pokazuja przeprowadzone obserwacje,
studenci maja duze trudnosci z przenoszeniem faktéw znanych im np. z algebry
na grunt analizy matematycznej.

W kazdym z tych uje¢ podaje sie najpierw formalng definicje, a potem jej
interpretacje geometryczna i zastosowania do badania rézniczkowalnosci konkret-
nych funkcji. W tej koncepcji intuicje pojecia tworza sie w trakcie operowania
formalna definicja.

Wazny sposéb wprowadzania poje¢ matematycznych wynika z czynnosciowej
metody nauczania matematyki. Opracowujac pojecia ta metoda wyrdznia sie trzy
etapy (Siwek, 1998):

— czynnosci konkretnych,
— czynnosci konkretno-wyobrazeniowych,

— czynnosci abstrakeyjnych.

Metoda ta na poziomie czynnosci konkretnych wymaga rozwiazywania kilku
zadan rachunkowych. Liczba ich nie musi byé zbyt duza, bo w chwili obecnej po-
wszechny dostep do §rodkéw multimedialnych, takich jak komputer lub kalkulatory
graficzne, spycha na plan dalszy koniecznos¢ ¢wiczenia sprawno$ci rachunkowych.
Zadania powinny by¢ jednak tak dobrane, aby mogty postuzyé¢ do rozbudowy po-
jecia na wyzszych etapach poznania.

Mimo tego, ze w piagetowskiej teorii rozwoju intelektualnego student powinien
znajdowaé sie w stadium inteligencji formalno-operacyjnej a takze dostrzegaé oraz
ujmowac relacje 1 zwigzki miedzy pojeciami (Piaget, 1977), to jednak doswiadcze-
nia prowadzacych zajecia z analizy matematycznej, zwlaszcza na pierwszym roku
studiéw, wskazuja na duze trudnosci w postugiwaniu sie trudniejszymi pojeciami
abstrakcyjnymi, takimi jak kresy zbioru, granica ciggu liczbowego, granica funkcji
w punkcie, ciaglosé, rozniczkowalnosé oraz catkowalnosé funkeji (np. Bugajska-
Jaszczolt, Treliniski, 2002; Powazka, 2006; 2009b; 2009a; 2010b; Przeniosto, 2001).
Warto zatem niektére z nich opracowywaé czynnosciowo. Prze$ledzmy to na po-
nizszym przykladzie. Inne znajduja sie w pracy (Powazka, 2010a).

PRrRzYKLAD 4

Podstawowym pojeciem analizy matematycznej jest granica ciggu liczbowego.
Zbieznosé ciagu a, do skonczonej granicy g € R okresla sie studentom przy po-
mocy nalezenia prawie wszystkich wyrazéw tego ciagu do dowolnego otoczenia
liczby g. Ksztaltujac to pojecie metoda czynnosciowa, nalezy na etapie czynnoéci
konkretnych rozwiazywaé najpierw zadania typu:

— W zbiorze liczb rzeczywistych ze zwyklta metryka wyznaczy¢ otoczenie danej
liczby o wskazanym promieniu;
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— Zbadag¢, ile wyrazéw danego ciagu znajduje sie w otoczeniu danej liczby
o wskazanym promieniu;

— Dany jest ciag a, i pewna liczba rzeczywista a. Wskaza¢ otoczenie tej liczby,
do ktorego nie naleza prawie wszystkie wyrazy ciagu;

— Wskazaé otoczenie liczby a, o ktérej mowa w poprzednim poleceniu, do kto6-
rego nalezy nieskonczenie wiele wyrazéw rozwazanego ciagu a,, ale nie pra-
wie wszystkie wyrazy;

— Dla dowolnie ustalonego otoczenia pewnej liczby rzeczywistej wskazac¢ przy-
ktad ciagu spetniajacego jeden z warunkdw:

a) prawie wszystkie wyrazy naleza do tego otoczenia,
b) tylko skoriczona liczba wyrazéow znajduje sie w wybranym otoczeniu,
c¢) nieskoriczenie wiele wyrazow nalezy do wybranego otoczenia.

W tych zadaniach tak liczba a jak i promienl otoczenia powinny na poczatku
przyjmowaé konkretne wartosci, a potem byé zastepowane symbolami literowymi.
Badajac konkretne przyklady studenci ucza sie rozrézniaé, czy dana liczba moze
by¢ granica rozwazanego ciagu.

Na etapie czynnoéci konkretno-wyobrazeniowych mozna przeprowadzaé¢ do-
wody zbieznosci ciagu liczbowego a,, do granicy g, rozpoczynajac od bardzo pro-
stych przyktadow, przy ktorych wystarczy rozwiazaé¢ nierownosé

lan — gl <e

i zbadaé, czy dla dowolnego € > 0 w rozwigzaniu tej nieréwnosci znajduja sie pra-
wie wszystkie liczby naturalne. Nastepnie nalezy wzbogacaé te przyktady o takie
ciagi, przy ktorych zamiast rozwiazywaé powyzsza nieréwnosé¢ wystarczy oszaco-
waé roznice |a, — g| w celu wyznaczenia liczby naturalnej ng, od ktorej poczawszy
wyrazy o wskaznikach od niej wyzszych spelniaja rozwazana nier6wnosé.

Na etapie operacji abstrakcyjnych studentom proponuje sie dowody réznych
wlasnosci ciagéw zbieznych. Poznajac twierdzenia o dziataniach w zbiorze ciagéw
zbieznych, studenci z jednej strony ucza si¢ techniki przeprowadzania dowoddw
z wykorzystaniem definicji granicy ciagu, a z drugiej poznaja wazne narzedzie do
obliczania granic réznych ciagoéw.

Przy opracowywaniu nowych poje¢ w umysle uczacego sie powinien nastapié
proces polegajacy na wlaczeniu nowego pojecia w system pojeé¢ juz mu znanych.
Oto przyktad dowodzacy, ze proces taki jeszcze nie nastapit w umystach badanych.

PRZYKLAD 5

Pod koniec pierwszego roku studiéw opracowuje sie na wykladzie z analizy ma-
tematycznej pojecia funkcji pierwotnej oraz caltki nieoznaczonej. Studentom, po
przyswojeniu definicji tych pojeé i metod obliczania catki nieoznaczonej, zapropo-
nowano nastepujace zadania:

Zadanie 1. Wyznaczy¢ wszystkie rzeczywiste wartosci parametru m, tak aby
funkcja pierwotna funkcji f(x) = vx2 — mz + 4 byla okre§lona i réznicz-
kowalna w zbiorze liczb rzeczywistych.
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Zadanie 2. Wyznaczy¢ wszystkie rzeczywiste wartosci parametru m, tak aby
funkcja pierwotna funkcji f(z) = 22% + (m — —1)x + 1 miala dwa ekstrema
lokalne.

Zadanie 3. Wyznaczy¢ wszystkie rzeczywiste wartosci parametru m, tak aby
funkcja pierwotna funkcji f(x) = ma? + (m — 1)x — 1 byla malejaca w swej
dziedzinie.

Zadanie 4. Wyznaczy¢ wszystkie rzeczywiste wartosci parametru m, tak aby
funkcja pierwotna funkcji f(z) = 22 —x +m — 1

a) miala punkt przegiecia,
b) byla funkcja rosnaca w swej dziedzinie,

¢) nie miala ekstremow lokalnych.

Zdecydowana wiekszosé z 30-osobowej grupy oséb, ktérym zaproponowano te
zadania, najpierw obliczyla lub probowata obliczy¢ catke nieoznaczona z funkcji
f, a nastepnie wykorzystywala aparat rachunku rézniczkowego do badania mono-
tonicznosci, ekstremum oraz wypuktosci funkeji. Najwiecej trudnosci nastreczylo
zadanie 1, gdyz rozwiazujac je w opisany sposéb nalezalo obliczyé caltke niewy-
mierna. Dopiero w trakcie rozmowy studenci stwierdzili, ze korzystajac z definicji
funkcji pierwotnej, omawiane zadania mozna sprowadzi¢ do badania funkcji kwa-
dratowej z parametrem i nie trzeba stosowaé techniki obliczania calek.

Zachodzi naturalne pytanie o przyczyne wybrania takiej drogi rozwiazania za-
dania. Wydaje sie, ze tkwi ona w tym, iz badani studenci lepiej zapamietali metody
catkowania, wykonujac by¢ moze duzg liczbe przyktadow rachunkowych, natomiast
nie zauwazyli, ze stosujac definicje i stosowne twierdzenia rachunku rézniczkowego,
mogli uproscié¢ swoje postepowanie i uniknaé¢ skomplikowanych obliczen. Jest to
czeste zjawisko obserwowane na réznych poziomach edukacji, ktére sprowadza sie
do blednej strategii uczenia sie, polegajacej na tym, ze wystarczy nauczy¢ sie
pewnych wzoréw, aby moc rozwiazywaé zadania i nie wnikaé¢ w specyfike pojec.

W procesie ksztaltowania pojeé¢ matematycznych wykorzystuje sie nieraz uogol-
nianie. Umiejetnosé uogoélniania i dostrzegania uogodlnien jest elementem matema-
tycznej aktywnosci niezbednym przy studiowaniu matematyki (Krygowska, 1986).
Wyroéznia sie dwa sposoby uogolniania pojeé: uogdlnianie przez konstrukcje lub
uogolnianie przez rozpoznanie (Siwek, 2005; Zareba, 2004, 2012). Oba rodzaje
uogblnienn pojawiaja sie w wykladzie analizy matematycznej. Ilustruje to naste-
pujacy przyktad.

PRZYKLAD 6

Do podstawowych pojeé¢ analizy matematycznej zalicza sie réwniez catka Rie-
manna. Znalazta ona wiele waznych zastosowari, tak w matematyce, jak réwniez
w naukach pokrewnych, np. w fizyce. W kursie analizy matematycznej studenci
poznaja najpierw te catke z funkcji jednej zmiennej, a pézniej catki wielokrotne,
krzywoliniowe nieskierowane i powierzchniowe niezorientowane. Do zdefiniowa-
nia tych catek uzyteczny jest tzw. proces catkowy. Polega on na rozwazaniu
normalnego ciagu podzialéow zbioru (odcinka, tuku krzywej, obszaru regularnego)
w R", n € N, na ktéorym okreslona jest funkcja podcatkowa. Nastepnie buduje
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sie ciagi sum dolnych oraz ciagi sum goérnych, wzglednie ciag sum aproksymacyj-
nych. Wspoélng granice ciagéw sum dolnych i sum gérnych, o ile nie zalezy ona
od normalnego ciagu podzialéw, nazywamy caltka (oznaczona, krzywoliniowa, po-
wierzchniowa) danej funkcji na danym zbiorze. Mozemy rowniez zdefiniowaé taka
calke jako granice ciggu sum aproksymacyjnych, o ile nie zalezy ona od normalnego
ciggu podzialdéw oraz sposobu wybierania punktéow posrednich z poszczegolnych
podzbioréw dziedziny.

Dla nauczyciela matematyki pojecie catki Riemanna jest wazne ze wzgledu
na zwiazek z pojeciem miary Jordana, ktéra opracowuje sie w szkole na pozio-
mie predefinicyjnym. Przypomnimy, ze jezeli funkcja podcatkowa jest nieujemna
w przedziale [a,b], gdzie a,b € R, to calka z tej funkcji na tym przedziale jest
polem ,trapezu krzywoliniowego” ograniczonego wykresem funkcji f, osia Oz oraz
prostymi prostopadlymi do tej osi przechodzacymi przez krance tego przedziatu,
czyli miara Jordana pewnego obszaru.

Podniesienie wymiaru przestrzeni R™, n € N, w ktoérej znajduje sie dziedzina
funkcji podcatkowej z n = 1 nan = 2 lub n = 3, stwarza okazje do rozwazania roz-
nego typu catek. Zauwazmy, ze dla funkcji dwu zmiennych dziedzing jest podzbidr
zbioru R2. Jesli jest nim prostokat, czyli iloczyn kartezjanski dwu przedzialow za-
wartych w R lub krzywa plaska, rozumiana jako homeomorficzny obraz przedziatu,
to stosujac opisany proces catkowy, taki jak przy definicji catki Riemanna z funkcji
jednej zmiennej, w kazdym z przypadkéw otrzymuje sie catke podwojna na pro-
stokacie lub krzywoliniowa nieskierowana. Mamy tu do czynienia z uogoélnieniem
przez rozpoznanie.

Jezeli dziedzing funkcji f jest zbior regularny A, tzn. taki, ktérego brzeg sktada
sie ze skoriczonej liczby krzywych o rownaniach y = y(z) lub = = z(y), to dla
zdefiniowania catki podwdjnej z funkcji f na zbiorze A wykonuje sie nastepujaca
konstrukcje:

— wpisuje sie zbior A w prostokat P o bokach réwnoleglych do osi uktadu
wspolrzednych,

— definiuje sie nowa funkcje g, ktora na zbiorze A réwna jest funkcji f, a na
dopelnieniu tego zbioru do prostokata P przyjmuje warto$¢ zero.

Wtedy catke podwojna po zbiorze A z funkcji f okresla sie jako catke podwdjna
z funkcji g po prostokacie P. Takie postepowanie uwazamy za uogolnianie przez
konstrukcje.

W teorii catki w przestrzeni R3 rozwaza sie funkcje, ktorych dziedzinami moga
by¢ obszary ptaskie, krzywe lub platy powierzchniowe regularne. Stosujac opi-
sany powyzej proces catkowy do tych funkcji, dochodzi sie odpowiednio do pojecia
caltki potrojnej, krzywoliniowej nieskierowanej lub powierzchniowej niezorientowa-
nej. Tym razem mamy znoéw uogdlnienie przez rozpoznanie.

Na te fakty zwracano uwage studentom w trakcie wyktadu i é¢wiczen. Prze-
prowadzone badania mialy na celu zdiagnozowanie, czy stosowane zabiegi dydak-
tyczne odniosty zamierzony cel. Wyniki tych badan zostaly opisane w pracy Z. Po-
wazki i L. Zareby (2007).

Ponizszy przyklad ilustruje trudnosci, jakie moga pojawiaé sie przy okazji
uogdlniania pojec.
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PRZYKLAD 7

W wykladzie analizy matematycznej na roku pierwszym przy okazji omawiania
wtasnosci odwzorowan opracowuje sie pojecie monotonicznosci funkcji. Wprowa-
dzone definicje dopuszczaly uznawanie funkeji nierosnacych (stabo malejacych lub
niemalejacych (stabo rosnacych) jako szczegdlne przypadki funkeji monotonicz-
nych. Zwracano uwage studentom, ze przez wprowadzenie nieréwnosci stabych
w nastepnikach implikacji okreslajacych monotonicznosé funkcji, w istotny sposob
wzbogaca sie zbior desygnatow tego pojecia. Réwnoczesnie zmieniaja sie wlasno-
$ci funkcji monotonicznych znane studentom ze szkoly ponadgimnazjalnej. Dla
przyktadu, przy takim rozumieniu definicji monotonicznosci funkcji, funkcje te nie
muszg by¢ réznowartosciowe, a zatem odwracalne.

Badania prowadzone w zimowym semestrze roku akademickiego 2010/2011
ujawnity, ze spora grupa studentéw nie zrozumiala tego faktu, twierdzac, zgod-
nie z wiedza wyniesiong z nizszych etapow edukacji, ze kazda funkcja monoto-
niczna musi by¢ réznowartosciowa (por. Ciesielska, Powazka, 2012) Okazalo sie,
ze opracowujac pojecie monotonicznosci funkcji na poziomie formalnego definicyj-
nego rozumienia lub lokalnej komplikacji (Dyrszlag, 1978), pojawily sie falszywe
przekonania (Pawlik, 2005; Powazka, 2007, 2009b).

4. Podsumowanie
Przeprowadzone badania pozwalaja na sformutowanie siedmiu wnioskow.

1. Sukces w studiowaniu analizy matematycznej moze w istotny sposob zaleze¢
od matematycznego przygotowania ze szkoty ponadgimnazjalnej. Wprowa-
dzane od roku 2002 w naszym kraju reformy edukacji w szkotach ponadgim-
nazjalnych i towarzyszace im zmiany w egzaminie maturalnym z matema-
tyki spowodowaly, ze kandydaci na studia dysponuja mniejszym zakresem
poje¢ matematycznych potrzebnych do studiowania analizy matematycznej
(Powazka, 2010b). Stwarza to okreslone trudnosci dydaktyczne wyktadow-
com tego przedmiotu z uwagi na koniecznosé korelacji tresci z réznych przed-
miotéw matematycznych oraz uwzglednianie zmniejszajacego sie z roku na
rok matematycznego przygotowania mtodziezy podejmujacej studia. Ta swo-
ista dialektyka miedzy tym, co chcialoby sie wytozyé¢ w eleganckiej i mozli-
wie w najogélniejszej postaci, z tym, co moze pojac¢ student pierwszego roku
po zreformowanym liceum, jest szczegbélnym wyzwaniem dydaktycznym. Po-
winni na ten fakt zwrocié¢ uwage tworcy efektow ksztalcenia oraz kart kursow
dotyczacych analizy matematycznej.

2. Analiza matematyczna jest dzialem matematyki zawierajagcym wiele pojeé
abstrakcyjnych. Czes$é z nich ma swoje uwarunkowania w otaczajacej nas
rzeczywistosci (np. miara), ale zdecydowana wigkszo$¢ ma charakter ogdlny,
oderwany od konkretu. Dlatego przy ksztaltowaniu tych pojeé warto sto-
sowa¢ rozne sposoby ich opracowywania (por. przyklady 2, 3, 4). Takie
podejscie moze utatwiaé szybkie wdrazanie studenta w mys$lenie abstrak-
cyjne.
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3. Proces ksztaltowania sie w umysle uczniéw lub studentéw pojeé matematycz-
nych jest procesem dlugotrwalym i wymaga wielu zabiegoéw dydaktycznych
na kazdym etapie ksztalcenia. Na fakt ten zwraca uwage wielu dydakty-
kéw matematyki badajacych rozumienie przez mltodziez lub studentéw pojeé
z analizy matematycznej. Dla przyktadu A. Sierpinska (1985) sformulowala
nastepujacy poglad na ten temat:

Budowanie poje¢ matematycznych wymaga stalego wzajemnego oddzia-
lywania miedzy uczniem a sytuacjami problemowymi, oddzialywania
dialektycznego, w ktérym angazowalby swoja poprzednia wiedze, po-
przednie koncepcje, poddawal je rewizji, modyfikowal, uzupelniat lub
odrzucal w celu wyksztalcenia nowych koncepcji.

Dlatego warto poprzedza¢ formalng definicje pojecia matematycznego roz-
wazaniami z etapu predefinicyjnego (przyklady 1, 4). Jest to bardzo waznym
zabiegiem dydaktycznym, gdyz w przeciwnym razie studenci nie dysponuja
niezbednymi przyktadami, ktére mozna formalizowac i uogélnia¢. Wazne jest
tez spojrzenie na nowe pojecie przez pryzmat wczesniej poznanych pojeé, co
w istotny sposéb moze poglebi¢ ich rozumienie (por. przyktad 5).

4. W czasie uczenia sie i studiowania dokonuje sie w umysle stuchaczy proces
poznawczy. W jego konsekwencji tworzy sie w §wiadomosci uczacego sie swo-
isty obraz wyktadanej teorii, ztozony z obrazéw poszczegélnych poje¢ w niej
wystepujacych. Adekwatnos¢ obrazow poszczegdlnych pojeé z tymi poje-
ciami zalezy od mozliwosci poznawczych i motywacji poszczegblnych odbior-
cow oraz dydaktycznych umiejetnosci prowadzacych zajecia. Z tego powodu
wazna jest réznorodnosé zadan i probleméw proponowanych studentom do
rozwigzywania na zajeciach oraz do pracy wtasnej (Powazka, 2006).

5. Jezeli na ktoryms$ z etapow procesu ksztaltowania pojecia poznajacy pod-
miot nie zrozumie jakiego§ faktu i rzecz nie zostanie od razu wyjasniona,
to moze to doprowadzi¢ do powstania falszywych przekonan. Jak wynika
z badan B. Pawlik, wyprowadzenie z takiego przekonania nie jest prostym
zabiegiem, gdyz btedne poglady — falszywe przekonania — sterujg mysleniem
wielu studentow w trakcie rozwigzywania zadan stajgc sie przyczyng popet-
nionych, w rezultacie takich rozumowan, bledéw (Pawlik, 2005, s. 366).

6. Badania wskazuja, ze falszywe przekonania moga pojawiaé¢ sie podczas pro-
cesu uogolniania (por. przyklad 7). Warto pamietaé¢ o tym mechanizmie
przy innych uogdlnieniach.

7. Wlasciwie dobrane zadania rozwiazywane na zajeciach moga sta¢ sie okazja
do znajdowania subiektywnie nowych dla studentéw twierdzen. Staja sie
one okazja do rozwijania tworczej postawy studentéw wobec zadania mate-
matycznego (Major, Powazka, 2006, 2009).
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