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System komputerowy MI1ZAR narzedziem do
komputerowego wspomagania nauczania w szkole
wyiszej

Abstract. The MI1zAR system is a computer system for representing mathe-
matical proofs in such a way that the computer checks their correctness.
The texts written in the MIZAR language are called Mizar articles and are
organized into the Mizar Mathematical Library (MML). Since the very be-
ginning of the development of the M1ZAR system, experiments using M1zAR
as a tool for teaching mathematics have been conducted. Numerous courses
were organized which were based on different versions of the system: star-
ting from the first implementation of its processor, through Mizar-MSE,
MizAr-4 and PC-MIzZAR, up till its current version. The first M1zARr-aided
classes were introduced in 1975. In this paper we present the MI1ZAR system
and the Mizar language and discuss courses conducted in the Institute of
Informatics at the University of Bialystok. These courses employ MIZAR as
the main tool of instruction.

Wstep

MIzAR jest miedzynarodowym projektem!, ktory rozpoczal sie w Plocku
w 1973 roku. Pomystodawca i koordynatorem projektu byt Andrzej Trybulec, 6w-
czesny pracownik Filii Politechniki Warszawskiej w Plocku, obecnie pracownik
Uniwersytetu w Biatymstoku. Gléwnym celem projektu jest stworzenie systemu
do komputerowo wspomaganej formalizacji matematyki (w sktad ktorego wcho-
dza: jezyk MIZAR i niezbedne oprogramowanie do sprawdzania poprawnosci zapi-
sanych w tym jezyku tekstow), a takze utworzenie bazy danych dla matematyki.
W tworzeniu bazy danych wzielo udzial 219 autoréow z wielu krajow Swiata (m.in.
z Polski, Japonii, Kanady, Chin Kontynentalnych, Niemiec).

Jezyk MIZAR jest jezykiem stuzacym do praktycznej formalizacji matematyki.
Bazuje na logice pierwszego rzedu, a dowody pisane sa w stylu naturalnej de-
dukcji zaproponowanym przez Jaskowskiego (1934) (por. Fitch, 1952; Ono, 1962).
Wszystkie teksty napisane w jezyku MIZAR nazywane sa artykutami Mizarowymi
i tworza matematyczna baze danych Mizar Mathematical Library (MML). MML
bazuje na teorii zbioréw Tarskiego-Grothendiecka® (Trybulec, 1990).

*The Mizar computer system as a tool for a computer assisted teaching in higher education
Thttp://mizar.org
2http://en.wikipedia.org/wiki/Tarski-Grothendieck set theory
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W czasie trwania prac nad rozwojem systemu w spos6éb naturalny zrodzit sie
pomyst, aby system MIizAR wykorzystywaé jako narzedzie do wspomagania na-
uczania matematyki. R6zne wersje systemu stosowane byly w dydaktyce matema-
tyki na réznych poziomach edukacyjnych, od szkoly $redniej poczawszy, a skon-
czywszy na pisaniu tez doktorskich. Historie kurséw Mizarowych oméwiono w pun-
kcie 3.

1. System MIZAR

MIZAR jest to jezyk, w ktorym zapisuje si¢ tekst matematyczny (definicje,
twierdzenia, dowody), system komputerowy, stuzacy do sprawdzenia poprawnos-
ci tego tekstu oraz matematyczna baza danych (MML). Tekst Mizarowy, zwany
dalej artykulem, tworzy sie przy uzyciu zwyklego edytora tekstowego (Emacs,
notatnik lub inne). Przyklad takiego tekstu podany jest ponizej (dowod faktu
z zakresu teorii relacji binarnych: R jest relacjg przechodniq wtedy i tylko wtedy,
gdy Ro R C R; symbolem zlozenia relacji w jezyku MIZAR jest *).

environ

vocabularies ENUMSET, RELATION;
notations ENUMSET, RELATION;
constructors ENUMSET,RELATION;
theorems ENUMSET, RELATION;
definitions ENUMSET, RELATION;

begin
reserve P,Q,R,S,T for Relation, x,y,z,v for set;
: zadanie 1

R is transitive iff R*R c= R
proof
thus R is transitive implies R*R c= R
proof
assume al: R is transitive;
let x,y; assume [x,y] in R*R;
then consider z such that
a2: [x,z] in R and a3: [z,y] in R by RELATION:def 7;
thus [x,y] in R by a2,a3,al,RELATION:def 12;
end;
thus R¥R c= R implies R is transitive
proof
assume al: R*R c= R;
let x,y,z; assume [x,y] in R & [y,z] in R;
then [x,z] in R#R by RELATION:def 7;
hence [x,z] in R by al,RELATION:def 9;
end;
end;

Chwilowo pomirimy znaczenie poszczegblnych elementéw jezyka wystepuja-
cych w tym przykladzie. Zostana one opisane w dalszej czesci artykutu. Zapewne
jednak i bez tego mozna wyrédznié dwie sktadowe powyzszego tekstu, wyznaczone
przez stlowa environ i begin. Czes¢ Deklaracji Srodowiskowych (to ta rozpoczy-
najaca sie stowem environ) sktada sie z ciagu Dyrektyw (vocabularies, notations,
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constructors, registrations, definitions, theorems, schemes), natomiast czes¢ Tek-
stu Wiasciwego (rozpoczynajaca sie od begin) jest tekstem napisanym z inwencji
autora artykutu. Najczesciej beda to twierdzenia czy definicje i ich dowody.

1.1. Jezyk MizARr

Jezyk MIZAR jest jezykiem formalnym, tzn. jezykiem stworzonym do zapisy-
wania tekstéw w taki sposob, aby komputer mégt sprawdzié ich poprawnosé. Jak
mozna zauwazy¢ z podanego powyzej przyktadowego tekstu Mizarowego, jezyk
ten jest bardzo zblizony do standardowo uzywanego w tekstach matematycznych
jezyka angielskiego. Mozna powiedzie¢, ze stownik jezyka MIZAR jest podzbiorem
stownika jezyka angielskiego. Zawiera 27 specjalnych symboli i 110 zarezerwowa-
nych stow — w tablicy 1 podano najwazniejsze z nich. W tablicy 2 podano kilka
przyktadowych formut jezyka MIzAR.

Tabela 1. Notacja Mizarowa

sp6jniki logiczne sp6jniki logiczne w Mizarze
negacja ~ not
koniunkcja A &
alternatywa \% or
implikacja — implies
réwnowaznoscé > iff
kwantyfikatory kwantyfikatory w Mizarze
egzystencjalny E ex
ogdblny v for
symbole teorio-mnogosciowe | symbole teorio-mnogosciowe w Mizarze
suma U \/
przekroj N /\
roznica \ \
nalezenie € in
zawieranie C =
zbiér pusty 0 {3

Tabela 1. Przyktadowe formuly w jezyku MizAr

formuta formula w Mizarze

1 contradiction
-0 not ¢

pVY ¢ or ¢

PAY P&y

¢ — P ¢ implies 1

Rk ¢ iff ¢

V. Plzx for x holds P[x]

3. P[x ex x st P[x]
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Sama znajomo$¢ notacji Mizarowej nie wystarczy do poprawnego napisania
jakiegokolwiek dowodu. Dlatego tez kazdy uzytkownik systemu powien poznaé
taktyki dowodzenia i sposoby uzasadniania kolejnych krokéw dowodowych.

1.2. Taktyki dowodzenia

Tak jak rzecz sie ma w przypadku jezyka naturalnego, tak i w jezyku MIZAR
ten sam dowdd moze byé zapisany w réznym stylu. Wybér stylu zalezy od autora
tekstu, jednakze biorac pod uwage fakt, ze jego poprawnos¢ ma by¢ zweryfikowa-
na przez system komputerowy, autor powinien przestrzegaé sprecyzowanych regul
pisania. Dowody w Mizarze pisane sa w stylu naturalnej dedukcji. W kazdym miej-
scu dowodu mamy tzw. aktualng teze’ do udowodnienia. Teza ta (stwierdzenie,
ktore w danym momencie mamy udowodnié¢) jest oznaczana stowkiem thesis, ale
oczywiscie mozna ja (w miare potrzeby) wypisywac explicite. I tak, na poczatku
dowodu zmienna formuta thesis oznacza gltéwna teze dowodu, jednakze kolejne
sktadowe szkieletu dowodu dynamicznie zmieniaja wartosé tej zmienne;j.

Ponizej podane sa niektore taktyki dowodzenia. Podstawowe to: taktyka za-
lozeniowa, taktyka adjunkcji, taktyka generalizacji, taktyka egzemplifikacji. Obok
kolejnych krokéw dowodowych podano warto$é zmiennej thesis.

1. Taktyka zatozeniowa
Aby udowodnié teze w postaci implikacji, nalezy zalozy¢ jej poprzednik i udo-
wodni¢ nastepnik:

A implies B :: thesis = A implies B
proof
assume al: A; :: thesis = B
thus B; :: thesis = {}
end;

2. Taktyka adjunkcji
Aby udowodnié¢ teze w postaci koniunkcji, musimy udowodni¢ kazdy z jej

cztonow:
A &B :: thesis = A & B
proof
thus A; :: thesis = B
thus B; :: thesis = {}
end;

3. Taktyka generalizacji
Kiedy dowodzimy zdania ogblnego, uzywamy stéwka let w sposéb nastepu-

Jacy:
for x holds P[x] :: thesis = for x holds P[x]
proof
let x; :: thesis = P[x]
thus P[x]; :: thesis = {}

end;
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4. Taktyka egzemplifikacji

[25]

Dowodzac zdania egzystencjalnego, uzywamy stéowka take:

ex x st P[x]
proof

take a;

thus P[a];
end;

: thesis

:: thesis

:: thesis

ex x st P[x]

P[a]

{3

Wszystkie dopuszczalne w Mizarze taktyki dowodzenia twierdzen omoéwione
sa w ksiazkach ,,An Outline of PC Mizar” M. Muzalewskiego (1993) oraz ,Mizar
Lecture Notes 4" Edition” Y. Nakamury, T. Watanabe, Y. Tanaki, P. Kawamoto
(2002), a tutaj warto jeszcze wskaza¢ nastepujace:

e Dowdd wprost

A

proof
thus A;
end;

e Dowdd przez sprzeczno$é

A
proof
assume not A;
thus thesis;
end;

e Dowdd alternatywy zdan

A or B
proof
assume not A;
thus thesis;
end;

:: thesis

: thesis

: thesis

: thesis
:: thesis

:: thesis

:: thesis =
:: thesis

{3

A

contradiction

{3

A or B

B
{3

e Dowdd tezy w postaci implikacji, ktorej poprzednik jest alternatywq zdan

(A or B) implies C
proof
assume al: A or B;
per cases by al;
suppose A;

thus thesis;
end;
suppose B;

thus thesis;
end;
end;

:: thesis

:: thesis

:: thesis

:: thesis

:: thesis

:: thesis

(A or B) implies C
¢
¢

{3

{3
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Jezyk MIzAR pozwala na pewna swobode (wyznaczona przez styl dowodzenia)
doboru techniki dowodzenia. Podobnie jest z uzasadnianiem kolejnych krokow.
Czesé faktow jest uzasadniana automatycznie (nie trzeba wskazywaé wprost, z ja-
kich poprzednio udowodnionych stwierdzen wnioskuje si¢ prawdziwosé¢ danego).
Jednakze wieksza cze$¢ zdan trzeba uzasadni¢. Podstawowe metody to: uzasad-
nianie poprzez etykiety i linkowanie.

Jesli mozna stwierdzi¢ prawdziwos¢ jakiego§ stwierdzenia w jednym kroku,
odwolujac sie do faktu wczesniej uzasadnionego badz zalozenia, to mamy wowczas
prosta metode uzasadniania: po zdaniu, ktoére uzasadniamy, piszemy stéwko by
(czy from — jesli odwolujemy sie do schematu), a nastepnie wypisujemy etykiety
zdan, na ktore sie powolujemy:

al: stwierdzeniel;
a2: stwierdzenie2;
a3: stwierdzenie3;
stwierdzenie4 by al,a2,a3,TARSKI:2,BOOLE:def 3;

al,a2,a3 sg etykietami zdan biezacego dowodu, TARSKI:2 oznacza odwota-
nie sie do drugiego twierdzenia w artykule TARSKI, a BOOLE:def 3 — do trzeciej
definicji w artykule BOOLE.

Istnieje réwniez mozliwo$¢ odwotania sie do stwierdzenia z poprzedniego kroku
dowodu bez uzycia etykiety. Mamy woéwczas do czynienia z mechanizmem linko-
wania: po zdaniu, na ktoére chcemy sie powotaé, piszemy stéwko then. Popatrzmy,
jak zmieni sie powyzszy przykltad, gdy powolanie sie na stwierdzenie3 poprzez
etykiete a3 zamienimy na linkowanie:

al: stwierdzeniel;
a2: stwierdzenie2;
stwierdzenie3;
then stwierdzenie4 by al,a2,TARSKI:2,BO0LE:def 3;

Mechanizmu linkowania mozna tez uzywaé¢ wtedy, gdy chcemy stwierdzié¢ kon-
kluzje, powolujac si¢ na poprzednie zdanie. W tym wypadku stéwko thus (stwier-
dzenie konkluzji) zastepujemy stowkiem hence, ktore oznacza tyle, co then thus.
Warto wspomnie¢, ze w jezyku MIZAR nie ma wyrazenia then thus — zastepuje
je wlasnie stéwko hence.

Troche inaczej wyglada uzasadnienie stwierdzenia poprzez powolanie sie na
schemat. Chcac na przyklad powotaé sie na schemat indukcji naturalnej (zapi-
sany w artykule NAT_1), musimy najpierw wypisaé i uzasadnié¢ wszystkie kroki
indukcyjne, a potem uzy¢ stéwka from nastepujaco:

a: pierwszy krok indukcyjny; b: drugi krok indukcyjny;
stwierdzenie from NAT_1:sch 1(a,b);

Trzeba dodacé, ze etykiety a i b odwolujace do krokéw indukcyjnych (czy innych
zalozen innego schematu) muszg by¢ wypisane w nawiasach i w takiej kolejnosci,
jak w definicji schematu.
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1.3. Weryfikacja dowodu

Do weryfikacji tekstu zapisanego w jezyku MIZAR uzywa sie programu mizf.
Tekst ten jest wtedy przetwarzany przez dwa rézne programy: Acommodator oraz
Verifier. Najpierw Acommodator przetwarza Deklaracje Srodowiskowe i tworzy
lokalne $rodowisko, w ktérym przechowywane sg informacje pozadane przez Dy-
rektywy, a pobrane z bazy. Potem Verifier sprawdza poprawnos$¢ Tekstu Wtasci-
wego, uzywajac jedynie informacji przechowywanych w lokalnym $rodowisku, bez
komunikacji z bazg. Wynikiem jego dzialania sa uwagi (w postaci numeréw bile-
dow) naniesione na niezaakceptowane fragmenty tekstu. Autor nanosi poprawki
i uruchamia program mizf az do momentu, gdy nie bedzie zgtoszonych zadnych
uwag (bltedow). Oto przykladowy wynik dziatania programu mizf:

environ

vocabularies ENUMSET, RELATION;
notations ENUMSET, RELATION;
constructors ENUMSET, RELATION;
theorems ENUMSET, RELATION;
definitions ENUMSET, RELATION;

begin
reserve P,Q,R,S,T for Relation, x,y,z,v for set;

R is transitive iff R*R c= R
proof
thus R is transitive implies R*R c= R
proof
assume al: R is transitive
1> *330
let x,y; assume [x,y] in R#R;
HEpd *52
then consider z such that
a2: [x,z] in R and a3: [z,y] in R by RELATION:def 7;
t> *4
hence [x,y] in R by a2,a3,al,RELATION:def 12;
1> *164
end;
thus R*R c= R implies R is transitive
proof
assume al: R*R c= R;
let x,y,z; assume [x,y] in R & [y,z] in R;
then [x,z] in R#R by RELATION def 7;
11> *384
hence [x,z] in R by RELATION:def 9;
end;
end;
> 4: This inference is not accepted
::> 52: Invalid assumption
::> 164: Nothing to link
> 330: Unexpected end of an item (perhaps ";" missing)
> 384: ":" expected

Jak wida¢, na koncu sprawdzanego przez M1ZAR tekstu pojawiaja sie objasnie-
nia bledoéw, ktore zostaly zgtoszone. Dzieki temu uzytkownik moze tatwo poprawic
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swoj tekst. Najczesciej wystepujacymi bledami sa 4 oraz 70. Ten pierwszy pojawil
sie w naszym przykladzie i oznacza, ze fakt zapisany w linii, pod ktérg MizARr
wypisal 4, nie jest przez niego zaakceptowany (by¢ moze nie jest prawdziwy, badz
zostal zle uzasadniony). Blad 70 oznacza brak dowodu. Bledy 330 i 384 to zwykle
literéwki: brakuje odpowiednio ; oraz : . Blad 52 — nieprawidlowe zalozenie — jest
w tym wypadku konsekwencja btedu 330, natomiast btad 164 jest naniesiony pod
stowkiem hence (hence to to samo, co then thus) z tego powodu, Ze po uzytej
w poprzednim zdaniu konstrukcji consider nie mozna napisa¢ then. Po dopisaniu
; oraz : w liniach, pod ktéorymi sa zgloszone btedy 330 i 384 oraz po zamianie
stowka hence na thus (blad 164) powyzszy tekst zawiera tylko jeden btad:

environ

vocabularies ENUMSET, RELATION;
notations ENUMSET, RELATION;
constructors ENUMSET, RELATION;
theorems ENUMSET, RELATION;
definitions ENUMSET, RELATION;

begin
reserve P,Q,R,S,T for Relation, x,y,z,v for set;

R is transitive iff R*R c= R
proof
thus R is transitive implies R*#R c= R
proof
assume al: R is transitive;
let x,y; assume [x,y] in R#R;
then consider z such that
a2: [x,z] in R and a3: [z,y] in R by RELATION:def 7;
thus [x,y] in R by a2,a3,al,RELATION:def 12;
end;
thus R*R c= R implies R is transitive
proof
assume al: R*R c= R;
let x,y,z; assume [x,y] in R & [y,z] in R;
then [x,z] in R*R by RELATION:def 7;
hence [x,z] in R by RELATION:def 9;
> *4
end;
end;
::> 4: This inference is not accepted

Zgtaszajac blad 4, MIzZAR zaznacza, ze dana inferencja nie jest przez niego
zaakceptowana. Aby pozby¢ sie tego btedu, a tym samym skoriczy¢ dowdd, nalezy
uzasadni¢ wskazang teze, powolujac sie na zalozenie al: R*R c= R.

W jaki spos6b MIZAR sprawdza poprawno$é przeprowadzonego wnios-
kowania?

Mamy do sprawdzenia inferencje:
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¢ by ¢17 ¢27 ceey ¢k

tzn. inferencje postaci

¢17 33 ¢k}
(4

MizAR (jest disproverem) neguje konkluzje, a nastepnie dotgcza ja do przestanek
i prébuje otrzymacé sprzecznosc, czyli wyjsciows inferencje sprowadza do nastepu-
Jacej:

¢1v ooy ¢k7 _‘w

—

W nastepnym kroku ,tworzona” jest koniunkcja wszystkich przestanek, ktora z ko-
lei sprowadzana jest do postaci normalnej alternatywno-koniuncyjnej, a przez to
wyj$ciowa inferencja jest rownowazna ponizszej:

[_‘]¢1,1 A A [_‘]d)l,h V..V [_‘]¢n,1 ANTIA [_‘](bn,kn
L b

gdzie ¢;; sa zdaniami atomowymi badz uniwersalnymi (zanegowanymi lub nie).
Teraz MIZAR probuje obali¢ prawdziwosé kazdego czlonu alternatywy.

Aby inferencja byla zaakceptowna przez system, musza zostaé¢ obalone wszyst-
kie czlony alternatywy. Stad w rzeczywistosci system weryfikuje n inferencji:

Fléra A A Pk
1L

[_‘](lsn,l A A [_‘](ﬁn,kn
T .

Wewnetrznie do przetwarzania formul uzywa sie systemu korelatow seman-
tycznych (poréwnaj z systemem korelatéw semantycznych zaprezentowanym przez
R. Suszko (1968)). Formutly sprowadzane sa do tzw. uproszczonych postaci nor-
malnych — ich korelaty semantyczne wraz ze zdaniami atomowymi uzywaja tylko
VERUM, not, &, for__holds__. Wszystkie pozostale spojniki logiczne (V, —, )

oraz kwantyfikator egzystencjalny 3 wyeliminowane sa dzieki uzyciu nastepuja-
cych regut:

1. Elementem neutralnym koniunkcji jest VERUM.

2. Koniunkcja jest laczna, ale nie jest przemienna.

3. not (not ¢) jest rownowazne ¢ (regula podwojnej negacji).
4

. Zachodza prawa de’Morgana dla alternatywy oraz kwantyfikatora egzysten-
cjalnego.

[

. ¢ implies 9 jest rownowazne not (¢ & not ).

. ¢ iff 1) jest rownowazne not (¢ & not ¢) & not (¢ & not ¢).

=2}
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Biorgc pod uwage brak przemiennosci koniunkcji, inferencja

Va3y Pla,y] A Qlz, y]
3y Qla,y] A Pla,y]

nie bedzie zaakceptowana przez system, ale

Ve3y Plz,y] A Qlz,y]
3y Pla,y] A Qla,y]

oczywiscie tak.
Wiecej informacji o systemie mozna znalezé w pracy ,A Brief Overview of
Mizar” A. Naumowicza, A. Kornilowicza (2009).

Jak wyglada sprawdzenie poprawnosci przeprowadzonego wnioskowania
z punktu widzenia uzytkownika MizARa?

Zupelnie inaczej weryfikacje poprawnosci dowodu widzi autorka artykutu. Spra-
wa jest bardzo prosta: wystarczy wywolaé¢ program mizf i po chwili na ekranie
monitora pojawia sie wynik; je$§li MI1ZAR nie zglosit bledéow, to przeprowadzone
rozumowanie jest poprawne, w przeciwnym wypadku — nie. Mozna powiedzie¢, ze
idea systemu MIZAR jest analogiczna do idei w starej japonskiej grze w muszle
Kai-awase?.

Gracz, chcac odnalezé potéwke muszli ,jigai” pasujaca do wyciagnietej przez
niego z pudetka poléwki ,degai”, korzysta tylko z obrazkéw na nich namalowa-
nych; odwotujac sie jednoczesnie do swojej wiedzy i doswiadczenia, gracz moze
np. dopasowaé kolory czy odgadnaé historyjke przedstawiona na muszlach. Jed-
nakze fizyczne sprawdzenie, czy odnalezione polowki malzy rzeczywiscie do siebie
pasuja, polega na zlozeniu ich ze soba. Z powodu bardzo duzego zréznicowania
genetycznego muszli malzy (nie ma dwoéch identycznych par muszli), w ten jakze
szybki sposob gracz uzyskuje odpowiedz.

Podobnie autor (m.in. student) piszacy dowod w Mizarze, szukajac dowodu,
korzysta z roznorodnej wiedzy i umiejetnosci (np. dostrzega i wykorzystuje analo-
gie z podobnymi dowodami, ilustruje problem np. grafem), a fizyczne sprawdzenie,
czy dowdd zostal poprawnie dopasowany do dowodzonej formuty nastepuje poprzez
wywolanie programu mizf. Réznica miedzy gra Kai-awase a Mizarem jest taka, ze
w grze w muszle gracz ma tylko jedna mozliwo$¢ sprawdzenia poprawno$ci rozwia-
zania, natomiast w Mizarze — wiele (interaktywna praca autora z komputerem).

3Gra ta byta jedna z ulubionych rozrywek w dworskich kregach w okresie Edo (1603-1868). Ja-
ponskie stowo kai to muszla, awaseru oznacza dopasowad, zgraé, polaczy¢. Klasyczny zestaw gry
Kai-awase zawieral 360 par muszli malzy o podobnych wymiarach. Kazda para miata wewnatrz
namalowang historyjke (obrazki nie byly identyczne) oparta na motywach klasycznej prozy, po-
ezji badz zwiazana z pora roku. Muszle na zewnatrz pozostawione byly w stanie naturalnym.
Podczas gry, gdy muszle ,degai" (prawe polowki) byly wyjmowane z pudelka, ich lewe polow-
ki ,,jigai" byly odnajdywane wsréd roztozonych muszli na podtodze malowang strona do dotu.
Wygrywala osoba, ktéra zebrata najwiecej jednakowych par. Muszle ,degai” i ,,jigai” nie mialy
wewnatrz identycznych obrazkéw, ale doslowne dopasowanie wystepowalo w parze taczacej dwie
polowki.
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Na rysunku 1 umieszczona, jest przyktadowa para muszli do gry Kai-awase?.

Rysunek 1. Para muszli do gry Kai-awase.

2. System MIiIZAR w edukacji

2.1. Rys historyczny

Historia kurséow Mizarowych® jest do§¢ dluga. Pierwsze z nich pojawily sie
w 1975 roku, juz w dwa lata od momentu rozpoczecia prac nad projektem. Byty to
kursy z logiki zdann prowadzone réwnolegle na dwoch uczelniach: pierwszy — przez
Romana Matuszewskiego na Filii Politechniki Warszawskiej w Plocku, a drugi -
przez Andrzeja Trybulca na Uniwersytecie Warszawskim.

MizaR-MSE (Trybulec, 1982) — kolejna i bogatsza wersja systemu — wykorzy-
stywany byl jako narzedzie do wspomagania nauczania matematyki w ramach
wielu kurséw. W pazdzierniku 1983 roku rozpoczal sie korespondencyjny kurs
»Wstep do logiki”. Prowadzony byt za posrednictwem miesiecznika Delta, czasopi-
sma skierowanego do uczniéw szkot srednich. Material podzielony byt na 10 czedci,
a kazda cze$¢ byta opracowywana przez K. Prazmowskiego oraz P. Rudnickiego
i publikowana w Delcie (1983a; 1983b; 1983c; 1983d; 1984a; 1984b; 1984c; 1984d;
1984e; 1984f). Wraz z treSciami kursu zamieszczano zestaw zadan do samodziel-
nego rozwigzania. Uczniéw zachecano do tego, aby swoje rozwiazania przesylali
droga elektronicznag do redakcji Delty w celu sprawdzenia ich poprawno$ci przez
system Mi1zAR-MSE. Nadestane prace domowe byty zapisywane w jezyku MIZAR-
MSE, weryfikowane i odsylane do ich autoréw. W ten sposéb sprawdzono 241
rozwigzan.

Poczawszy od roku akademickiego 1985-86, na r6znych wydziatach Filii Uni-
wersytetu Warszawskiego w Bialtymstoku prowadzono wspomagane Mizarem-MSE
jednosemestralne kursy z podstaw logiki (opisane w ,,An Application of Mizar-MSE
in a Course in Logic” przez A. Zalewska (1987)).

4Zdjecie pochodzi ze strony www.japonia.org.pl
5Przez wyrazenie kursy Mizarowe nalezy rozumieé kursy czy zajecia wspomagane systemem
MizAR.
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Te wersje systemu wykorzystywano tez eksperymentalnie do:

e nauczania logiki na Wydziale Informatyki Uniwersytetu Jagielloriskiego (Mo-
szner, 1989). Zorganizowano wowczas trzy rodzaje kursow:

1. szkolne koto informatyczne dla uczniéow szkot srednich,
2. seminarium z logiki dla studentéw pierwszego roku informatyki,

3. w ramach zaje¢ ,, Komputerowe wspomaganie nauczania” dla studentow
starszych lat,

e nauczania podstaw geometrii na Wydziale Matematyki Uniwersytetu War-
szawskiego (Szczerba, 1987). Zajecia prowadzone byty na podstawie podrecz-
nika ,Geometria dla nauczycieli” M. Kordosa, L. Szczerby (1976), jednakze
systemu MIZAR-MSE mozna bylo uzy¢ jedynie do cze$ci materiatu zawar-
tego w tymze podreczniku. Wynikalto to z faktu, ze w M1ZARZE-MSE nie
byto mozliwosci zapisywania formutl z notacja funkcyjna. Udato sie jednak
stworzy¢ odpowiednie §rodowisko zawierajace niezbedne fakty z geometrii.
Wybrano tez z podrecznika odpowiednie twierdzenia, ktére w przygotowa-
nym $rodowisku mozna byto udowodnié¢. Zadaniem studentéw bylo zapisanie
i udowodnienie tych twierdzen w jezyku MIZAR, a nastepnie komputerowa
weryfikacja ich poprawnosci. Dzieki temu studenci nabywali umiejetnosci do-
wodzenia (prostych) twierdzen z geometrii.

W 1986 roku pojawila sie kolejna, udoskonalona wersja systemu — MIZAR-4.
Tej wersji M1zARa uzywano w latach 1987-88 do wspomagania nauczania ,Wstepu
do matematyki” oraz , Teorii krat” na Filii Uniwersytetu Warszawskiego w Bialym-
stoku. W tym czasie nastapil rowniez gwaltowny rozwoj systemu i juz pod koniec
lat 80. pojawial sie PC-MIZAR.

W latach 90. w Instytucie Matematyki FUW probowano zorganizowaé¢ kurs
Mizarowy z topologii. Nie bylo jednak w tym czasie mozliwosci technicznych i or-
ganizacyjnych, aby zajecia te moglty odbywa¢ sie w laboratorium komputerowym.
Napisano wiec 5 skryptéw zawierajacych ¢wiczenia oraz ich rozwigzania zapisane
w jezyku MIZAR i sprawdzone przez system, ktorych intensywnie uzywano podczas
tradycyjnie prowadzonych zajec.

Warto zaznaczyé, ze system MIZAR byt i jest wykorzystywany do nauczania
matematyki na wielu zagranicznych uniwesytetach, np. w USA, Kanadzie (Hoover,
Rudnicki, 1994), Japonii, Belgii. Co wiecej uzywany jest tez do przygotowywania
prac dyplomowych, magisterskich i doktorskich (np. prace: Schwarzwellera (2005),
Gradzkiej (2000), Kornitowicza (2001), Naumowicza (2005)).

Pomimo ze kursow Mizarowych byto w historii projektu wiele, to byty prowa-
dzone albo w formie eksperymentéw, albo jako kursy oferowane studentom star-
szych lat w formie wyktadow monograficznych. Sytuacja ta diametralnie sie zmie-
nila, kiedy w 2000 roku na Uniwersytecie w Bialymstoku (dawna FUW) powstal
Instytut Informatyki i wiele oséb pracujacych nad projektem zostalo tam zatrud-
nionych. Zaistniala mozliwo$¢ ,stalego” stosowania MizARa w trakcie obowigzko-
wych zaje¢, oferowanych studentom informatyki w ramach programu nauczania.
W nastepnej czesci tej sekcji omoéwimy te kursy.
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2.2. Kursy Mizarowe w Instytucie Informatyki UwB

MizAR jako narzedzie wspomagajace nauczanie matematyki w Instytucie In-
formatyki UwB wprowadzany by? stopniowo. Na poczatku, podczas zajeé z ,,Pod-
staw logiki i teorii mnogosci” (PLiTM) zaczeto wprowadza¢ notacje Mizarowa
i pisa¢ dowody w jezyku MIZAR w trakcie tradycyjnie prowadzonych wykladow
(30 godzin) i ¢wiczen (30 godzin, bez uzycia komputeréw). W semestrze zimowym
roku akademickiego 2003-04 cze$¢ ¢wiczen (15 godzin) odbywala sie juz w labo-
ratorium komputerowym. Studenci tego rocznika kontynuowali nauke matematyki
ze wsparciem M1zARa podczas kursu ,.Formalizacja matematyki” (FM) (Retel, Za-
lewska, 2005). Kurs FM byl obowiazkowy dla wszystkich studentéw pierwszego
roku, a prowadzony w formie wyktadow (30 godzin) i laboratoriéw (30 godzin).
Ukoriczyto go 57 oséb.

Przez kolejne lata obydwa kursy Mizarowe — PLiTM i FM — obowiazywaly
dla wszystkich studentéw pierwszego roku. W tym czasie nauczyciele akademic-
cy prowadzacy te zajecia zdobyli juz pewne doswiadczenie w prowadzeniu kurséw
z uzyciem systemu MIZAR i opracowali metody nauczania, jakie powinne by¢ sto-
sowane podczas zaje¢ ze studentami®. Okazalo sie takze, ze wysitek studentéw
wlozony w roczng nauke jezyka i systemu MIZAR byl optacalny — studenci spraw-
nie postugiwali sie jezykiem MIZAR do zapisywania i dowodzenia twierdzen. Aby
umozliwi¢ studentom wykorzystywanie zdobytych przez nich umiejetnosci z zakre-
su formalizacji matematyki w Mizarze, wprowadzono w semestrze zimowym dla
studentow wszystkich kierunkow i lat Instytutu Informatyki.

Obecnie w instytucie prowadzone sa nastepujace kursy z uzyciem systemu:

1. Na studiach pierwszego stopnia:

e Podstawy metod formalnych (PMF),
e Metody konstruktywne w informatyce (MKwI),
e Metody abstrakcyjne w informatyce (MAwI).

2. Na studiach drugiego stopnia:

e Dowodzenie wtasnosci programow (DWP),
e Abstrakcyjne typy danych (ATP).

Kursy na poziomie studiéw pierwszego stopnia

»Podstawy metod formalnych” to kurs korespondujacy z prowadzonym wczes-
niej — ,Podstawy logiki i teorii mnogosci” (organizacja i metodologia kursu PLiTM
dokladnie opisane zostaly w pracy Borak, Zalewskiej (2007)). To wlasnie podczas
tego kursu studenci maja zapoznac sie z systemem MIZAR oraz nabra¢ umiejetnosci
formalnego uzasadniania faktéw, a przy tym zdoby¢ wiedze i umiejetnosci z zakresu
matematyki wykorzystywane jako baza dla innych przedmiotéow, np. ,Matematyki
dyskretne;j”.

SNiektore metody autorka prezentowata na konferencji MKM w Linzu (Austria) w 2007 roku.
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,Podstawy metod formalnych” to kurs przeznaczony dla studentéw, ktorzy nie
znaja systemu MIZAR, posiadaja wiedze i umiejetnosci matematyczne na pozio-
mie szkoly $redniej w zakresie podstawowym (tylko nieliczni zdawali mature na
poziomie rozszerzonym), a co za tym idzie nie sa przygotowani do pracy z cala
matematyczng bazag MML, ani nawet z jej fragmentem. Aby umozliwi¢ studentom
nauke ze wsparciem systemu MIZAR, tworzone jest pewnego rodzaju ,lokalne” sro-
dowisko Mizarowe bazujace na czesci biblioteki MML. Srodowisko to sktada sie
z kilku czesci i tak kolejno budowane sa:

1. $rodowisko do nauki rachunku zdan — PROPOSIT,
2. srodowisko do nauki teorii zbioré6w — ENUMSET,
3. drodowisko do nauki teorii relacji — RELATION oraz RELAT AB.
Tak przygotowane Srodowisko sukcesywnie udostepniane jest studentom do
pobrania ze strony internetowej kursu (patrz rysunek 2).

Ze strony tej mozna tez pobra¢ pozostale oprogramowanie niezbedne do pracy,
mianowicie:

&Q = C 21 | O htt:falioth.uwb.edu.plPMF.himl - [C]+ minimam F
5] Czesto odwiedzane '+ Gry dia dzieci -Bobi-B... £ Bezplatna ushiga poc... || Dostosuj tacza | | 20071222160337.jpa ... L) Windows Media £7 Windows | | www.pf.pl
Z » Dom Studencki “Za Kolumnami® - zap... || Logka i teoria mnogosciWykiad 5: Par... A Podstawy metod formalnych [}

Podstawy metod formalnych

Zascia: |Oprogramowanie:
o Srodowisko do nauki rachunicu zdas (download).

izar 7 Wi v
® Srodowisko do zajec ar 1 (download). * Mizar 7.11.03 dla Windows {dowaload).

® GNU Emacs dla Windows (download).
® Dodatkowo moéna pobraé: GNU grep dla Windows (download).

Przed pierwszym logowaniem do systemu nalezy wybra¢ haslo.

Instrukcja pracy na zajeciach:

® Instalacja srodowiska do zaje¢ w laboratorium. %
1. Sciagnij odpowiednie samorozpakowywujace archiwum wybierajac download w sekcii Zajecia.
2. Uruchom sciagniety program w kartotece domowej. np. uzvtkownik Janusz Kowalski powinien uruchomié i rozpakowac archiwum w kartotece
Y1\ JANKOW.
3. Przy rozpakowywaniu tworzone sa nastepujace podkartoteki: 285TR, DICT, PREL, TEXT.

e Koniec pracy.
1. Po zakon j pracy zarejestruj rezultat przechodzac do strony Rejestracja w sekeji Zajecia.

TUwagi do samodzielnej instalacji systemu Mizar:

® Instalacja systemu Mizar w Windows.
1. Sciagnij samorozpakowywujace archiwum wybierajac download w sekcji Oprogramowanie.

2_Umchom konsole nolecen i nrzeid7 do kartoteki ze Sciasnietvm archismm

Zakoriczono

Rysunek 2. Internetowa strona: http://alioth.uwb.edu.pl

e system MIZAR w wersji aktualnej na dzien 1 pazdziernika danego roku; ze
wzgledu na dynamiczny rozwoj systemu wersja ta jest ,zamrazana” na czas
zajeé ze studentami,

e edytor GNU Emacs; dzieki MizarMode’owi utworzonemu przez J. Urbana
(zob. Urban, 2010) jest kompletnym, przyjaznym srodowiskiem do pracy
z systemem MIZAR,
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e Grep, ktory jest wykorzystywany do przeszukiwania bazy MML dopiero pod-
czas kolejnych kursow.

1. Po krétkich éwiczeniach zwigzanych z pisaniem i edycja tekstu w edytorze
Emacs studenci probuja zweryfikowaé poprawnosé najkrotszego — pustego
artykulu Mizarowego (tzn. artykutu, ktory sktada sie tylko z dwoch zarezer-
wowanych slow: environ i begin), po to, aby dowiedzie¢ sie, jak uzywac
MizarMode dla EMAcCsa i jak MI1ZAR raportuje btedy.

2. Studenci lacza sie nastepnie ze strong internetowa kursu (rysunek 2), wybie-
raja hasta dostepu do swoich indywidualnych kont na serwerze (na kontach
tych rejestrowane sa wyniki ich pracy) i Sciagaja pierwsza czesé srodowiska
(PROPOSIT).

3. Po zainstalowaniu na komputerach srodowiska PROPOSIT (instalacja po-
zostalych czesci srodowiska nastepuje pozniej w taki sam sposob), automa-
tycznie tworza sie 4 katalogi: abstr, dict, prel i text, z ktorych tylko dwa
— pierwszy i ostatni — sg istotne z punktu widzenia studenta. Katalog abstr
(z wyjatkiem PROPOSIT) zawiera pliki z notacja i definicjami danej czesci
srodowiska, a w katalogu text jest umieszczony plik test.miz z zapoczat-
kowanym artykulem Mizarowym, stosownie do danego srodowiska.

4. Nastepnie studenci otwieraja w EMAcCSie plik test.miz i prébuja napisaé,
a takze zweryfikowac proste formuly rachunku zdan.

5. Pod koniec zaje¢ kazdy student wysyla plik test.miz z rezultatami pracy
na swoje indywidualne konto na serwerze alioth (tak koricza sie wszystkie
zajecia).

Caly kurs PMF, sktada sie z 30 godzin wyktadéw oraz 30 godzin laboratoriow,
podzielonych na 15 jednostek dwugodzinnych. Pozostate 14 zaje¢ podzielonych jest
na 3-4 sesje — kazda sesja zwiazana jest praca w innym Srodowisku.

Gléwne cele kursu PMF to:

e rozwijanie umiejetnosci prowadzenia rozumowania dedukcyjnego z uzyciem
réznych technik dowodzenia, poprzez dobér odpowiednich przykladéw z za-
kresu tresci materialu realizowanego w ramach tego kursu,

e rozwijanie umiejetnosci uzasadniania swoich intuicyjnych rozwigzan w spo-
sob formalny,

e nabycie wiedzy z wybranego zakresu matematyki; w sylabusie zawarte sg
nastepujace tresci:

formuly logiczne,

— struktura dowodu zalozeniowego,

— wtasnosci Boole’owskie zbioréw,

— rodziny zbioréw i ich wlasnosci,

— relacje binarne (zlozenie, relacja odwrotna, wlasnosci relacji),
— relacja rébwnowaznosci, cze$ciowego porzadku,

— funkcje (dziedzina, przeciwdziedzina, obraz, przeciwobraz itd.).
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Kolejny kurs na poziomie studiéw I stopnia to ,Metody konstruktywne w in-
formatyce”. Jest on przeznaczony dla studentow drugiego roku (trzeci semestr stu-
di6w), od ktorych oczekuje si¢ znajomosci jezyka MIZAR, roznych technik dowo-
dzenia oraz umiejetnosci pisania dowodéw formalnych w edytorze Emacs. W od-
réznieniu od kursu poprzedniego, studenci pracuja juz z cala bazag MML, a do
wyszukiwania potrzebnych informacji zapisanych w bazie uzywaja Grepa. W sy-
labusie tego przedmiotu sg nastepujace tresci matematyczne:

e arytmetyka Peano,

e rozne schematy indukeji (indukcja naturalna o kroku 1,2, ..., k, zupelna, na
ciggach i zbiorach skonczonych, drzewach, liczbach catkowitych i in.),

e schemat minimum,

e dobér predykatu, dla ktérego prowadzimy indukcje,

e doboér zmiennej, dla ktoérej prowadzimy indukcje,

e zastosowanie indukcji w arytmetyce,

e sumy i iloczyny skonczone liczb naturalnych,

e definiowanie przez indukcje,

e uzasadnianie za pomoca schematow Mizarowch (stwierdzen ze zmiennymi
wolnymi drugiego rzedu).

Glownym celem ostatniego kursu organizowanego na poziomie studiéw licen-
cjackich —,Metody abstrakcyjne w informatyce” — jest zapoznanie studentéw z abs-
trakcyjnymi metodami opisywania réznych obiektéw, wystepujacych w informaty-
ce a uzywanych do opiséw i specyfikacji.

Ponizej podane sa przyktadowe zadania studentow.

ZADANIE 1

R is transitive & S is transitive & R*S=S*R implies R*S is transitive

proof
assume El: R is transitive & S is transitive & R*S=S*R;
thus R*S is transitive
proof
let x,y,z;

assume E2: [x,y] in R#S & [y,z] in Rx*S;
then consider u such that E3: [x,u] in R & [u,y] in S by RELATION:def 7;
consider v such that E4: [y,v] in R & [v,z] in S by E2,RELATION:def 7;
[u,v] in S*R by E3,E4,RELATION:def 7;
then [u,v] in RxS by E1;
then consider w such that E5: [u,w] in R & [w,v] in S by RELATION:def 7;
E6: [x,w] in R by E1,E3,E5,RELATION:def 12;
[w,z] in S by E4,E5,E1,RELATION:def 12;
hence[x,z] in R*S by E6,RELATION:def 7;
end;
end;

ZADANIE 2

reserve R,S,T for Relation, x for set;
ex R, S, T st not (R*S)/\(R*T) c= Rx(S/\T)
proof
reconsider R={[0,1], [0,2]} as Relation by RELATION:9;



System komputerowy MIZAR [37]

reconsider S={[1,3]} as Relation by RELATION:8;
reconsider T={[2,3]} as Relation by RELATION:8;
take R,S,T;
assume zl: (R*S)/\(R*T) c= R*(S/\T);
[0,1] in R & [1,3] in S & [0,2] in R & [2,3] in T by ENUMSET:def 3,def 4;
then [0,3] in R*S & [0,3] in R#T by RELATION:def 7;
then z2: [0,3] in (R*S)/\(R*#T) by RELATION:def 5;
not [0,3] in R*(S/\T)
proof
assume [0,3] in R*(S/\T);
then consider x such that z3: [0,x] in R & [x,3] in S/\T by RELATION:def 7;
[x,3] in S & [x,3] in T by z3,RELATION:def 5;
then [x,3] = [1,3] & [x,3] = [2,3] by ENUMSET:def 3;
then x=1 & x=2 by ENUMSET:2;
hence contradiction;
end;
hence contradiction by z1,z2,RELATION:def 9;
end;

ZADANIE 3

ex A be set,Q be Relation of A,A st Q <> {} & Q is connected
proof
set A = {1};
reconsider Q’={[1,1]} as Relation by RELATION:8;
a: dom Q’ c= A
proof
let x; assume X in dom Q’;
then consider y such that z: [x,y] in Q’ by RELAT_AB:def 1;
[x,y] = [1,1] by z,ENUMSET:def 3;
then x=1 by ENUMSET:2;
hence thesis by ENUMSET:def 3;
end;
rng Q’ c= A
proof
let x; assume x in rng Q’;
then consider y such that z: [y,x] in Q’ by RELAT_AB:def 2;
[y,x] = [1,1] by z,ENUMSET:def 3;
then x=1 by ENUMSET:2;
hence thesis by ENUMSET:def 3;
end;
then reconsider Q=Q’ as Relation of A,A by a,RELAT_AB:def 5;
take A,Q;
[1,1] in Q by ENUMSET:def 3;
hence Q <> {} by RELATION:def 2;
thus Q is connected
proof
let x,y; assume x in A & y in A;
then x=1 & y=1 by ENUMSET:def 3;
then [x,y] in Q by ENUMSET:def 3;
hence [x,y] in Q or [y,x] in Q;
end;
end;

ZADANIE 4
reserve k,n,i for Nat;

scheme { k()-> Nat, P[Nat]}: for n holds P[n]
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provided
a: for n st n<k() holds P[n] and
b: for n st P[n] holds P[n+k()] and

c: k()>0
proof
defpred Q[Nat] means for i st i<k() holds P[$1+i];
A: Q0] by a;
B: Q[n] implies Q[n+1]
proof

assume Q[n];
then f: for i st i<k() holds P[n+i];
thus Q[n+1]
proof
let i such that z1: i<k(Q);
i+1<=k() by z1,INT_1:20;
then t2:i<=k()-1 by XREAL_1: 21;
per cases by t2,XXREAL_O: 1;
suppose e:i=k()-1;
P[n+0] by f,c;
then P[n+k()] by b;
hence P[n+1+i] by e;
end;
suppose i<k()-1;
then i+1<k() by XREAL_1: 22;
then P[n+(i+1)] by f;
hence P[n+1+i];
end;
end;
end;
til:for n holds Q[n] from NAT_1: sch 2(A,B);
let n;
Q[n] by ti1;
P[n+0] by c,tl;
hence P[n];
end;

Kursy na poziomie studiéw drugiego stopnia

Kurs ,,Dowodzenie wtasnosci programéw” organizowany dla studentéw pierw-
szego semestru studidow drugiego stopnia wykorzystuje system MIZAR jako narze-
dzie stuzace do weryfikacji oprogramowania. Studenci wykazuja duze zainteresowa-
nie tematyka kursu, gdyz sprawdzanie poprawnosci programoéw to duze wyzwanie
dla informatyka. Sylabus DWP zawiera tresci:

e operacyjna semantyka jezykéw programowania,

e denotacyjna semantyka jezykéw programowania,

e kryteria poprawno$ci programoéw,

e matematyczne modele komputeréw,

e weryfikacja instrukcji sekwencyjnych, warunkowych, petli i skokdw,
e weryfikacja procedur rekurencyjnych,

e weryfikacja przy uzyciu techniki ,describera”,

e projekt WHY.
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Od studenta ostatniego roku studiéw drugiego stopnia oczekuje sie znajomosci
systemu na takim poziomie, aby mogt samodzielnie formalizowa¢ pewien wybrany
fragment teorii matematycznej. Formalizacja ta moze stanowi¢ podstawe pracy
magisterskiej. Dlatego tez glownym celem ostatniego kursu jest umozliwienie stu-
dentowi dokonania wyboru odpowiedniej dziedziny do samodzielnej formalizacji.
Warto zaznaczy¢, ze juz po serii kurséw na poziomie studiéw pierwszego stopnia
student powinien posiada¢ wiedze i umiejetnosci wystarczajace do napisania pracy
licencjackiej z uzyciem MIzZARa.

3. Podsumowanie

System MIZAR jest stosowany jako narzedzie do wspomagania nauczania ma-
tematyki w Instytucie Informatyki UwB od roku 2003, ale dopiero wprowadzenie
sekwencji kurséw Mizarowych pozwolilo na pelniejsze wykorzystanie jego moz-
liwosci. Podczas kolejnych kurséow studenci zdobywaja coraz wieksza wiedze na
temat samego systemu, przy czym stosuje sie zasade, aby na kazdym etapie stu-
diow przekazywaé tylko te informacje o MI1ZARZE, ktore sa niezbedne do reali-
zacji celéow nauczania okreslonych w sylabusach poszczegélnych kurséw. Dzieki
temu nauczanie, a z drugiej strony uczenie sie wspomagane systemem MIZAR nie
jest wcale utrudnione. Co wiecej, z przeprowadzonych przez autorke niniejszego
artkutlu badan wstepnych nad ocena przydatnosci stosowania systemu MIZAR do
wspomagania nauczania matematyki wynika jasno, ze uzywanie MizZARa daje duzo
korzysci. Hipotezy te wymagaja jeszcze weryfikacji.
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