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Nota o Uber den Zahlbegriff Davida Hilberta"

Uber den Zahlbegriff Davida Hilberta opublikowano w roku 1900. Przyjmuje
sie, ze to wladnie w tym artykule po raz pierwszy w historii matematyki przedsta-
wiona zostala aksjomatyczna charakterystyka liczb rzeczywistych.

W roku 1899 ukazalo sie pierwsze wydanie Grundlagen der Geometrie Hil-
berta. W ksiazce tej, w rozdziale trzecim, zatytutowanym Teoria Proporcji Hilbert
pisze, ze ,liczby rzeczywiste tworza calosé, system rzeczy posiadajacy nastepujace
wlasnosci”, po czym wylicza aksjomaty podzielone na trzy grupy: Aksjomaty po-
tgczenia, Aksjomaty uporzqdkowania, Aksjomat Archimedesa. Z wyjatkiem Aksjo-
matu zupetnosci sa to te same aksjomaty, aczkolwiek inaczej pogrupowane, ktére
znajdujemy w artykule Uber den Zahlbegriff. Pojecia ciata uporzadkowanego i ciala
archimedesowego byty wiec w owym czasie dobrze sformutowane. Pewien klopot
nastreczal aksjomat ciagltosci. W wersji przedstawionej przez Hilberta w roku 1900
wywolal on wiele kontrowersji. Wyraznie bowiem ma inny charakter niz pozostate
aksjomaty. Nie charakteryzuje okreslonej wlasnosci liczb rzeczywistych (istnienie
elementow neutralnych, tacznosé dziatan, liniowos¢ porzadku, itd.), ale odnosi sie
do pozostalych aksjomatéw. Wynikalo to ze splotu dwoéch okolicznosci: w XIX-
wiecznej matematyce rézne wlasnosci liczb rzeczywistych uznawano za ,wlasnosé
podstawowa”, jednoczes$nie przedstawiona przez Hilberta idea aksjomatyzacji liczb
rzeczywistych byta zupelnie nowa i nakazywata wybraé¢ jedna z tych wlasnosci.
Jak wida¢, Hilbert oraz jego wspoélpracownicy nie mieli jeszcze jasnosci, ktéra to
ma by¢ wtasnosé.

W dzisiejszej matematyce ciato uporzadkowane jest definiowane jako cialo
przemienne wraz z porzadkiem liniowym (F,+,-,0,1, <), ktory to porzadek jest
zgodny z dodawaniem i mnozeniem. Liczby rzeczywiste natomiast sa definiowane
jako cialo uporzadkowane w sposob ciaglty. Ciaglos§é porzadku jest wyrazana na
wiele rownowaznych sposobow, wymieimy trzy zwigzane z tredcia rozprawy Hil-
berta: (C1) zaden przekrdj Dedekinda zbioru (F, <) nie wyznacza luki, (C2) zu-
pelnosé w sensie Cauchy’ego + Aksjomat Archimedesa, (C3) kazdy ograniczony
ciag elementéow z F posiada podciag zbiezny. Wiemy takze, ze liczby rzeczywiste
sa najwiekszym cialem archimedesowych — najwiekszym w tym sensie, ze kazde
cialo archimedesowe mozna zanurzy¢ w ciele liczb rzeczywistych. Ten fakt mozemy
interpretowac jako skrocong postaé¢ Aksjomatu zupetnosci.
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7 drugiego akapitu Uber den Zahlbegriff mozemy wyczytaé, do jakich kon-
cepcji liczb rzeczywistych i do jak pojmowanej ciagtosci odnosi sie Hilbert. Otoz
opisujac ,metode genetyczng’, ktéra bynajmniej nie wigze sie z historycznym po-
rzadkiem rozwoju pojecia liczby, Hilbert przedstawia po prostu dwie konstrukcje
liczb rzeczywistych. Pierwsza, ktéra opisuje stowami ,a w koncu [definiuje sie]
liczbe rzeczywista jako przekroj”, to konstrukcja z rozprawy Richarda Dedekinda
Stetigkeit und irrationale Zahlen (1872). Druga to konstrukcja znana z artykutu
Georga Cantora Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigono-
metrischen Reihen (1872). W rozprawce Hilberta jest ona zaznaczona stowami:
»a w koncu [definiuje sie] liczbe rzeczywista jako [...] ciag podstawowy”; ,ciag pod-
stawowy” (Fundamentalreihe) to ciag, ktory w polskiej literaturze matematycznej
nazywany jest ciggiem Cauchy’ego.

Dedekind skonstruowatl liczby rzeczywiste jako przekroje liczb wymiernych,
aksjomat ciaglodci zas sformutowal w wersji (C1). Sformulowatl tez zasade supre-
mum oraz (w do$¢ zawily sposéb) warunek zupelnosci w sensie Cauchy’ego. Nie
dysponowatl jednak pojeciem ciala uporzadkowanego i nie umiat jasno przedstawi¢
zwiazkéw miedzy tymi wlasnoSciami. Udowodnil, ze ,dziedzina liczb rzeczywi-
stych” posiada wlasnosé (C1), a dalej, ze z (C1) wynikaja ,,podstawowe twierdze-
nia analizy infinitezymalnej”, do ktoérych zaliczyt wlasnie zasade supremum oraz
zupelnosé w sensie Cauchy’ego. W rozprawie Cantora liczby rzeczywiste sa przed-
stawione jako ciggi liczb wymiernych spetniajace warunek Cauchy’ego. Natomiast
w zwiazku z ciaggloscig znajdujemy tam jedynie uwage, ze liczby rzeczywiste sa
zupelne w sensie Cauchy’ego (chociaz jest to wyrazone w do$¢ zawily, a zara-
zem odmienny niz u Dedekinda sposob) oraz stwierdzenie, w rozumieniu Cantora
oczywistego faktu, ze kazdy ograniczony i nieskonczony zbiér liczb rzeczywistych
posiada punkt skupienia. Taki mniej wiecej byl zastany przez Hilberta stan wiedzy
dotyczacy liczb rzeczywistych.

W Uber den Zahlbegriff obok aksjomatow znajdujemy tez ciekawy wstep me-
todologiczny, w ktérym metoda genetyczna przeciwstawiana jest aksjomatyczne;j.
Zarysowana przez Hilberta opozycja nie stracita na aktualnodci. I dzisiaj prowa-
dzacy kurs analizy matematycznej staje przed dylematem, czy rozpoczaé¢ wyktady
od konstrukeji liczb rzeczywistych, czy tez od definicji. Hilbert, preferujac po-
dejscie aksjomatyczne, stanal przed pytaniem, dlaczego przedstawione aksjomaty
opisuja liczby rzeczywiste. W zwigzku z tym czytamy: ,Aksjomaty IV1 i IV2 sy
od siebie wzajemnie niezalezne; nie zawieraja one zadnego stwierdzenia o pojeciu
zbiezno$ci lub istnieniu granicy, jednakze wynika z nich, jak mozna pokazaé, twier-
dzenie Bolzana o istnieniu granicy. Przekonujemy sie zatem o zgodno$ci naszego
systemu liczbowego ze zwyklym systemem liczb rzeczywistych”. Mozna domnie-
mywac, ze Ow ,zwykly system liczb rzeczywistych” to konstrukcje Dedekinda, albo
Cantora.

Drzisiaj odpowiedz na pytanie, dlaczego przedstawione aksjomaty opisuja liczby
rzeczywiste jest prostsza. Na podstawie twierdzenia o kategorycznosci aksjomatyki
liczb rzeczywistych, gloszacego, ze kazde dwa ciata uporzadkowane w sposob ciagly
sy, izomorficzne, przyjmuje sie, ze liczby rzeczywiste to, na mocy definicji, cialo
uporzadkowane w sposob ciagly. Takie podej$cie uniewaznia pytanie o zwiazek
podejscia aksjomatycznego ze ,zwyklym systemem liczb rzeczywistych”. Wobec
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twierdzenia o kategorycznosci, teza Hilberta o wyzszoéci podejscia aksjomatycz-
nego zyskuje matematyczne uzasadnienie. W zwiazku z tym warto odnotowac, ze
pierwszy, o ile nam wiadomo, dowod twierdzenia o kategorycznosci podat Stani-
staw Zaremba w ksiazce Arytmetyka Teoretyczna (1912). Dodatkowa ciekawostka
jest tez i to, ze Zaremba przyjmowal aksjomatyke podana w Uber den Zahlbegriff,
ale w dowodzie stosowat technike przekrojow Dedekindalll
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Zamieszczone w niniejszym tomie ttumaczenie Uber den Zahlbegriff zostalo przy-
gotowane przez Profesora Jerzego Pogonowskiego. Jest to najprawdopodobniej
pierwsze tlumaczenie na jezyk polski tej fundamentalnej dla rozwoju matematyki
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