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David Hilbert
O pojeciu liczby

Gdy przegladamy w literaturze liczne prace o zasadach arytmetyki oraz o pod-
stawach geometrii i poréwnujemy je ze soba, to postrzegamy, obok licznych analo-
gii 1 pokrewienistw tych dwoch przedmiotéw jednak réznice, jesli chodzi o metode
badania.

Uprzytomnijmy sobie najpierw sposéb wprowadzenia pojecia liczby. Wycho-
dzac od pojecia liczby 1, zwykle my$li sie w procesie liczenia najpierw o tworzeniu
dalszych catkowitych wymiernych liczb dodatnich 2, 3,4, ... oraz rozwija sie prawa
ich rachowania; potem poprzez zadanie ogélnej wykonalnosci odejmowania do-
ciera sie do liczby ujemnej; definiuje sie dalej utamek, na przyktad jako pare liczb
— wtedy kazda funkcja liniowa posiada miejsce zerowe —, a w koricu [definiuje sie]
liczbe rzeczywista jako przekrdj lub ciag podstawowy — osiaga sie przez to, ze
kazda calkowita wymierna funkcja nieokreslona, a w ogélnosci kazda ciagla funk-
cja nieokreslona ma miejsce zerowe. Mozemy nazwaé te metode wprowadzenia
pojecia liczby metodg genetyczng, gdyz najogélniejsze pojecie liczby rzeczywistej
wytwarzane jest poprzez kolejne rozszerzenia prostego pojecia liczby.

Istotnie inaczej postepuje sie w budowie geometrii. Tu dba sie, aby zaczaé
od zalozenia istnienia wszystkich elementéw, tj. przyjmuje si¢ na poczatku trzy
systemy rzeczy, a mianowicie punkty, proste i pltaszczyzny, a potem — w istocie
za przyktadem Euklidesa — wiaze sie te elementy we wzajemne zwiazki, poprzez
pewne aksjomaty, a mianowicie aksjomaty incydencji, uporzadkowania, przystawa-
nia oraz ciggtoscil. Jawi sie przy tym koniecznym pokazanie potem niesprzecznosci
oraz zupetnosci tych aksjomatéw, tj. musi zosta¢ udowodnione, ze zastosowanie
ustanowionych aksjomatéw nigdy nie moze doprowadzi¢ do sprzecznosci oraz, da-
lej, ze system aksjomatéw wystarcza do udowodnienia wszystkich twierdzen geo-
metrycznych. Proponowane tu postepowanie badawcze chcemy nazwaé metodg
aksjomatyczng.

Stawiamy pytanie, czy rzeczywiscie metoda genetyczna [jest dostosowana| wla-
$nie do badania pojecia liczby, a metoda aksjomatyczna jest stosowna tylko dla
podstaw geometrii; jawi sie tez interesujacym skonfrontowanie obu metod oraz zba-
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danie, ktora z metod jest korzystniejsza, je§li chodzi o logiczne badania podstaw
mechaniki lub innych dyscyplin fizycznych.

Moja opinia jest nastepujaca: Mimo wysokiej wartosci pedagogicznej oraz heu-
rystycznej metody genetycznej, dla ostatecznego przedstawienia oraz petnego logicz-
nego zabezpieczenia tresci naszej wiedzy, [to] jednak metoda aksjomatyczna zastu-
guje na pierwszenstwo.

W teorii pojecia liczby metoda aksjomatyczna przyjmuje nastepujaca postac:

Myslimy o systemie rzeczy; nazywamy te rzeczy liczbami i oznaczamy je przez
a,b,c,.... Myslimy o tych liczbach w pewnych wzajemnych powiazaniach, ktérych
dokladne i pelne opisanie znajduje wyraz w nastepujacych aksjomatach:

1. Aksjomaty potgczenia

1.1. Z liczby a oraz liczby b powstaje poprzez ,,dodawanie” okre§lona liczba c,
symbolicznie:
a+b=c lub c=a+b.

1.2. Jedli a oraz b sa danymi liczbami, to istnieje jedna i tylko jedna liczba =z,
a takze jedna i tylko jedna liczba y takie, ze zachodzi:

a+x=0>b odpowiednio y+a=0>.

1.3. Istnieje okre§lona liczba — nazywa sie 0 — taka, ze dla kazdej a zachodzi
jednocze$nie:
a+0=a oraz O0+a=a.

1.4. Z liczby a oraz liczby b powstaje na inny jeszcze sposob, poprzez ,mnoze-
nie”, okreslona liczba ¢, symbolicznie:

ab=c lub c¢=ab.

1.5. Jedli a i b sa dowolnymi danymi liczbami oraz a nie jest 0, to istnieje jedna
i tylko jedna liczba x, a takze jedna i tylko jedna liczba y takie, ze zachodzi:

ax =>b odpowiednio ya =b.

1.6. Istnieje okre§lona liczba — nazywa sie 1 — taka, ze dla kazdej a zachodzi
jednoczesnie:
a-1=a oraz 1-a=a.

11. Aksjomaty rachowania

Jesli a, b, ¢ sa dowolnymi liczbami, to zawsze zachodzg nastepujace formuty:

ILl. a+(b+¢c) = (a+b)+c

I1.2. a+b =b+a
I1.3. a(be) = (ab)c
I14. a(b+c¢) = ab+ac
IL5. (a+be = ac+bc

II.6. ab = ba
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II1. Aksjomaty uporzgedkowania

II1.1. Jesli a, b sa dwiema réznymi liczbami, to zawsze okre§lona jedna z nich
(np. a) jest wieksza (>) od drugiej, ta ostatnia nazywa sie wtedy mniejsza, sym-
bolicznie:

a>b lub b<a.

II1.2. Jesli a > b oraz b > ¢, to takze a > c.
II1.3. Jesli a > b, to zawsze

a+c>b+c oraz c+a>c+b.
II1.4. Jesli a > b oraz ¢ > 0, to zawsze
ac>bc oraz ca > ch.
IV. Aksjomaty ciggtosci

IV.1. (Aksjomat Archimedesa) Jesli a > 0 oraz b > 0 sy dowolnymi dwiema
liczbami, to zawsze jest mozliwe tyle razy dodawacé a do siebie samej, ze otrzymana
suma ma nastepujaca wlasnosc:

at+a+...+a>0b.

IV.2. (Aksjomat zupetnosci) Nie jest mozliwe uzupelnienie systemu liczb po-
przez dodanie innego systemu rzeczy tak, aby w powstalym przez polaczenie syste-
mie spelnione byly wszystkie aksjomaty I, II, III, IV.1.; lub krétko: liczby tworza
system rzeczy, ktory przy zachowaniu wszystkich aksjomatéw nie jest zdolny do
zadnego dalszego rozszerzenia.

Niektore z aksjomatow I 1-6, II 1-6, III 1-4, IV 1-2 sa konsekwencja po-
zostalych, powstaje wiec zadanie omoéwienia logicznej zaleznosci wymienionych
aksjomatow. Dla badania zasad arytmetyki zadanie to dostarcza pewnego nowego
i owocnego punktu widzenia. Uznajemy przykladowo nastepujace fakty:

Istnienie liczby 0 (aksjomat I 3) jest konsekwencja aksjomatow I 1, 2 oraz IT 1;
odwoluje sie ono zatem istotnie do prawa tacznosci dodawania.

Istnienie liczby 1 (aksjomat I 6) jest konsekwencja aksjomatow 14, 5 oraz 11 3;
odwotuje sie ono zatem istotnie do prawa tacznosci mnozenia.

Prawo przemiennosci dodawania (aksjomat II 2) jest konsekwencja aksjoma-
tow I, II 1, 4, 5; jawi sie ono zatem istotnie jako konsekwencja prawa tacznosci
dodawania oraz obu praw rozdzielnosci.
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w konsekwencji
a+b+a+b=a+a+b+0b,

a z tego na mocy I 2
b+a=a+0b.
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Prawo przemienno§ci mnozenia (aksjomat II 6) jest konsekwencja aksjomatow
I, IT 1-5, III, IV 1, ale juz nie konsekwencja aksjomatéw I, IT 1-5, III; owo prawo
moze zosta¢ tu wyprowadzone z pozostatych aksjomatéw wtedy i tylko wtedy, gdy
postuzymy sie przy tym aksjomatem Archimedesa (aksjomat IV 1). Fakt ten ma
szczegblne znaczenie dla podstaw geometriid.

Aksjomaty IV 111V 2 sa od siebie wzajem niezalezne; nie zawieraja one zad-
nego stwierdzenia o pojeciu zbieznosci lub o istnieniu granicy, jednakze wynika
z nich, jak mozna pokaza¢, twierdzenie BOLZANA o istnieniu punktu skupienia.
Przekonujemy sie zatem o zgodno$ci naszego systemu liczbowego ze zwyklym sys-
temem liczb rzeczywistych.

Aby udowodni¢ niesprzecznosé przedstawionych aksjomatéw wystarczy [wy-
korzysta¢| stosowna modyfikacje znanych metod dowodowych. W dowodzie tym
dostrzegam jednocze$nie dowdd istnienia ogétu liczb rzeczywistych lub — w sformu-
towaniu G. CANTORA — dow6d na to, ze system liczb rzeczywistych jest zbiorem
niesprzecznym (gotowym).

Watpliwosci, ktére czynione sa wobec istnienia ogétu wszystkich liczb rzeczy-
wistych oraz zbioréw nieskonczonych w ogélnosci traca w wyzej opisanym ujeciu
jakiekolwiek uzasadnienie: o zbiorze liczb rzeczywistych nie mamy mys$le¢ jako
o np. ogdle wszystkich mozliwych praw, wedle ktérych moga postepowac elementy
ciagu podstawowego, lecz o wiele bardziej — jak wla$nie przedstawiono — [jako o]
systemie rzeczy, ktorych wzajemne zwiazki podane sa poprzez powyzszy skonczony
i zamkniety system aksjomatow I-IV, i o ktérych nowe stwierdzenia tylko wtedy
maja walor poprawnosci, gdy mozna je wyprowadzi¢ za pomoca skonczonej liczby
wnioskowan logicznych z owych aksjomatow.

Gdybysmy chcieli w podobny sposéb przeprowadzi¢ dowdd istnienia ogotu
wszystkich mocy (lub wszystkich CANTORowskich alefow), to bytaby to préba
chybiona: w rzeczywistosci ogot wszystkich mocy nie istnieje, lub — w sformutowa-
niu CANTORa — system wszystkich mocy jest zbiorem sprzecznym (niegotowym).

Gottingen, 12 pazdziernika 1899
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