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���7���"�&�����L� ¨©�}�©� ²L�E�7�q�"�
���7�¼�7���7�E�c�"���E���E½L�¢���&���¾�¢���E�&������±���|E���E� ������§�� �E��¨A�L~D­����«��� �E�5³&���B�!|!��¨��A�c�"���E���?|!��£
��� ���7�)�©� ²}|!�)� ������ªD~��c¨����A�E��¨�½«|!��¿«�E� �c¨����©� ²}|E��� ��¨1�i»����A��­i¬D�«�-�E�&��~D­«»���|}¨©��­��-�«���&²�� ������ª
À �"�&��|!~/­c��±�|E�)Á��E�E­5�v¨©�A� � �E� �c�"�)�¢�5�©����|E�)�A� ��¨©�&���$�����&�c�1� À ¬«�A��­���®«���4Â |!��¿«�E� �c¨��-�©� ²�Ã� ������ª¢²��&��������~D�L�����7��¨©��­��?�E�&����­D�&§�¨-� �Eª¼�����5�4�¢�!|E���7�q�1�c�L~ À �5�©���5�5�4�©� ²��E�&�����/�&�«¬"±��­c��±�|E�A���D»¦­��c�L� �7�-�L~D�A� ���&�«�-Á��E�E­5�v¨©�A�E� ����­D�&��³©� ���«�E¬!�A������§�� �E�5³&���i­c��±�|E�A�����5�!»��-Á��E�E­5£
�v¨©�¹�E� ����­D�&��³©� ���«�����¹�A� ��¨©�&���������&�c�1��¶°Ä���±����-~Å�«�����"��Æ��&²6�A���&�!|!²6�L�E�&�c�"��|!�����E���
�¢��¨�²�������� ������ªD~?�����v¥�´�Ç�¤5��Èi���w��É7Ê�ÈiÇc¬a�5|!~D±)�«�c¨�����§�� �E� ��¨©�©���$�¢��¨�²���� �-� ������ªD~��&��������~D�L�����&��¨
�L~5���"���&�����E�
¨������B�¢���E�&������­���� ��¨��E�}�&�����©�����&�����E���$�E�&�5���&�����)�¢��¨�²������)� ������ªD~�¶

Ë ���&���&�E� �/� �«��������¨-�¢�5���&²��E�c¨��6�©� ²/�ÌªE�«|!�c�L� �+�������A���&�&� �w¶?Í��T|!ª«�¹�©� ²�¬
��ªD~4����������Æ
�!|����D»¦��±����E���+�����&�E� ���E���/�B�©��~!���&­D���7����� ���A���5�&§c��¬a�Î¨�¶A�E�&��~�¨��-�c¨����©� ²A�«�+�¢�!�����c�&­D���&�&��~
�©~!���&���-~¹�&��������~�¬P���A�����E���L����� ���E�E�E­5��~�¬Z�E�&�5���&���1�i»����©������~D���D~�¬P���¢���&��� À �������&�!��� ����/�E�&��~D­«»���|!���ÐÏ%�E­D� ��|!���&� À �L����±����©� ²)�&����� ���A���5��~��1�A�L���c¨����A�E�A���L������­D�w¬:�¢���E�&������¢���L�E�"��­!��¨������c��~�¬q�L�A�����E�c�L����� �
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�«���7���E�c�L� ���D~!�7����­!��¨������c�&§c�O�E� �5|!~��E� �}�A��±��}|!���E�&�c�"��|!����ÆB|!�A�©�E�&���������E�5³&���«���7����¬!|E�c£
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Ä���¨©�����E� �E���
¨������%�«�����&²��E�c¨©�����dc
e�¡¦��¥gfZ�qÓ�¥� c¡Î��Ùhf
�c���v¥qÕ�É�¡DÔ«�7´���¤5¥&¤�¡ÎÉ7Ê�Èi��Ù�¥c�&��Ê5iE��Ökj
���qÓ��w��É7Ê�Èi��Ù"�����v¥�´c�B¤5��Èi���w��É7Ê�Èi��Ù�l�´&m �-¥qÓ��v�c�v�7É7Ê�Èi��¤5¥%Ôi�&Ê��7´qÓ��v�7fZ¡Î��È«¡Î�-¥c�&��Ê�Ô«�&×vÈi��¤5¥Pm ¥&¤�¡ÎÉ7Ê�j
Èi��¤5¥AÊ��An7�7Ê�Ôi¡Î�7É7Ê���È«¡Î�+�w�&��Õ�É�¡ZÈi�qÓ&Ê���Ù]fZ¡Î�7´�Ê���lpo��v¥�qZÙ��7´cÈi�� ������v¥�´��/�� qÓ¦Ù�¥c���c�w��É7Ê�Èi��Ê��qÓ©×vÖkj
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¥At

¸ �&�����&� �a�¢��¨�²������)� ������ªD~��A���&�!|E�A��­!��¨������c��~!�����«�-�E�&��~�¨��-�c¨��}�«�����&²��E�c¨©�����)�¢�5���7��Æ?c
Ä�~!³©� � �-~)�$�©~!���&���A� �B�&��������~i½5�«����~D�"���-~��&�B�&��������~)� ������ª«���A�«�«�����«���������-~L¨��\�E�&�����

a, b, c, . . .
¶PÄ�~!³©� � �-~-����~!�7�)� ������ª«���7�)�°�¢���L�D~!�7�)�L���c¨����A�D~!�7�)�¢�c�L���������E�����7�:¬q­5�&§��&~!�7�

|!��­«»���|!�E�}�:�¢�c»¦�E�}���E���&���E� �}���«�c¨©|!�c¨����L~D�7�������«�����&²��E�c¨©����~!�7�/��­!��¨������c�7���7�Nc
Ë ¶vuL qÓ¦Ù�¥c���c�w��Ô«¥�×©Ç�É7Ê���È«¡Î�

Ë ¶ w�¶"x�� ������ªD~
a
���7���}� ������ªD~

b
�¢�c�B���7�c¨��}�¢���E�&�����hyq´�¥�´��7f
�cÈ«¡Î�?z
��­D�&��³©� ���«�-� ������ª«�

c
¬

�©~D�-ª¢��� �������E� �Ac
a+ b = c

� �Eª
c = a+ b.

Ë ¶ {!¶
Ò���³©� �
a
���7���

b
�&��|E���D~D�A�a� ������ª«���A�w¬E�&�������&�E� ��¨��"¨���|!�«���a��~D� ­���¨���|!�«��� ������ª«�

x
¬

�-�7��­D±��1¨���|!�«�A�a��~D� ­��\¨���|!�«�A� ������ª«�
y
�7��­D� ��¬E±��}�����7�E�!|!���sc

a+ x = b
�!|!�¢�c�L� ��|!�E� �

y + a = b.

Ë ¶ |E¶ Ë ���&�E� ��¨��)��­D�&��³©� ���«��� ������ª«� À �«����~D�"�+�©� ² 0 À �7��­c�E¬a±��A|!���+­c��±�|!��¨ a �����7�E�!|!���¨���|!�E�!������³©�E� �Ac
a+ 0 = a

���7���
0 + a = a.

Ë ¶ }«¶~x6� ������ªD~
a
���7���\� ������ªD~

b
�¢�c�B���7�c¨����«�-� �E�D~}¨����©�������}�©�¢�5�©§�ª:¬D�¢���E�&�����5y��)Èi¥�����j

È«¡Î�?z�¬«��­D�&��³©� ���«�$� ������ª«�
c
¬«�©~D�-ª¢��� �������E� �Ac

ab = c
� �Eª

c = ab.

Ë ¶ �!¶PÒ���³©� �
a
�
b
�&��|!�c�1��� �D~D�A�!|E���D~D�A�E� ������ª«���A�E���7���

a
�E� �Z¨������

0
¬��&�}�����&�E� ��¨��Z¨���|!�«�

�a��~D� ­��\¨���|!�«�A� ������ª«�
x
¬«�)�7��­D±��1¨���|!�«�)�a��~D� ­��\¨���|!�«�A� ������ª«�

y
�7��­D� ��¬!±��}�����7�E�!|!���sc

ax = b
�!|!�¢�c�L� ��|!�E� �

ya = b.

Ë ¶ �E¶ Ë ���&�E� ��¨��)��­D�&��³©� ���«��� ������ª«� À �«����~D�"�+�©� ² 1 À �7��­c�E¬a±��A|!���+­c��±�|!��¨ a �����7�E�!|!���¨���|!�E�!������³©�E� �Ac
a · 1 = a

���7���
1 · a = a.

Ë©Ë ¶vuL qÓ¦Ù�¥c���c�w���&��É�iE¥7f
�cÈ«¡Î�
Ò���³©� �

a
¬
b
¬
c
�&�)|!�c�1��� �D~D�A�i� ������ª«���A�w¬!�&�A���q�B�©���}�����7�E�!|!���-�«�����&²��E�c¨©������Á����&�-�i»¦~vc

Ë©Ë ¶ w�¶
a+ (b+ c) = (a+ b) + cË©Ë ¶ {!¶
a+ b = b+ aË©Ë ¶ |E¶
a(bc) = (ab)cË©Ë ¶ }«¶
a(b+ c) = ab+ acË©Ë ¶ �!¶
(a+ b)c = ac+ bcË©Ë ¶ �E¶
ab = ba
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Ë©Ë©Ë ¶$uL qÓ¦Ù�¥c���c�w��Ö�Ô«¥c�&Ê�Ç�´� �¥7f
�cÈ«¡Î�

Ë©Ë©Ë ¶ w�¶%Ò���³©� �
a
¬
b
�&�)|!�L� �����)�&§�±��D~D�A�i� ������ª«���A�w¬!�&�A���q�B�©������­D�&��³©� ���«�L¨���|!�«�)�}�E���7�� �E�:¶

a � ¨������B�L� ²�­!�©��� ��� � �!|�|!�&�E��� ��¨�¬!�7�A�5���7�c�&�E���A�«����~D�"�)�©� ²$�"�&��|!~+�A�E� ��¨©�©���E¬¢�©~D�)£ª¢��� �������E� �Ac
a > b

� �Eª
b < a.

Ë©Ë©Ë ¶ {!¶%Ò���³©� �
a > b

���7���
b > c

¬!�&�)�7��­D±��
a > c

¶
Ë©Ë©Ë ¶ |E¶%Ò���³©� �

a > b
¬D�&�A���q�B�©���

a+ c > b+ c
���7���

c+ a > c+ b.

Ë©Ë©Ë ¶ }«¶%Ò���³©� �
a > b

���7���
c > 0

¬D�&�A���q�B�©���

ac > bc
���7���

ca > cb.

Ë�� ¶vuL qÓ¦Ù�¥c���c�w�+É�¡ÎÇ�¤�×©¥qÕ�É�¡
Ë�� ¶ w�¶ � uL qÓ¦Ù�¥c���c��u\�&É�iD¡¦���7´���Ó�� � Ò���³©� � a > 0

���7���
b > 0

�&�6|!�c�1��� �D~D�A�P|!�L� �����
� ������ª«���A�w¬c�&�����q�B�©���:¨������P�A��±�� � �1�
��~D� �1�7����~�|!�!|E�q�"��Æ

a
|!�}�©� ��ªE� �"�&���A��¨�¬�±��1���&�&��~D�����«�

�©�E���)���A�«�����&²��E�c¨©�����-��»����©�E�5³&Æ?c

a+ a+ . . .+ a > b.

Ë�� ¶ {!¶ � uL qÓ¦Ù�¥c���c�"Ê�Ö�Ô«�&×vÈi¥qÕ�É�¡ �h� � �\¨������}�A��±�� � �1�-�E���E�¢�c»¦�E� ���E� �A�©~!���&���-��� ������ª��¢��£�E�&�����"|!�!|E���E� �
� �E�E�����}�©~!���&���-�$�&��������~��7��­i¬���ªD~}�Å�¢�c�B���7�D»¦~D�M�E�&�����1�¢�!»����������E� �1�©~!���&��£
�A� ���©�¢�c»¦�E� ���E�}ªD~«»¦~��B�©��~!���&­D� �}��­!��¨������c��~ Ë ¬ Ë©Ë ¬ Ë©Ë©Ë ¬ Ë�� ¶ w�¶ ½!� �Eª6­D�&§��&­��!c�� ������ªD~����1���&���
�©~!���&��� �&��������~�¬:­5�&§��&~��E�&��~������7�E�c�"���E� ���B�©��~!���&­D���7�4��­!��¨������c�&§c� �E� �}¨������$��|!��� �D~�|!�
±���|!�E�����A|E�����©�������)�&�����©�����&�����E���E¶

� � ��­5�&§��&�6����­!��¨������c�&§c� Ë wD£��E¬ Ë©Ë wD£��E¬ Ë©Ë©Ë wD£.}«¬ Ë�� wD£�{¹�&�¹­����«�©��­D�1���«�v¨©���¢��£
���5���7�D»¦~!�7�:¬L�¢�c�B���7�c¨����L� ²�������|E���E� �����A§c�L� ���E���4� �����������E��¨������ ��±��E�5³&���B�L~D�A� ���E� ���D~!�7�
��­!��¨������c�&§c��¶��\����ª«��|E���E���������&��|A���&~5�&�A����~D­D�E����|E���E� �L�&�-|!�5���7���7�������¢���L�E�����$�E�c�1�����
�:�c�1�!���E�����-�E�E�E­5�&�6�L��|!�����E���E¶ · ���«�c¨����-~��E�&��~D­«»���|!�c�1�$�«�����&²��E�c¨©������ÁÎ��­5��~vc

Ë ���&�E� ���E� �B� ������ªD~
0
� ��­!��¨������c� Ë | � ¨������
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(a+ b)(1 + 1) = (a+ b)1 + (a+ b)1 = a+ b+ a+ b
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= a(1 + 1) + b(1 + 1) = a+ a+ b+ b
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a+ b+ a+ b = a+ a+ b+ b,
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b+ a = a+ b.
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