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Kilka uogélnien regut pewnej gry strategicznej’

Abstract. In the paper a set of strategy games is presented. It is shown how
the “manipulative” developing of the winning strategy of a known and simple
game can lead to conceptual reasoning based on reduction; then it is sug-
gested how to formalise and generalise such a game, similar games and the
procedure of finding the winning strategy.

Wstep

W artykule przedstawimy ciag gier strategicznych, ktore uzyskaliSmy formu-
hujac najpierw gry analogiczne do znanej gry bieg do liczby 33, a nastepnie gry
o regutach istotnie ogodlniejszych (bo dotyczacych elementéw grupy archimedesow-
skiej). Opisane gry moga by¢ wykorzystywane na roznych poziomach nauczania
matematyki dla wyzwalania i ksztaltowania aktywnosci matematycznych takich,
jak dostrzeganie analogii, uogélnianie, dowodzenie, na przyktadzie atrakcyjnej dla
uczacych sie tematyki gier i zabaw.

Gra 1: bieg do 33

Dwaj gracze A i B wybieraja na przemian po jednej liczbie sposrod liczb
1,2,3,4,5. Kazda z tych liczb moze byé¢ wybierana wielokrotnie. Wygra ten z gra-
czy, ktory jako pierwszy wybierze taka liczbe (sposrod — jak pamietamy — liczb
1,2,3,4,5), ze jej suma i wszystkich liczb wczesniej wybranych przez obu graczy
jest wieksza lub réwna 33.

Czysto teoretyczne rozwazania lub kilka prob gry moze doprowadzi¢ do wnio-
sku, ze gracz rozpoczynajacy zawsze moze wykonaé taki pierwszy ruch, ktoéry za-
pewni mu zwyciestwo.

Kazdy wybor bedziemy nazywali krokiem (lub ruchem), a gracza rozpoczy-
najacego w grach opisanych w artykule — oznaczali litera A. Latwo zanotowac
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przebieg konkretnej partii tej gry w postaci ciagu. Gdy gracz A wybral najpierw
liczbe 2, po nim gracz B — liczbe 3, nastepnie gracz A liczbe 2, po nim gracz B —
liczbe 5, a nastepnie kazdy z graczy trzykrotnie wybrat liczbe 1, to dotychczasowy
przebieg tej gry mozna zakodowaé ciagiem (2,3,2,5,1,1,1,1,1,1).

Przeprowadzmy nastepujace rozumowanie (w pewnym sensie redukcyjne).
Gracz A bedzie mogt wykonaé decydujgcy, ostatni zwycieski ruch, gdy po ostatnim
ruchu gracza B suma wybranych liczb bedzie réwna co najmniej 28, a mniejsza od
33. Wystarczy, ze wtedy gracz A wybierze liczbe 5, tworzac sume osiagnie liczbe 33
lub ja przekroczy.

Aby taka sytuacja zaistniala, w przedostatnim kroku gracz A musi osiagnaé
liczbe 27, a wiec w poprzednim ruchu — liczbe 21, a poprzednim 15, w poprzednim
9, a wiec w pierwszym ruchu powinien wybraé liczbe 3.

Gre, ktorej wynik nie zalezy od losu, a od przyjetej przez gracza strategii,
nazywaé bedziemy gra strategiczna. Opisana powyzej gra 1 nie jest sprawiedliwa
w tym sensie, ze istnieje strategia prowadzaca gracza rozpoczynajacego gre do
wygranej. Jest to wiec przyktad gry strategiczne;j.

Gra 2: bieg do 62

Zmieniamy w regulach pierwszej gry liczbe 33 na 62 oraz tylko to, ze gra-
cze A i B wybieraja teraz liczby sposrod liczb 1,2, 3. Rozumowanie analogiczne
do podanego powyzej prowadzi do wniosku, ze istnieje strategia prowadzaca do
wygranej gracza rozpoczynajacego. W pierwszym ruchu powinien wybraé liczbe 2.

Gra 3: bieg do 55

Zmieniamy w regulach pierwszej gry liczbe 33 na 55 oraz to, ze gracze wybiera-
ja teraz liczby sposrod liczb 1, 2, 3, 4. Nietrudno uzasadnié, ze nie istnieje strategia
prowadzaca do wygranej gracza rozpoczynajacego.

Gra 4: bieg do liczby L

Zmieniamy w regulach pierwszej gry liczbe 33 na liczbe L, wieksza od kazdej
liczby ze zbioru X = {1,2,...,t}, gdzie t > 2, z ktorego gracze A i B wybieraja
liczby. Poprzednie przyklady gier daja podstawe do stwierdzenia, ze istnienie stra-
tegii prowadzacej do wygranej gracza rozpoczynajacego zalezy od zwiazku liczby
L z liczbg t.

Intuicja, rozwinieta oméwionymi powyzej grami, dobrze podpowiada odpo-
wiednie twierdzenie i jego dowod. Zamiast je tu przedstawia¢, dokonamy dalszego
uogblnienia i dopiero wtedy podamy pelne rozumowanie, uzasadniajace prawdzi-
wo$¢ postawionych hipotez.

Gra 5: bieg do liczby naturalnej L

Przyjmijmy, ze X jest niepustym, skoniczonym podzbiorem zbioru liczb natu-
ralnych dodatnich, co najmniej dwuelementowym. Niech ponadto bedzie ustalona
liczba naturalna L, taka ze L > min X + max X. Dwaj gracze A i B wybieraja na
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przemian po jednej liczbie ze zbioru X ze zwracaniem, ta sama liczba moze by¢ wiec
wielokrotnie wybierana. Niech (x1, x2, x3, . . .) oznacza ciag liczb wybieranych przez
graczy A i B, przy czym jesli gracz A rozpoczyna gre, to kolejnymi wybieranymi
przez niego liczbami sa x1, 3, x5 itd., natomiast xo, x4, g itd. sa liczbami kolejno
wybieranymi przez gracza B. Gra koniczy sie wygrang tego z graczy, ktory wybrat
liczbe z,,, taka ze Y, x; > L. Inaczej mowiac, wygrywa ten z graczy, ktory pierw-
szy ,osiagnie” liczbe L lub liczbe od niej wieksza poprzez dodawanie wszystkich
uprzednio wybranych liczb. Przyjmijmy oznaczenie N, = N\ {0,1,2,...,k — 1},
gdzie k jest ustalong liczba naturalna dodatnia. Udowodnimy

TWIERDZENIE 1
Niecha € N, k€ Ny, X ={a,a+1,a+2,...,a+k}, L €N oraz L > 2a + k.
Wowczas

(1) jezeli reszta z dzielenia L przez 2a+ k nalezy do zbioru {1,2,3,...,a+k}, to
istnieje strategia wygrywajgea gracza rozpoczynajgcego gre ,bieg do liczby L”

(2) jezeli reszta z dzielenia L przez 2a + k nalezy do zbioru {0,a + k + 1,
a+k+2...,2a+k — 1}, to istnieje strategia wygrywajeca gracza, ktory
nie rozpoczyna gry.

Dowdd. Niech r oznacza reszte z dzielenia L przez 2a + k, L = t(2a + k) + r,
gdzie t,r € N, r € {0,1,...,2a+ k — 1}.

(1) Przyjmijmy najpierw, ze
refa,a+1l,a+2,...,a+k} =X.

Wtedy strategia wygrywajaca gracza A rozpoczynajgcego gre jest wybranie
w pierwszym ruchu liczby r, a w kazdym nastepnym liczby 2a + k — b, gdzie b
oznacza liczbe wybrana przez gracza B w poprzednim kroku (liczbe dopiero co
wybrana przez gracza B). Z warunku

L=t-(2a+k)+r

wynika, ze gracz A osiagnie jako pierwszy liczbe L w t + 1 ruchu.

Rozwazmy teraz przypadek: r € {1,2,...,a — 1}. W przypadku tym strategia
wygrywajaca gracza A rozpoczynajacego gre jest wybor w pierwszym ruchu liczby
a, natomiast w kazdym nastepnym liczby 2a+k—b, gdzie b oznacza liczbe wybrana
w poprzednim kroku przez gracza B. W takiej sytuacji po t ruchach gracza A suma
liczb wybranych przez obu graczy bedzie réwna a + (2a + k)(t — 1), czyli liczbie
(2a + k)t +r — (a + k) — r, ktora jest rowna L — (a + k) — r.

Wobec tego po nastepnych ruchach gracza B oraz gracza A gra zakonczy sie
sukcesem gracza A.

(2) Przyjmijmy teraz, ze r = 0; wtedy L = t(2a + k) dla pewnego t € N;. Latwo
zauwazy¢é, ze jesli gracz A rozpoczyna gre, to strategia wygrywajaca gracza B
bedzie wybor liczby 2a+k—c, gdzie ¢ jest liczba uprzednio wybrana przez gracza A.

Niech w koncu r € {a+k+ 1,a+k+2,...,2a + k — 1}. Jest oczywiste, ze
w tym przypadku istnieje strategia wygrywajaca gracza B, ktory nie rozpoczyna
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gry. Wystarczy bowiem, by gracz B za kazdym razem wybierat liczbe 2a + k — ¢,
gdzie c jest liczba uprzednio wybrana przez gracza A.
Dowdd twierdzenia 1 zostal zakonczony.

Przed dokonaniem dalszych uogélnien wprowadzimy pojecie zbioru strategicz-
nie przyjaznego, przydatne przy prowadzeniu rozumowan i ich zapisywaniu.

DEFINICIA
Niepusty skoniczony podzbiér X zbioru liczb naturalnych dodatnich nazywamy
strategicznie przyjaznym, gdy

VeexIyex © +y = min X 4 max X.

Przyktady zbiorow strategicznie przyjaznych:

1) {1,2,3,...,n}, gdzie n € Ny,

2) {1,3,5,...,2n + 1}, gdzie n € Ny,
3) {2,4,6,...,2n}, gdzie n € Ny,

5) {a,a+d,a+2d...,a+ kd}, gdzie a € N;, d € Ny k € Ny,

(1)
(2)
3)
4) {a,a+1,a+2...,a+k}, gdzie a € Ny, k € Ny,
()
(6) {1,2,...,n}\ {2,n — 1}, gdzie n € N3,

(7)

7 {1,2,...,n}\{2,3,n—2,n— 1}, gdzie n € Ng.

Nie sg zbiorami strategicznie przyjaznymi np.: {1,2,4}, {1, 3,4}, {1,2,...,n}\{t},
gdzie n € Ny 1 jest liczba parzysta, a t € {2,3,...,n—1}.

TWIERDZENIE 2

Niech X bedzie zbiorem strategicznie przyjaznym, min X = m, maxX = M,
X ={z1,20,23,...,25} oraz x1 < 22 < 23 < ... < s, m > max{x;1 —x;: 0 €
{1,2,...,8—1}}, LeN, L > m+ M. Wowczas w grze ,bieg do liczby L”:

(1) jezeli reszta z dzielenia L przez m + M nalezy do zbioru {1,2,..., M}, to
1stnieje strategia wWYgrywajqgcea gracza Tozpoczynajgceqo gre,

(2) jezeli reszta z dzielenia L przez m~+ M nalezy do zbioru {0, M+1, M +2,. ..,
M + m — 1}, to istnieje strategia wygrywajgca gracza, ktory nie rozpoczyna
gry.

Dowdd. Niech r oznacza reszte z dzielenia L przez M +m, L = t(M +m) +,
gdzie t,r € N, r € {0,1,...,M +m — 1}. Symbolem (y1,y2,...) oznaczmy ciag
liczb kolejno wybieranych ze zbioru X przez graczy A oraz B.

Przyjmijmy najpierw, ze r € {1,2,..., M }. Strategia wygrywajaca gracza A
rozpoczynajacego gre jest wybor liczb, kolejno, y1,vys, ys, ... ze zbioru X wedlug
schematu:
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y1 = min{d € X : r < d},

ys = m + M — yo, gdzie ys jest liczbg wybrana przez gracza B w jego pierwszym
ruchu,

ys = m+ M — y4, gdzie y4 jest liczba wybrang przez gracza B w jego drugim
ruchu, itd,

czyli ogblnie

Yoig1 = m+ M — vy € X dlai € {1,2,...,t}, gdy y2: € X, poniewaz X jest

zbiorem strategicznie przyjaznym.

Zauwazmy, ze
241

D vi=pi+tm+ M) > L,
=1

natomiast w poprzednim ruchu gracz B moze uzyskaé co najwyzej

2t—1
D yi+ M, czyli oy +(t—1)(m+ M)+ M,
i=1

a wiec
L+y,—r—m.
Wystarczy jeszcze udowodnié, ze L +y; —r —m < L.
Gdy r € {1,2,...,m — 1} jest to oczywiste, bo y; = m.
Gdy r € {m,m+1,..., M} z przyjetego zalozenia

m > max{z;t1 —x; 1 €{1,2,...,s—1}}

wynika, ze
p—r—m< -1,
co konczy ten fragment rozumowania.
Niech teraz r € {0, M +1,M+2..., M +m—1}. Oznaczmy kolejne wybierane

przez gracza A liczby symbolami: y1,ys,ys, ... Strategia wygrywajaca gracza B
jest wybor liczby ze zbioru X wedlug reguly

Yo =m + M —ys;—1 dla 16{1,2,}

Wystarczy zauwazy¢, ze
(1) dla r = 0 mamy
2t

Zyizt(m—FM):L,

i=1
a gracz A w swoim ostatnim ruchu uzyska co najwyzej liczbe

2t—2
STyt M czyli (t—1)(m+ M)+ M,
i=1

ktora jest mniejsza od L,
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(2) dlare{M~+1,...,M+m—1} mamy

2t
L=t(m+M)+r, gdze r>M,Zyi:t(m+M)
i=1

oraz
2t 2t+2

Syi+M<L i Y yi=L-r+m+M>L.

i=1 i=1

Oznacza to wygrang gracza B.

Oczywiscie twierdzenie 1 jest szczeg6lnym przypadkiem twierdzenia 2.

W tej czesci artykulu opiszemy gry analogiczne pod wieloma wzgledami do
gier omowionych wczesniej, rozniace sie tylko i az tym, ze liczby wybierane przez
graczy A i B nalezg do pewnego przedziatu obustronnie otwartego.

Gra 6: bieg do liczby naturalnej L przy wyborze liczb z przedziatu (0, 3), gdzie
L>3

Ustalmy, ze gracze A i B moga wybieraé liczby z przedziatu (0,3), a gracz A
rozpoczyna gre.

Gdy pierwszym ruchem, tzw. ruchem otwarcia, gracza A jest wybor liczby 1,
gracz B wybierajac liczbe x2 € (0,3) moze uzyskaé¢ jako sume liczb dotychczas
wybranych kazda liczbe nalezaca do przedziatu (1,4). Widaé juz strategie wygry-
wajaca gracza A, gdy L jest liczba 4 lub 7 lub ogoélnie — liczba postaci 1+ 3¢, gdzie
t € N. W swoim drugim ruchu gracz A moze bowiem wybraé taka liczbe x5 € (0, 3),
ze 1 4+ xo + x5 = 4. Po wyborze jakiejkolwiek liczby x4 € (0,3) przez gracza B
suma 1 + x9 + x3 + x4 nalezy do przedzialu (4,7). Gracz A moze teraz wybraé
taka liczbe z5 € (0,3), ze suma dotychczas wybranych liczb (przez obu graczy)
bedzie rowna 7. Tak postepujac, gracz A moze uzyskaé jako pierwszy kazda z liczb
postaci 1 + 3t, gdzie t € N.

Gdy pierwszym ruchem gracza A jest liczba 2 moze on (wybierajac liczby
analogicznie jak powyzej) jako pierwszy osiagna¢ kazda liczbe postaci 2 + 3t, gdzie
teN.

Gdy L jest liczba podzielna przez 3, istnieje strategia wygrywajaca gracza B.
Gdy ruchem otwarcia gracza A jest wybor liczby a z przedziatu (0, 3), gracz B moze
w swoim pierwszym ruchu wybraé taks liczbe zo € (0,3), ze a+x3 = 3. Niezaleznie
od drugiego ruchu gracza A, w swoim drugim ruchu gracz B moze wybraé¢ taka
liczbe x4 € (0,3), ze suma liczb dotychczas wybranych (przez obu graczy) jest
réwna 6. Postepujac wedlug tego schematu gracz B moze jako pierwszy osiagnaé
kazda liczbe postaci 3t, gdzie t € Nj.
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Gra 7: bieg do liczby naturalnej L przy wyborze liczb z przedziatu (0, k), gdzie
ke NQ, L>k

Rozumujac tak jak w grze poprzedniej, nietrudno pokazaé, ze istnieje strategia
wygrywajaca gracza A, gdy L jest postaci 1 + ks lub 24 ks lub ...k — 1 + ks,
gdzie s € N.

Istnieje strategia wygrywajaca gracza B, gdy L jest liczba podzielng przez k.

Gra 8: bieg do liczby rzeczywistej L przy wyborze liczb z przedziatu (0, 3), gdzie
L>3

Przyjmijmy najpierw, ze L = /2 + 7.

Oczywiscie V2 +7 = v/2 4+ 1 + 2 - 3. Strategia wygrywajaca gracza A jest
wyboér w ruchu otwarcia liczby 1+ +/2. Gracz B wybierajac liczbe o € (0, 3), uzy-
ska jako sume dwoch liczb dotychczas wybranych liczbe nalezaca do przedziatu
(1 4+ V2,4 + v/2). W swoim drugim ruchu gracz A moze wybraé taka liczbe
z3 € (0,3), ze

1+vV2+a+as=4+V2

Po wyborze przez gracza B liczby x4 z przedziatu (0, 3) suma

14+V2+ a0+ 23+ 24

nalezy do przedziatu (4 4+ /2,7 + v/2). Teraz gracz A moze wykonaé zwycieski
wybor, po ktorym uzyska /2 + 7.

Przyjmijmy teraz, ze L = v/17. Jaki ruch otwarcia ma wykonaé¢ gracz A, by
wygra¢? Zauwazmy, ze 17 = 17T —4+4 = V17 -3+ 3, V17 -3 € (0,3).
Wystarczy, by w pierwszym ruchu gracz A wybral liczbe v/17 — 3 i w kolejnym
ruchu uzyska juz V1T,

Gdy L = /103 ruchem otwarcia gracza A w jego strategii wygrywajacej jest

V103 — 9, bowiem /103 = +/103 —10+10 = v/103—-9+3-3, a v/103 -9 € (0, 3).

Gra 9: bieg do liczby rzeczywistej L przy wyborze liczb z przedziatu (0, t), gdzie
teRy\N, L>t¢

Przyjmijmy najpierw, ze L nie jest naturalna wielokrotnoscia liczby t. Zauwaz-
my, ze L = L—nt+nt dla pewnego n € N takiego, ze L—nt € (0,t). Istnieje w tym
przypadku strategia wygrywajaca gracza A, ktory w ruchu otwarcia wybiera liczbe
L — nt. Gdy gracz B wybierze liczbe 25 € (0,t), gracz A moze po swoim drugim
wyborze uzyska¢ sume L — (n — 1)t. Zatem po n wyborach gracz A moze uzyskaé¢
jako pierwszy liczbe L.

Gdy L jest wielokrotnoscia naturalna liczby ¢, istnieje strategia wygrywajaca
gracza B.

Przed sformutowaniem kilku gier analogicznych do gier 1, 2, 3 lub od nich ogdl-
niejszych, w ktérych mowa o elementach wybieranych z grup uporzadkowanych
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liniowo i majacych wlasno§é Archimedesa, przypomnimy przydatne przy prowa-
dzeniu dalszych rozumowan wiadomosci o grupach uporzadkowanych.

Strukture algebraiczno-porzadkowa (G, +, <) nazywamy grupa uporzadkowa-
na, gdy
(1) (G,+) jest grupa,
(2) < jest czesciowym porzadkiem w G,
B) Vayzec [t <y = (z+2)<(y+2) A (z+2) < (2+y)].
Grupe uporzadkowang (G, +, <) nazywamy grupg uporzadkowana liniowo, gdy
relacja < jest spojna w G.
W grupie uporzadkowanej (G, +, <) przyjmujemy, ze ¢ < y <= = < YAz # y.
W grupie uporzadkowanej (G, +, <) okreslamy zbiory: G = {z € G : 0 < x},
Gt:={zeG:0<ua}.

Niech (G, +, <) bedzie grupa uporzadkowana i niech A bedzie podgrupa grupy
(G, +). Wowcezas A nazywamy podgrupa grupy uporzadkowanej (G, +, <), gdy
(A, 7]4,5]4) jest grupa uporzadkowana, gdzie symbolami T |4 i S |4 oznaczono
dzialanie + i relacje < odpowiednio, zredukowane z G do A.

Jezeli (G, +, <) jest grupa uporzadkowana liniowo, to jej podgrupe H nazy-
wamy

(1) ograniczona z gory, gdy ImeaVeen £ < m,
(2) ograniczona z dotu, gdy JgeaVaen d < z,
(3) nieograniczona z gory (z dotu), gdy nie jest ograniczona z gory (dotu).
Podgrupe H grupy (G, +, <) uporzadkowanej liniowo nazywamy podgrupa
wypukta, gdy Vo pernVeee (e <2 < b= 2 € H).

Jezeli grupa uporzadkowana liniowo nie ma podgrup wypuklych wlasciwych,
to méwimy, ze ma ona wlasnosé Archimedesa. Grupe taka nazywamy grupa archi-
medesowska.

Nietrudno udowodnié¢ nastepujace twierdzenie: jezeli (G, +, <) jest grupa upo-
rzadkowana liniowo, to nastepujace warunki sa réwnowazne
(1) (G,+, <) ma wlasnos¢ Archimedesa,
(2) kazda niejednoelementowa podgrupa grupy (G, +, <) jest nieograniczona,

(3) kazda podgrupa cykliczna grupy (G, +), generowana przez niezerowy element
z G jest nieograniczona w (G, +, <),

(4) Yoyea (0<yA0 <z = Fpen, y < nT).

Mozna wykazaé, ze grupa archimedesowska jest abelowa (Lenz, 1968, s. 103).

Odwzorowanie ¢ : G; — G2 nazywamy izomorfizmem monotonicznym grupy
uporzadkowanej (G1,+1,<1) na grupe uporzadkowana (Ga, +2,<2), gdy ¢ jest
izomorfizmem grupy (G, +1) na grupe (G, +2) oraz Vg peq, (a <1 b <= ¢(a) <o

¢(b))-
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Grupy uporzadkowane nazywamy izomorficznymi monotonicznie, gdy istnieje
izomorfizm monotoniczny jednej z nich na druga.

Mozna udowodnié, ze kazda grupa archimedesowska jest izomorficzna mono-
tonicznie z pewng podgrupa grupy (R, 4+, <) (Kurosz, 1965, s. 325-328).
Udowodnimy teraz

TWIERDZENIE 3
Jezeli (G, +,<) jest grupg archimedesowska, to

VoyeatInend et y=nx +r, gde r<uw.

Dowdd. Ustalmy dowolnie z,y € GT.

Gdy y < z, to wystarczy zauwazy¢, ze y = 0 -z + y.

Gdy z < y, to y < nx dla pewnego nn € N (bo grupa (G, +, <) jest archimede-
sowska). W przypadku nx = y wystarczy zauwazy¢, ze y = nz + 0, a 0 < x.

Niech teraz y < nz. Przyjmijmy, ze n jest najmniejsza liczba naturalna w zbio-
rze {m € N :y < ma}. Polozmy n = n—1,r = y—na. Wtedy oczywiscie y = na+r.
Wystarczy jeszcze wykazaé, ze 0 < r < x.

Najpierw pokazemy, ze 0 < 7. Gdyby r < 0, to mielibySmy y — nx < 0,
y—nr+nr < nzx,y < nz,y < (—1)z. OtrzymalibySmy sprzecznos¢ z warunkiem
okreslajacym liczbe 1. Wobec tego 0 < r.

Pokazemy teraz, ze r < . Gdyby z < r, to mielibySmy z < y — nz, x + nz <
y—nz +nz, (n+ 1)z <y, ne < y. Otrzymaliby$my sprzecznosé¢ z warunkiem
nx > y. Wobec tego r < x.

To koiiczy dowdd twierdzenia 3.

Niech (G, +, <) bedzie grupa archimedesowska, y,x € G, y = nx + r, gdzie
T € G(J{ , 7 < x. Wowczas element r bedziemy nazywaé resztg archimedesowska
pary (y,z) i oznacza¢ symbolem 74 (y, x).

Wprowadzimy teraz przydatne pojecie zbioru strategicznie przyjaznego.
Niech (G, +, <) bedzie grupa archimedesowska, X C Gj. Woéwczas zbior X
nazywamy strategicznie przyjaznym w grupie archimedesowskiej, gdy spetnia wa-
runki:
1) 3
2) Vv
3) Vsea 0 < s <max X = Jyex y =min{z € X : s < z},
4) v

( mex m=min X, Jyex M = max X,

( zexIyex ¢ +y =min X + max X,

(

( seaVreg,0 < s < maxX = min{z € X : s < 2} < r4(L,min X +
max X) 4+ min X.

Przyktady zbioréw strategicznie przyjaznych w grupie archimedesowskiej
(R, +,<):

1. {a,a+d,a+2d,...,a+ kd}, gdzie a € Ny, d € Ny, k € Ny,
2. [2,9],
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3. [2,3] U[4,5],
4. [2,3]U[5,6],
5. [1,2]U[3,5]U[6,7].

Nie sa zbiorami strategicznie przyjaznymi np. (1,2) U (3,4), [1,2] U [4,5],
[2,3]U[6,7].
Udowodnimy teraz

TWIERDZENIE 4

Niech (G,+,<) bedzie grupg archimedesowskq, X -zbiorem strategicznie przyja-
znym w tej grupie, m = min X, M = max X, L € G, m+ M < L. Wowczas
w grze ,bieg do liczby L’

(I) jesli reszta archimedesowska r pary (L, m + M) nalezy do zbioru {x € G*:
x < M}, to istnieje strategia wygrywajgca gracza rozpoczynajgceqgo gre,

(II) jesli reszta archimedesowska v pary (L,m + M) nalezy do zbioru {0} U
{r € G: M <z <m+ M}, to istnieje strategia wygrywajgca gracza, ktory
nie rozpoczyna gry.

Dowdd. Przyjmijmy, ze graja A i B, A rozpoczyna gre, L = n(m + M) +r,
gdzien e N, 0 <r<m+ M.
(I) Niech ponadto r € {zx € G : x < M }.

Strategia wygrywajaca gracza A jest wybor kolejno elementow:

x1 =min{zx € X : r < z},

x3 = m+ M + (—x2), gdzie x5 jest elementem wybranym przez gracza B
w jego pierwszym ruchu,

x5 = m+ M + (—x4), gdzie x4 jest elementem wybranym przez gracza B
w jego drugim ruchu itd., czyli ogélnie

Toix1 = m+ M + (—xzg;) dla ¢ € {1,2,...,n}, gdzie xa; jest elementem
wybranym przez gracza B w jego i-tym ruchu.

Zauwazmy, ze elementy x1,Ts,. .., Ta, 1 naleza do X na mocy warunkow (2)
i (3) definicji zbioru strategicznie przyjaznego w grupie archimedesowskiej. Po-
nadto
2n+1
Z i =x1 + (v2 +23) + ...+ (T2n + T2ng1) =21 +Fn(m+ M) > L,
i=1

natomiast w poprzednim ruchu gracz B moze uzyskaé co najwyzej

2n—1
Z i+ M, czyi 1+ (n—1)(m+ M)+ M,
i=1

a wiec
L+ (—r)4+(—m)+ z1.
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Wystarczy jeszcze pokazaé, ze (—r) + (—m) + x1 < 0 czyli, ze 1 < r + m. Ale ta
ostatnia nieré6wnosé to zatozony warunek (4) o zbiorze X.

(IT) Niech teraz reszta archimedesowska r pary (L, m + M) nalezy do zbioru
{tu{zeG:M<z<m+ M}

Oznaczmy kolejne elementy wybierane przez gracza A symbolami x1,x3, s, ...
Strategia wygrywajaca gracza B jest wybor elementow wedlug nastepujacego prze-
pisu: xg; = m+ M — 29,1 dlai € {1,2,...}.

Wystarczy zauwazy¢, ze dla r = 0 oczywiscie

2n
inzn(m—i—M):L,

i=1
a gracz A po swoim ostatnim ruchu uzyska co najwyzej sume

2n—2
Z x;+ M, czyli (n—1)(m+ M)+ M,
i=1

ktora jest rowna L — m, a wiec mniejsza od L.
Gdy natomiast r € {r € G: M <z <m+ M}, to

2n+2
Yo mi=m+)(m+M)=nm+M)+m+M>L-r+m+M>L,
=1

a gracz A po swoim ostatnim ruchu uzyska co najwyzej sume
2n
> wi+ M, czyli L—r+ M,
i=1

ktora jest mniejsza od L. Oznacza to wygrana gracza B.

V.

Na przyktadzie powyzej przedstawionego materiatu, zawierajacego kilka po-
wigzanych ze soba rezultatow z matematyki elementarnej, postaramy sie powie-
dzie¢ o mozliwosciach wzbogacenia procesu nauczania matematyki w szkotach roz-
nych szczebli, w tym na studiach ksztatcacych przysztych nauczycieli matematyki.
Wyréznienie pozioméw nauczania jest konieczne ze wzgledu na oczywiste rézni-
ce w mozliwosciach percepcyjnych uczacych sie. Wspoélne dla wszystkich etapow
nauczania matematyki jest dazenie do wyzwalania réznych aktywnos$ci matema-
tycznych uczniow.

Trudno nauczycielowi matematyki wykorzystaé ,,czysta” matematyke poznana
z ksiazek lub artykuléw na lekcjach, gtéwnie z braku czasu, ktéry musiatby po-
$wiecié¢ na ulozenie scenariuszy lekcji, stworzenie pomocy naukowych czy tylko na
napisanie ciggéw powiagzanych ze sobg zadai dla uczniéw. Ten czas ma, musi mie¢
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student matematyki, deklarujacy cheé¢ napisania pracy dyplomowej z dydaktyki
matematyki. Nurt takich prac mogtby by¢ interesujacy i dla tworczych matema-
tykow, szczegoélnie dla tych, ktoérzy zainteresowali sie pisaniem podrecznikow.

Jakie pytania mogltby postawié sobie student, piszacy prace z dydaktyki ma-
tematyki na temat opisanych powyzej gier, ktore mialyby by¢ wykorzystywane
w nauczaniu matematyki w szkole §redniej?

W szczegolnosci:

1.
2.

Czy sformutowanie regul gry 1 jest zrozumiale?

Czy gra 1 jest dla uczniéw szkol srednich dostatecznie interesujaca, by za-
checi¢ ich do gry, a nastepnie do préby rozstrzygniecia, czy jest sprawiedliwa
w tym sensie, ze daje rowne szanse kazdemu z graczy (czyli czy nie jest
w sytuacji uprzywilejowanej np. gracz rozpoczynajacy gre)?

Czy w przypadku, gdy uczniowie nie znajda samodzielnie (w jakim czasie?)
odpowiedzi na pytania (2) postawione wyzej, maja oni wyrobiony odruch,
by uproscié¢ postawiony problem przez zmiane liczby 33 na mniejsza?

Czy uczniowie, po odkryciu strategii wygrywajacej gracza rozpoczynajace-
go gre 1, potrafia zmienié¢ reguly gry 1 tak, by odkryta strategie udato si¢
zaadaptowaé do nowej sytuacji? Czy potrafia dostrzec ograniczenia tej adap-
tacji?

Czy uczniowie sami lub po pewnej sugestii nauczyciela (jakiej? jak duzej?)
potrafia zaproponowaé sposoby czytelnego zapisywania przebiegu konkretne;j
partii gry 1 (czy tez gier 2, 3), np. w postaci ciagow liczb wybieranych przez
grajacych. Czy uznaja, po kilku takich kodowaniach przebiegu gry, ze warto z
ciagiem wybieranych liczb zwigza¢ ciag kolejnych sum zblizajacych si¢ do 337

Czy uczniowie sami lub po sugestii (jakiej? np. o zwiazku z grami plan-
szowymi) zaprojektuja plansze, na ktorej liczby 1,2, ..., 33 bylyby wpisane
w kolejne pola utozonych w ciag kwadracikow. Kazdy z graczy A, B przesu-
walby pionek w ,kierunku liczby 33” o tyle pol, jaka liczbe wybraltby sposrod
dozwolonych do wyboru. Moze na planszy dostosowanej do wielu analogicz-
nych gier kolejne kwadraty mialyby numery 1,2,...,200, a ,mete” (czyli
liczbe, do ktorej zmierzamy, by ja osiggnaé lub przekroczy¢) mozna byltoby
ustawiaé¢ dowolnie, w zakresie do 200.

Czy zwiazek strategii wygrywajacej z dzieleniem liczby naturalnej przez do-
datnia liczbe naturalna z reszta jest do odkrycia przez ucznidéw, a jesli nie,
to czy jest do zrozumienia rozumowanie przedstawiajace ten zwiazek? Czy
takie rozumowanie przedstawione dla gry 1 uczniowie szkotly sredniej potra-
fig ,,przenie$¢” do sytuacji gry 2, a moze i do sytuacji ogdlnej — gry, w ktorej
liczba do osiagniecia jest L, a liczby moga by¢ wybierane przez graczy ze
zbioru {1,2,...,t}?

Dla uzyskania choéby czesciowych odpowiedzi na te pytania niezbedne bytoby
zaplanowanie i przeprowadzenie szeregu eksperymentéw. Naturalnym eksperymen-
tem byloby np. przeprowadzenie lekcji wedlug autorskiego scenariusza i analiza
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bardzo szczegdlowego sprawozdania z tej lekcji. Rownie naturalne bytoby zapla-
nowanie i przeprowadzenie obserwacji grajacych dwoch uczniéw, od etapu pozna-
wanie przez nich regul gry, poprzez préby gry, zbieranie doswiadczen, formutowa-
nie watpliwosci, stawianie hipotez, proby weryfikacji hipotez, itp. W planie takiej
obserwacji student—badacz winien uwzgledni¢ mozliwo$¢ stawiania pytan (zapla-
nowac liste takich pytan oraz mieé¢ §wiadomosé, ze konkretna obserwacja moglaby
wymaga¢ postawienia pytan spoza tej listy).

Wzorcem do organizacji badari, sposobu analizy uzyskanych materialow i for-
mutowania wnioskéw z przeprowadzonych eksperymentéw dydaktycznych mogltby
by¢ artykul H. Pieprzyk (1985) ,Gra jako pomoc dydaktyczna w ksztalceniu ro-
zumowania redukcyjnego u uczniow klasy IV”.

Coraz trudniej wyzwalaé¢ aktywnosci matematyczne uczniéw na lekcjach ma-
tematyki, bo dla nich wynalazki majace swa realizacje w nowoczesnym sprzecie
sg bardziej fascynujace i porywajace od matematyki. Zrozumienie ich istoty prze-
kracza najczesciej mozliwosci uzytkownikow. W §wiecie matematyki jest zupelnie
odwrotnie — i to jest jego potega i przyszloscia — tak niewiele potrzeba, by uzyskaé
tak wiele i czesto z pelnym zrozumieniem.
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