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Abstract. In this article we present some didactic ideas of introducing the
absolute value of a real number by means of functional equations and an
inequality. The basic properties of the absolute value of a real number are
written as functional equations and an inequality. The function ” absolute
value” is a solution of a suitable functional equation or an inequality.

Niniejsza praca stanowi kontynuacje rozwazan nad poglebieniem rozumie-
nia pojecia wartosci bezwzglednej liczby rzeczywistej na réznych poziomach
ksztalcenia matematycznego. W artykule (Major, Powazka, 2006) przedsta-
wiono problemy dotyczace istnienia rozwiazan réwnan z wartoscia bezwzgledna
oraz warunkow koniecznych i wystarczajacych istnienia tych rozwigzan. Obec-
ny artykul zawiera przyktady koncepcji dydaktycznych wprowadzenia definicji
wartosci bezwzglednej liczby rzeczywistej. W koncepcjach tych wykorzystano
réwnania i nieréwnoéci funkcyjne jednej albo dwu zmiennych. Podane tu pro-
pozycje dydaktyczne przeznaczone sa zaréwno dla nauczycieli szk6t ponadgim-
nazjalnych, jak i nauczycieli akademickich oraz studentéw kierunkéw nauczy-
cielskich studiéw matematycznych.

W czasie nauki uczniowie poznaja rézne definicje wartoéci bezwzglednej
liczby rzeczywistej. Definicje te bazuja na pojeciu odleglosci punktéw na osi
liczbowej, maksimum dwdéch liczb rzeczywistych czy pierwiastka stopnia dru-
giego liczby nieujemnej. Za pomocyg wartoséci bezwzglednej liczb rzeczywistych
mozemy okresli¢ funkcje ,warto$é bezwzgledna” wzorem: ¢(x) = |z| dla x € R.
W szkole ponadgimnazjalnej uczniowie poznaja podstawowe wlasnosci warto-
Sci bezwzglednej liczb rzeczywistych, ktére w symbolice funkcyjnej mozemy
zapisaé¢ nastepujaco:

¢(x-y) =o(x) ¢(y) dawzyeR; (1)
P(¢(x)) = d(x) dlazeR; (2)
dla-z)=a-¢(xr) dlaaecRT zeR; (3)

p(z+y) < ¢(x) +¢(y) dlax,yeR. (4)



30 Antoni Chronowski, Joanna Major, Zbigniew Powgzka

Pokazemy, ze przy pewnych zalozeniach mozna scharakteryzowaé funkcje
¢: R — R dana wzorem

¢(z) =z| dlazeR, (5)
jako jedyne rozwiazanie réwnan funkcyjnych (1), (2), (3) lub nieréwnosci funk-
cyjnej (4).

Ponizej przedstawiamy osiem propozycji wprowadzenia funkcji ,wartosé
bezwzgledna”. Propozycje 1, 2 i 8 wykorzystuja multyplikatywne réwnanie Cau-
chy’ego, w propozycji 3 rozwaza sie rGwnanie iteracyjne funkcji jednej zmiennej,
propozycja 4 oparta jest na pojeciu jednorodnosci funkcji, a w propozycji 5 za-
ktada si¢ warunek naturalnej jednorodnoéci funkcji podaddytywnej. W propo-
zycjach 6 i 7 dyskutuje sie rozwiazania ukladow dwdch sposréd trzech rownan

(1), (2) 1 (3).
Propozycja 1
W tej czesci scharakteryzujemy funkcje (5) przy pomocy réwnania (1). Wy-

korzystamy uogolnienie twierdzenia Cauchy’ego, cytowane tu jako lemat 1.

LEMAT 1 (Kuczmal)
Niech D oznacza jeden ze zbioréw:

D=(0,1, D=]0,1), D=(-1,1), D= (-1,0)U(0,1),
D=(1,+00), D=(0,+00), D =]0,+00),
D= (-00,00U(0,00), D=R.

Funkcja ¢: D — R jest cigglym rozwigzaniem réwnania (1) wtedy i tylko wtedy,
gdy

d(x) =0 lub ¢(x) =1, lub ¢(x) = x|, lub ¢(x) = |z|°sgn(z), (6)

dla © € D, gdzie c jest pewng liczbg rzeczywistqg. Ponadto jezeli 0 € D, to
c> 0.

Udowodnimy nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 2
W klasie funkcji ¢: R — R jedynym niestatym, nieujemnym i cigglym rozwig-
zaniem réwnania (1) spelniajocym warunek

¢(a) = a, (7)
gdzie a jest pewnq ustalong liczbg ze zbioru RY \ {1}, jest funkcja ¢(x) = |z
dla z € R.

Ipor. (Kuczma, 1985, s. 308)
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Dowdéd. Niech ¢: R — R bedzie niestalym, nieujemnym i ciagtym rozwia-
zaniem réwnania (1). Z lematu 1 wynika, ze:
o(z) = |z|° lub ¢(z) = |z|°sgn(z) dlazeR. (8)

Kladac w (8) x = a z warunku (7), dostajemy:
a=d(a) = |a° Tub a=¢(a) = |alsgn(a).

Poniewaz a > 01 a # 1, wiec a® = a, a stad ¢ = 1. Zatem z warunku (8)
wynika, ze:

¢(x) = |z| lub ¢(x) = |z|sgn(z) dla z e R.
7 zalozenia funkcja ¢ przyjmuje wartosci nieujemne, wigc ostatecznie zachodzi

(5)-

UwAGA 1

Zauwazmy, ze zalozenie (7) w twierdzeniu 1 jest istotne. Rzeczywiscie, rozwaz-
my funkcje ¢(z) = 22 dla z € R. Wtedy ¢: R — R jest niestatym, nieujemnym
i ciaglym rozwiagzaniem réwnania (1).

Propozycja 2

Inna charakteryzacje wartosci bezwzglednej zawiera nastepujace twierdze-
nie.

TWIERDZENIE 3

W Kklasie funkcji ¢: R — R jedynym niestalym i cigglym rozwigzaniem réwna-
nia (1) spelniajgcym warunek

¢(a) = ¢(—a) = a, 9)

gdzie a jest pewnq ustalong liczbg ze zbioru RT \ {1}, jest funkcja ¢(z) = |z|
dla z € R.

Dowdd. Najpierw uzasadnimy, ze funkcja ¢ przyjmuje jedynie wartosci nie-
ujemne. Jezeli z € [0, +00), to x = /z - /2. Stad i z (1) otrzymujemy

6(z) = 6(VZ - V) = (V7) - 9(v/T) = $(V/7)? > 0. (10)

Przypus$émy, zZe istnieje liczba zy < 0 taka, ze

p(x0) < 0. (11)
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Niech a € R* \ {1} bedzie liczba speliajaca warunek (9). Z (1), (9) i (10)
wynika, ze

ap(zo) = paxo) = ¢((—a)(—xo)) = ag(—wo) > 0. (12)

Otrzymalismy sprzeczno$é. Wystarczy teraz zastosowaé twierdzenie 1.

Propozycja 3

Udowodnimy twierdzenie 3 ukazujace kolejna mozliwo$¢ charakteryzacji
funkcji (5).

TWIERDZENIE 4
Niech ¢: R — RT U {0} bedzie funkcja parzystq spetniajaca réwnanie (2) i réz-
nowartosciowq na zbiorze R* U {0}. Wtedy ¢(x) = |z| dla z € R.

Dowéd. Jezeli x € RTU{0}, to ¢(x) = x na mocy (2). Z parzystosci funkcji
¢ wynika, ze ¢(z) = |z| dla € R.

UwAGa 2

(a) Z parzystosci funkcji ¢ wynika bezposrednio, ze jezeli w twierdzeniu 3 za-
tozymy réznowartosciowosé funkeji ¢ na zbiorze R~ U {0}, zamiast réznowar-
tosciowosci na zbiorze RT U {0}, to takze twierdzenie bedzie prawdziwe.

(b) Jezeli w twierdzeniu 3 zamiast zalozenia, ze ¢: R — RT U {0} przyjmie-
my zalozenie, ze ¢: R — R, to otrzymane twierdzenie jest falszywe. Istotnie,
rozwazmy funkcje:

zdlaz>0izeQ,
—zdlaz>0ixzeR\Q,
—rdlaz<0izeq,
rdlaz<0izeR\Q.

¢(z) =

Latwo sprawdzié, ze funkcja ¢ jest parzysta, spelnia réwnanie (2) i jest
réznowartosciowa na zbiorze RT U {0}.

Propozycja 4

Ponizsza propozycja dotyczy charakteryzowania funkcji (5) poprzez réwna-
nie funkcyjne (3).

TWIERDZENIE 5
W klasie funkcji ¢: R — R jedynym parzystym rozwigzaniem réwnania (3)
spelniajgcym warunek

o(1) =1 (13)
jest funkcja ¢(x) = |z| dla x € R.
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Dowdd. Kladac z = 1 w réwnaniu (3), otrzymujemy ¢(a - 1) = a¢(1), co
wobec warunku (13) daje ¢(a) = a dlaa € RT. Niech z =0 ia € RT \ {1}.
Wtedy wobec zalozenia, ze ¢ spelnia (3) otrzymujemy ¢(0) = ¢(a-0) = ag(0),
czyli ¢(0)-(1—a) = 0, a wiec ¢(0) = 0. Ostatecznie, ¢(z) = z dla z € RTU{0},
co wobec parzystosci funkcji ¢ daje teze twierdzenia.

Propozycja 5

Jedng z waznych klas funkcji sa funkcje podaddytywne, tzn. spelniajace wa-
runek (4). Wykorzystamy ten warunek do scharakteryzowania funkeji (5).

Z twierdzenia 3 (Kuczma, 1985, s. 415) otrzymujemy jako wniosek naste-
pujace twierdzenie o funkcjach spelniajacych warunek (4).

TWIERDZENIE 6
Niech ¢: R — R bedzie cigglq funkcjq podaddytywng speiniajgcq warunek

¢(nz) = no(z) (14)
dla dowolnych x € R in € N. Wtedy istniejq liczby rzeczywiste a i b takie, Ze

ax dla x > 0,
M@:{Mde<&

przy czym a > b.

TWIERDZENIE 7
Niech ¢: R — R bedzie parzystq funkcje ciggla spelniajgcq nierdwnosé (4),
réwnosé (14) i nastepujocy warunek:

¢(1) = 1. (15)
Wtedy ¢(x) = |z| dla x € R.

Dowdd. 7 twierdzenia 6 wynika, Ze istnieje liczba rzeczywista a taka, ze
¢(x) = ax dla x > 0. Z warunku (15) wynika, ze a = 1, czyli ¢(z) = = dla
x > 0. Stad i z parzystosci funkeji ¢ wynika, ze ¢(x) = |z| dla € R.

Propozycja 6

Niniejsza propozycja podaje charakteryzacje funkcji (5) za pomoca dwdch
réwnan funkcyjnych (1) i (2). Udowodnimy nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 8
Jedynq niestalq i ciggle funkcjg ¢: R — RT U {0} spefniajgcqg réwnania (1)
i (2) jest funkcja ¢(x) = |x| dla x € R.
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Dowéd. Przyjmijmy, ze A = ¢(R). Stad A C RT U{0}. Poniewaz spelnione
jest rownanie (2), wiec ¢(x) = z dla kazdego x € A. Poniewaz funkcja ¢ nie
jest stala, wiec A # {0} i A # {1}. Ponadto A # {0, 1}, gdyz funkcja ¢ jest
ciagla. Zatem istnieje liczba rzeczywista a € A taka, ze ¢(a) =aia € RT\ {1}.
Z twierdzenia 1 wynika, ze ¢(z) = |z| dla z € R.

Propozycja 7
Niniejsza propozycja podaje charakteryzacje funkcji (5) za pomoca dwdch

réwnan funkeyjnych (1) i (3).

TWIERDZENIE 9
W klasie niestatych i cigglych funkcji ¢: R — RTU{0} jedynym rozwigzaniem
spelniajgcym réwnania (1) oraz (3) jest funkcja ¢(x) = |z| dla x € R.

Dowéd. Niech ¢: R — R* U {0} bedzie niestalym i ciaglym rozwiazaniem
réwnan (1) i (3). Zatem
dlax) = pla)p(z) dla acRT i zeR
oraz
dlax) = ap(r) dla a€RT i ze€R.
Dostajemy stad

p(a)¢(x) = ad(),
czyli

#(z)(p(a) —a) =0 dla a€RT i xecR. (16)
Z faktu, ze funkcja ¢ jest niestalym rozwiazaniem rozwazanych réwnan wynika,
ze istnieje liczba z¢ € R taka, ze ¢(xg) # 0. Poldézmy w (16) © = z¢ i a # 1.
Wtedy z (16) otrzymujemy ¢(zo)(¢p(a) —a) = 0, stad ¢(a) = a. Funkcja ¢
spelnia zatem zalozenia twierdzenia 1, a wiec jest postaci ¢(z) = |z| dla z € R.

UWAGA 3
Zauwazmy, ze zadna z trzech par warunkéw (2) i (3), (2) i (4), (3) i (4) nie
charakteryzuje funkcji (5). Swiadcz@ o tym nastepujace przyktady:

a) Funkcja
0dlaxz <0,
@) = {ac dlax>0

spekia kazdy z warunkéw (2), (3) oraz (4) i nie jest postaci (5).
b) Funkcja

o(x) = V/|z|, gdzie x € R,
spelnia warunki (1) i (4), ale nie jest funkcja (5).
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Propozycja 8

Pojecie wartosci bezwzglednej mozna definiowaé w ogdlniejszych struktu-
rach niz zbiér liczb rzeczywistych. Definiujemy modutl liczby zespolonej z =

x + iy za pomoca wzoru |z| = /22 + y2, z,y € R.

TWIERDZENIE 10
Jedyne ciggle rozwigzanie ¢: C — RY U {0} réwnania

d(21 - 22) = @(21) - @(22) dla 21,20 € C (17)

spetniajgce warunki
¢(e) =1, gdyle|=1 (18)
oraz
Ja e RT\ {1} ¢(a) = a,
jest dane wzorem
¢(z) = |z|
dla z € C.

Dowdéd. Okredlamy funkcje
p(z): =¢(x) dlaxzeR.

Zauwazmy, ze ¢ jest niestalym, nieujemnym i ciaglym rozwigzaniem réwnania
(1), a wiec z twierdzenia 1 wynika, ze p(x) = |z| dlax € R. Niech z € C,
a wiec z = |z|e. Na podstawie (17) i (18) zachodza réwnosci ¢(z) = ¢(|zle) =
o(|z])p(e) = o(|z]) = ©(|z]) = ||z]| = |z], co dowodzi prawdziwosci twierdze-
nia 9.

Podsumowujac rozwazania prowadzone w pracy, warto zauwazy¢, ze wy-
kazano tu m.in., iz przy pewnych dodatkowych, i jak sie nam wydaje, do$é¢
naturalnych zalozeniach kazdy z warunkéw z osobna (1), (2), (3), (4) pozwala
charakteryzowaé funkcje ,,wartos¢ bezwzgledna”.

Przedstawione wyzej zagadnienia moga stac sie inspiracja do formutowania
i dowodzenia dalszych twierdzen o warto$ci bezwzglednej. W tym upatruje-
my ich warto$¢ dydaktyczna, praca nad tego typu problemami moze bowiem
przyczyni¢ si¢ do rozbudzania twérczej aktywnosci wéréd mlodziezy szkot po-
nadgimnazjalnych, jak réwniez studentéw kierunkéw matematycznych. Warto
tu zauwazy¢, ze wiekszosé z przedstawionych w tej pracy zagadnien mozna
uogélniac.
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