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Abstract. In the paper an early history of the Bézout theorem on algebraic
curves and effective methods in elimination theory is presented. The hypo-
thesis, stated in 1665 by Newton, on the "intersection number” of algebraic
curves is given. Effective methods on eliminations of one variable in the sys-
tem of algebraic variables come from Euler’s papers: Demonstration sur le
nombre des points, ou deux lignes des ordres quelconques peuvent se couper
(Euler, 1750), Nouvelle methode d’eliminer les quantites inconnues des equ-
ations (Euler, 1766) and the chapter De intersectiones curvarum from mono-
graphy Introductio in analysin infinitorum (Euler, 1748). Finally, Bézout’s
result from the paper Reserchers sur le degré des équations résultantes...
(Bezout, 1765) is given.

Wstep

Problem efektywnego wyznaczenia liczby punktéw przeciecia dwoch krzywych
opisanych wielomianowymi réwnaniami jest pierwszym waznym pytaniem z zakre-
su teorii przecie¢. Najczesciej z nazwiskiem Etienne’a Bézouta (1730-1783) koja-
rzone jest twierdzenie podajace informacje, ze liczba punktow przeciecia dwoch
krzywych algebraicznych nie majacych wspolnej sktadowej nie przekracza iloczy-
nu ich stopni. Jednak bez watpliwosci Bézout nie byt ani autorem hipotezy, ani
pierwszych wynikow w teorii eliminacji. Pierwszeristwo w zakresie postawienia hi-
potezy dotyczacej liczby punktéw przeciecia krzywych algebraicznych i wskazania
sposobu ich wyznaczania przypisuje sie Isaacowi Newtonowi (1642-1727); poglad
ten podzielaja historycy matematyki (zob. np. Stillwell, 2002) oraz matematycy
(zob. Kirwan, 1992). Informacje o hipotezie dotyczacej oszacowania liczby punktow
przeciecia mozna znalezé w jego dzienniku, w notce z roku 1665:

Liczba punktow, w ktorych moga przecinaé sie dwie linie [krzywe], nie prze-
kracza iloczynu ich wymiaréw [stopni]. Ponadto, przecinaja sie one w do-
kladnie tylu punktach, poza [punktami| urojonymi.

*Bézout’s theorem in Euler’s papers
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Warto zwrocié uwage na fakt, ze w swych pracach Newton rozwazal zwykle
krzywe algebraiczne, choé¢ zdawal sobie sprawe z tego, ze istnieja krzywe prze-
stepne, jednak uwaga z roku 1665 dotyczy tylko krzywych algebraicznych. Cytat
ten potwierdza, ze Newton dobrze oszacowal liczbe punktéw przeciecia krzywych
algebraicznych. Niestety uwaga przecinajq sie one w doktadnie tylu punktach, po-
za [punktami| urojonymi wskazuje, ze Newton nie zdawal sobie sprawy z tego,
ze rozwazania dotyczace punktéw przeciecia krzywych powinny byé prowadzone
nie tylko nad cialem algebraicznie domknietym, ale dodatkowo powinny dotyczy¢
krzywych rzutowych.

W Arithmetica universalis Newton opisal metody eliminacji zmiennej z uktadu
dwoéch rownan, z ktorych kazde jest co najwyzej czwartego stopnia. Odpowiednia
metode przedstawia takze Leonhard Euler (1707-1783), jednak nie w swych pierw-
szych pracach dotyczacych metod eliminacyjnych, ale dopiero w pracy Nouwvelle
méthode d’éliminer les quantités inconnues des equations (zob. Euler, 1766). Roz-
wiazanie problemu eliminacji zmiennej pojawito sie takze w pracy Colina Maclau-
rina (1698-1746) z 1720 roku (zob. Maclaurin, 1720).

De intersectione curvarum

Pierwsze rozwiazanie, pochodzace od Eulera, problemu efektywnego wyznacze-
nia punktéow przeciecia dwoch krzywych algebraicznych odnajdujemy w dziewiet-
nastym rozdziale De intersectione curvarum drugiego tomu Introductio in analysin
infinitorum, opublikowanego w 1748 roku w Lozannie (zob. Euler 1748; ttum. na
angielski: Euler, 1990).

Rozdziat De intersectione curvarum zawiera paragrafy od 457 do 485. Wstepne
paragrafy dotycza ogdlnych rozwazan na temat przeciecia krzywych. W paragrafie
463 Euler podaje przyktad dwoch elips, ktére przecinaja sie w czterech punktach
(w jezyku wspolczesnej geometrii algebraicznej powiedzieliby$my, ze Euler opisal
generyczny, czyli najogolniejszy przypadek).

Paragrafy od 465 do 485 zawieraja gtowne wyniki, dlatego zostana doktadnie
omowione. Sposob zapisu rownan i graficzna forma zapisu nasladuje oryginalng
prace Eulera.

PARAGRAF 465

Euler rozwaza parabole okreslona réwnaniem
yy — 22y + xx — 2ax =0
i okrag
Ve - =0.

Nastepnie dokonuje eliminacji zmiennej y najpierw odejmujac od réwnania okregu
réwnanie paraboli
2zy + 2ax — cc =0,

1 ostatecznie wyznacza zmienng y

cc— 2ax

y= 2x
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Zauwaza, ze dla kazdej rzeczywistej wartosci y otrzyma rzeczywista wartos$é x.
Nastepnie dokonuje podstawienia wyznaczonej wartosci y do drugiego réwnania
i otrzymuje:

c* — daccx + 4(aa — cc)xx + 4a* = 0,

przyjmujac ¢ = 2a
4a* — 403z — 3aazx + z* = 0;

zauwaza, ze * = 2a jest pierwiastkiem tego rownania. Pozostaje juz tylko rozwiazaé
nastepujace rownanie:

23 — 2azx — aax — 2a® = 0,
ktore daje jeszcze jeden (poza x = 2a) rzeczywisty pierwiastek. Zauwaza jeszcze,
ze punkt przeciecia odpowiadajacy z = 2a lezy na osi.
PARAGRAF 474

We wstepie Euler pisze, ze jego celem jest znalezienie sposobu wyznaczenia
przeciecia dwoch krzywych, a sposéb polega na wyeliminowaniu zmiennej y z ukta-
du réwnan.

Przyjmuje, ze wielomiany zmiennej = bedzie oznaczal przez P, Q, R, S, T, ...
p,q, T, Sata
Dalsze rozwazania rozpoczyna od pary krzywych (okreslonych odpowiednimi
rownaniami), w ktorych zmienna y wystepuje tylko w pierwszej potedze:
L.
P+Qy=0
11
p+qy=0.

Mnozy pierwsze réwnanie przez p oraz drugie przez P, nastepnie odejmuje je stro-
nami i otrzymuje zwiazek:

pQ — Pq=0.

Zauwaza, ze kazdemu rzeczywistemu pierwiastkowi tego rownania odpowiada
punkt na osi, nad ktorym lezy punkt przeciecia krzywych (I) i (II).
Ostatecznie za$ zauwaza, ze:

PARAGRAF 478
Euler rozwaza pare krzywych algebraicznych, w ktérych zmienna y wystepuje
tylko w drugiej potedze.
P+ Ry?>=0,
p+ry? =0.
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Zauwaza, ze gdy wyeliminujemy z tych réwnan zmienng y? otrzymamy réwnanie:
Pr—Rp=0,
zauwazajac podobienistwo z wynikiem z Paragrafu 477, prowadzi analogiczne ro-
zumowanie jak w tym przypadku.
PARAGRAF 479
Dane sa dwie krzywe algebraiczne
I
P+ Qy+ Ry* =0,
p+aqy+ry* =0.

Aby wyeliminowad z rownan zmienng y, mnozy (I) przez p, (I1) przez P, po odjeciu
stronami i podzieleniu przez y otrzymuje:

11
(Pg—@p) + (Pr — Rp)y = 0.
Nastepnie mnozy (I) przez r, (II) przez R, odejmuje je stronami i otrzymuje:
v
(Pr — Rp) + (Qr — Rq)y = 0.
Zamiast zauwazy¢, ze moze zastosowaé metode z paragrafu 478, wylicza y:

_Qp—Pq Rp—Pr
y_Pr—Rp_Qr—Rq’

i stad otrzymuje réwnanie juz bez zmiennej y
(Qp — Pq)(Qr — Rq) — (Rp — Pr)* = 0.

W koncowej czesci paragrafu prowadzi rozwazania dotyczace liczby rozwiazan
rzeczywistych otrzymanego réwnania. Zastanawia sie takze nad przypadkiem, gdy
(III) i (IV) maja wspolne czynniki.

PARAGRAF 480

W tym paragrafie Euler opisuje metode rozwigzania uktadu réwnar, z ktérych
jedno zawiera zmienna y w stopniu 2., drugie zag§ w stopniu 4.:

I
P+Qy+Ry*=0
1I
p4qy+ry? +sy> = 0.

W celu wyeliminowania zmiennej y mnozy rownanie (I) przez p i (II) przez P,
nastepnie po odjeciu jednego z réwnari od drugiego otrzymuje:
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111
(Pq — Qp) + (Pr — Rp)y + PSy? = 0.
Stosuje metode z paragrafu 479 do rownan (I) i (IIT); podaje rozwiazania:

_ PQq—Q%p— P* + PRp
N P2s — PRq+ QRp

~ PRq—QRp+ P%s
Y= POs— PRr+ R%p’

Dokonujac kolejnych obliczen, otrzymuje wielomian tylko zmiennej x:

P%s> —2P?Rqs— P2Rr?+3PQRps+ PR*+ PQ*s— PQRqr —2PR>—Qr?pq
- Q%ps+Q%ps+ Q*Rpr+ R°p* = 0.

PARAGRAF 485

Euler w ostatnich paragrafach De intersectione curvarum opisuje ogdélna, in-
nag metode znalezienia wielomianu eliminacyjnego. Metoda opisana zostata mato
czytelnie. W celu lepszego jej obja$nienia czytelnikom ilustruje ja przykladem,
ktory dokladnie oméwie. Podobnie jak poprzednio P, @, R oraz p,q,r, s sa wielo-
mianami zmiennej x. Opisany w tym paragrafie przyktad dotyczy innego sposobu
wyeliminowania zmiennej y z nastepujacego uktadul:

Py +Qy+R=0,

py> +qy? +ry +s=0.

W celu eliminacji zmiennej y z ukladu, zgodnie z opisywana metoda, pierwszy
z wielomianéw nalezy pomnozy¢ przez py? + ay + b, drugi zas przez Py + A, gdzie
wielomiany a, b oraz A sg pomocniczo wprowadzonymi wielomianami zmiennej ,
ktore nie moga wystapi¢ w rozwiazaniu, a ktére powinny ponizszy uktad rownan
czyni¢ rozwiazalnymil:

Pp = Pp, (1)

Pa + Qp = pA+ qP, (2)

Pb+ Qa+ Rp=qA+ 1P, (3)
Qb+ Ra=rA+sP, (4)

Rb = sA. (5)

Zauwazmy, ze opisany zostal uktad rownan liniowych, gdzie niewiadomymi sa wie-
lomiany zmiennej x oznaczone tu przez A oraz a,b, a wspolczynniki to réwniez

I Warto zwrécié uwage, ze Euler zmienit sposéb zapisu wielomianu: od najwyzszej potegi
zmiennej y do najnizszej.

2 Euler wprowadzit dodatkowe oznaczenia: réwnaniu (2) przypisal o, réwnaniu (3) zag S,
wprowadzenie ,liter” stuzy latwiejszemu wyznaczeniu rozwigzania. Zabieg jest konieczny, gdyz
Euler nie moég} sie postuzy¢ ogolna metoda rozwiazywania ukltadéow rownan.
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wielomiany: P, @, R oraz p, q, r, s. Rownanie (1), jako tozsamosciowe, mozna pomi-
naé¢ w rozwazaniach. OdejdZzmy od metody podstawienia, za pomoca ktorej Euler
przedstawil rozwiazanie problemu. Zamiast tego zauwazmy, ze fakt, ze uktad ma
rozwiazanie (jest to uktad czterech réwnan z trzema niewiadomymi) oznacza, ze
macierz rozszerzona jest osobliwa, czyli jej wyznacznik jest zerem. Macierz rozsze-
rzonaﬁ ma postacé:

P 0 ¢qP—-Qp

Q@ P rP—Rp

R Q sP ’

0 R 0

» IR

otrzymanyﬂ zwiazek miedzy wielomianami P, @, R oraz p, q,r, s okreslony réwna-
niem wielomianowym/:

p(R* (rP—Rp) —QRsP) — P(—qRsP+sPsP+ (rR—sQ) (rP — Rp))
—(q¢P—Qp) (qR°-Q (rR—5Q)—sPR) =0,

stanowi satysfakcjonujace rozwiazanie postawionego problemu. Opisany powyzej
przyktad oddaje sposob, w jaki Euler rozwiazal problem wyeliminowania zmiennej
y w dowolnym uktadzie dwoch rownan zaleznych od zmiennych x oraz y.

Omdwienie problemdw zwigzanych z eliminacjg zmiennej

Opisanie w jezyku wspolczesnej algebry problemu eliminacji zmiennej z uktadu
dwoéch réwnan wielomianowych umozliwi zrozumienie istoty ztozonosci problemu,
ktory sprowadza sie nie tylko do wyznaczenia pewnego zbioru rozwiazan, ale do
zachowania pewnych algebraicznych wlasnosci tego rozwiazania (wiecej informacji
na ten temat mozna znalez¢ w ksigzce Dumnickiego i Winiarskiego (2007)). W tym
celu rozwazamy wielomiany F,G € Rz, y]. Oznaczmy przez I = (F,G) ideal ge-
nerowany przez F' i G. Zbior I, := I N R[z] nazywamy idealem eliminacyjnym
zmiennej y. Zauwazmy, ze zbior I, jest idealem pierscienia R[z]. W istocie elimi-
nacja zmiennej y to poszukiwanie wielomianu nalezacego do idealu eliminacyjnego,
pozadane jest, by byl to generator ideatu eliminacyjnego. Jezeli wszystkie wspolne
czynniki wielomianéw F' i G sa wielomianami z pierécienia R[], to ideal elimina-
cyjny nie jest idealem zerowym, czyli postawione zadanie ma rozwiazanie. Euler
w swych rozwazaniach poczatkowo zajmuje si¢ tylko problemem znalezienia wielo-
mianu z ideatu eliminacyjnego (De intersectione curvarum oraz Demonstration sur
le nombre des points), ale ostatecznie w pracy Nouvelle méthode d’éliminer les qu-
antités inconnues des equations porusza problem wspolnych czynnikéw zaleznych
tylko od jednej zmiennej i tym samym prawidlowo wskazuje warunek konieczny
istnienia rozwiazania problemu eliminacji.

3 Trzy pierwsze kolumny macierzy rozszerzonej sa identyczne z fragmentem rugownika tego
uktadu, zbieznosé ta nie jest przypadkowa.

4 Obliczenia wykonane z uzyciem niekomercyjnego programu Maxima.

5 Zwiazek w takiej postaci nie pojawia si¢ dziele Eulera. W postaci niezawierajacej niepoza-
danych ,liter” podany zostal tylko wielomian «, wielomiany 3, A, a,b zostaly wyznaczone jako
zalezne od « i pozostaltych znanych wielomianéw P, @, R oraz p, g, r, s. Euler wykorzystal metode
podstawienia w celu ich wyznaczenia.
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Demonstration sur le nombre des points

W krotkiej, liczacej tylko 15 stron i podzielonej na 25 paragraféow pracy Eulera
z 1748 roku, ktora ukazala sie drukiem dwa lata pozniej (zob. Euler 1750; ttum.
na angielski: Euler, 2005a) (strona tytutowa pracy: ryc. [[l) w drugim paragrafie
znajduje sie ciekawa uwaga ogolna.

[...] wiadomo, ze liczba punktéw przecigcia dwoch krzywych, z ktorych jed-
na jest stopnia m, druga zas stopnia n nie musi byé réwna mn, czesto jest
mniejsza. Dwie linie proste, gdy sa réwnolegle, nie przecinaja sie, linia pro-
sta moze przecina¢ parabole tylko w jednym punkcie. [...] my twierdzimy,
ze liczba (punktéw) przeciecia dwoch krzywych nie moze by¢ wigksza niz
mn [...]. Gdy jednak bedziemy liczy¢ (punkty) przeciecia w nieskoriczonosci,
zaréwno zespolone jak i rzeczywiste, wtedy liczba (punktow) przeciecia jest
réwna mn.

MMﬁ%?&M%%Lﬁ%%%C@m
oS § DEI pam g B 0 g g B mgﬁgmﬁmgm
i3 st Uit oo@ ® o3 Poey® d%isss €0
o FAKE P TR TR E P et

DEMONSTRATION
SYR LE NOMBRE DES POINTS, OU

DEUVX LIGNES DES ORDRES Q__UEL:CON(LUI;S

PEUVENT SE COUTER,

par M. EULER,

L

ans la Piece précedente j’ai rapporté fans démonttration
cette propofition, gue dewx lignes conrber algebriques,
done Pune ¢ft de Povdre m & Paurre de Povdre 0 fe pen-

dominny vent couper en mn points, La verité de cewe propo-
fition eft reconnué de tous les Geometres, quoiqu’on doive avouér,
guon n'en touve nulle pare une démonftration allés rigourcufe. 11
y a des verites genériles, que notre esprit eft préc d’embrafer aufli-
tot qu'il en reconnoit la jultefle dans quelques cas particuliers : & ccft
parmi cette efpece de verités, qu'on peut ranger 3 bon droit Ja pro-
pofition, dont je viens de faire mention, puisqu’on la trouve vraic
non feviement dansquelques, ou plufieurs cas, mujs aufli dans unc
infinité de cas differens, Cependant on conviendra aifement, que
toutes ces preuves infinies ne font pas capables de mettre cette pro.
pofition i I’abri de toures les objections, qu'un adverfaire peut for-
mer, & qu'il faur ablolument une demonftiatien rigourenfe, pour le

reduire au filence, -
II. Avant

Ryc. 1. Tytulowa strona Demonstration sur le nombre des points
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Uwaga wskazuje na to, ze juz Euler zdawal sobie sprawe nie tylko z koniecznosci
liczenia punktoéw przeciecia dwoch krzywych rozwazanych nad ciatlem algebraicz-
nie domknietym, ale takze widzial potrzebe innego spojrzenia na catosé problemu.
Informujac o ,przecieciach w nieskonczonosci” przeniost problem na krzywe rzuto-
we. Brak dowodu w przypadku przecie¢ w ,,punktach w nieskoniczonosci” w pracach
Eulera moim zdaniem wynika z ograniczen metodologicznych.

W pracy tej Euler rozwaza wybrane przypadki rownan. Rozpoczynajac od
przypadku dowolnego wielomianu zmiennych x oraz y i rownania linii prostej, za-
uwaza, ze problem sprowadza sie do pytania o liczbe pierwiastkéw wielomianu.
Piaty paragraf pracy koiczy stowami bardzo waznymi dla zrozumienia istoty pro-
bleméw zwigzanych ze zmniejszaniem si¢ liczby punktéow przecigcia:

Teraz, jezeli najwyzsze potegi zmiennej « beda znikaly oraz réwnanie po eli-
minacji zmiennej y zredukuje si¢ do wielomianu nizszego stopnia, to oznacza,
ze pewne punkty przeciecia krzywych beda rozciaga¢ sie do nieskoriczono$ci.

W nastepnych dwoch paragrafach Fuler dyskutuje inne przypadki ,znikaja-
cych” punktow przeciecia, natomiast paragrafy 7. i 8. poswiecone s przypadkom
realizujacym réwnosé w proponowanym wzorze. Euler przywoluje parabole i krzy-
wa paraboliczna dowolnego stopnia (y = a™ + bx™ 1 + ca™ ™2 + ...). Zauwaza,
ze krzywe te w przecieciu z prosta czasem daja mniej niz (odpowiednio) 2 i m,
jednak nigdy nie wiecej niz 2 i odpowiednio m wspdlnych punktow.

W 16. paragrafie Euler krytykuje wlasng metode eliminacji zmiennej z uktadu
dwoch rownan sze$ciennych, sugerujac, ze jest ona malo efektywna. W paragra-
fach 16-25 opisuje inna, bardziej efektywna metode. Dokladnie omawia wybrane
przyklady, czyniac swoje rozwazania bardziej czytelnymi. Opisze przykltad z 22.
paragrafu.

Euler rozwaza dwa réownania drugiego stopnia:

yy— Py+Q =0,
yy —py+q=0,

ktorych pierwiastkami sg odpowiednio A, B oraz a, b. Zauwaza, ze szukany wielo-
mian ma postac:

(A% —pA+q)(B® ~pB+q) =0,
ktora sprowadza do postaci:
A?B% — pAB(A + B) + q(A? + B?) — ppAB — pa(A + B) 4+ qq = 0.

I po podstawieniu, AB = @ oraz A + B = P, otrzymuje rowno$¢ AA + BB =
PP — 2@Q. Ostatecznie wielomian ma postac:

Q> —pPQ + aPP —2Qp+ ppQ — pgP + qq = 0,

w ktorym kazdy czynnik ma stopnien 4, gdyz P i p maja stopnien 1 oraz Q i ¢
stopien 2.

Zaproponowana metoda istotnie jest bardziej efektywna. Euler w blyskotli-
wy sposob stosuje wzory Viéta. Pomyst ten umozliwit mu znaczne uproszczenie
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rachunkéw. Jest to szczeg6lnie widoczne w paragrafach 23. i 24., gdzie niewie-
le ponad strone¢ zajmuje wyeliminowanie z uktadu dwoch wielomiandéw trzeciego
stopnia (oba zmiennych z i y) zmiennej y.

Nouvelle méthode d’éliminer les quantités inconnues
des equations

Praca ta pochodzi z Memorier de l’academie des sciences de Berlin z roku
1766 (zob. Euler, 1766,; ttum. na angielski: Euler, 2005b); wlasnie w niej pojawia
sie informacja o osiagnieciach Newtona opisanych w Arithmetica universalis (zob.
Newton, 1722), ktore Euler, w czwartym paragrafie pracy, zapowiada nastepujaco:

[...] w Arithmetica universalis Pana Newtona znajduja sie pewne formuly, [...|
z pomoca ktérych operacji eliminacji mozna tatwo dokonaé¢, nawet wtedy gdy
wielkosci eliminowane rosng w obu réwnaniach az do czwartego wymiaru
(stopmia) [...] Zanim wyjasnimy moja nowa metode (eliminacji zmiennej),
nalezy opisaé te, ktorej uzywal Pan Newton.

Dewx équations algébrigues indéterminées étant propoftes, trouver les
determinations nicelfaires powr que cos équations obticunent
detex vactues communes,

22, Soit 'une de ces deux équadons du troilieme, & Paurre du
quatrieme degré,

%3 =Pea——Qz—-R=0, &zt——pait-ges—tra—-t-s—o,
ol I'on demande quel rapport doit (ubfilter entre les coifficiens, afin
que ces deux équations ayant deux racines, ou deux facteurs fimples
communs. Soient z —— &, & = —— &, ces deux faéteurs com-
muns, & les deux équations, doivent avoir les formes {uivantes:

234-Paa4-Qz—+4-R = (s4-a)(z4-E)(z+A)

st = pad = grs —=rs——s = (3 ~4~a) (s 4= 6) (33 ~~as ~- 1),
d’ott 'on tirera d"abord celle-ci:

(2% 4 Pzz - Q2 -+ R) (25 4 a3 &) =

@t - p2? = g8 4~ rz 4 9) (2 + A)

ol il faut que chaques puiffances de = foient égalées enmr'elles. |

Ryc. 2. Rozdzial 22 z Nouvelle méthode d’éliminer les quantités incon-
nues des equations

Paragrafy od 5. do 9. opisuja idee Newtona. Euler rozpoczyna od przypad-
ku, w ktérym zmienna eliminowana w obu réwnaniach jest w pierwszym stopniu,
przechodzi przez przypadek dwoch rownan (ogélnych) stopnia drugiego ze wzgledu
na eliminowanga zmienna. Opisany sposéb eliminacji jest identyczny ze sposobem
podanym przez Eulera w paragrafie 474. drugiego tomu Introductio in analysin
infinitorum. W paragrafach 7. i 8. opisuje sposéb eliminacji zmiennej z pary row-
nan szesciennych. Paragraf 9. poswiecony jest dyskusji problemu stopnia rownania
eliminacyjnego. Euler zauwaza, ze w przypadku pary réwnan czwartego stopnia
wynik jest co prawda stopnia 16, ale mozna go zredukowaé¢ do stopnia 8. Klu-
czowe znaczenie ma 15. paragraf, w ktérym Euler opisuje nows, krotsza metode
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wyznaczania wielomianu eliminacyjnego oraz odpowiada na pytanie: Dane sq¢ dwa
algebraicznie niezalezne réwnania, wyznaczyé warunki konieczne na to, by rowna-
nia te miaty wspolny pierwiastek, ktore stawia przed paragrafem 22. Odpowiedz
te zacytuje:

PARAGRAF 22

Euler rozwaza dwa réwnania, jedno trzeciego, drugie czwartego stopnia:
22+ P22+ Qz+ R=0,

A4 pBP gzt rz+s=0

i pyta o relacje wspotczynnikéw konieczng do tego, by rownania mialy dwa wspolne
pierwiastki lub dwa wspoélne czynniki. Oznacza wspolne czynniki przez z+a i z+ 8.
Zauwaza, ze wtedy wielomiany mozna przedstawi¢ w postaci:

2+ P2z+Qz+R=(z+a)(z+B)(z+ A),
A pldqrztrzt+s=(2+a)(z+B)(zz+az +b),
i otrzymuje stad:

(2 + P2z +Qz+ R) (22 +az +b) = (2* +p2® + qzz +rz + 5)(2 + A).

PARAGRAF 23

Na mocy poprzednich rozwazain otrzymuje pie¢ réwnai:

P+a=p+ A,
Q+aP+b=q+ Ap,
R+aQ +bP =r+ Aq,
aR+bQ = s+ Ar,
bR = As,

i w wyniku obliczen otrzymuje uktad dwoch rownan:

0= ss+2Rs(P —p) — PQs(P —p) +Qs(Q —q) + R(P — p)(Pr —rP)
+R(Q —q)(R—r),

0=Pss+ Rs(Q —q) + PRs(P—p)+ R(P—p)(Qr — Rq) + Qs(R— )
—QQs(P—p)+ R(R—1)*,

okreslajacy poszukiwane warunki.

Bézout a metoda eliminacji zmiennej

Metoda znalezienia wielomianu z ideatu eliminacyjnego opisana przez Bézouta
(zob. Bézout 1765; pisal o tym Wimmer, 1990) w Reserchers sur le degré des
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équations résultantes... i powtorzona bez wiekszych zmian w Théorie générale
des équations algébriques opisuje inny algorytm rozwigzania problemu eliminacji.
Bézout réwniez sprowadza rozwiazanie problemu do wyznaczenia rozwiazania ukta-
du réwnan liniowych, wyznacznik opisanej w tym rozwiazaniu macierzy obecnie
nazywany jest, gtéwnie w literaturze obcej, ,bezoutianem”.

Bézout rozwaza przypadek dwoch wielomiandéw F i G zmiennych x i y, oba
czwartego stopnia ze wzgledu na eliminowang zmienna y. Pragnie opisaé¢ sposéb
wyznaczenia wielomianu zmiennej x bedacego wynikiem wyeliminowania zmiennej
y z uktadu F' i G. Szczegdlowo opisuje metode wyznaczenia wyznacznika macierzy,
a wlasciwie znalezienia odpowiedniego ukladu réwnan liniowych (ze wzgledu na
zmienne y w potegach od 0 do n—1) pozwalajacego na wyeliminowanie zmiennej y.

Niestety prace Bézouta nie sg przejrzyste. Metoda zaprezentowana jest w skom-
plikowany sposob. Autor wychodzi od wielomianéw F' i G i rozwaza wielomiany
ymodyfikowane”. Przyjmujac wspotczesny zapis, mamy:

F = fo+ fiy + fov® + f3v° + fay®,

G = go+ g1y + 92v° + g3v® + gay*,

gdzie f; oraz g; dla i =0,1,2,3,4 sa wielomianami zmiennej x. Oczywiscie zakta-
damy, ze fy # 0 g4 # 0. Przez wielomiany ,zmodyfikowane” Bézout rozumie:

FO = fi + foy + f39° + fay®,

F® = fot fay + fay’,

F® = f3+ fay,

FW = f,,

G = g1 + g2y + gsy® + gav®,

G = go+ g3y + ga1”,

G® = g3+ gay,

GW — g
Nastepnie konstruuje wielomiany:
B — paM _ gpM
B® — Fg® _ gr®
B® = FG®) — gr®),
BW = pg®W — gF®,

W ten sposob osiagnal on cel, gdyz wyznacznik macierzy opisanego uktadu
rownan jest wielomianem z ideatu eliminacyjnego. Bézout zdawal sobie sprawe
z tego, ze zaproponowany przez niego algorytm moze by¢ uogdlniony na przypadek
rownan dowolnych stopni. Niestety, z powodéw metodologicznych (brak ogolnych
metod rozwiazywania uktadoéw réownari liniowych) nie potrafit udowodnié, ze od-
kryta metoda jest poprawna w ogélnym przypadku. Zapisal to stowami pelnymi
goryczy (Bézout, 1765, s. 328-329):

Jednak do rozwigzania tego zadania, zapraszam tych szczedliwcow, ktorzy
maja wiecej czasu, ktérym sami dysponuja niz ja.
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