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Uporzadkowane struktury liczbowe”

Abstract. In this article we consider the ordered algebraic structures of the
systems of natural numbers, integers, rational and real numbers. We present
the ordered algebra of natural numbers, the ordered ring of integers, and the
ordered fields of rational and real numbers. The main problem considered for
ordered number structures is the categoricity of these systems determined by
a suitable isomorphism. First of all, this article is addressed at Mathematics
students of pedagogical studies and at teachers of Mathematics.

1. Wstep

Poczawszy od najstarszych cywilizacji ludzi fascynowaly liczby i rozne ich za-
dziwiajace wlasnosci. Pitagorejezycy (VI-V w. p.n.e.) przypisywali liczbom cechy
mistyczne i uwazali je za podstawowa zasade bytu i harmonii swiata. W styn-
nej teorii Platona (427-347 p.n.e.) o niezmiennych ideach i zmiennych rzeczach
matematyka (tzw. czysta) jest nauka o ideach, a wiec réwniez liczby maja cha-
rakter idei istniejacych poza czasem i przestrzenia. Ogromny wplyw na rozwoj
matematyki, w tym geometrii i arytmetyki liczb, miato dzieto Euklidesa (ok. 365-
ok.300 p.n.e.) Elementy, napisane w formie systemu aksjomatyczno-dedukcyjnego.
Teoria proporcji Eudoxosa, ktora Euklides stosuje w Elementach (ksiega V), jest
uwazana za pierwowzor teorii liczb rzeczywistych. W ksiegach VII-IX jest rozwi-
jana arytmetyka liczb naturalnych.

Ze wzgledu na tresé tego artykulu warto wspomnieé¢ o pewnych systemach
arytmetyki liczb, ktére odegraty bardzo wazna role w pracach badawczych mate-
matykow nad tzw. podstawami matematyki na przetomie XIX i XX wieku. W tym
okresie rozwinely sie trzy glowne kierunki w filozofii matematyki: logicyzm, intu-
icjonizm i formalizm. Badaniami filozoficznych podstaw matematyki zajmowali sie
wtedy wybitni matematycy: Richard Dedekind (1831-1916), Georg Cantor (1845-
1918), Gottlob Frege (1848-1925), Giuseppe Peano (1858-1932), David Hilbert
(1862-1943), Bertrand Russell (1872-1970), Luitzen Brouwer (1881-1966). Zasad-
niczym kierunkiem prac matematykdéw nad podstawami matematyki w tym okresie
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byta logiczna systematyzacja matematyki, polegajaca na zastapieniu intuicyjnych
pojeé i rozumowan przez formalne dowody twierdzen, oparte na logicznie precyzyj-
nych definicjach i uktadach aksjomatéw. Warto tu jednak wspomnieé¢, ze inticjoni-
$ci mieli krytyczny stosunek do takich formalnych teorii matematycznych. Zaczal
ksztaltowaé sie poglad, ze nalezy najpierw utworzy¢ precyzyjna, $cista aksjoma-
tyczna teorie liczb naturalnych, ktéra bedzie podstawa do rozwijania teorii liczb
catkowitych, wymiernych i rzeczywistych. Powstaly wtedy systemy aksjomatyczne
liczb naturalnych utworzone przez G. Fregego, R. Dedekinda i G. Peana. W tym
artykule teoria G. Peana bedzie wykorzystana do analizy zagadnien dotyczacych
liczb naturalnych.

Bardzo wazna jest teoria liczb rzeczywistych opracowana przez R. Dedekinda
oparta na tzw. przekrojach zbioru liczb wymiernych. R.Dedekind nawigzywatl
w niej do idei teorii proporcji Eudoxosa, ale zdecydowanie podkreslal, ze w teorii
Eudoxosa (i Elementach Euklidesa) brak bardzo waznej wlasnosci, tzw. zasady
ciggtosci zbioru liczb rzeczywistych. We wspotczesnym sformutowaniu zasada cia-
gtosci postulowana przez Dedekinda brzmi:

Dla kazdego przekroju zbioru liczb rzeczywistych albo w klasie pierwszej (dolnej)
istnieje liczba najwicksza, albo w klasie drugiej (gdrnej) istnieje liczba najmniejsza.

Druga popularna teorie liczb rzeczywistych opracowal G. Cantor, opierajac
zasady tej teorii na ciggach podstawowych (speliajacych warunek Cauchy’ego)
liczb wymiernych i uzywajac do tej konstrukcji relacji rownowaznosci w zbiorze
wymiernych ciagdéw podstawowych. Konstrukcja Cantora liczb rzeczywistych jest
w sposob istotny wykorzystana w tym artykule.

W roku 1900 David Hilbert (1900, ttum. Pogonowski, 2012) opublikowal aksjo-
matyczng teorie liczb rzeczywistych, nazywajac metodami genetycznymi konstruk-
cje Dedekinda i Cantora zbioru liczb rzeczywistych. Powyzsze uwagi dotyczace
filozofii matematyki moze Czytelnik rozszerzyé¢ np. na podstawie przystepnie na-
pisanej ksiazki R. Murawskiego (2005).

W tym artykule rozwazane sg struktury algebraiczno-porzadkowe systemow
liczb naturalnych, catkowitych, wymiernych i rzeczywistych. Zatem beda zapre-
zentowane: uporzadkowana algebra liczb naturalnych, uporzadkowany pieréciert
liczb catkowitych, ciala uporzadkowane liczb wymiernych i rzeczywistych. Glow-
nym zagadnieniem we wszystkich rozwazanych strukturach liczbowych bedzie ka-
tegorycznosé tych systemow, a priorytetowym pojeciem bedzie izomorfizm stosow-
nych systeméw liczbowych.

Artykul jest zaadresowany przede wszystkim do studentéw nauczycielskich
studiéw matematycznych, ale moze byé¢ przydatny réwniez dla nauczycieli mate-
matyki. Prezentowane zagadnienia moga zosta¢ wykorzystane na zajeciach semi-
naryjnych ze studentami, a takze moga by¢ inspiracja do tematyki prac dyplomo-
wych pisanych przez studentéw nauczycielskich studiéw matematycznych.

Z mojego dtugoletniego doswiadczenia w pracy dydaktycznej ze studentami
matematyki studiéw nauczycielskich wynika, ze studenci rozpoczynajacy studia
maja na podstawie nauczania szkolnego pewna intuicyjna wiedze o liczbach na-
turalnych, catkowitych, wymiernych i rzeczywistych. W czasie studiéw studenci
poglebiaja i rozszerzaja intuicyjna znajomo$¢ systemoéw liczbowych, a takze po-
trafia okresli¢, jakimi strukturami algebraicznymi sa poszczegélne podstawowe
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zbiory liczbowe z wyréznionymi w nich dziataniami. Jednak ta abstrakcyjna wie-
dza o strukturach liczbowych ciagle jest oparta na intuicyjnym szkolnym naucza-
niu. Przyjmujemy, ze studenci znaja wlasnosci dziatarn na liczbach, a na zajeciach
prowadzonych ze studentami porzadkujemy te wiedze systematyzujac ja w odpo-
wiednie struktury algebraiczne. W dodatku na ogoét w programach studiéow nie
wystepuja struktury algebraiczno-porzadkowe lub sa traktowane informacyjnie.
Uzywajac poje¢ z prac Semadeniego (2002, 2005) mozna stwierdzié, ze studenci
maja doé¢ dobrze uksztaltowane tzw. idee glebokie poszczegdlnych arytmetyk licz-
bowych, ale wyraznie gorzej przedstawia sie opanowanie przez nich tzw. modeli
formalnych arytmetyk liczbowych w teoriach aksjomatycznych. Studenci na roz-
nych przedmiotach (kursach) spotykaja sie z informacjami: o aksjomatyce Peana
liczb naturalnych, o konstrukcjach liczb catkowitych i wymiernych za pomoca re-
lacji rownowaznosci, o konstrukcjach Dedekinda i Cantora liczb rzeczywistych,
a takze o schemacie aksjomatyki liczb rzeczywistych. Wiedza studentow z tego
zakresu jest powierzchowna i ma charakter informacyjny. Brak systematycznych
i poglebionych studiow w zakresie teoretycznych arytmetyk liczbowych powoduje
pewien chaos w wiedzy studentéow o systemach liczbowych, gdyz intuicyjna szkolna
nauka o liczbach zostala ,zaklocona” abstrakcyjnymi teoriami o liczbach, a z kolei
teorie abstrakcyjne o liczbach nie zostaty tak rozwiniete i poznane przez studentow,
aby utworzy¢ spojny system nauki o liczbach, zaczynajac od nauczania szkolnego,
a koniczac na abstrakcyjnym ksztalceniu na studiach matematycznych.

Studenci konczacy studia matematyczne czesto nie umieja przekonujaco odpo-
wiedzie¢ na podstawowe pytanie typu:

Co tgczy wszystkie konstruowane lub postulowane aksjomatycznie systemy liczb
naturalnych, catkowitych, wymiernych i rzeczywistych, ze pomimo tak wielu metod
ich konstruowania (postulowania) w matematyce abstrakcyjnej, mozemy w szkole
mowic o jednej arytmetyce dla poszczegdlnych zbioréow liczbowych?

Przyszty nauczyciel matematyki powinien mie¢ w miare dobrze uksztaltowany
poglad na zagadnienia przedstawione w powyzszym pytaniu. Nauka o liczbach
stanowi bardzo duzy obszar nauczania szkolnego matematyki. Obowiazujace do-
tychczas standardy ksztatcenia na kierunku matematyka okreslone przez MNiSW
nie przewidywaly obszerniejszego ksztalcenia w zakresie teoretycznej arytmetyki
liczb i teorii liczb. Wprowadzane obecnie systemy ksztalcenia studentéw oparte
na tzw. efektach ksztalcenia umozliwiaja swobodniejsze ksztalttowanie programéow
studiéw. Czy tematyka abstrakcyjnej arytmetyki liczb znajdzie uznanie matematy-
kow przygotowujacych programy na uczelniach (wydziatach) ksztalcacych nauczy-
cieli matematyki? Wyraznie pragne podkresli¢, ze powyzsze refleksje o ksztalceniu
matematycznym studentéw sa oparte jedynie na moich doswiadczeniach i analizie
réznych programoéow studiow ksztatcacych przysztych nauczycieli matematyki, na-
tomiast nie prowadzitem w tym zakresie systematycznych badan pedagogicznych.

W tym artykule zostala podjeta pewna proba przedstawienia propozycji dy-
daktycznej umozliwiajacej uzupelnienie istotnej luki w wiedzy studentéw matema-
tycznych studiéw nauczycielskich, dotyczacej kategorycznoéci podstawowych sys-
temoéw liczbowych i umozliwiajacej merytoryczna odpowiedz na wyzej postawione
pytanie dotyczace systemow liczbowych.
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2. Uporzadkowana algebra liczb naturalnych

Gloéwnymi pojeciami w tej czesci artykutu sa: aksjomatyka Peana liczb na-
turalnych, model aksjomatyki Peana, uporzadkowana algebra liczb naturalnych.
Podstawowe twierdzenie dotyczy izomorfizmu uporzadkowanych algebr liczb natu-
ralnych.

W roku 1889 wloski matematyk Giusseppe Peano podal aksjomatyke arytme-
tyki liczb naturalnych (zob. Chronowski, 1999a, 29-30).

Pojeciami pierwotnymi sa: liczba 0 (zero), zbior wszystkich liczb naturalnych
N, funkcja nastepnika *: Noa > n — n* € Na.

Aksjomaty:

(A1) 0 € Na.

(A2) Vn e Na[n* € Nal.

(A3) Vn € Na[n* #£0].

(A4) Vm,n € Na[m* =n* = m =n).

(A5) VMCNA(0e MAVneNs(ne M= n*e€ M))=— M = Nj|.
Aksjomat (A5) nazywa sie aksjomatem indukcji (zasadg indukcji).

Uwaga: W ksigzce (Chronowski, 1999a) zamiast symbolu N4 wystepuje sym-
bol N zbioru liczb naturalnych.

DEFINICIA 2.1

Modelem aksjomatyki Peana nazywamy system (ciag) (4, S,a) spelniajacy naste-
pujace warunki:

(M1) a € A.

(M2) S: A — A jest funkcja.

(M3) a & S(A), gdzie S(A) oznacza zbiér wartosci funkeji S.
(
(

M4) Funkcja S jest injekcja.

)
)
)
M5) Jezeli M jest dowolnym podzbiorem zbioru A takim, ze:
(@) a € M,

(b) Vpe Alpe M = S(p) € M),

to M = A.

Warunek (M5) nazywa sie aksjomatem indukcji (zasadg indukcji) w modelu
aksjomatyki Peana.

W ksiazce W. Guzickiego i1 P. Zakrzewskiego (2005, s. 197) model aksjomatyki
Peana nazywa sie algebra Peana.

Latwo zauwazy¢, ze prawdziwy jest nastepujacy

WNIOSEK 2.2
System (Na, *,0) jest modelem aksjomatyki Peana.

Na podstawie twierdzenia 11.3 (Guzicki, Zakrzewski, 2005, s. 200) latwo za-
uwazy¢, ze prawdziwe jest nastepujace twierdzenie o defintowaniu przez indukcje:
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TWIERDZENIE 2.3

Niech (A, S, a) bedzie modelem aksjomatyki Peana. Niech B bedzie niepustym zbio-
rem, T: B — B — dowolng funkcjg, b € B — dowolnie ustalonym elementem.
Wtedy istnieje doktadnie jedna funkcja F': A — B taka, Ze:

(11) F(a) = b,

(I2) Vz € A[F(S(x)) = T(F(z))].

TWIERDZENIE 2.4

Niech (A, S,a) bedzie modelem aksjomatyki Peana. Istnieje doktadnie jedna funk-
cjoa F: Ax A— A taka, ze:

(a) F(p,a) =p dla kazdego p € A,

(b) F(p,S(q)) = S(F(p,q)) dla dowolnych p,q € A.

Dowdd. Niech p € A bedzie dowolnie ustalonym elementem. Zastosujemy twier-
dzenie 23] przyjmujac: B= A, T = S, b = p. Z twierdzenia[2.3 wynika, ze istnieje
doktadnie jedna funkcja Fj,: A — A taka, ze:

(a1) Fy(a) = p.

(b1) Fp(S(a)) = S(Fy(q)) dla kaidego g € A.

Okreslamy funkcje F': A x A — A przyjmujac:

F(p,q) = Fy(q)

dla dowolnych p, g € A. Warunek (a;) implikuje rownosci: F'(p,a) = Fy(a) = pdla

dowolnego p € A. Z warunku (b1) wynika, ze F(p, S(q)) = Fp(S(q)) = S(Fp(q)) =

S(F(p,q)) dla dowolnych p,q € A. Zatem funkcja F spelnia warunki (a) i (b).
Udowodnimy jednoznaczno$é funkeji F'. Niech G: A x A — A spelnia wa-

runki (a) i (b), czyli:

(a2) G(p,a) = p dla kazdego p € A,

(b2) G(p,S(q)) = S(G(p,q)) dla dowolnych p,q € A.

Rozwazmy zbior M C A okreslony nastepujaco:

M ={q€ A: Vpe AlF(p,q) = G(p,q)]}-

Zauwazmy, ze a € M, gdyz F(p,a) = p = G(p, a) dla kazdegop € A. Niech ¢ € M,
czyli F(p,q) = G(p,q) dla dowolnego p € A. Udowodnimy, ze S(q) € M. Istotnie,
dla dowolnego p € A mamy: F(p,S(q)) = S(F(p,q)) = S(G(p.q)) = G(p,S(q)),
a wiec S(q) € M. 7 aksjomatu indukcji w modelu aksjomatyki Peana (A, S, a)
wynika, ze M = A, czyli F(p,q) = G(p,q) dla dowolnych p,q € A, a wiec F' = G.
Dowdéd twierdzenia zostat zakonczony.

DEFINICIA 2.5

Niech (A, S, a) bedzie modelem aksjomatyki Peana. W zbiorze A okreslamy doda-
wanie +: A x A — A nastepujaco:

(a) p+ a = p dla kazdego p € A,

(b) p+ S(q) = S(p + q) dla dowolnych p, q € A.

7 twierdzenia [2.4] wynika, ze dodawanie + w zbiorze A jest jednoznacznie okreslo-
nym dzialaniem w tym zbiorze.
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TWIERDZENIE 2.6

Niech (A, S,a) bedzie modelem aksjomatyki Peana. Istnieje doktadnie jedna funk-
cja F: Ax A— A taka, ze:

(a) F(p,a) = a dla kazdego p € A,

(b) F(p,S(q)) = F(p,q) +p dla dowolnych p,q € A.

Dowod tego twierdzenia jest analogiczny do dowodu twierdzenia 2.4
Wskazowka: Niech p € A bedzie dowolnie ustalonym elementem. Zastosowaé
twierdzenie 23] przyjmujac: B = A, T'(¢) = ¢ + p dla dowolnego g € A, b = a.

DEFINICJA 2.7

Niech (A, S, a) bedzie modelem aksjomatyki Peana. W zbiorze A okreslamy mno-
zenie -: A x A — A nastepujaco:

(a) p-a=a dla kazdego p € A,

() p-S(q) =p-q+ p dla dowolnych p, g € A.

Z twierdzenia[2Z.6l wynika, Ze mnozenie - w zbiorze A jest jednoznacznie okreslonym
dziataniem w tym zbiorze.

DEFINICIA 2.8
Niech (4, S, a) bedzie modelem aksjomatyki Peana. W zbiorze A okreslamy relacje
< nastepujaco:

p< g+ Is€Alg=p+s (1)

dla dowolnych p, q € A.

Dla modelu aksjomatyki Peana (A, S, a) mozemy otrzymaé¢ analogiczne rezul-
taty do tych, ktore sa zamieszczone w ksiazce (Chronowski, 1999a, podrozdzialty
3.1-3.3) dla modelu (N4, *,0). W szczegdlnosci otrzymujemy ponizszy analogon
twierdzenia 3.5 (Chronowski, 1999a, s. 39).

TWIERDZENIE 2.9
Niech (A, S, a) bedzie modelem aksjomatyki Peana. System (A, <), gdzie relacja <
jest okreslona wzorem (), jest zbiorem liniowo uporzgdkowanym.

Na podstawie definicji 2211 25 27 2.8 i twierdzenia 229 mozemy przyjac
nastepujaca definicje.

DEFINICIA 2.10

System (ciag) (A4, S, a, +, -, <) nazywamy uporzqgdkowang algebrg liczb naturalnych,
jezeli spelnione sa nastepujace warunki:

(W1) System (A, S,a) jest modelem aksjomatyki Peana.

(W2) System (A, +) jest grupoidem, w ktorym dzialanie dodawania + jest okre-
$lone nastepujaco:

(a) p+ a = p dla kazdego p € A,

() p+ S(q) = S(p + q) dla dowolnych p, q € A.

(W3) System (A, -) jest grupoidem, w ktérym dziatanie mnozenia - jest okreslone
nastepujaco:

(a) p-a=adlakazdego p € A,
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() p-S(q) =p-q+ p dla dowolnych p,q € A.
(W4) System (A, <) jest zbiorem liniowo uporzadkowanym, w ktorym relacja li-
niowo porzadkujaca < jest okreslona nastepujaco:

p< g Is€ Alg=p—+ 3]
dla dowolnych p,q € A.

Na podstawie wniosku22] definicji 2.3 (Chronowski, 1999a, s. 33) definicji 2.9
(Chronowski, 1999a, s. 35) definicji 3.1 (Chronowski, 1999a, s. 38) i twierdzenia
3.5 (Chronowski, 1999a, s. 39) otrzymujemy nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 2.11
System (Na, *,0,+, -, <) jest uporzedkowanqg algebrq liczb naturalnych.

Uwaga: W ramach aksjomatyki teorii mnogosci mozemy skonstruowaé upo-
rzadkowana algebre liczb naturalnych (Mg, *,0,+, -, <) (Chronowski, 1999a, pod-
rozdzial 3.5).

DEFINICIA 2.12

Niech (4,S,a,+,-,<) 1 (B,T,b,+,-, <) beda uporzadkowanymi algebrami liczb
naturalnych. Bijekcje F': A — B nazywamy izomorfizmem, jezeli spelnione sa
nastepujace warunki:

(a) F(a) = b,

(b) F(S(p)) = T(F(p)) dla kazdego p € A,

(¢) F(p+q) = F(p) + F(q) dla dowolnych p, q € A,
(d) F(p-q) = F(p)- F(q) dla dowolnych p,q € A,
(e) p < g<= F(p) < F(q) dla dowolnych p,q € A.

DEFINICIA 2.13
Uporzadkowane algebry liczb naturalnych (A4, S,a,+,-,<) i (B,T,b,+,-, < ) na-
zywamy izomorficznymi, jezeli istnieje izomorfizm F': A — B.

TWIERDZENIE 2.14
Dowolne dwie uporzgdkowane algebry liczb naturalnych (A, S,a,+,-,<) oraz
(B,T,b,+,, <) sq izomorficzne.

Dowod. Zgodnie z twierdzeniem [2.3] istnieje dokladnie jedna funkcja F': A — B

taka, ze:
(al) F(a) = ba (2)
(b1) F(S(p)) =T (F(p)) dla kadego p € A.

Udowodnimy, ze F jest izomorfizmem uporzadkowanych algebr liczb naturalnych
(A,8,a,+,-,< )i (B,T,b,+,-,<). Najpierw wykazemy, ze funkcja F: A — B
jest bijekcja. Na podstawie twierdzenia [Z.3] istnieje dokladnie jedna funkcja
G: B — A taka, ze:
(az) G(b) = a,
(b2) G(T'(p)) = S(G(p)) dla kazdego p € B.
Niech

M ={pe A: (GoF)(p) =p}.
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Oczywiscie a € M, gdyz (GoF)(a) = G(F(a)) = G(b) = a. Zakladamy, ze p € M,
czyli (G o F)(p) = p. Udowodnimy, ze S(p) € M. Istotnie,

(G o F)(S(p)) = G(F(5(p)))
= G(T(F(p)))
= S(G(F(p)))
=5((GoF)(p))
= 5(p)-

Stad S(p) € M. Zatem M = A, czyli
(GoF)(p)=p

dla kazdego p € A. Analogicznie mozna wykazaé, ze
(FoG)(p) =

dla kazdego p € B. Zatem funkcje F' i G sa wzajemnie odwrotnymi bijekcjami.
Z warunkow (aq) i (by) wynika, ze funkcja F' spetnia warunki (a) i (b) definicji
Udowodnimy warunek (c¢) definicji Rozwazmy zbior

My ={qe A: Vpe A[F(p+q) = F(p) + F(g)]}-
Zauwazmy, ze a € My, gdyz F(p + a) = F(p)

kazdego p € A. Zaktadamy, ze q € My, czyli F(p+
p € A. Uzasadnimy, ze S(q) € M. Istotnie,

F(p+S(q))

F(p) +b = F(p) + F(a) dla
q) = F(p) + F(q) dla kazdego

F(S(p

(F(p

(F(p ) F(q))
(p) +

(p) +

+4q
+4q

T
T
F
F

dla kazdego p € A. Stad S(q) € M1, a wiec My = A. Zatem spelniony jest
warunek (¢) definicji
Dowd6d warunku (d) definicji jest analogiczny do dowodu warunku (c).
Udowodnimy warunek (e) definicji Niech p,q € A. Wtedy

p<q <= IscAlg=p+s]
< dse€ A[F(q) = F(p+s)]
< 3Tse A[F(q) = F(p) + F(s)]

< F(p) < F(g).

Zatem spelniony jest warunek (e) definicji 2121 Dowod twierdzenia zostal
zakoniczony.
Na mocy twierdzen 21111 .14 otrzymujemy nastepujacy
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WNIOSEK 2.15
Kazda uporzqdkowana algebra liczb naturalnych (A, S, a,+,-, <) jest izomorficzna
z uporzqdkowanq algebrg liczb naturalnych (Na,*,0,+, -, <).

Whiosek 2.15] mozemy réwniez sformutowaé nastepujaco:

WNIOSEK 2.16
Istnieje tylko jedna, z doktadnosciq do izomorfizmu, uporzqdkowana algebra liczb
naturalnych.

Korzystajac z wniosku 216 mozemy przyja¢ zapis (N, *,0,+,-, <) dla upo-
rzadkowanej algebry liczb naturalnych, zwiazany z tradycyjnymi oznaczeniami
w arytmetyce liczb naturalnych. Przyjmujemy, ze N7 = N\ {0}.

3. Uporzadkowany pierscien liczb catkowitych

Glownymi pojeciami w tej czesci artykutu sa: uporzadkowany pierscien calko-
wity, uporzadkowany pierscien catkowity spelniajacy aksjomat indukcji, uporzad-
kowany pierécien liczb catkowitych. Podstawowymi twierdzeniami sa: twierdzenie
o izomorfizmie uporzadkowanych pierscieni catkowitych spetniajacych aksjomat in-
dukcji, twierdzenie o izomorficznym zanurzeniu uporzadkowanego pierscienia liczb
catkowitych w dowolnym uporzadkowanym pierécieniu catkowitym.

DEFINICIA 3.1

System (ciag) (P,+,, <) nazywamy uporzgdkowanym pierscieniem catkowitym,
jezeli spetnione sa nastepujace warunki:

(a1) (P,+,-) jest pierscieniem catkowitym,

(a2) (P, <) jest zbiorem liniowo uporzadkowanym,

(agz) Ya,b,c€ Pla<b=a+c<b+ ],

(ag) Ya,b,c€ Plla<bA0<c)=a-c<b-(.

Niech (P, +, -, <) bedzie uporzadkowanym pierscieniem catkowitym. Przyjmu-
jemy:
P ={aeP:0<a}. (3)

W kolejnych kilku twierdzeniach i lematach sformulujemy pewne elementarne
wlasnosci uporzadkowanych pierscieni catkowitych, z ktérych bedziemy korzystaé
w dalszej czedci artykulu. Dowody tych wlasnosci sa latwe i moga stuzyé jako
dobre ¢wiczenia dla Czytelnika (mozna wykorzysta¢ rowniez np. ksiazke A. Ku-
rosza (1965), gdzie w rozdziale VI zostaly przedstawione podstawowe wlasnosci
pierscieni uporzadkowanych).

TWIERDZENIE 3.2

Niech (P,+,-,<) bedzie uporzadkowanym pierscieniem catkowitym. Wtedy spet-
nione sq nastepujgce warunki:

(al) 0e POJr,

(as) Va,be€ Pl(a,be P)=a+be P,
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(a3) Ya,be Pl(a,be P)=a-be Py,
(as) Ya€ Pl(a€ Py N—a€ Pf)=a=0],
(a5) Ya € Pla€ Py vV —ac Py,

(ag) Va,b€ Pla<b<=b—ac Pl

ae

Niech (P, +, -, <) bedzie uporzadkowanym pierscieniem catkowitym. Przyjmu-
jemy:
a<b<=(a<bAa#b)

dla a,b € P. Wobec tego
a<b<(a<bVa=b)

dla a,b € P.
Ponadto przyjmujemy:
az2b<—b<a

a>b<=b<a

dla a,b € P.
Okreslamy nastepujacy zbior:

t={aeP:0<al}.

LEMAT 3.3

Niech (P, +, -, <) bedzie uporzqdkowanym pierscieniem catkowitym. Wtedy:
(a) Ya,b,c€e Pla<b=a+c<b+d,

(b) Va,b,ce P[la<bA0<c)=a-c<b-c].

TWIERDZENIE 3.4
Niech (P,+,-,<) bedzie uporzadkowanym pierscieniem catkowitym. Wtedy spet-
nione sq nastepujgce warunki:

(a1) Ya,b,ce Pl[la<bAb<c)=a <,

(az) Ya,be Pla<b<— —b< —al,

(a3) Va,be€ Pla<b<— —b< —al,

(a4) Va,b,e,d€ Plla<bAc<d)=a+c<b+d,
(a5) Ya,be P[(la<0A0<b)=a-b<0],

(ag) Ya,b,e,d€ Pl[(a<bAhc<d)=a+c<b+d,
(CL7)0<1

TWIERDZENIE 3.5
Prawo trychotomii.
Niech (P, +, -, <) bedzie uporzadkowanym pierscieniem catkowitym. Dla dowolnych
elementow a,b € P spetniony jest dokladnie jeden ze sktadnikow nastepujgcej al-
ternatywy:

a<bVb<aVa=h.



Uporzadkowane struktury liczbowe [15]

DEFINICIA 3.6
Bijekcje F': P — U nazywamy izomorfizmem uporzadkowanych pierscieni catko-
witych (P, +,-,<) 1 (U, +, -, <), jezeli spelnione sa nastepujace warunki:

(a) Ya,b € P[F(a+0b)=F(a)+ F(b)],

(b) Va,be P[F(a-b) =F(a)-F(b)],
(¢) Va,b € Pla< b<= F(a) < F(b)].

Latwo udowodnié nastepujacy

LEMAT 3.7

Bijekcja F: P — U jest izomorfizmem uporzgdkowanych pierscieni catkowitych
(P,+,-,<) i (U, +, -, <) wtedy i tylko wtedy, gdy spetnione sq nastepujgce warunki:
(a) Ya,b e P[F(a+b)=F(a)+ F(b)],

(b) Va,be P[F(a-b)=F(a)- F(b)],

(¢) Va,b e Pla<b<= F(a) < F(b)].

DEFINICIA 3.8

Niech (P, +, -, <) bedzie uporzadkowanym pierscieniem catkowitym. Zaktadamy,
ze spelniony jest nastepujacy warunek:

Jezeli MQPOJr jest zbiorem takim, ze:

(a) 0 € M,

(b)) Va e Mla+1e M|,

to M = Py.

Wtedy mowimy, ze uporzadkowany pierscien catkowity (P, +,-, <) spefnia aksjo-
mat indukcyi.

Na bazie arytmetyki liczb naturalnych mozemy skonstruowaé¢ za pomoca od-
powiedniej relacji réwnowaznosci zbior Zy liczb catkowitych. W zbiorze Zy okre-
$lamy dodawanie 4+, mnozenie - oraz relacje < liniowego porzadku.

Na podstawie konstruke;ji liczb catkowitych i twierdzen zamieszczonych w ksia-
zce (Chronowski, 1999a, podrozdzialy 4.1-4.3), mozemy sformutowaé nastepujace

TWIERDZENIE 3.9
Uporzgdkowany pierscien catkowity (Zn,+,-, <) spetnia aksjomat indukcii.

Uwaga: W ksiazce (Chronowski, 1999a) zamiast symbolu Zy wystepuje sym-
bol Z zbioru liczb catkowitych.

Niech (P, +, -, <) bedzie uporzadkowanym pierscieniem catkowitym spelniaja-
cym aksjomat indukcji. Okreslamy funkcje S: Py" — P;F nastepujaco:

S(a) =a+1 (4)

dlaa€ Py

Latwo wykazaé, ze system (P, S,0) jest modelem aksjomatyki Peana.

Na podstawie twierdzeniaB.2[az),(a3) wiemy, ze dziatania dodawania + i mno-
zenia - w pierScieniu calkowitym P, ograniczone do zbioru Py, sa dzialaniami
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w tym zbiorze. Korzystajac z faktu, ze system (P, S,0) jest modelem aksjoma-
tyki Peana mozemy okresli¢ indukcyjnie dziatania dodawania & i mnozenia ©® za
pomocg odpowiednio definicji i 27 nastepujaco:

(a) a® 0 = a dla kazdego a € P,

(b) a® S(b) = S(a®b) dla dowolnych a,b € Py
oraz

(a) a® 0 =0 dla kazdego a € P,

(b) a® S(b) = (a ®b) ® a dla dowolnych a,b € P

Wykazemy, ze:
(a) Ya,be P la®b=a-+b],
(b) Va,be Placb=a-b].

Najpierw udowodnimy warunek (a). Rozwazmy zbior

A={beP:Vac Pladb=a+b]}.

Poniewaz a ® 0 = a = a + 0 dla dowolnego a € P, wiec 0 € A. Niech b € A,
uzasadnimy, ze S(b) € A. Istotnie, a® S(b) = S(a®b) = S(a+b) =(a+b)+1=
a+ (b+1) = a+ S(b) dla dowolnego a € Py . Z aksjomatu indukeji wynika, ze
A = P;f. Zatem speliony jest warunek (a).

Analogicznie mozna udowodni¢ warunek (b).

Na mocy definicji 281 twierdzenia 20l w modelu aksjomatyki Peana (P, S, 0)
okreslamy relacje liniowo porzadkujaca <* nastepujaco:

a<*b<= Ipe Pfb=a+p|
dla a,b € P). Zauwazmy, ze na podstawie twierdzenia B2(as) dla dowolnych

a,b € Py mamy: a<b<sb—a€ P < Ipe Pb=a+p|<a<*b.
Udowodnilismy (zob. definicja 2-T0) nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 3.10

Niech (P,+,-,<) bedzie uporzqdkowanym pierscieniem catkowitym spetniajgcym

aksjomat indukcji. System (POJF7 S,0,4,-, <), gdzie POJr 1S sq okreslone odpowied-

nio warunkami (3) i {4), jest uporzqgdkowang algebrq liczb naturalnych.

W dowodzie nastepnego twierdzenia o izomorfizmie uporzadkowanych pier-
Scieni catkowitych spelniajacych aksjomat indukcji wykorzystamy ponizsze lematy.

LemaT 3.11
Niech (P, +, -, <) bedzie uporzqdkowanym pierscieniem catkowitym. Wtedy
Vaé€ Plac P\ Py <= a<0).

Dowo6d. Niech a € P. Korzystajac z prawa trychotomii (zob. twierdzenie B3]
otrzymujemy:

a€P\Pf < [ae PNa¢ P
< [a € PA~(0< a)]
< [ae PA~(0<aVa=0)
< [a€ PAa <0

Fatwo udowodnié trzy nastepujace lematy.
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LEMAT 3.12
Niech (P, +, -, <) bedzie uporzadkowanym pierscieniem catkowitym. Wtedy

Va€ Plla€ Py Na#0)<= —ac P\P]

LeEmAT 3.13
Niech (P, +, -, <) bedzie uporzadkowanym pierscieniem catkowitym. Wtedy

Va€ Pla€ P\ P < (—a€ P Aa#0))].

LEmAT 3.14
Niech (P, +, -, <) bedzie uporzqdkowanym pierscieniem catkowitym. Witedy

Va,be Pllac P\P Abe P)=a <]

Niech (P,+,-,<) i (U,+, -, <) beda uporzadkowanymi p1ersc1en1am1 catkowi-
tymi spelniajacymi aksjomat indukcji. Na mocy twierdzenia B.10] rozwazmy upo-
rzadkowane algebry liczb naturalnych (P, S,0,+,-, <) i (U, T,0, —|—, ,<). Na
podstawie wzoréw (2)) i dowodu tw1erdzen1a|2:|ZIfunkCJa Fy: PJr — Uo taka, ze:
(a1) Fo(0) =0,

(b1) Fo(S(p)) = T(Fo(p)) dla kazdego p € A,
Jest izomorfizmem uporzadkowanych algebr liczb naturalnych (P, S,0,+,, <)
i (U, T,0,+,-,<).
Okreslamy funkcje F': P — U nastepujaco:

F( ) Fo(a) dlaa € POJr,
a) =
—Fy(—a)dlaa € P\ P,

7 lematu [3.13 wynika, ze funkcja F' jest dobrze okreslona.
Najpierw udowodnimy, ze

F(—a) = —F(a)

dla a € P. Niech a € P. Rozwazymy dwa przypadki:
(a) a € P,
(b)ae P\ P.
Jezelia € Py ia=0,to F(—a) = F(0) = Fy(0) =0 = —F(0) = —F(a). Jezeli
a € Pia+#0,to—ae€ P\ P napodstawie lematu Stad F(—a) =
—Fy(—(—a)) = —Fy(a) = —F(a). Jezelia € P\ Py, to —a € Py na podstawie
lematuBI3l Stad F(—a) = Fy(—a) oraz F(a) = —Fy(—a), czyli —F(a) = Fy(—a),
a wiec F'(—a) = —F(a).

Udowodnimy, ze F': P — U jest izomorfizmem pierscieni uporzadkowanych
(P,+,,<)1(U,+,-,<). Najpierw wykazemy, ze F jest bijekcjg. Niech a1, a2 € P
oraz F(ay) = F(az). Jezeli a1, a2 € P, to Fy(ay) = Fy(az), czyli a; = aa. Jezeli

ai,as € P\P0+, to:

F(al) = F(ag) — —Fo(—al) = —Fo(—ag)
=4 Fo(—al) = Fo(—ag)
— —a1 = —a3
—

a; = ag.
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Niech a; € P\ Py ias € Py". Oczywiicie a; # as. Poniewaz F(a1) = —Fy(—a1) €
U\UY, gdyz Fo(—ay) € Ui i Fo(—a1) # 0, bo a; # 0 (zob. lemat BI2) oraz
F(az) = Fo(as) € Uy, wiec F(a1) # F(az). Zatem F jest injekcja. Nastepnie
wykazemy, ze F' jest surjekcja. Niech b € U. Jezeli b € UOJF, to istnieje a € POJr
takie, ze Fy(a) = b. Stad F(a) = Fy(a) = b. Niech b € U\ U;". Stad —b € U
oraz —b # 0 (zob. lemat BI3). Istnieje a € Py i a # 0 takie, ze Fy(a) = —b.
Poniewaz —a € P\ P (zob. lemat[312), wigc F(—a) = —Fy(—(—a)) = —Fy(a) =
—(=b) = b. Zatem F jest surjekcja, a w konsekwencji F' jest bijekcja.
Udowodnimy, ze

Va,be P[F(a+b) = F(a)+ F(b)].

Jezelia,b € Py, to a+b € Py (zob. twierdzenieB.2(az)) oraz F(a+b)=Fy(a+b)=

Fo(a) + Fo(b) = F(a) + F(b). Jezelia,b € P\ Py, toa+be P\ P (zlematu

BIi twierdzenia B4 ay4)) oraz F(a+b) = —Fy(—(a+b)) = —Fy((—a) + (=b)) =

—(Fo(—a) + Fo(—=b)) = (—Fo(—a)) + (= Fo(=b)) = F(a) + F(b).

Niech a € Py" i b€ P\ P;". Rozwazmy dwa przypadki:

(a) a+be Py,

(b)a+be P\ Py.

Niech a +b € Py, a wigc a + b = p dla pewnego p € Py Stad p + (—b) = a, wiec

F(a)=F(p+(=b))=Fo(p+ (b)) = Fo(p) + Fo(=b) = F(p)+ F(—b) = F(p) - F(b),

czyli F(p) = F(a)+F(b), tzn. F(a+b) = F(a)+F(b). Niech a+b € P\ Py, a wigc

a+b=p dla pewnego p € P\ Py. Stad (—a) + (=b) = —p, czyli —b = (—p) + a.
Mamy:

F(=b) = Fo((=p) + a) = Fo(=p) + Fo(a) = F(=p) + F(a) = —F(p) + F(a).

Wobec tego
F(=b) = —F(p) + F(a),
czyli
F(p) = F(a) + F(b),
a wiec

F(a+b) = F(a) + F(b).

Podobnie mozemy uzasadnié, ze
Va,b € P[F(a-b)=F(a)- F(b)].

Wykazemy, ze
Va,b € Pla < b<= F(a) < F(b)].
Rozwazmy nastepujace przypadki:
(a) Jezeli a,b € Py, to a < b<= Fy(a) < Fy(b) <= F(a) < F(b).
(b) Jezeli a,b € P\ P, toa < be —b < —a+= Fy(-b) < Fy(—a) <=
— Fy(—a) < —Fy(=b) < F(a) < F(b).
Przed rozwazeniem trzeciego przypadku uzasadnimy pewne dodatkowe wla-
snodci funkcji F.
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Udowodnimy, ze dla dowolnego a € P mamy:
a€ P\ P+ F(a) eU\U;.

Niech a € P\ Py. Gdyby F(a) € Uy, to istnialby element b € P, taki, ze
Fo(b) = F(a), czyli F(b) = F(a), a wiec b = a, co jest niemozliwe. Stad F(a) €
U\ Uy". Odwrotnie, niech F(a) € U\ U;". Gdyby a € Py, to Fy(a) € Uy, a wiec
F(a) € U, co jest niemozliwe.

Zatem otrzymujemy nastepujacy warunek:

Va,b€ Plla€ P\ Py Abe P) <= (F(a) eU\US AF(b) €US).  (5)

(c) Jezelia € P\ Pyf ib € Py, to nieréwnosci a < bi F(a) < F(b) sa prawdziwe
(zob. lemat 314 i warunek (), czyli a < b <= F( ) < F(b). Jezelib € P\ Py
ia € P, to nieréwnosci a < bi F(a) < F(b) sa falszywe (zob. lemat B.I4]
twierdzenie B8 1 warunek (), czyli a < b<= F(a) < F(b).

Udowodnilismy nastepujace

TWIERDZENIE 3.15

Jezeli (P, +,-, <) i (U, 4+, -, <) sq uporzgdkowanymi pierscieniami catkowitymi spet-
niajgcymi aksjomat indukcji, to uporzadkowane pierscienie (P, +,-, <) i (U, +,-, <)
sq izomorficzne.

Na mocy twierdzen BI0 i B9 otrzymujemy nastepujacy

WNIOSEK 3.16

Kazdy uporzgdkowany pierscien catkowity (P,+,-,<) spelniajocy aksjomat induk-
cji jest izomorficzny z uporzadkowanym pierscieniem catkowitym (Zn,+, -, <) liczb
catkowitych.

Na mocy wniosku [3.16 mozemy przyja¢ nastepujaca definicje.

DEFINICIA 3.17
Kazdy uporzadkowany pierécien catkowity spelniajacy aksjomat indukcji nazy-
wamy uporzgdkowanym pierscieniem liczb catkowitych.

Na podstawie wniosku 3161 definicji B.I7 otrzymujemy nastepujacy

WNIOSEK 3.18
Istnieje tylko jeden, z doktadnoscig do izomorfizmu, uporzqdkowany pierscien liczb
catkowitych.

Korzystajac z wniosku mozemy przyja¢ tradycyjny zapis (Z,+,-, <) dla
uporzadkowanego pierécienia liczb catkowitych.

W dalszym ciagu tego paragrafu zajmiemy sie izomorficznym zanurzeniem
uporzadkowanego pierscienia (Z,+, -, <) liczb catkowitych w dowolnym uporzad-
kowanym pierscieniu catkowitym (P, +, -, <). Zaczniemy od lematow, ktore beda
wykorzystane w dalszych rozwazaniach.
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LEMAT 3.19
Niech (Z,4,-,<) bedzie uporzqdkowanym pierscieniem liczb catkowitych. Wtedy
dla dowolnych liczb catkowitych m,n € Z spelnione sq warunki:

(@) Im—+n|=|m|+n|<[(m=0An=20)V(m<0An<0),
®) Im+n| <|m|+|n|<=[(m>0An<0)V(m<0An>0).

Dow6d. Niech m,n € Z. Jezelim > 0in > 0lubm < 0in <0, to tatwo

sprawdzi¢, ze |m + n| = |m| + |n|.

Niech m > 0in < 0. Stad |m| =m i |n| = —n. Mamy |m| + |n| = m + |n|.
Ponadto m +n = m — |n|. Jezeli m — |n| > 0, to |m +n| = |m — |n|| = m — |n|.
Poniewaz —|n| < |n|, wiec |[m +n| = m — |n| < m + |n| = |m| + |n|. Jezeli
m—|n| <0, to |m+n| =|m —|n|| = —(m — |n|) = |n| —m. Poniewaz —m < m,

wiec [m +n| = |n| —m < m + |n| = |m| + |n|. Dowdéd w przypadku, gdy m < 0
in > 0 jest analogiczny.
Niech (P, +,-) bedzie pier§cieniem oraz a € P i m € Z. Przyjmujemy:

a+a+..+adlam >0,
~—_———

m-a={ 0dlam =0,
(—a)+ (—a)+ ...+ (—a) dlam < 0.

Im|

LEMAT 3.20
Niech (P, +,-) bedzie pierscieniem. Wtedy

Vae PVm,ne€ Z[(m+n)-a=m-a+n-al.
Dowod. Rozwazymy przypadek, gdy m > 01 n < 0. Poniewaz n = —|n|, wiec
m+n=m—|n|.

(a) Zakladamy, ze m +n > 0, czyli m > |n|. Wtedy mamy:

m-a+n-a=a+a+..+a+(—a)+ (—a)+ ..+ (—a)
—_———

m

In|
=(a+(-a)+(a+(-a)+..+(a+(-a))+a+a+..+a

m m—|n|

=a+a+..+a

N——
m—|n|

=a+a+..+a

N————
m—+n

=(m+n)-a.
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(b) Zaktadamy, ze m +n < 0, czyli m < |n|. Wtedy mamy:

m-a+n-a=a+a+..+a+(—a)+ (—a)+ ..+ (—a)
—_———

m

In|

= (a+(—a))+(a+(—a)) + ... + (a+(—a))+(—-a)+(—a) + ... + (—a)

m In|—m

=(—a)+(—a)+ ...+ (—a)

In|—m

=(—a)+ (-a)+ ...+ (—a)

—(m—In[)

— (~a) + (=) + ... + (—a)

|m—|n||

=(—a)+ (-a)+ ...+ (—a)

[m+n|

=(m-+n)-a.

(¢) Zaktadamy, ze m +n = 0, czyli m = |[n|. Wtedy mamy: (m+n)-a=0-a=10
oraz

m-a+n-a=a+a+..+a+(—a)+ (—a)+..+ (—a)

m

Inl
= (a+(=a)) + (a+ (=a)) + ... + (a + (—a))

m

=0.

Zatem (m+n)-a=m-a+n-a.
Uzasadnienie pozostatych mozliwych przypadkéw pozostawiamy Czytelnikowi.

LEMmAT 3.21
Niech (P,+,-) bedzie pierscieniem. Wtedy

Vae PVYme Z[(-m)-a=—(m-a)=m-(—a)l.
Latwy dowod tego lematu pozostawiamy Czytelnikowi.

LEMAT 3.22
Niech (P, +,-) bedzie pierscieniem. Wtedy

Vae PYm,neZ[(m—n)-a=m-a—n-al.
Latwy dowod tego lematu pozostawiamy Czytelnikowi.

Proponujemy Czytelnikowi znalezé¢ przyklad (zwiazany z nastepnymi dwoma
lematami i twierdzeniem) pierscienia (P, +,-) z jednoscia, w ktorym istnieje ele-
ment a € P\ {1} taki, ze a> = a oraz m - a # 0 dla kazdego m € Z \ {0}.
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LEMAT 3.23
Niech (P,+,-) bedzie pierscieniem. Jezeli a € P jest elementem takim, ze a® = a,
to

Vm,n € Z[(mn)-a=(m-a)(n-a)l.

Powyzszy lemat tatwo udowodnié rozwazajac stosowne przypadki dla a, m i n.

LEMAT 3.24
Niech (P,+,-) bedzie pierscieniem. Jezeli a € P jest elementem takim, ze a® = a,
to podzbior

P,={m-a:me Z}

jest przemiennym podpierscieniem z jedno$ciq pierscienia (P, +,-).

Dowdéd. 7 okreslenia podzbioru P, wynika, ze a € P,. Niech m-a,n-a € P,.
Z lematu wynika, ze m-a—n-a=(m—n)-a € P,. Z lematu wynika,
ze (m-a)(n-a)=(mn)-a€ P,. Wobec tego P, jest podpier§cieniem pierscienia
(P,+,:). Poniewaz (m-a)(n-a) = (mn)-a = (nm)-a = (n-a)(m - a) oraz
a(m-a)=(1-a)(m-a) =(1-m)-a=m-a, wiec podpierscien P, jest przemienny
i jego jednoscia jest element a.

TWIERDZENIE 3.25
Niech (P, +, ) bedzie pierscieniem. Niech a € P bedzie elementem takim, ze a® = a
oraz

Vm e Ni[m-a#0].
Wtedy pierscienie (Z,4+,-) liczb catkowitych oraz (Py,+,) sq izomorficzne.

Dowdd. Zauwazmy, ze a # 0. Okreslamy funkcje p: Z — P, nastepujaco:
p(m) =m-a

dla m € Z. Korzystajac z lematow [3.20 1 [3.23] dla dowolnych m,n € Z mamy:
pm+n) = (m+n)-a=m-a+n-a=qgm)+en) gmn) = (mn)-a =
(m-a)(n-a)=p(m)p(n). Wobec tego ¢ jest homomorfizmem. Niech m - a € P,,
wtedy ¢(m) = m - a, czyli ¢ jest surjekcja. Uzasadnimy, ze ¢ jest injekcja. Naj-
pierw zauwazmy, ze

Vme Z\{0}[m-a#0].

Istotnie, jezeli m € N7, to korzystajac z lematuB 2T mamy: (—m)-a=—(m-a)#0.
Niech m,n € Z, wtedy stosujac lemat mamy: @(m) = p(n)=>m-a =
n-a=m-a—n-a=0=(m-n)-a=0=m—n=0=m =n. Zatem ¢
jest izomorfizmem. Dowod twierdzenia zostat zakoiiczony.

Jezeli (P, +,-) jest pier§cieniem z jednoscia 1 , to

P ={m-1:me Z}. (6)
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7 twierdzenia [3.25] wynika nastepujacy

WNIOSEK 3.26
Niech (P, +, ) bedzie pierscieniem z jednoscig 1 takim, Ze

Vm e Nifm-1#0].
Wtedy pierscienie (Z,+,-) liczb catkowitych oraz (Py,+,-) sq izomorficzne.
Latwo udowodni¢ trzy ponizsze lematy.

LEMAT 3.27

Niech (P, +, -, <) bedzie uporzadkowanym pierscieniem catkowitym. Dla dowolnych
a € P,a>0,me Z spelnione sqg warunki:

(@) m-a>0<m>0,

b)ym-a<0<=m<0,

(c)m-a=0<=m=0.

LEMAT 3.28

Niech (P, +, -, <) bedzie uporzadkowanym pierscieniem catkowitym. Dla dowolnych
a € P,a<0,me Z spelnione sqg warunki:

(@) m-a>0<=m<0,

b)ym-a<0<m>0,

(c)m-a=0<=m=0.

LEmAT 3.29
Niech (P, +, -, <) bedzie uporzadkowanym pierscieniem catkowitym. Dla dowolnych
a € P, m,n € Z spelnione sqg warunki:
(a) Jezeli a >0, to
m-a<n-a<=m<n.

(b) Jezelia <0, to
m-a<n-a<=mz2=n.

Niech (P, +,-, <) bedzie uporzadkowanym pierscieniem catkowitym. Przypo-

mnijmy (zob. (B)), ze
P ={m-1:me Z}.

LeMmAT 3.30
Niech (P, +, -, <) bedzie uporzqdkowanym pierscieniem catkowitym. Wtedy
(P1,+, < |p,) jest uporzadkowanym podpierscieniem catkowitym uporzgdkowa-

nego pzersczema catkowitego (P, +, -, <).

Dowod. Z lematu B24 wynika, ze (Py, +,-) jest podpierécieniem catkowitym pier-
$cienia catkowitego (P, +,-, <). Oczywiscie (P1,4+,-, < |p,) jest uporzadkowanym
podpierscieniem catkowitym uporzadkowanego pierscienia catkowitego (P, +, -, ).

Uwaga: Zamiast < |p, bedziemy pisaé¢ <.



[24] Antoni Chronowski

TWIERDZENIE 3.31

Niech (P,+,-,<) bedzie uporzgdkowanym pierscieniem catkowitym. Wtedy upo-
rzgdkowany pierscien (Z,+,-, <) liczb catkowitych i uporzadkowany pierscien cat-
kowity (P1,+,-, <) sq izomorficzne.

Dowdd. Z twierdzenia B.4(a7),(as) wynika, ze n -1 > 0 dla kazdego n € N;.
Wobec tego pierscienie (Z,+,-) 1 (P1,+, ) sa izomorficzne na mocy wniosku B.26
Na podstawie dowodu twierdzenia wnioskujemy, ze funkcja ¢: Z — P
okreslona wzorem

p(m) =m-1

dlam € Z, jest izomorfizmem pierscieni (£, +,-) i (P, +, ). Z twierdzenia[B4a7)
i lematu B2%a) wynika, ze: m < n<=m -1 < n-1<= ¢o(m) < p(n) dla do-
wolnych m,n € Z. Zatem uporzadkowane pierscienie (Z,+,-,<) 1 (P, +,-, <) sa
izomorficzne.

7 twierdzenia [3.31] wynika nastepujacy

WNIOSEK 3.32
Kazdy uporzqdkowany pierscien catkowity (P,+,-,<) zawiera, z doktadnoscig do
izomorfizmu, uporzedkowany pierscieri (Z,4,-, <) liczb catkowitych.

WNIOSEK 3.33

W uporzqgdkowanym pierscieniu (Z,+, -, <) liczb catkowitych relacja porzqdkujgca
< jest okreslona jednoznacznie, tzn. jesli (Z,+,-,<) i (£,4,-,<*) sq uporzqdko-
wanymi pierscientama liczb catkowitych, to relacje < i <* sq identyczne.

Dowod. Zauwazmy, ze Z1 = {m-1: m € Z} = Z. Na podstawie dowodu twier-
dzenia [33T] wiemy, ze funkcja ¢: Z — Z okreslona wzorem

p(m)=m-1

dlam € Z, jest izomorfizmem uporzadkowanych pierscieni (Z,+,-, <) 1 (Z,+, -, <*).
Poniewaz p(m) = m dlam € Z, wiec m < n<= ¢p(m) <* p(n) < m <* n dla
m,n € Z. Zatem < = <*.

4. Ciato uporzadkowane liczb wymiernych

Gloéwnymi pojeciami w tej czesci artykutu sa: ciato uporzadkowane, cialo upo-
rzadkowane elementéw wymiernych ciata uporzadkowanego, cialo uporzadkowane
liczb wymiernych. Podstawowymi twierdzeniami sa: twierdzenie o izomorficznym
zanurzeniu ciala uporzadkowanego liczb wymiernych w dowolnym ciele uporzad-
kowanym, twierdzenie o izomorfizmie ciat uporzadkowanych liczb wymiernych.

DEFINICIA 4.1
Jezeli uporzadkowany pierscien catkowity (K, +,-,<) jest taki, ze (K, +,-) jest
ciatem, to (K, +, -, <) nazywamy ciatem uporzgdkowanym.
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Izomorfizm cial uporzadkowanych bedziemy rozumieé¢ zgodnie z definicja
Fatwo udowodnié¢ ponizsze cztery lematy o podstawowych wlasnosciach ciat
uporzadkowanych, ktore beda wykorzystywane w dalszej czesci artykutu.

LEMAT 4.2

Niech (K, +, -, <) bedzie ciatem uporzgdkowanym. Wtedy spetnione sq nastepujgcee
warunki:

(a) Va€ Kla>0<=a"!>0],

() Va€ Kla<0+=a"!<0],

() Vae K¥Ybe K\ {0}ab>0<=ab~! >0].

LEMAT 4.3
Jezeli (K, +, -, <) jest ciatem uporzqdkowanym, to zbior (K, <) jest gesto uporzqd-
kowany.

LEMAT 4.4

Niech F: K — L bedzie izomorfizmem ciat uporzgdkowanych (K,+,-,<) oraz
(L,+,-, <), natomiast niech G: L — M bedzie izomorfizmem ciat uporzqdkowa-
nych (L,+,-,< ) oraz (M,+,-,<). Witedy Go F: K — M jest izomorfizmem
ciat uporzadkowanych (K,+,-,<) i (M, +, -, <).

LEMAT 4.5

Niech F: K — L bedzie izomorfizmem ciat uporzgdkowanych (K, +,-,<) oraz
(L,+,-,<). Wtedy F7': L — K jest izomorfizmem ciat uporzadkowanych
(L, 4, <) i (K, +,,<).

W nastepnym lemacie zostanie uzyte pojecie wartosci bezwzglednej w ciele
uporzadkowanym zgodnie z definicja tego pojecia zamieszczong w ksiazce (Cohen,
Ehrlich, 1963, definicja 3.6, s. 68).

LEMAT 4.6
Niech F: K — L bedzie izomorfizmem cial uporzgdkowanych (K, +, -, <)
oraz (L,+,-,<). Wtedy

Vae K[F(a]) = |F(a)].

Dowd6d. Niech a € K. Jezeli a > 0, to F(a) > 0. Stad F(|a|) = F(a) = |F(a)|.
Jezeli a < 0, to F(a) < 0. Stad F(|a|) = F(—a) = —=F(a) = |F(a)|.

LEMAT 4.7
Niech (K,+,-,<) i (L,+,-, <) bedqg ciatami uporzedkowanymi. Niech F: K — L
bedzie injekcjq takq, ze:
(a) YVa,be K[F(a+b) = F(a)+ F(b)],
(b)) Vae Klae KT < F(a) € LT].
Wtedy
Va,be Kla <b<= F(a) < F()].
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Dowod. Zauwazmy, ze F/(0) = F(040) = F(0)+F(0), czyli F(0) = 0. Niecha € K
i F(a) =0. Wtedy F(a) = 0= F(0), stad a = 0. Uzasadnimy, ze F(—a) = —F(a)
dla kazdego a € K. Istotnie, 0 = F(0) = F(a + (—a)) = F(a) + F(—a). Stad
F(—a) = —F(a). Wykazemy, ze F(a —b) = F(a) — F'(b) dla dowolnych a,b € K.
Rzeczywiscie, F(a — b) = F(a + (=b)) = F(a) + F(=b) = F(a) — F(b). Dla
dowolnych a,b € K mamy: a < b<=b—a > 0<= F(b—a) > 0< F(b) —
F(a) > 0<= F(a) < F(b).

Na bazie arytmetyki liczb catkowitych mozemy skonstruowaé¢ za pomoca od-
powiedniej relacji rownowaznosci zbiér Qz liczb wymiernych. W zbiorze Qz okre-
$lamy dodawanie +, mnozenie - oraz relacje < liniowego porzadku.

Na podstawie konstrukeji liczb wymiernych i twierdzen zamieszczonych w ksiaz-
ce (Chronowski, 1999b, podrozdziaty 1.1-1.3), mozemy sformulowaé¢ nastepujace
twierdzenie.

TWIERDZENIE 4.8
System (Qz,+,-, <) jest ciatem uporzedkowanym.

Uwaga: W ksiazce (Chronowski, 1999b) zamiast symbolu Q7 wystepuje sym-
bol @ zbioru liczb wymiernych.

LEMAT 4.9
Niech (K, +,-,<) bedzie ciatem uporzgdkowanym. Niech

QK—{m—l' mEQZ}~
n-1 n

Wtedy (Qk,+, < |ox) jest podciatem uporzedkowanym ciata uporzedkowanego
(K, +,-<).

Dowod. Zamiast < |g, bedziemy pisa¢ <. Niech 21 Al ¢ g,
Korzystajac z lematow 322 i 323 otrzymujemy:

(a) ml _ k1l _ (m'l)(l'l)—(’f'l)("'l) — (m(ln—ll)ﬂq)'l € Ox.

n-1 1 (n-D)(1
() 53 -1 = Gyt € e
(c) Niech m # 0. Wtedy (224)~! = 21 € Q.

Zatem (Qg,+,,<) jest podcialem uporzadkowanym ciala uporzadkowanego
(K,+,-,<).
Na mocy lematu mozemy przyjaé nastepujaca definicje.

DEFINICIA 4.10
Cialo uporzadkowane (Q, +, -, <) nazywamy ciatem uporzgdkowanym elementéw
wymiernych ciala uporzadkowanego (K, +, -, <).

TWIERDZENIE 4.11

Niech (K,+,,<) bedzie ciatem uporzgdkowanym. Wtedy ciato uporzedkowane
(Qz,+,-, <) liczb wymiernych i ciato uporzqdkowane elementéow wymiernych
(Qk,+,, < ) sq izomorficzne.
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Dowo6d. Okreslamy funkcje F': Q7 — Qx nastepujaco:
F(@) _m-1
n n-1

dla € Q7. Korzystajac z lematow [3.20] [3.22 dla dowolnych %,% € 9y
otrzymujemy:

P+ F(T);
m k mk mk)-1 m-1)(k-1 m- . m
(b) F(2 - %) = P(op) = Gy = Gl = 2 - = F(2) - F(H).

]
Uzasadnimy, ze F' jest injekcja. Niech F'(T) = F(%), gdzie %,% € Qz. Korzy-
stajac z lematow .22, B:23]i B27(¢) otrzymujemy:

r(D)-r(3) =S -m

= (m-1)(l-1) = (k-1)(n-1)
:>(ml) =(kn)- 1= (ml)-1—(kn)-1=0
= (ml—kn)-1=0=ml—kn=0
= ml=kn
m k
— =7

Latwo zauwazy¢, ze I jest surjekcja, a wige I jest bijekcja. Wykazemy, ze: 7> <
% — F(&2) < F(%) dla dowolnych =, % € Qz. Korzystajac z lematow 322 323]
B2T E2(c) otrzymujemy:

SORNG

3

o
o~
o

N

Frereerr vy

g

Zatem F jest izomorfizmem cial uporzadkowanych (Qz,+,-, <) i (Qk,+,, <).



[28] Antoni Chronowski

7 twierdzenia 11| wynika nastepujacy

WNIOSEK 4.12
Kazde ciato uporzgdkowane (K, +,-,<) zawiera, z doktadno$cig do izomorfizmu,
ciato uporzgdkowane (Qz,+,-, <) liczb wymiernych.

Na podstawie twierdzenia .11l mozemy przyjaé¢ nastepujaca definicje.

DEFINICIA 4.13
Kazde ciato uporzadkowane (K, +, -, <) takie, ze K = Qx nazywamy uporzqdko-
wanym ciatem liczb wymiernych.

Na mocy twierdzenia AT1] oraz lematow 4] i mozemy sformulowaé naste-
pujace wnioski:

WNIOSEK 4.14
Dowolne dwa ciata uporzqgdkowane liczb wymiernych sq izomorficzne.

WNIOSEK 4.15
Istnieje tylko jedno, z doktadnosciq do izomorfizmu, ciato uporzgdkowane liczb
wymiernych.

Na mocy wniosku .15 mozemy przyja¢ tradycyjny zapis (Q, +, -, <) dla ciata
uporzadkowanego liczb wymiernych.
7 wnioskow .12 1 [4.15 wynika nastepujacy

WNIOSEK 4.16
Kazde ciato uporzgdkowane (K,+,-,<) zawiera, z doktadnoscig do izomorfizmu,
ciato uporzgdkowane (Q, +, -, <) liczb wymiernych.

WNIOSEK 4.17

W ciele uporzqdkowanym (Q, +, -, <) liczb wymzemych relacja porzgdkujgca < jest
okreslona jednoznacznie, tzn. jesli (Q,+,-, <) i (Q,+,+,<*) sq ciatami uporzad-
kowanymsi liczb wymiernych, to relacje < 1 <* sq identyczne.

Dowoéd. Zauwazmy, ze
m-1 m
QQ:{—_ :—neQ}zQ.

Na podstawie dowodu twierdzenia B 11| wiemy, ze funkcja F': Q@ — Q okreslona

WzOorem
F(@) _m-1
n n-1

dla ¢ € Q, jest izomorfizmem ciat uporzqdkowanych Q,
Poniewaz F(Z) = 2 dla 2 € Q, wigc 2 < £« p(22)
dla 2, % ¢ Q. Zatem < = <.
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5. Ciato uporzadkowane liczb rzeczywistych

Gloéwnymi pojeciami w tej czesci artykutu sa: archimedesowskie cialo upo-
rzadkowane, ciato uporzadkowane zupelne, ciato uporzadkowane w sposéb ciagty,
cialo uporzadkowane liczb rzeczywistych. Podstawowymi twierdzeniami sa: twier-
dzenie o izomorficznym zanurzeniu archimedesowskiego ciala uporzadkowanego
w ciele uporzadkowanym liczb rzeczywistych, twierdzenie o izomorfizmie cial upo-
rzadkowanych w sposob ciagly.

Material przedstawiony w tej czesci artykulu jest w sposéb istotny oparty
na ksiazce (Cohen, Ehrlich, 1963), w szczeg6lnosci wykorzystane sa tresci za-
warte w rozdziatach 3-5. Podstawowe pojecia i twierdzenia dotyczace ciat upo-
rzadkowanych: zbiér gesty w zbiorze uporzadkowanym, ciag, ciag podstawowy
(spelniajacy warunek Cauchy’ego), ciag zbiezny, granica ciagu, wlasnosci gra-
nic ciagoéw, ciag dodatni, sa stosowane w tym artykule dokladnie wedlug ksiazki
(Cohen, Ehrlich, 1963). Jezeli ciag (v,,) o wyrazach w ciele uporzadkowanym
(K, +,-, <) ma granice a € K, to piszemy L(x,) = a, zamiast tradycyjnego zapisu
nli)ngo Zn = a (rowniez wzorujac sie na ksiazce (Cohen, Ehrlich, 1963)).

LeEmAT 5.1

Niech F: K — L bedzie izomorfizmem ciat uporzgdkowanych (K,+,-,<) oraz
(L,+,-,<). Niech (a,) bedzie ciggiem takim, ze a, € K dla kazdego n € Ni.
Wtedy spetnione sqg nastepujgce warunksi:

(a) Cigg (an) jest ciggiem podstawowym w ciele K wtedy i tylko wtedy, gdy (F(ay))
jest ciggiem podstawowym w ciele L.

(b) L(an) = a<= L(F(ay,)) = F(a), gdziea € K.

(¢) Cigg (an) jest ciggiem dodatnim w ciele K wtedy i tylko wtedy, gdy (F(ay))
jest ciggiem dodatnim w ciele L.

Dowoéd. (a) Zakladamy, ze ciag (ay,) jest ciagiem podstawowym w ciele K. Niech
e € L. Przyjmijmy e; = F~1(e), oczywiicie e; € K. Wobec tego

Ine, e NVYm,n € N1[(M = ney, An 2 ne,) = |an — am| < e1].
Stad otrzymujemy:
lan — am| < e1 = F(lan—am|) < F(e1)
= |Fla, —an)| <e
= |F(a,) — F(am)| <e.
Przyjmujac n. = n., mamy:
Vee LT 3n. e \yVm,n € Ni[(m = ne An = ne) = |F(a,) — F(an)| < €.

Zatem (F(ay)) jest ciagiem podstawowym w ciele L.
Odwrotnie, niech (F(a,)) bedzie ciagiem podstawowym w ciele L. Niech e €
K™. Przyjmijmy e; = F(e), oczywiscie e; € L. Wobec tego

Ane, EN1Vm,n € Ni[(m = ne, An 2ne,) = |Flan) — F(an)| < e1].
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Stad otrzymujemy:

IF(an) — Flam)| < e = FY(|F(an) = Flam))) < F~}(er)
— [P Y(F(an) — Flam))| < ¢
— [P (F(an) — P (Flam))| < ¢
= |an, —am| <e.

Przyjmujac n, = n., mamy:
Ve€e KT 3n. e MiVm,n € Mi[(m = ne An = ne) = |an, — am| < €].

Zatem (a,) jest ciagiem podstawowym w ciele K.
Dowody wlasnosci (b) i (¢), ktore sa podobne do dowodu wtasnosci (a), pozo-
stawiamy Czytelnikowi.

LEMAT 5.2
Niech (ay,) bedzie ciggiem zbieznym w ciele uporzgdkowanym (K, +,-,<). Cligg
(an) jest dodatni w (K, +,-, <) wtedy i tylko wtedy, gdy L(an) >0 w (K, +,-,<).

Dowod. Zaktadamy, ze ciag (a,) jest dodatni w (K, 4+, -, <). Wobec tego
Jec Kt3ke MiVneNn=k=a, >e€.
Przypusémy, ze L(a,) = a < 0, gdzie a € K. Poniewaz ciag (a,) jest zbiezny, wiec
k1 e M1VneMn 2k = la, —a| < e].

Stad a —e < a, < a+edlan > k;. Poniewaz a <0, wiec a +e < e, czyli a,, < e
dla n > ky. OtrzymaliSmy sprzecznos¢. Zatem L(a,) > 0.

Odwrotnie, zaktadamy, ze L(a,) = a > 0, gdzie ¢ € K. Poniewaz zbior (K, <)
jest gesto uporzadkowany, wiec istnieje e; € K takie, ze 0 < e; < a. Wobec tego

Ine, ENMVneMn > ne, = |a, —al <ey].

Stad a—e1 < a, < a+ey dlan = ne,. Przyjmijmy e = a—e; i k = ne,. Oczywiscie
e > 0. Woéwecezas

Jec KT3ke MiVneMNn>k=a, > €|
Zatem ciag (a,) jest dodatni w (K, +, -, <).

LEMAT 5.3

Niech (L, +, -, <) bedzie podciatem wuporzqgdkowanym ciata uporzgdkowanego
(K, +,-,<) takim, ze 2bior L jest gesty w zbiorze (K,<). Zaktadamy, ze (ay)
jest ciggiem takim, ze a, € L dla kazdego n € Ni. Nastepujgce warunki sq réw-
nowazne:

(a) Vee LT In. e \iVn,m e Ni[(m = ne An = ne) = |a, — am| < €],

(b)) Vee KT 3dn. e MiVn,meMN[(m=n.An>n.) = |a, — an| < €.
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Dowd6d. Poniewaz LTCK™, wiec oczywiscie z warunku (b) wynika warunek (a).
Wystarczy zatem wykazaé, ze z warunku (a) wynika warunek (b). Niech e € KT,
czyli 0 < e. Z zalozenia o gestosci zbioru L w zbiorze (K, <) wynika, ze istnieje
element e; € L taki, ze 0 < e; < e. Na mocy warunku (@) mamy:

Ane, EN1Vn,m e N1[(m = ne, An = ne,) = |an — am| < e1].
Wobec tego przyjmujac n. = n., otrzymujemy:
Vec Kt 3n. e MiVn,meM[(m =ne An = ne) = |an — am| < €.

Zatem spelniony jest warunek (b).
Dowody dwoch nastepnych lematow, ktore sa podobne do dowodu lematu [5.3]
pozostawiamy Czytelnikowi.

LEMAT 5.4

Niech (L, +, -, <) bedzie podciatem wuporzqdkowanym ciata uporzgdkowanego
(K, +,-, <) takim, ze zbior L jest gesty w zbiorze (K,<). Zaktadamy, ze (ay)
jest ciggiem takim, Ze a, € L dla kazdego n € N1. Niech a € K. Nastepujgce
warunki sg rownowazne:

(@) Vee Lt 3In. e \1Vn e Mn = n. = la, —a| <e],

(b)) Vee KT 3n. e MiVn e M[(n=n.=|a, —a| <e].

LEMAT 5.5

Niech (L, +, -, <) bedzie podciatem wuporzqgdkowanym ciata uporzgdkowanego
(K, +,-, <) takim, ze 2bior L jest gesty w zbiorze (K,<). Zaktadamy, ze (ay)
jest ciggiem takim, ze a, € L dla kazdego n € Ni. Nastepujgce warunki sq réw-
nowazne:

(CL) EieeL+Eik€N1Vn€N1[n>k:>an26],
(b) Jee KT3ke MiVneNin2k=a, >e€|.

DEFINICIA 5.6
Cialo uporzadkowane (K, +, -, <) nazywamy archimedesowskim, jezeli

Va,be KIne N[0 <a<b=b<n-ad.

TWIERDZENIE 5.7
Ciato uporzgdkowane (K,+,-,<) jest archimedesowskie wtedy i tylko wtedy, gdy
zbior Qg elementow wymiernych ciata K jest gesty w ciele K.

Twierdzenie i jego dowdd mozna znalezé w ksigzce (Cohen, Ehrlich, 1963, s. 87-88).
Latwo udowodnié nastepujacy

LEMAT 5.8
Jezeli ciato uporzqdkowane (K, +,-, <) jest archimedesowskie, to

)
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TWIERDZENIE 5.9
Ciato uporzgdkowane (K,+,-,<) jest archimedesowskie wtedy i tylko wtedy, gdy
kazdy element ciata K jest granicg pewnego ciggu elementow wymiernych nalezg-
cych do ciata Qg .

Dowod. Zakladamy, ze cialo uporzadkowane (K, +,-,<) jest archimedesowskie.
Niech a € K in € N1. Wowezas —+ < L astad a — 1 < a+ 1. Z twierdzenia
B wynika, ze dla kazdego n € N istnieje a, € Qk takie, ze a — % <ap<a+ %
Wobec tego

1
n <= 7
jan —al <~ (7)
dla kazdego n € Ni. Z lematu .8 wynika, ze £(2) = 0. Niech e € K. Wtedy
istnieje n. € N7 takie, ze % < e dla kazdego n > ne. Stad i z warunku (7]) wynika,
ze
lan, —al <e

dla kazdego n > n.. Zatem L(a,) = a.

Nastepnie zaktadamy, ze kazdy element ciata K jest granica pewnego ciagu
elementéw wymiernych nalezacych do ciata Q. Niech a,b € K i a < b. Ponie-
waz zbior (K, <) jest gesto uporzadkowany, wiec istnieje element ¢ € K taki,
ze a<c<b Stad c—a > 01ib—c > 0. Z zalozenia wynika, ze ¢ = L(c,)
dla pewnego ciagu takiego, ze ¢, € Qk dla kazdego n € Nj. Przyjmujemy, ze
e = min{c — a,b — ¢}. Niech e = ¢ — a. Wtedy istnieje n. € Nj takie, ze
len, — ¢| < ¢ — a dla kazdego n > n.. Stad otrzymujemy: —c+a < ¢, —c < ¢ —a,
czyli a < ¢, dla kazdego n > n.. Z definicji elementu e wynika, ze |¢,, —c| <b—¢
dla kazdego n > n.. Stad —b+c < ¢, —¢c < b—c¢, czyli ¢,, < b dla kazdego n > n..
Wobec tego a < ¢, < b dla kazdego n > ne.

Rozumowanie w przypadku, gdy e = b — ¢ jest analogiczne.

7 powyzszych rozwazan wynika, ze zbior Qg jest gesty w ciele K, wiec na
podstawie twierdzenia 0.7 ciato uporzadkowane (K, +, -, <) jest archimedesowskie.
Dowdéd twierdzenia zostat zakonczony.

Na bazie arytmetyki liczb wymiernych mozemy skonstruowaé za pomoca od-
powiedniej relacji réwnowaznosci okreslonej w zbiorze wymiernych ciagéw pod-
stawowych zbiér R¢ liczb rzeczywistych. Zastosowana metoda konstrukeji zbioru
R liczb rzeczywistych nosi nazwe konstrukcji Cantora. W zbiorze R okreslamy
dodawanie +, mnozenie - oraz relacje < liniowego porzadku.

Na podstawie konstrukeji Cantora zbioru liczb rzeczywistych i twierdzen za-
mieszczonych w ksiazce (Chronowski, 1999b, podrozdziaty 2.1-2.5), mozemy sfor-
mutowaé nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 5.10
System (R, +, -, <) jest archimedesowskim ciatem uporzqgdkowanym.

Uwaga: W ksiazce (Chronowski, 1999b) zamiast symbolu R wystepuje sym-
bol R zbioru liczb rzeczywistych.

Zbior Q liczb wymiernych jest zbiorem gestym w zbiorze (R¢, <) liczb rzeczy-
wistych (zob. Chronowski, 1999b, wniosek 5.12; s. 54).
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TWIERDZENIE 5.11

Kazde archimedesowskie ciato uporzqdkowane (K, +,-,<) jest, z doktadnoscig do
izomorfizmu, uporzadkowanym podciatem ciata uporzgdkowanego (Ro,+,-, <) liczb
rzeczywistych.

Dowdd. Niech (Qg,+, -, <) bedzie podciatem uporzadkowanym elementow wy-
miernych archimedesowskiego ciata uporzadkowanego (K, +,-,<). Z twierdzenia
B wynika, ze zbior Qg jest gesty w ciele K. Na podstawie twierdzenia .11] i
wniosku istnieje funkcja ¢: Qg — Q, bedaca izomorfizmem cial uporzad-
kowanych (Qg,+,,<) 1 (Q,+,+,<). Okreslimy funkcje F': K — R¢. Niech
a € K. Z twierdzenia 5.9 wynika, ze a = L(z,,) dla pewnego ciagu (z,) takiego,
ze T, € Q dla kazdego n € Nj. Z twierdzenia 3.22 (Cohen, Ehrlich, 1963,
s. 75) wynika, ze (z,,) jest ciagiem podstawowym w ciele K. Na mocy lematu
() jest ciagiem podstawowym w ciele Qk. Stosujac lemat [.1(a) wnioskujemy,
ze (o(xy)) jest clagiem podstawowym w ciele Q i w konsekwencji (¢(zy,)) jest
ciggiem podstawowym w ciele R¢ na mocy lematu 5.3l Na podstawie twierdze-
nia 5.17 (Chronowski, 1999b, s. 55) otrzymujemy, ze (¢ (z,,)) jest ciagiem zbieznym
w ciele R¢.

Na podstawie powyzszych rozwazan przyjmujemy nastepujaca definicje funkcji
F: K — Re:

F(a) = L(p(xn)), (8)
gdzie a € K, a = L(zy,), ,, € Qk dla kazdego n € N;. Stad wynika, ze
F(L(zn)) = L(p(zn)).

Udowodnimy, ze funkcja F' jest dobrze okreslona. Niech a = L(y,) dla pewnego
ciagu (y,) takiego, ze v, € Q dla kazdego n € Nq. Uzasadnimy, ze L(p(xy)) =
L(p(yn)). W ciele K mamy:

L(xn) = L(Yyn) = L(xn) — L(yn) = 0= L(xy, — yn) = 0.

Z lematu [5.4 wynika, ze L(z, — y,) = 0 w ciele Q. Stad w ciele Q na podstawie
lematu [5IK(b) mamy:

P(L(Tn —yn)) = 0= L(@(Tn — yn)) = 0= L(p(Tn) — ¢(yn)) = 0.

Na mocy lematu 54 w ciele R¢ otrzymujemy:
L(p(zn) = @(yn)) = 0= L(¢(2n)) = L(P(yn)) = 0= L(p(zn)) = L((Yn))-

Nastepnie udowodnimy, ze funkcja F jest injekcja. Niech F(a) = F(b), gdzie
a,b € K. Wobec tego a = L(zy) i b = L(yn) dla pewnych ciagow (zy) 1 (yn)
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o wyrazach z ciala Qk. Na mocy lematow BI(0) i B4 otrzymujemy:

Frreeiiil

Nastepnie uzasadnimy, ze
F(a+b) = F(a)+ F(b)

dla a,b € K. Niech a = L(z,) i b = L(y,) dla pewnych ciagow (z,) i (yn)
o wyrazach z clala Q. Zauwazmy, ze a+b = L(z)+L(yn) = L(xn+yn). Wobec
tego mamy: F(a +0) = F(L(zn +yn)) = L(0(xn +yn)) = L(0(xn) + 0(yn)) =
L(p(zn)) + L{¢(yn)) = F(a) + F(b).

Analogicznie mozemy uzasadnié¢, ze

F(a-b) = F(a) - F(b)

dla a,b € K.
W koricu udowodnimy, ze

a<b< F(a) < F(b) 9)

dla a,b € K. Niech a = L(z,) dla pewnego ciagu (z,) o wyrazach z ciala Q.
Zakladamy, ze a > 0. Stad L(x,) > 0. Z lematu 5.2 wynika, ze (x,) jest ciagiem
dodatnim w ciele K. Stosujac lemat wnioskujemy, ze (z,,) jest ciagiem dodat-
nim w ciele Q. Na mocy lematu B1l(¢) mamy, ze (¢(x,,)) jest ciagiem dodatnim
w ciele Q. Ponownie stosujac lemat wnioskujemy, ze (p(z,)) jest ciagiem
dodatnim w ciele R¢. Z lematu wynika, ze L(¢(z,)) > 0, czyli F(a) > 0.
Analogicznie mozna udowodnié, ze jezeli F'(a) > 0, to a > 0. Na mocy lematu
7 otrzymujemy, ze warunek (@) jest spelniony. Aby zakonczyé dowodd wystarczy
zastosowaé lemat B.71

DEFINICJA 5.12 (Cohen, Ehrlich, 1963, def. 4.3, s. 85)
Cialo uporzadkowane (K, +,-, <) nazywamy zupetnym, jezeli kazdy ciag podsta-
wowy w ciele K jest zbiezny w tym ciele.

DEFINICJA 5.13 (Blaszezyk, 2012)
Jezeli cialo uporzadkowane (K, +,-, <) jest archimedesowskie i zupelne, to mo-
wimy, ze (K, +, -, <) jest ciatem uporzqdkowanym w sposdb ciggly.
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Z twierdzen 5.14 (Chronowski, 1999b, s. 54) i 5.17 (Chronowski, 1999b, s. 55)
oraz 7z definicji wynika nastepujacy wniosek.

WNIOSEK 5.14
Ciato uporzgdkowane (Rc, +, -, <) liczb rzeczywistych jest ciatem uporzqgdkowanym
w sposdb ciggly.

TWIERDZENIE 5.15
Kazde ciato uporzqdkowane (K, +,-, <) w sposdb ciggly jest izomorficzne z ciatem
uporzedkowanym (R, +, -, <) liczb rzeczywistych.

Dowo6d. Udowodnimy, ze funkeja F' okreslona wzorem (B) jest izomorfizmem cial
uporzadkowanych (K, +,-,<) 1 (Ro,+,-, <). W tym celu wystarczy jedynie uza-
sadni¢, ze F jest surjekcja. Niech r € R¢. Istnieje ciag podstawowy (y,) o wy-
razach w ciele Q taki, ze r = L(y,). Niech x,, = ¢ '(y,) dla kazdego n € N7,
gdzie ¢ jest izomorfizmem okreslonym w dowodzie twierdzenia 5111 Na podsta-
wie lematu BI(a) wnioskujemy, ze (x,) jest ciagiem podstawowym w ciele Q.
Stosujac lemat B3] wnioskujemy, ze (x,) jest ciagiem podstawowym w ciele K.
Poniewaz ciato K jest zupelne, wiec ciag (x,) jest zbiezny w ciele K. Przyjmijmy,
ze a = L(x,,). Wobec tego na mocy definicji funkcji F' mamy:

F(a) = L(p(xn) = L™ (yn)) = L(yn) =1

Zatem F' jest izomorfizmem cial uporzadkowanych (K, +,-, <) i (R¢,+,+, <). Do-
wod twierdzenia zostal zakoniczony.

Na podstawie twierdzenia .15 mozemy przyjaé nastepujaca definicje.

DEFINICJA 5.16 (Btaszczyk, 2012)
Cialo uporzadkowane w sposob ciagly nazywamy ciatem liczb rzeczywistych.

Uwaga: Wtasnosé, ze cialo liczb rzeczywistych jest archimedesowske i zu-
pelne, jest rownowazna zasadzie cigglosci sformutowanej we Wstepie tego artykutu
(zob. Cohen, Ehrlich, 1963, s. 95).

7 twierdzenia [5.15]1 lematow [£.4] i wynika nastepujacy

WNIOSEK 5.17
Kazde dwa ciata uporzgdkowane w sposéb ciggly sq izomorficzne.

Z wniosku [0.17]1 definicji 516l wynika nastepujacy

WNIOSEK 5.18
Istnieje, z doktadnoscig do izomorfizmu, tylko jedno ciato uporzgdkowane liczb
rzeczywistych.

Na mocy wniosku 5.I8 mozemy przyjaé tradycyjny zapis (R, +, -, <) dla ciata
uporzadkowanego liczb rzeczywistych.
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7Z twierdzenia [0.11]1 wniosku [5.18 wynika nastepujacy

WNIOSEK 5.19

Kazde archimedesowskie ciato uporzqdkowane (K, +,-,<) jest, z doktadnoscig do
izomorfizmu, uporzedkowanym podciatem ciata uporzgdkowanego (R,+,-, <) liczb
rzeczywistych.

WNIOSEK 5.20

W ciele uporzgdkowanym (R,+,-, <) liczb rzeczywzstych relacja porzgdkujgca <
jest okreslona jednoznacznie, tzn. jesli (R,+,-,<) i (R,+,-,<*) sq ciatami upo-
rzgdkowanymsi liczb rzeczywistych, to relacje < i <* sq identyczne.

Dowod. Niech (R, +,-,<) 1 (R, +,+,<*) beda ciatami uporzqdkowanymi liczb rze-
czywistych. Rozwazmy podciala uporzadkowane (Q,+,-,< |g) 1 (Q,+, -, <*|g)
odpowiednio cial uporzadkowanych (R, +,-, <) i (R, +, -, <*) (zob. wniosek [L.16).
Z wniosku LT7 wynika, ze < |g =<*|g. Wobec tego funkcja identycznosciowa
p: @ — Q jest izomorfizmem cial uporzadkowanych (Q,+,-,<* |g) oraz
(Q,+,-,<|o). Na podstawie dowodéow twierdzen B.IT i wiemy, ze funkcja
F: R — R okreslona wzorem (§)), czyli

F(a) = L(p(xn)),

gdzie a € R, a = L(z,), xn € Q dla kazdego n € N, jest izomorfizmem cial
uporzadkowanych (R, +,-, <*) 1 (R, +,+,<). Zauwazmy, ze F(a) = L(z,) = a dla
kazdego a € R. Wobec tego dla dowolnych a,b € R mamy: a <* b<= F(a) <
F(b) <= a < b. Zatem relacje < 1 <* sa identyczne.

Zakonczyliémy prezentacje podstawowych zagadnien zwiazanych z kategorycz-
noscia uporzadkowanych systemoéw liczb naturalnych, calkowitych, wymiernych
i rzeczywistych.

Wiemy (zob. np. Kurosz, 1965, s. 319), ze ciala liczb zespolonych nie mozna
uporzadkowaé liniowo.
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