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Aksjomaty wielkosci i teoria miary”

O aksjomatach arytmetyki méwiono dotad w dwoch znaczeniach. Po pierw-
sze, aksjomatami arytmetyki nazywane bywaja te fakty, ktére wolatbym nazywaé
aksjomatami wielkoéci lub aksjomatami teorii wielkosci i ktérymi zajme sie nizej.
7 drugiej strony, moéwi sie tez, ze arytmetyka w wezszym sensie, tj. arytmetyka
liczb catkowitych, opiera sie na faktach niedowodliwych, czyli aksjomatach. Tak
wiec VON HELMHOLZ nazywa aksjomatem arytmetyki formute:

a+(b+1)=(a+b)+1,

na ktoérej H. GRASSMANN opiera teorie dodawania liczb calkowityclﬂ. Ten wzor
jest jednak tylko opisem procedury dodawania. Méwi on, ze liczba, ktorg uwazamy
za sume a oraz liczby b + 1 nastepujacej po b, nastepuje w ciagu liczbowym po
a +b. Wzoér ten ustala wiec, ze liczby a + 1,a + 2,a + 3,a + 4,...,a + c maja
nastepowaé po sobie, a zatem ustala, iz liczbe a + ¢ znajdujemy w ten sposéb, ze
poczynajac od nastepujacej po a liczby a+1 tak dlugo ustawiamy w szereg kolejno
nastepujace po sobie liczby, az réwnoczesnie doliczymy od 1 do c. Dlatego lepiej
jest uwazaé¢ wprowadzony wzor za definicje jednego z pozostajacych pod nasza
kontrola pojeé, a nie za aksjomat.

Za oczywiste, acz niedowodliwe zalozenie mozna rzecz jasna uwazac to, ze owsa,
procedure dodawania mozna zawsze przeprowadzi¢. Mozna znalezé w arytmetyce
jeszcze wiele tego rodzaju zalozen, ktore polegaja na tym, ze pewne procedury,
ktore — jak powiadamy — przebiegaja wedle okre$lonych regult, mozna zawsze prze-
prowadzi¢ w okreslony sposéb, a w pewnych przypadkach kontynuowaé tez bez
korica. Roéwniez to, ze procedura prowadzi do zakoriczenia [obliczen] moze byé
w pewnych okolicznosciach oczywiste, a w innych wymaga¢ musi udowodnienia.
Kazde takie zalozenie, ktore zostanie przyjete jako oczywiste, pozostaje w Scistym
zwigzku z regula, wedle ktorej przebiega odnosna procedura, tj. z pojeciem [tej]
procedury, i wydaje mi sie, ze nie mozemy tych zalozen tak wydzieli¢ z naszego
my$lenia, iz moglibySmy wyprowadzié¢ z okreslonej ich liczby cata nizsza i wyz-
sz arytmetyke, bez czynienia nowych, podobnych zalozeri. Chodzi tu o rodzaj

*The Axioms of Quantity and the Theory of Measurement

1 Por. H. GRASSMANN, Lehrbuch der Arithmetik, 1861, s. 4, nr 15; voN HELMHOLZ, Wissen-
schaftliche Abhandlungen, 3 tomy, 1885, s. 363 (z: ,,Philosophische Aufsidtze, EDUARD ZELLER
zu seinem fiinfzigjahrigen Doctorjubilaum gewidmet”, 1887, s. 11-52). Vo~ HELMHOLZ poj-
muje zreszta w op. cit. tre$¢ arytmetyki oraz teorii wielkosci dokladnie tak, jak czyni sie to
w przedstawionej tu pracy. (Por. tez F. KLEIN, Mathematische Annalen, 37, s. 572.)
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doswiadczenia, ktorego jednak nie zaliczymy do wlasciwego doswiadczenia zmysto-
wego, gdyz moze ono mie¢ miejsce takze [jedynie] w mysli, a ktore jest w zasadzie
tym samym — kombinatorycznym — rodzajem doswiadczenia, ktérym czasami za-
stepujemy zewnetrzne [doswiadczenie| zmystowe, mianowicie wtedy, gdy mowimy,
ze dowodzimy dedukcyjnie. Jawi sie zatem jako celowe, aby wszelkie tego rodzaju
wytwory mysli oznaczaé jako ,czysto logiczne” i mozemy powiedzieé¢, gdy tak uczy-
nimy, ze arytmetyka liczb catkowitych moze zostaé¢ zbudowana [na sposob| czysto
logicznyg i nie zaklada zadnych aksjomatéw. To samo zachodzi dla arytmetyki
ulamkow oraz liczb niewymiernych, gdy zostang one stosownie zdefiniowane.

Inaczej rzeczy sie maja w geometrii oraz mechanice, gdzie musza zostac¢ przyje-
te pewne aksjomaty, ktore wywodza sie z doswiadczenia zmystowego (lub, jak wola
niektorzy, z ogladu). W podobny sposob jak geometrie i mechanike takze ogolna
teorie wielkosci mierzalnych ugruntowaé mozna na dobranej liczbie faktow, ktore
chciatbym okreslaé jako aksjomaty wielkosci lub aksjomaty ilosci. Teoria wielkosci
mierzalnych stosuje sie w taki sam spos6b do poréwnywania i dodawania czaséow,
mas, odcinkéw, powierzchni itd. Aby jednak od razu zapobiec nieporozumieniom,
zauwaze, ze aksjomaty teorii wielkosci nie sa w geometrii przyjmowane i stoso-
wane do odcinkéw i powierzchni w postaci, w ktorej tu zostana wprowadzone.
Wrecz przeciwnie, przedstawia sie aksjomaty czysto geometryczne np. dla punk-
tow i odcinkow prostej, z ktorych mozna potem udowodnié (por. czesé druga), ze
dla odcinkow zachodza fakty, ktore w ogdlnej teorii wielkosci sa zakladane jako
aksjomatyﬁ.

Teoria wielkosci mierzalnych zostata rozwinieta na wysokim poziomie juz przez
EUKLIDESA. Wspélczesnie doswiadczyla poglebionego potraktowania z réznych
stron. Mimo to teoria ta wydaje mi sie jeszcze niewystarczajaco doktadnie [przed-
stawional; w niektorych nowych opracowaniach zakradly sie bledy i niejasnosci
i dlatego sadze, ze potrzebne jest nowe rozwiniecie tej waznej i podstawowej teorii.

2 Uwazam za niekwestionowane, ze ogét badan, ktore w sensie tego tekstu sa ,,czysto logiczne”,
nie sprowadza sie do przyjetych w filozofii formalizméw logicznych oraz gotowego rachunku sym-
boli.

3 Podczas gdy dla odcinkéw musi zostaé zalozone, ze dwa odcinki mozna poréwnywaé i ze
przy tym okazuja sie one koniecznie rowne badz nieré6wne, to na gruncie aksjomatéow, w ktérych
w ogoble nie wystepuje stowo ,powierzchnia” i na gruncie pewnej definicji mozna udowodnié, ze
dwie figury moga by¢ poréwnywane pod wzgledem powierzchni (ScHUR, Sitzungsberichte der
Dorpater Naturforscher-Gesellschaft 1892; KiLLiNG, Grundlagen der Geometrie, tom 2, 1898,
rozdzial 5, §5; HiLBERT, Grundlagen der Geometrie 1899, s. 48). Zasadza si¢ to na tym, ze
réwnosé odcinkéw uwazana jest w geometrii za pojecie ,pierwotne”;, a réwnosé powierzchni za
[pojecie] ,konstruowalne” (por. moja prace: Anschauung und Denken in der Geometrie 1900, s.
2 oraz ZINDLER, Sitzungsberichte der phil.-hist. Classe der K. Akad. d. Wiss. zu Wien tom 118,
1889: Beitrdge zur Theorie der mathematischen Erkenntniss, s. 32; ZINDLER nazywa pojecia
pierwotne ,aksjomatycznymi”).
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CZESC PIERWSZA

Wielkosci i liczby pomiarowe

§1. Aksjomaty

Aksjomaty wielkosei, tj. fakty przyjete w teorii (absolutnych) wielkosci mie-
rzalnych, sa nastepujace:

4 Celowe jest poczynienie zatozenia, ze nie istnieja zadne réwne wielkosci, ktore sa rozréznialne,
a wiec nieidentyczne. Przez to odpadaja aksjomaty [moéwiace|, ze dwie wielkosci sa rowne, gdy
sa rowne trzeciej i ze rowne dodane do réwnych daja réowne. Fakty te musza naturalnie zostaé
uwzglednione w zastosowaniach (por. aksjomat ¢ w §18).
Moim celem jest tu jedynie podanie prostego systemu aksjomatow, z ktorego dadza sie wypro-
wadzi¢ wlasnosci zwyklego kontinuum wielkosci; nie zamierzam, jak czynil to BETTAZI (Teoria
delle grandezze, 1890), wprowadzaé szczegdlnych rodzajow wielkosci lub rozszerzaé powszechnie
przyjetego pojecia kontinuum, co prébowal czyni¢ VERONESE w swoim Continuo assoluto (Atts
della R. Acc. dei Lincei, ser. 4, menorie d. cl. d. sc. f. vol. 6, 1889, s. 613; por. tez
Fondamenti di geometria a pit specie di unita rettilinee esposti in forma elementare, 1891, po
niemiecku w SCHEPP 1894).
Mozna jeszcze powiedzie¢ co nieco o niezaleznosci zaproponowanych aksjomatow. Zaloze przy
tym jednak, ze zachodza aksjomaty I, III, VI. Mozna wtedy pokaza¢, ze aksjomaty II, IV, V,
VII sa w okreslonym sensie niezalezne od siebie oraz od juz przyjetych aksjomatéw. Istnieje
mianowicie system rzeczy, dla ktérych nie zachodzi aksjomat II, podczas gdy aksjomaty I, III,
IV, V, VI, VII sa spelnione, a mianowicie ogét dodatnich liczb catkowitych. Istnieje réwniez sys-
tem rzeczy, dla ktérych nie zachodzi aksjomat VII, podczas gdy wszystkie pozostate aksjomaty
sa spelnione, mianowicie ogél wszystkich dodatnich liczb wymiernych. Rozmaitosé, dla ktorej
zachodzg wszystkie aksjomaty oprocz IV, jest przedstawiona przez wszystkie liczby rzeczywiste,
dodatnie i ujemne (wymierne i niewymierne) wraz z zerem, gdy pojecia ,wigksza” i ,mniejsza”’
bierze sie w sensie algebraicznym. Aby teraz otrzymaé jeszcze rozmaito$é, ktora nie spelnia
jedynie aksjomatu V, rozwaza si¢ wszystkie pary liczbowe (z,y), gdzie x przebiega wszystkie
dodatnie liczby rézne od zera, a y wszystkie liczby od a do b z wlaczeniem samych liczb a oraz
b, ktore sa dodatnie i rézne od zera. Niech przy tym (z,y) > (z’,y’) gdy albo z > z’, albo
z =z’ oraz y > y'. Suma (z,y) + (z”/,y”) niech bedzie zdefiniowana wzorem (z + z”,7), gdzie
7 oznacza wicksza z liczb y i y”’.
Wybrane tutaj aksjomaty od I do VI sg zgodne z zasadami I do IIT u VERONESE (por. Atti d.
Acc. d. Linc., op. cit., s. 604 1610). Aksjomat VII to w zasadzie aksjomat ciaglosci DEDEKINDA
(por. aksjomat x w §18 oraz uwaga na s. 40), ktéry czyni z naszego systemu wielkosci kontinuum,
pod warunkiem, ze wprzody spetnione sq aksjomaty od I do VI.
Naturalnie moga zostaé przyjete réznorodne rownowazne systemy aksjomatéw. Tak wiec, mozna
np. tymczasowo wylaczy¢ z rozwazan pojecia ,wieksza” i ,mniejsza”, przy czym znéw, jak w tek-
§cie, nieidentyczne wielkosci uwazane maja by¢ za rézne, a poza tym zalozone bedzie tylko:

[1] Dwie wielkodci a i b maja w okreslonym porzadku jednoznacznie wyznaczong sume a + b.

[2] a + b jest rézna od a i od b.

Bla+b)+c=a+(b+c).

[4] Gdy a jest rozna od b, to istnieje albo x taka, ze a + x = b, albo z’ taka, ze b+ 2’ = a.
Pokazuje sie natychmiast, ze z obu wspomnianych w [4] wielkosci z oraz =’ w danym przy-
padku moze istnie¢ tylko jedna, bowiem w przeciwnym wypadku byloby (a + z) + 2’ = a, tj.
a+(z+2z') = a, co stoi w sprzecznosci z [2]. Mozna potem ustalié, ze a bedzie nazywana mniejsza
od b, gdy a + x = b i wtedy aksjomat I jest oczywiscie spelniony. Pojecia ,wieksza” i ,mniejsza”
okazuja sie przy tym ujeciu pojeciami konstruowanymi, podczas gdy w tekscie traktowane sa
jako pierwotne, tj. aksjomatyczne.

Z zaproponowanych w tekscie aksjomatow nie wszystkie bylyby jeszcze spelnione; tak np. spel-
nione bylyby tylko pierwsze czesci aksjomatow IV i V. Jesli zazadamy teraz jeszcze co nastepuje:

[5] Dla dwoch wielkosci a i z istnieje zawsze trzecia y taka, ze y +a = a + =z,
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I. Gdy dane sg dwie wielkosci a oraz b, to albo a jest identyczna z b (a = b,
b = a), albo a jest wieksza od b (¢ > b, b < a), albo, na odwrot, b jest
wieksza od a, a @ mniejsza od b; te trzy przypadki nawzajem sie wykluczaja.

II. Dla kazdej wielkosci istnieje [od niej| mniejsza.

III. Dwie wielko$ci a oraz b, ktére moga réwniez byé¢ identyczne, wytwarzaja
w ustalonym szeregu jednoznacznie okre$lona sume a + b.

IV. a + b jest wieksza od a i wieksza od b.
V. Jesli a < b, to istnieje x taka, ze a +x = b oraz y taka, ze y + a = 0.

VI. Zawsze zachodzi (a +b) +c=a+ (b+ ¢).

to wida¢ natychmiast, ze réwniez druga czes¢ aksjomatu V jest spelniona. Mozna teraz poza
tym udowodni¢ réwniez druga czesé¢ IV, ktéra moéwi, ze b < a + b. Zauwazmy najpierw, ze na
mocy [2] a + b jest w kazdym razie r6zna od b; musi byé zatem albo b < a + b, albo a + b < b.
Jesli jednak bylby to ten ostatni przypadek, to mielibySmy (a + b) + = b, a wiec na mocy [5]
y+(a+b) =0b, lub (y +a) + b = b, co jest niezgodne z [2]. A zatem IV jest teraz spelniony
i tylko jeszcze dwa aksjomaty, ktore sa analogiczne do II oraz VII, musialyby w odpowiedniej
formie zosta¢ wprowadzone.
Mozna prébowaé zmieniaé system aksjomatow w inny jeszcze sposob, np. tak, iz pozostawia sie
aksjomaty od I do 1V, a dalej VI1i VII, podczas gdy aksjomat V zostaje zastapiony stwierdzeniami,
ktore nie zawieraja niczego o rownosci, lecz odnosza sie tylko do poje¢ ,wieksza” i ,mniejsza’.
Zada sie przy tym, aby zalozone byly na poczatku konsekwencje zawarte w punktach 1, 2, 3
z §2. Jedli a < b, to wszystkie wielkosSci moga teraz zosta¢ podzielone na dwie klasy tak, iz do
pierwszej wchodza te, ktore dodane do a tworza sume < b, a do drugiej te, ktore tworza sume > b.
Pokazuje sie, ze w konsekwencji przyjetych teraz warunkéw kazda wielko$é pierwszej klasy musi
by¢ mniejsza od kazdej [wielkosci| klasy drugiej; nie widaé stad jednak jeszcze, ze rzeczywiScie
musza istnie¢ wielkosci pierwszej klasy, i dlatego wprowadzamy jeszcze nastepujacy postulat:

(6] Jesli a < b, to istnieje ¢ taka, ze réwniez a + ¢ jest mniejsza od b.
Wynika teraz z aksjomatu VII, ze istnieje wielkosé¢ £ taka, iz dla £ < € suma a + &' < b, a dla
£ > ¢ suma a+£"” > b. Mozemy nawet powiedzieé, ze w ostatnim przypadku musi byé a+£” > b,
gdyby bowiem bylo a+£¢” = b, to mogliby$my (na mocy punktu 3 z §2) znalez¢ £’ miedzy € oraz
& i z ostatniego réwnania wynikaloby wtedy a + £’ < b, co byloby sprzeczne z wlasnosciami
wielkosci £, poniewaz byloby wtedy £/ > £. Nie mozemy jednak jeszcze zaniedba¢ dowodu,
ze istotnie a + £ = b (zapomniano o tym w WEBER, Lehrbuch der Algebra, 2 wydanie, tom 1,
1898, s. 81 9). Gdyby bylo a + £ < b, to na mocy [6] istnialaby n taka, ze (a + &) +n < b, tj.
a+ (£+n) < b, a to przeczy wlasnosciom wielkosci £. Dotad jednak nie jest widoczne, ze nie
moze by¢ a + £ > b. Dlatego wprowadzam jeszcze aksjomat:

[7] Jedli a oraz b sa jakimikolwiek wielko$ciami, to istnieje a’ < a i to taka, ze a’ +b > a.

Gdyby bylo a + £ > b, to na mocy [6] istnialaby 7n taka, ze a + & > b+ n. Dalej, ponie-
waz na mocy [7] musialaby istnie¢ £’ < € taka, ze byloby & + n > &, to mielibySmy wtedy
at+(E+n)>a+€&>b+mn,tj. (a+E&)+n>b+mn,z czego wynika (w istocie nie bezposrednio),
ze a+ & > b. To z kolei jest znéw sprzeczne z wlasnosciami wielkosci £, poniewaz zalozono
&< e

Tym samym udowodniona zostala pierwsza cze$¢ V; aby udowodni¢ druga czesé, musielibySmy
wprowadzi¢ wiecej jeszcze aksjomatow.

HiILBERT postawil niedawno problem niesprzecznosci aksjomatow wielkosci (Mathematische Pro-
bleme, Gétt. Nachr. 1900). Dotad zwyklo sie uwazaé, ze niesprzeczno$é¢ aksjomatéw od I do
VII zostala wykazana poprzez arytmetyczne ugruntowanie teorii liczb (wymiernych i niewymier-
nych). Por. nadto s. 21 oraz uwaga 22. Z niesprzecznosci aksjomatéow od I do VII mozna
wywiesé niesprzeczno$é aksjomatéow geometrycznych od (o) do (k) oraz na odwrédt (por. uwage
na s. 40).
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VII. Gdy wszystkie wielkosci sa podzielone na dwie klasy tak, ze kazda wielkosé
przydzielona jest do jednej i tylko jednaj klasy, kazda klasa zawiera [jakies]
wielko$ci oraz kazda wielko$¢ pierwszej klasy jest mniejsza od kazdej wiel-
kosci drugiej klasy, to istnieje wielko$é € tego rodzaju, ze kazda &' < £ nalezy
do pierwszej klasy, a kazda £’ > £ nalezy do drugiej klasy. Sama & moze
naleze¢ do pierwszej lub drugiej klasy, zaleznie od rozwazanego przypadklﬁ.

§2. Najprostsze konsekwencje aksjomatow I-VI

1. Jesli a < o’ oraz @’ < a”, to na mocy V istnieja dwie wielkosci x oraz x’
takie, ze a + x = a/ oraz @’ + 2/ = a”. Zachodzi wiec takze (a + z) + 2/ = o”
a zatem na mocy VI a + (z + 2') = o”, a dalej na mocy IV a < d”. Za < a
iad < a” wynika wiec a < a”.

)
!/

2. Jesli znow a < d’, a x jest tak wybrana, ze a+x = o/, to b+ (a+2z) = b+d’,
azatem (b+a)+x=>b+d,awiecb+a<b+da. Jesli przy tym y dobrana jest
tak, ze y +a = a’, to otrzymuje sie (y+a)+b=a'+b, a wieccy+ (a+b) =a’ +b,
skad na mocy IV a + b < @’ +b. Tak wiec z a < a’ wynika b+ a < b+ a’ oraz
a+b < ad +b, gdzie b oznacza jakakolwiek wielkosé.

Dalej, jesli zalozymy a < a’ oraz b < ¥/, to dostaje sica+b<a' +b<a +¥;
otrzymujemy zatem twierdzenie, ze mniejsze dodane do mniejszego daje mniejsze.

3. Niech a < b. Ustalamy znowu z tak, iz a + x = b i zakladamy, co mozliwe
jest na mocy 11, ze 2/ < x; wtedy (na mocy §2, 2) a+12’ < a+x, tj. <b. Z drugiej
strony, na mocy IV a + 2’ > a. Gdy wiec a < b, to istnieje co najmniej jedna
wielkosé, ktora jest > a oraz < b, tj. istnieje co najmniej jedna wielkosé miedzy
aib.

4. Dla kazdej wielkosci istnieje [od niej| wieksza, poniewaz przeciez np. a+a>a.

5. Wielkos$¢ z postulowana w aksjomacie V jest wyznaczona jednoznacznie (jed-
noznacznosé jednego sposobu odejmowania)ﬁ. Gdyby mianowicie byto a + x = b,
a jednoczesnie a + 2’ = b, to byloby a+x = a+2’. Gdyby jednak bylo z > 2z’ lub
x < 2', to ostatnie rownanie staloby w sprzecznosci z punktem 2 tego paragrafu.
Na mocy aksjomatu I pozostaje wiec mozliwe tylko, ze x = x'.

Podobnie dowodzi sie, ze postulowana w V wielkosé y jest wyznaczona jedno-
znacznie (jednoznacznosé drugiego sposobu odejmowania).

5 W §4 zostanie pokazane, ze tak zwany aksjomat Archimedesa jest konsekwencja aksjomatu

cigglosci (VII) oraz pozostalych aksjomatow, a z drugiej strony, jesli wezmie sie¢ pod uwage tylko
dodatnie liczby wymierne, to wida¢, iz aksjomaty od I do VI moga by¢ spelnione lacznie z ak-
sjomatem Archimedesa, nie pociaggajac przy tym za soba aksjomatu ciagtosci. Wieksza czesé
uzyskanych w dalszym ciagu wynikéw pozostaje w mocy, gdy przyjmie sie aksjomaty od I do VI
wraz z aksjomatem Archimedesa, bez postulowania aksjomatu VII.
HILBERT zastapil aksjomat ciaglosci DEDEKINDA dolaczony do innych aksjomatow wielkosci po-
przez dwie zasady: aksjomat Archimedesa oraz ,aksjomat zupelnosci” (Jahresbericht der deut-
schen Mathematiker-Vereinigung 8, 1900, s. 180).

6 Por. VERONESE, Atti d. R. Acc. d. Lincei, ser. 4, memoire d. cl. d. sc. f., op. cit., s. 606

u gory.
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§3. WielokrotnoédT

1. Aby bez niejednoznacznosci przedstawié¢ zwielokrotnienie wielkoSci przyj-
muje sie:

2a=a+a, 3a=(a+a)+a, 4da=((a+a)+a)+a,
i tak dalej, a wiec w ogélnosci mamy:
na=(n—1)a+a.

Poniewaz prawo tacznosci podane jest w aksjomacie VI dla trzech wielkosci, wiec
jak dobrze wiadomo prawo to zachodzi dla dowolnie wielu wielkosci. Jesli wezmie
sie m + n wielkosci, ktére wszystkie rowne sa a, to widaé, ze réwnanie

ma+na = (m+n)a (1)

zachodzi dla dowolnej wielkosci a oraz dwoch dowolnych (catkowitych, dodatnich)
liczb m oraz n.
Poprzez wielokrotne zastosowanie rownania (1) otrzymuje sie:

ma+ma+ma+...=(m+m+m+...)a,
gdzie sumy z lewej i z prawej zawieraja m’ skladnikow. Tak wiec,
m/(ma) = (m'm)a (2)

dla dowolnych liczb catkowitych m oraz m’.

2. Z (1) wynika, z pomocy aksjomatu IV, ze (m + n)a > ma i widac teraz, ze
m'a % ma, w zaleznosci od tego, czy dla liczb catkowitych m’' i m zachodzi m/ % m.
W szczegolnosci z m’a = ma wynika, ze liczby catkowite m oraz m’ sg sobie réwne.

Poprzez wielokrotne stosowanie punktu 2 §2 widacé tez, ze ma é mb, w zalezno-
Sci od tego, czy a § b; mozna wiec w szczegdlnosci zawsze wnioskowaé z ma = mb,
ze wielkosci a i b sa sobie réwne, jakakolwiek bylaby liczba catkowita m.

3. Jesli dana jest wielkosé a oraz liczba catkowita n, to zawsze mozna znalesé
wielkosé b takg, ze nb < a. Mozna mianowicie, na mocy II, najpierw znalezé
a' < a, a potem a” takie, ze a’ +a” = a. Jesli teraz wybierze si¢ a; mniejszg od a’
i jednoczesnie mniejsza od a”, to, na mocy punktu 2 §2, mamy a1 +ay < a’ +ad”,
tj. 2a1 < a. Mozna teraz tak samo wyznaczaé as tak, ze 2as < a1, potem ag tak,
ze 2a3 < ag, itd. Wybiera sie teraz liczbe calkowita v tak, ze 2¥ > n i przyjmuje
a, = b, a wtedy nb < a, c.b.d.u.

§ 4. Aksjomat Archimedesal

Niech a i b beda dwiema wielko§ciami oraz niech a < b. Chcemy udowodnié,
ze istnieje liczba catkowita n taka, iz na > b. Zalézmy najpierw, ze na odwrét:

7 Rozwazania tego paragrafu, podobnie jak poprzedniego, zakltadaja jedynie aksjomaty I-VI.
8 Ten aksjomat (Archimedis Opera, rec. Heiberg, vol. I, 1880, s. 11) okazuje si¢ tutaj twier-
dzeniem dowodliwym. Nie panuje pozadana jasno$¢ na temat jego zwiagzku z aksjomatem VII.
StoLz zauwazyl (Math. Ann. 22, s. 510), ze aksjomat Archimedesa jest konsekwencja ciaglosei,
gdy jest ona definiowana w sensie DEDEKINDA, tj. przez aksjomat VII. Ta uwaga jest stuszna,
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gdy zalozone zostang réwniez aksjomaty od I do VI. Dowdd podany przez StoLzA op. cit.,s. 511
oraz w jego Vorlesungen tber allgemeine Arithmetik, cze$¢ 1 1885, s. 82 i nast. nie jest jednak
wystarczajacy, czego, jak sadze, nie trzeba tu dowodzi¢, gdyz SToLz wycofal swoje uwagi pod
wplywem zarzutéw VERONESE (Math. Ann. 39, s. od 107 do 112).

VERONESE (op. cit., s. 612) opowiadal si¢ za tym, ze pojecie kontinuum powinno zostaé sfor-
mulowane inaczej, niz sposobem podanym przez DEDEKINDA, ze aksjomat DEDEKINDA (nasz
aksjomat VII) zawiera aksjomat Archimedesa, ze, dalej, (por. VERONESE s. 603) StoLzA de-
finicja ciaglosci (w Vorlesungen tber Arithmetik, s. 82) zaklada aksjomat Archimedesa i ze,
w konsekwencji, dowod StoLzA tego aksjomatu jest zbyteczny.

Sformultowanie, iz aksjomat Archimedesa mialby by¢ ,zawarty” w aksjomacie ciagtosci DEDE-
KINDA moze prowadzi¢ do nieporozumieni. Podkreslam, ze aksjomat Archimedesa moze zostaé
wyprowadzony z aksjomatu VII, przy pomocy aksjomatéow od I do VI, ale tylko na sposéb podany
w tekscie lub podobny i dlatego taki dowdéd w zadnej mierze nie jest zbedny.

Dalej, jesli chodzi o wybor aksjomatéw, to jest on oczywiscie do pewnego stopnia dowolny i co
najwyzej wzgledy celowosci rozstrzygaé moga o tym, czy na pierwszenstwo zastuguje aksjomat
cigglosci DEDEKINDA wraz z aksjomatami od I do VI, czy tez inne aksjomaty.

VERONESE (op. cit., s. 612, zasada IV) jako aksjomat ciaglosci wprowadza nastepujacy postulat:
Gdy dwie wielkosci z oraz =’ zmieniaja si¢ tak, ze = stale rosnie, =’ stale maleje, ze zawsze po-
zostaje x < 2/, a ' — x staje sie nieskoriczenie mala, to w systemie istnieje takze wielkos¢, ktora
jest wieksza od wszystkich wartosci przyjmowanych przez x i mniejsza od wszystkich wartosci
przyjmowanych przez z’.

Jesli pominie si¢ zaleznosé, ktora ustanowiona jest miedzy zmiennymi z i ©’ poprzez wyobrazenie
ich czasowej zmiennosci, to zakladane jest tu co nastepuje:

Dane sg dwie klasy wielkosci: wielko$ci @ oraz wielkoéci x’; zadna wielko$é nie moze nalezeé
jednoczesnie do obu Kklas, [przy czym| nie jest konieczne, aby obie klasy razem wyczerpywaly
ogol wszystkich wielkosci lub wszystkich wielkosci przedziatu. Kazda wielko$¢ x jest mniejsza od
kazdej wielkosci z/, wéréd z nie ma najwigkszej, a wsrod z’ nie ma najmniejszej wielkosci i dla
kazdej jakkolwiek wybranej wielkosci ¢ znalezé mozna x oraz z’ takie, ze ©/ — z < §. Postulat
VERONESE stwierdza, ze przy tych zalozeniach istnieje lezaca pomiedzy obu klasami wielko$é
rézna od x oraz od z’. Nalezy nadto zauwazy¢, ze ten postulat jest co najmniej zmodyfikowany
w formie, poprzez opuszczenie owego obecnego w sformulowaniu VERONESE zwiazku pomiedzy
zmiennymi x oraz z’.

7 tego postulatu nie mozna wywie$¢ aksjomatu Archimedesa, gdy zalozone beda tylko aksjo-
maty od I do VI, ani tym bardziej aksjomatu ciagtosci DEDEKINDA. Jednakze ten ostatni mozna
wydedukowaé ze (zmodyfikowanego) postulatu VERONESE, gdy zalozy sie [przy tym| aksjomat
Archimedesa lacznie z aksjomatami od I do VI. Jesli mianowicie wyobrazimy sobie podzial
wszystkich wielkosci, jak pomys$lane jest to w aksjomacie DEDEKINDA (VII), a dalej, jesli X
oznacza wielkos¢ pierwszej, a Y wielkos¢ drugiej klasy oraz J jakakolwiek wielkosé, to w ciagu
X, X +06,X + 26, X + 30, ... muszag wystapi¢, na mocy aksjomatu Archimedesa, wielkosci, ktore
sg > Y. Mozna wiec znalezé¢ tez dwie wielkosci X + (v — 1)d oraz X + vd, ktore réznia sie o &
i z ktérych X + (v — 1)é nalezy do pierwszej, a X + vd nalezy do drugiej klasy. § byta tutaj do-
wolna. Gdyby teraz ani w pierwszej klasie nie bylo wielkosci najwigkszej, ani w drugiej wielkosci
najmniejszej, to zalozenia zmodyfikowanego postulatu VERONESE bylyby spelnione, a to prowa-
dzitoby do wielkosci, ktora nie nalezy do zadnej z obu klas, wbrew pierwotnemu zalozeniu, iz
wszystkie wielkosci maja by¢ podzielone na obie klasy. Jesli jednak pierwsza klasa zawierataby
wielko$¢ najwiekszg 1, a jednoczesnie druga klasa [zawierataby| wielko$¢é najmniejsza ], to
obie te wielko$ci musialyby byé¢ rozne, poniewaz powyzej, jak w aksjomacie VII, kazda wielko$é
przydzielona zostata do jednej tylko klasy i na mocy punktu 3 §2 musialaby istnie¢ miedzy x1
oraz x| wielko§¢, ktéra znéw nie mogtaby naleze¢ do zadnej klasy, co przeciez przeczy pierwotnie
zalozonym wlasnosciom podziatu. Pozostaje wiec tylko [ta mozliwosé|, ze albo pierwsza klasa
zawiera wielko$¢ najwieksza x1, a druga klasa nie zawiera zadnej wielko$ci najmniejszej, albo
na odwrét druga klasa [zawiera|] wielko$¢é najmniejszg x), a pierwsza [nie zawiera] zadnej naj-
wigkszej. W pierwszym przypadku z1, a w drugim ) bylaby wielkoscia, ktorej istnienia zada
aksjomat DEDEKINDA (VII). Aksjomat ten jest zatem spelniony (por. tez VERONESE op. cit.,
s. 613, No 5a)).

Przy wyborze aksjomatu cigglosci VERONESE jest si¢ zmuszonym, gdy chce si¢ opisa¢ zwykle
kontinuum, wprowadzié¢ takze specjalnie aksjomat Archimedesa (w Ascovrl, R. Instituto Lom-
bardo di Sc. e. Lett. Rend., ser. I, vol. 28, 1895, s. 1060 i nast. podane jest w istocie to samo
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dla kazdej liczby catkowitej n wielko$¢ na < b tak, iz kazda wielkosé, ktora jest
mniejsza od wielokrotnosci a przypisa¢ mozna do pierwszej klasy, zas wszystkie
pozostalte wielkosci do drugiej klasy. Poniewaz np. a nalezy do pierwszej, zas b do
drugiej klasy, wiec istotnie w kazdej klasie wystepuja [jakies| wielkosei. Jesli ¢ jest
wielkoscia drugiej klasy, to na < ¢ dla kazdej liczby catkowitej n. Jesli ¢; nalezy
do pierwszej klasy, to istnieje liczba catkowita ny taka, ze ¢; < nia, a poniewaz
jednoczesnie dla tej ny musi zachodzi¢ nieréwnosé nija < ¢, wiec ¢; < c¢. Kazda
wielkosé pierwszej klasy jest zatem mniejsza od kazdej [wielkosei] drugiej [klasy].
Na mocy VII mozna wywnioskowaé istnienie wielkosci £ tego rodzaju, iz kazda &',
ktora jest mniejsza od £, nalezy do pierwszej [klasy], a kazda &”, ktora jest wieksza
od &, nalezy do drugiej klasy.

Wielokrotno$é a nie moze by¢ ani wieksza od £, ani réwna £. Gdyby bowiem
bylo nja > &, istnialaby (§2, punkt 3) pomiedzy nja oraz & wielkosé, ktora,
poniewaz bytaby < nja, musialaby nalezeé do pierwszej [klasy], a poniewaz bytaby
> £, musialaby naleze¢ do drugiej klasy, co przeciez jest sprzecznosciag. Gdyby
jednak nija = £, to (rownoséé (1)) nastepna wielokrotnosé (nq + 1)a = nia + a
bytaby, na mocy IV, wieksza od nia, tj. wieksza od &, whrew temu, co wlasnie
pokazano. Jest zatem na < ¢ dla kazdej liczby catkowitej n.

Niech wybrana teraz bedzie a’ < a (aksjomat II); na mocy przed chwilg udo-
wodnionego 1 - a (czyli a) jest mniejsza od &, wiec rowniez o’ < £ (§2, punkt 1).
Mozna teraz ustali¢ ¢’ tak (aksjomat V), ze &' + o/ = &, co implikuje (aksjomat
IV) ¢ < & Poniewaz ¢’ nalezy do pierwszej klasy, mozna znalez¢é liczbe calkowita
n' taka, ze n'a > ¢'. 7 tej nieréwnosci oraz z a > o/ wynika n'a+a > &' +a’ (por.

sformultowanie ciagglosci, jak u VERONESE, bez blizszego oméwienia pozostalych aksjomatow).
System rzeczy, ktory spelnia aksjomat ciagtosci VERONESE, ale nie spelnia ani aksjomatu Archi-
medesa, ani aksjomatu VII, otrzymuje sie w sposéb nastepujacy. Rozwaza sie wszystkie funkcje
[zmiennej] y o postaci ay + by?, gdzie a jest dodatnig liczba catkowita lub zerem, a b oznacza
jakakolwiek rzeczywista (skoniczona) wielkosé liczbowa, przy czym jednak gdy a = 0, to b ma by¢
dodatnia i rézna od zera. Jesli ustali sie, ze z dwoch funkcji a1y + b1y? i agy + bey? ta pierwsza
ma byé nazywana wieksza, gdy (a1y + b1y?) — (a2y + b2y?) jest dodatnia dla matych dodatnich
y i rozwaza sie dodawanie funkcji zdefiniowane w zwyktly sposéb, to widaé¢, ze spelnione sa ak-
sjomaty od I do VI.

Jesli mamy teraz dwie klasy funkcji spetniajace warunki VERONESE, funkcje oy + By? pierwszej
[klasy] i funkcje o’y 4+ B’y? drugiej klasy, to musi byé¢ mozliwe znalezienie takze dwoch funkcji
aoy + Boy? oraz afy + Byy? odpowiednio pierwszej i drugiej klasy takich, ze (afy + Bjy?) —
(coy + Boy?) < y2. Z nierdwnosci tej wynika jednak, ze af = ag. Jesli rozwazy si¢ teraz wszyst-
kie funkcje pierwszej klasy, ktore sa > agy + Boy? oraz wszystkie funkcje drugiej klasy, ktére sa
< ajy+ ﬁ(’)yQ, to wszystkie te funkcje sa postaci agy + by? i réznia sie zatem tylko wartosciami
b. Otrzymuje sie wiec teraz dwie klasy wartosci b, ktore znowu spelniaja omawiane warunki
i mozna, poniewaz chodzi teraz o zwykle rzeczywiste wielkosci liczbowe, wnioskowaé o istnieniu
wielkosci by lezacej miedzy tymi klasami. Funkcja agy 4+ Boy? jest wlasnie ta, ktorej istnienie
glosi postulat VERONESE. A zatem postulat ten w zmodyfikowanej, tj. uogoélnionej postaci jest
spelniony.

Poniewaz zadna wielokrotno$é y2 nie jest wicksza od y, wiec nie zachodzi tu aksjomat Archime-
desa. Juz z tego wynika, ze nie zachodzi tu aksjomat DEDEKINDA; widaé¢ to tez bezposrednio,
gdy przyporzadkujemy do pierwszej klasy funkcje, dla ktorych a = 0, a do drugiej funkcje, dla
ktoérych a > 0.

Postulat VERONESE nie jest zatem, chociaz zalozone sa wprzédy aksjomaty od I do VI, réw-
noznaczny z aksjomatem DEDEKINDA (VII). Z drugiej strony, jak latwo wida¢, to ten ostatni
aksjomat przy poczynionych zalozeniach jest réownoznaczny z faktem, ze nieskonczenie wiele
wielkosci, ktore wszystkie sa mniejsze od ustalonej [wielkosci|, zawsze posiada tak zwany ,kres
gorny”.
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§2, punkt 2), tj. (n'4+1)a > &. To stoi w sprzecznosci z dopiero co udowodnionym.

Uczynione na poczatku zalozenie jest wiec niemozliwe, tj. istnieje liczba cal-
kowita n taka, ze na > b. Ten fakt jest czesto wysuwany jako szczegdlny aksjomat
i oznaczany jako aksjomat Archimedesa.

§ 5. Prawo przemiennos$ci dodawania

W §1 pozostawiono bez rozstrzygniecia pytanie, czy prawo przemiennosci do-
dawania zachodzi, czy nie zachodzi. Zostanie teraz udowodnione, ze rdwnanie
a+b=">+ a jest konieczng konsekwencjq aksjomatow od I do VII.

Wybierzmy ¢ tak, aby byla < a oraz < b (poza tym dowolna). Wielkosci ¢, 2¢,
3¢, 4e, . .., na mocy aksjomatu Archimedesa nie sa wszystkie < a. Niech pierwsza
wielkoscia z powyzszego ciagu, ktoéra jest > a, bedzie pc. Mamy zatem:

(h—1ec<a, (3)
pe > a. (4)
Podobnie musi istnieé¢ liczba catkowita v tego rodzaju, ze:
(v—=1)c<b, (5)
ve > b (6)
Z (3) oraz (5) dostajemy, na mocy punktu 2 §2:
(bw—Dec+wv—-1c<a+d.
Tak wiec na mocy (1) mamy:
(u+v—2)c<a+hb. (7)

Tak jak ta relacja wynika z (3) oraz (5), tak tez z (4) oraz z (6) mozna wywnios-
kowaé (zwr6é uwage na szyk dodawania):

(v + p)e>b+a.

Poniewaz jednak dla liczb zachodzi prawo przemiennosci dodawania, wiec mamy
tez:
(W+v)e>b+a. (8)
Z (7) wynika jeszcze ((u+v — 2)c+ 2¢) < (a + b) 4 2¢, co ze wzgledu na (1) daje
relacje:
(w+v)e < (a+b)+ 2c. 9)

Na mocy punktu 1 §2 z (8) oraz (9) wynika:
b+a< (a+0b)+2c (10)

Wida¢ z tego, ze nie moze by¢ b+a > a+b. Gdyby mianowicie tak bylo, to mozna
bytoby ustali¢ x tak, ze:
(a+b)+z=b+a. (11)
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Wielkosé ¢ byta dowolna, pomijajac to, ze miala byé < a oraz < b; ¢ mogta wiec
zostac tez tak dobrana (punkt 3 §3), ze 2¢ < . W tym przypadku dostaloby sie
(a+0b) +2¢ < (a+b) + x, tj., na mocy (11), [wielkosé| mniejsza od b + a, co stoi
w sprzecznosci z (10).

Poniewaz w calych tych rozwazaniach mozna zamieni¢ role a oraz b, wynika
stad, ze nie moze by¢ rowniez a+b > b+ a. Tak wiec (na mocy aksjomatu I) musi
by¢ a+b=b+dl.
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9 Podany tu dowod rézni si¢ od dowodu VERONESE (o0p. cit., s. 620 i nast.) po pierwsze
w tym, ze VERONESE operuje na ,segmentach”, a wiec korzysta z faktow, ktére odwotuja si¢ do
odcinkéw oraz uporzadkowania punktow (por. aksjomaty od (a) do (k) w §18), podczas gdy
ja tutaj pokazuje, ze dowolne wielkosci, ktére spelniaja aksjomaty od I do VII, musza spelniaé
prawo przemiennos$ci dodawania. Poza tym VERONESE zaklada, przynajmniej w przedstawionej
formie jego dowodu, istnienie czesci wlasciwych. Dowdd jednak musi zostaé tak poprowadzony,
gdy nie potraktuje sie istnienia czesci wlasciwych jako aksjomatu, ze zalozenie to mozna pominaé,
poniewaz, o ile mi wiadomo, nie podano zadnego wolnego od zarzutéw dowodu istnienia czesci
wlasciwych, ktéry nie uzywalby prawa przemiennosci dodawania (por. uwage na s. 17).
Zauwaze jeszcze wyraznie, ze wyniki tego i nastepnego paragrafu pozostajq w mocy, gdy zatozy
sie jedynie aksjomaty od I do VI oraz aksjomat Archimedesa.



