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Twércza rola patologii w matematyce’

Abstract. We discuss the creative role of objects called pathologies by ma-
thematicians. Pathologies may become “domesticated” and give rise to new
mathematical domains. Thus they influence changes in mathematical intu-
ition.

1. Cel

Niniejsza notatka dotyczy sposobéw rozumienia pojecia patologii w matematy-
ce. Bierzemy pod uwage opinie wyrazane przez zawodowych matematykow, okre-
$lajacych pewne obiekty swoich badan jako patologiczne. Wnioskiem z tych roz-
wazan jest — uzasadniane obserwacjami z dziejéw matematyki — przekonanie, iz
obiekty uwazane za patologiczne pelnia role twércza w rozwoju matematyki. Zaj-
mujemy sie ta problematyka w zwiazku z nastepujacymi zagadnieniami:

1. Modele zamierzone. W innym miejscu staramy sie opisaé role aksjomatow
ekstremalnych (np.: aksjomatu zupelnosci w geometrii, ciaglosci w algebrze
i analizie, aksjomatow ograniczenia, konstruowalnosci, kanonicznosci w teorii
mnogosci, zasady indukeji matematycznej w arytmetyce) w dazeniu do uzy-
skania charakterystyki pojecia modelu zamierzonego teorii. Brane jest przy
tym pod uwage odréznienie standardu od patologii.

2. Intuicja matematyczna. Z podanych nizej przyktadéw powinno by¢ widoczne,
ze modyfikacja intuicji matematycznych dokonuje sie m.in. pod wplywem
oswajania patologii. Sadzimy, ze zawodowi matematycy zgodza si¢ z teza, iz
zywione przez nich intuicje maja charakter dynamiczny, a na ich zmiennosé
wplywa m.in. rozwiazywanie paradokséw (w tym tych wywoltywanych przez
konstrukcje patologiczne).

3. Krytyka koncepcji matematyki ucielesnionej. Sadzimy, ze celowe konstru-
owanie patologii (co jest procedura do$é¢ powszechna w matematyce) sta-
nowi jeden z waznych argumentéw przeciwko trafnosci tezy, ze calosé genezy
oraz funkcjonowania matematyki mozna wyjasni¢, odwotujac si¢ wytacznie
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do tworzenia metafor pojeciowych, ktora to teze glosi sie¢ np. w (Lakoff,
Nufez, 2000).

4. Dydaktyka matematyki. Pomiedzy matematyka nauczana w szkole a mate-
matyka wspolczesnie wykorzystywana w opisie Swiata istnieje ogromna prze-
pasé. Niezrozumiate wydaje sie np. uporczywe zatajanie przed uczniami ele-
mentarnych pojeé analizy matematycznej, bez ktérych nie jest mozliwe ro-
zumienie nie tylko $wiata fizycznego, ale rowniez chociazby zjawisk ekono-
micznych. Piszacy te stowa prowadzi w UAM wyklad monograficzny Za-
gadki, poswiecony zagadkom matematycznym, ktorych rozwigzania stanowia
wyzwania dla (jakze czesto zludnych!) intuicji doswiadczenia potocznego.
Wiele z tych zagadek odwoluje sie do mniej lub bardziej skomplikowanych
obiektow patologicznych.

2. Nieformalne charakterystyki

Proba charakterystyki pojecia patologii (w matematyce) bra¢ musi pod uwage
sposoby rozumienia takze innych poje¢. Naleza do nich:

1. Standardy: obiekty uwazane za normalne, wzorcowe, naturalne. O tym, co
uwazamy za standard, decyduje przede wszystkim praktyka matematyczna,
uzytecznosé w zastosowaniach, a w dalszej chyba kolejnosci prostota logiczna
pojeé. Standardowe sg wiec np. od dawna znane i szeroko wykorzystywane
systemy liczbowe.

2. Wyjagtki: obiekty o szczegdlnym zestawie wlasnosci badz obiekty niemieszcza-
ce sie w ustalonej klasyfikacji, np.: grupy sporadyczne, wielokomorki foremne.

3. Obiekty ekstremalne: obiekty posiadajace pewne wlasnosci w stopniu maksy-
malnym lub minimalnym, np.: modele nasycone lub modele atomowe, wspo-
mniane juz wielokomoérki foremne.

4. Kontrprzyktady: obiekty pozwalajace na odréznienie zakreséw wlasnosci lub
zakresow prawdziwosci twierdzen, np.: obiekty réznicujace klasy struktur
algebraicznych lub przestrzeni topologicznych.

5. Niespodzianki: nieoczekiwane, acz ,nieztosliwe” obiekty/twierdzenia, np.: hi-
poteza Borsuka, hipoteza Mertensa.

6. Patologie: obiekty pojawiajace sie w trakcie badan, ale traktowane jako ,nie-
chciane” badz obiekty konstruowane specjalnie dla ukazania ograniczen (po-
je¢, metod, intuicji). O wielu kontrprzykladach mawia sie, ze sa patologiami
(ale nie kazdy kontrprzyktad nazywamy patologia).

Oczywiscie nie jest naszym zamiarem klasyfikowanie wszelkich obiektow ma-
tematycznych — to byloby zadaniem bezsensownym. Chcemy jedynie wskaza¢ na
sposoby mowienia o pewnych obiektach matematycznych. By¢ moze warto by-
toby uwzgledni¢ dalsze czesto uzywane przez matematykéw okreslenia badanych
przez nich obiektow, np.: anomalie, obiekty dziwne (tajemnicze, dzikie, niedostep-
ne itp.), ale ponizej ograniczymy sie jedynie do wezesniej juz wymienionych typow
obiektow.
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Powyzsze nieformalne charakterystyki wymagaja pewnych komentarzy, ktore
warto dodaé¢, zanim poswiecimy uwage samym patologiom matematycznym.

2.1. Standardi,dobre zachowanie”

W tekstach matematycznych stosunkowo czesto napotykamy okreslenie dobrze
zachowujgcy sie obiekt (np. struktura algebraiczna, funkcja, przestrzen). Jest ono
zrelatywizowane do celow prowadzonych badail i nie moze by¢ rozumiane w sposob
absolutny. Czasem mawia sie tez, ze jedne obiekty zachowujq sie lepiej od innych
(np. funkcje analityczne zachowuja sie lepiej niz funkcje rézniczkowalne lub je-
dynie ciagte, zbiory Borelowskie zachowuja sie lepiej niz calkiem dowolne zbiory,
przestrzenie Hausdorffa zachowuja sie lepiej niz dowolne przestrzenie topologiczne
itd.). Lepiej lub gorzej zachowywac sie moga obiekty matematyczne pod ustalonym
wzgledem — nie sporzadzamy zadnych absolutnych liniowych list dobrego zachowa-
nia sie — np. cialo liczb rzeczywistych jest uporzadkowane w sposéb zupelny, ale nie
jest algebraicznie domkniete, natomiast cialo liczb zespolonych jest algebraicznie
domkniete, ale nie istnieje w nim porzadek zgodny z dziataniami arytmetycznymi.
Widaé¢ wyraznie z dziejow matematyki, ze przypadki ztego zachowania sie (np.:
nieprzemienno$¢ mnozenia w pewnych dziedzinach, brak jednoznacznosci rozkta-
du na czynniki pierwsze w niektorych pierscieniach) wymuszaja na matematykach
uogoblnienia, rozszerzenia dziedziny badan, a wiec — moéwiagc nieformalnie — tworze-
nia coraz to nowych kodekséw savoir vivre obiektéw matematycznych. Pojawiaja
sie w ten sposdb nowe standardy matematyczne.

2.2. Postacie kanoniczne

Wazna procedura wspomagajaca ustalanie standardéw jest sprowadzanie obie-
ktow (o ile to mozliwe) do réwnowaznych im obiektow w postaci normalnej (stan-
dardowej, kanonicznej). Zwykle korzyscia bywa tu mozliwosé stosowania do obiek-
tow w postaci normalnej pewnych dobrze opracowanych metod ich badania, a wy-
niki tych badan automatycznie odnosza sie do wszelkich obiektéw z rozwazanej
dziedziny. Dla przyktadu wspomnijmy o: réznych rodzajach postaci normalnych
formut jezykow logiki, kanonicznej reprezentacji liczb naturalnych jako iloczynow
stosownych poteg liczb pierwszych, postaciach normalnych macierzy, postaciach
normalnych Cantora dla liczb porzadkowych.

2.3. Twierdzenia o klasyfikacji i twierdzenia o reprezentacji

Do rutynowych dzialan matematykow naleza: klasyfikowanie obiektoéw oraz re-
prezentowanie ich w okreslonych postaciach. Stosowne twierdzenia o klasyfikacji
oraz reprezentacji porzadkuja dziedzine badan. Twierdzenia o klasyfikacji poda-
ja bowiem kompletne (lub z okreslonymi wyjatkami) inwentarze typoéw badanych
obiektow, natomiast twierdzenia o reprezentacji pozwalaja uzyskiwaé takie przed-
stawienia interesujacych nas obiektow, dla ktéorych wypracowano dobre metody
operowania na nich, ktoére sa juz wystarczajaco dobrze ,oswojone”. Klasyfikujemy
obiekty poprzez izomorfizmy, homeomorfizmy, dyfeomorfizmy itp. Przyktadami sa:
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klasyfikacja prostych grup skoniczonych, klasyfikacja powierzchni, klasyfikacja izo-
metrii plaszczyzny. Z kolei twierdzenia o reprezentacji pozwalaja na przedstawienie
wszystkich obiektow z rozwazanej dziedziny jako (w $cisle okreslony sposob) nie-
odréznialnych od obiektéw z dobrze zbadanej dziedziny. Przyktady: twierdzenia
o reprezentacji grup, algebr Boole’a, rozmaitosci rézniczkowalnych, algebr Lie, le-
mat Mostowskiego o kontrakeji.

2.4. Niezmienniki

Wazna role w procedurach klasyfikowania obiektow matematycznych (a wiec
posrednio réwniez w ustalaniu, co jest dla rozwazanej teorii obiektem standardo-
wym) odgrywaja niezmienniki. Informacji o obiektach matematycznych dostarcza-
ja te ich wtasnosci, ktore pozostaja niezmienione przy okreslonego rodzaju prze-
ksztatceniach. Rozwazaé takze mozna zadane z géry niezmienniki i pytaé¢, dla
jakiego rodzaju obiektéw sa one charakterystyczne. Jak pamietamy, badania tego
typu zapoczatkowane zostaly w XIX wieku dla systemoéw geometrii, a nastepnie dla
wielu innych dziedzin. Pojecie niezmiennika stalo sie¢ niezwykle popularne w mate-
matyce w wieku XIX. Ponizsza tabela podaje proste przyktady wtasnosci obiektdw
matematycznych wybranych rodzajow przy stosownych przeksztatceniach:

Dziedzina Przeksztatcenie Niezmiennik
Przestrzenie Homeomorfizm Wymiar
topologiczne
Zbiory Przesuniecie Miara Lebesgue’a
Liczby zespolone Mnozenie Wartosé bezwzgledna
Piersciern wielomianéw | Liniowe przeksztalcenie | Stopien
zmiennych wielomianu

Przestrzen Przeksztatcenie Dwustosunek
rzutowa rzutowe czworki

punktow

W 1872 roku Felix Klein przedstawit — bardzo wplywowy, jak sie p6zniej okaza-
to — program badawczy, znany dzis jako Program z Erlangen. Proponuje sie w nim
klasyfikowanie systemow geometrii na bazie grup przeksztalcen rozwazanych prze-
strzeni. Ponizsza tabela podaje kilka przyktadow (daleko nie wszystkie!) powiazan
miedzy grupami przeksztaltceil, geometriami oraz niezmiennikami:

Grupa przeksztalcen Geometria Niektore niezmienniki
identycznosciowe polozenia potozenie

izometrie metryczna odlegtosé
podobienistwa podobienstw kat

afiniczne afiniczna wspo6Hiniowosé
homeomorfizmy topologia spojnoscé, zwartosé
wzajemnie jednoznaczne | teoria mnogosci | moc zbioru

Rozumienie teorii matematycznej jako ogbétu zdan prawdziwych o niezmienni-
kach bylto kiedys bardzo popularne. Obecnie — za Paschem i Hilbertem — teorie
rozumiemy jako twory syntaktyczne (zespoly zdain), a badaniem ich modeli zaj-
muje sie teoria modeli.
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2.5. Rola kontrprzyktadéw

Do obowigzkowych lektur kazdego matematyka nalezy klasyczna rozprawa (La-
katos, 1976). Stanowi ona oryginalna probe rekonstrukeji (fragmentu) kontekstu
odkrycia matematycznego — w tym przypadku rzecz dotyczy wzoru Eulera dla
wielo$cianéw, a szczeg6lna role pelnia przy tym roéznego rodzaju kontrprzyktady.
Jestesmy przyzwyczajeni do wykorzystywania kontrprzyktadow w trakcie wyktadu
teorii matematycznej w celu ukazania zakresu obowiazywania twierdzeri, roli po-
szczegblnych zalozeri, mozliwosci (badz niemozliwosci) dokonywania uogoélnien itd.
Wiele kontrprzyktadéw pelniacych takie wlasnie role rozproszonych jest w pod-
recznikach, a ponadto dysponujemy takze calymi zbiorami specjalnie wybranych
kontrprzyktadow, systematycznie pogrupowanych (zob. np. Steen, Seebach, 1995;
Gelbaum, Olmsted, 1990, 2003; Wise, Hall, 1993). Wyraziste kontrprzyklady otrzy-
muja czesto miano patologicznych — tak wiec sfera rogata Alexandera jest kontr-
przyktadem dla préby przeniesienia twierdzenia Jordana o krzywej zamknietej na
plaszczyznie na przypadek trzech wymiarow.

2.6. Wyjatki oraz obiekty ekstremalne

Zdarza sie, ze probujac dokonaé klasyfikacji obiektéw rozwazanej dziedziny
(wedle ustalonego zestawu wlasnosci), napotykamy na obiekty, ktére nie moga zo-
sta¢ przypisane do zadnego z czlonow proponowanej klasyfikacji. Dla przykladu
klasyfikacja prostych grup skoriczonych wyszczegolnia kilka ich klas oraz 26 grup
sporadycznych, niewpadajacych do zadnej z tych klas. O wyjatkach nie moéwimy,
iz sg patologiami, lecz raczej okreslamy je jako nieprzystajace do ustalonego wzor-
ca katalogowania obiektow, bez naruszania wyjsciowych intuicji matematycznych.
Obiekty ekstremalne wyrozniaja sie tym, iz pewne cechy posiadaja w stopniu mi-
nimalnym badz maksymalnym. W tym sensie wielokomorki foremne sa obiektami
ekstremalnymi, jako charakteryzujacymi sie maksymalna liczba stosownych sy-
metrii. Wyjatkowe wéréd prostych grup Lie sa Ga, Fy, Eg, Er7, Eg. Zwykle nie
nazywamy obiektéw wyjatkowych patologiami.

2.7. Niespodzianki

Myslenie naiwne mogloby nasuwaé przypuszczenie, ze skoro aksjomaty teo-
rii dobrane sa w sposob jako§ naturalny, zgodny z powszechnie (w $rodowisku
matematykow) akceptowanymi intuicjami, to srodkami dedukcyjnymi nie mozna
z takich aksjomatow otrzymaé rezultatow kolidujacych z tymi intuicjami. Wszak
dedukcja ma polegaé na transferze prawdziwosci i nie powinna doprowadzaé do in-
formacji stanowiacych dla nas zaskoczenie, ktérych nie uswiadamiamy sobie, ana-
lizujac same aksjomaty wyjsciowe. To oczywiscie ztudzenie — nie widaé¢ zadnego
powodu, aby nastepniki obiektywnej relacji wynikania logicznego bylty poznawczo
roéwnie oczywiste jak jej minimalne poprzedniki, czyli aksjomaty teorii. Bywamy
zatem zaskakiwani nowymi wynikami matematycznymi. Jesli te zaskoczenia nie
owocuja konieczno$cia gruntownej zmiany intuicji, to proponujemy je nazywac
wlagnie niespodziankami, ktory to termin nie ma konotacji negatywnych. Oprocz
wspomnianych wyzej hipotez Mertensa i Borsuka, ktorych falszywosé okazalta sie
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taka niespodzianka, przywolajmy jeszcze przyklad istnienia skonczonych matryc
logicznych, ktore nie sg aksjomatyzowalne (zob. np. Wojtylak, 1979).

2.8. Patologie

Wybrane przyklady patologii podajemy ponizej, dla kilku dziedzin matema-
tyki. Mozna oczywiscie zastanawia¢ sie nad jakimis mozliwosciami klasyfikowania
patologii — ze wzgledow strukturalnych lub funkcjonalnych. Powinno by¢ jasne, ze
pojecie patologii ma uwarunkowania pragmatyczne i historyczne. Uwazamy, ze nie-
bagatelna role w decydowaniu, ktore obiekty nazywane sa standardowymi, a ktore
patologicznymi odgrywaja motywacje, ktore czerpie matematyka z nauk empirycz-
nych. Patologie pojawiajace sie w matematyce prawie zawsze okazuja sie, z réz-
nych powoddéw, uzyteczne. Z jednej strony obiekty patologiczne sa ,niechciane”,
ale z drugiej strony, po jakim$ czasie, okazuja sie wazne, motywujg nowe badania,
pozwalaja poszerzy¢ perspektywy itd. W istocie taka jest gléwna rola specjalnie
konstruowanych obiektéw patologicznych (o nich nie powiemy jednak chyba, ze sa
niechciane, ale moze raczej, iz sa przekorne).

Nalezy wyraznie podkresli¢, ze nie okresla si¢ mianem patologii wszelkich no-
wych obiektow matematycznych, ktore wydaja sie dziwne (tajemnicze, nieoswo-
jone, dotad niezbadane itp.). Matematyka bezustannie rozszerza dziedzine swoich
badan, wkracza na nowe tereny, ktére wymagaja wypracowania nowych metod ba-
dania napotkanych tam obiektow. Czesto dlugiego czasu potrzeba, aby$smy uznali,
ze dobrze rozumiemy okreslona dziedzine matematyczna.

Pojecie patologii jest zatem zrelatywizowane historycznie. Obiekt nazywany
w jakims$ okresie patologicznym nie jest taki wiecznie, bywa oswajany i zyskuje
pelnoprawne obywatelstwo w matematyce. Mowienie o jakims obiekcie, ze jest pa-
tologiczny wskazuje na konieczno$é wypracowania nowych metod w matematyce,
na zmiane perspektywy badawczej poprzez wprowadzanie uogélnieni, na koniecz-
nos$¢ dokonania subtelniejszych dystynkcji w dotychczas zywionych przekonaniach,
konstytuujacych intuicje matematyczne danego okresu.

3. Patologie: przyktady

Rozwazmy teraz wybrane przyktady obiektow (konstrukeji, wynikow), okresla-
nych (obecnie lub w czasie ich pojawienia si¢) jako patologiczne (zob. np. Feferman,
Friedman, Maddy, Steel, 2000; Hahn, 1956). Nie jest to oczywiscie jakikolwiek kom-
pletny przeglad patologii, przyklady dobralismy troche ad hoc sposréd omawianych
w literaturze olbrzymiej ich liczby.

3.1. Arytmetyka

Nie ma $wiadectw, ze liczby naturalne oraz wymierne byty kiedykolwiek uwa-
zane za obiekty patologiczne. Odkrycie wielko$ci niewspotmiernych byto zaskocze-
niem dla Pitagorejczykéw, wierzacych w harmonie $wiata bazujaca na liczbach
(w domysle: wymiernych). Precyzyjna teorie liczb rzeczywistych opracowano do-
piero w wieku XIX. Pare stuleci trwalo oswajanie zaréwno liczb ujemnych, jak
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i zespolonych. Liczby obu tych rodzajéw byly poczatkowo traktowane jako pato-
logiczne, fikcyjne, absurdalne, fatszywe. Do ich oswojenia przyczynita sie zaréwno
ich uzytecznos¢ w coraz szerszych zastosowaniach, jak tez wykazanie, iz tworza
one dobrze okreslone struktury. Obecnie trudno sobie wyobrazi¢ np. opis Swiata
fizycznego bez stosowania liczb rzeczywistych oraz zespolonych.

Model standardowy arytmetyki Peana (pierwszego rzedu) ma uniwersum zto-
zone z najbardziej bodaj standardowych obiektéw matematycznych — liczb natu-
ralnych. Jak jednak wiadomo, teoria ta nie jest ani zupelna, ani (tym bardziej) ka-
tegoryczna — ma kontinuum przeliczalnych modeli. Model standardowy jest wsrod
nich wyjgtkowy (jest modelem pierwszym, jedynym jej modelem dobrze uporzad-
kowanym i jedynym jej rekurencyjnym modelem). Wszystkie pozostate modele
mozemy nazywacé patologicznymi — zawieraja one elementy wieksze od wszystkich
liczb naturalnych, a dzialania arytmetyczne nie daja sie w tych modelach okresli¢
w spos6b rekurencyjny. W logice drugiego rzedu mozemy oczywiscie okresli¢ model
arytmetyki w sposob kategoryczny.

3.2. Algebra

W odroéznieniu od liczb ujemnych oraz zespolonych inne rodzaje liczb (kwater-
niony, oktoniony, liczby dualne itd.) przyjmowane byly w matematyce bez wiek-
szych oporéw, na co wptyw mialo niewatpliwie przeksztalcenie sie algebry z dziatu
matematyki poswieconego rozwiazywaniu réwnan w obszerna dziedzine zajmujaca
sie catkiem dowolnymi strukturami. Patrzac z takiej szerszej perspektywy, ustale-
nie, ze nie wszystkie (lubiane, uwazane za pozyteczne) wlasnosci operacji arytme-
tycznych zachowuja waznosé dla nowych rodzajow liczb (mnozenie kwaternionow
nie jest przemienne, a mnozenie oktonionéw nie jest ani przemienne ani laczne)
nie stwarzato, jak sie zdaje, podstaw do okreslania tych nowych obiektow jako
patologicznych. Czy ustalenia dotyczace np. istnienia dzielnikow zera lub niejed-
noznacznosci rozktadu, odréznienia elementéw pierwszych od nierozktadalnych itd.
ukazywaly pojawianie sie patologii? Jesli tak, to mozna chyba twierdzié¢, ze Kum-
mer uwazal jednoznacznosé rozktadu za wlasnosé tak wazna, ze dla jej osiagniecia
uznal za wskazane wprowadzenie catkiem nowych obiektéw matematycznych —
swoich liczb idealnych. Pomyst ten zostal uogélniony i rozwiniety przez Dedekinda
w jego teorii ideatdw. Tak wiec proba poradzenia sobie z wlasnoscia uznawang
za patologiczng zaowocowala w tym przypadku rozszerzeniem dziedziny badan
matematycznych — patologia okazala sie tworcza.

W ogromnym uniwersum wszelkich struktur algebraicznych znajdujemy tez
takie, ktore okresla si¢ mianem patologicznych. Dla przykladu dziwnymi obiek-
tami zdaja sie by¢ grupy-potwory Tarskiego: grupy nieskoriczone, ktérych kazda
nietrywialna podgrupa jest grupa cykliczna rzedu p (p pierwsza).

Uwazamy, ze mamy dobre intuicje dotyczace obiektow rozwazanych w alge-
brze liniowej. Jednak przenoszenie takich intuicji z przypadku struktur skoriczenie
wymiarowych na te o nieskonczonej liczbie wymiaréw nie zawsze jest uzasadnio-
ne. Przypomnijmy choéby stynny wynik Enflo z 1973 roku, ukazujacy, ze istnie-
je nieskoniczenie wymiarowa osrodkowa przestrzen Banacha nieposiadajaca bazy
Schaudera.
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3.3. Analiza

~Polowanie na patologie” spektakularny wyraz znalazlo w czasie porzadko-
wania podstaw analizy matematycznej w wieku XIX. Rozumienie pojecia funkcji
ulegato ewolucji. Funkcje bywaly pojmowane jako procesy, jako przepisy na otrzy-
mywanie wartoéci dla danych argumentéw, a dopiero pézniej zaczeto rozumieé
funkcje jako catkiem dowolne przyporzadkowania wartosci argumentom. 7 chwi-
la akceptacji tego najbardziej ogblnego rozumienia zmuszeni zostalismy takze do
akceptacji — jako dobrze okre$lonych — funkcji, ktére nazywane byly patologicz-
nymi. Gdy w wieku XIX zaczeto dopuszczaé méwienie o funkcjach jako catkiem
dowolnych zbiorach par uporzadkowanych (spelniajacych oczywisty warunek jed-
noznacznosci), okazalo sie, ze oprocz naturalnych, zgodnych z intuicjami doswiad-
czenia potocznego zaleznosci funkcyjnych za funkcje w tym najbardziej ogolnym
znaczeniu musimy uznaé¢ réwniez takie zaleznosci, ktére tym intuicjom dramatycz-
nie przecza.

Skonstruowano wiele przyktadow funkcji patologicznych — do najbardziej zna-
nych nalezg chyba rozne obiekty fraktalne, np. krzywe Peana oraz Hilberta (ciagte
odwzorowania odcinka [0,1] na kwadrat [0,1] x [0,1]). Wiele konstrukeji zwia-
zanych bylo z prébami podania precyzyjnych podstaw dla podstawowych poje¢
analizy (takich jak: zbieznos¢, granica, rézne rodzaje ciaglosci, pochodna, rézne
rodzaje calek). W szczegdlnosei niektore z tych przykltadow ukazywaly np. zalety
calki Lebesgue’a w poréwnaniu z calka Riemanna.

Cantor tworzyt swoja teorie mnogosci w zwiazku z badaniami dotyczacymi
zbioréw liczb rzeczywistych oraz warunkow zbieznosci szeregdéw nieskonczonych.
Zbior trojkowy Cantora (obecnie do$é powszechnie znany, gdyz czesto przywoly-
wany w opracowaniach popularyzujacych matematyke) byl uwazany poczatkowo
za twor wielce patologiczny: ma on moc kontinuum, lecz miare réwna zeru, nie za-
wiera zadnego niepustego przedziatu, jest zbiorem doskonalym, ale nigdziegestym
itd. Jednak ze wzgledu na wielo$é i rozlegtos¢ owocnych zastosowan zostat, jak
sie zdaje, juz dos¢ dobrze oswojony w matematyce. Wiemy np., ze: kazda zwarta
przestrzeri metryczna jest ciagglym obrazem zbioru Cantora, kazda nieprzeliczal-
na oSrodkowa i metryzowalna w sposéb zupelny przestrzen topologiczna zawiera
podzbior homeomorficzny ze zbiorem Cantora.

Dosé swobodne operowanie szeregami nieskoriczonymi w wieku XVIII zasta-
pione zostalo ich rygorystycznym traktowaniem w wieku nastepnym, gdy ustalano
kryteria zbieznosci takich szeregow. Kryteria owe eliminowaly rézne wczesniejsze
— 7z dzisiejszego punktu widzenia pochopne — ustalenia na temat sum szeregdéw
nieskoniczonych. Koniecznosé okielznania patologii owocowala wiec rozwojem tego
fragmentu analizy matematyczne;j.

Dla ilustracji przywotajmy kilka (dobrze znanych matematykom) przyktadow
funkcji okreslanych jako patologiczne:

1. Funkcja Thomaego. Jest okreslona wzorem:

I { é jesli @ = L jest liczbg wymierng (ulamek nieskracalny), ¢ > 0,

0 jesli z jest liczba niewymierna.
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Jest ona ciagla w kazdym punkcie niewymiernym i nieciagta w kazdym punk-
cie wymiernym. Jest calkowalna w sensie Riemanna na kazdym przedzia-
le domknietym. Jej wykres nosi wiele pomystowych nazw (sad Euklidesa,
Gwiazdy Babilonu, funkcja Riemanna, prazona kukurydza, krople deszczu
itd.).

Uwaga: nie istnieje funkcja, ktora bytaby ciggta dla wszystkich argumentow
wymiernych, a nieciagla dla wszystkich argumentéw niewymiernych (ponie-
waz zbior punktéw niecigglosci musi byé zbiorem typu Fy).

2. Funkcja Dirichleta. Jest zdefiniowana wzorem:

flz) = 1 jesli x jest liczba wymierna,
7730 jesli  jest liczba niewymierna.

Jest ona nieciagla dla kazdego argumentu swojej dziedziny. Nie jest catkowal-
na w sensie Riemanna na zadnym przedziale domknietym, jest catkowalna
w sensie Lebesgue’a. Poniewaz f(x) = lim lim (cos(k!mx))%, wiec jest to
. .. c k—o00 j—o00
funkcja drugiej klasy Baire’a.
3. Funkcja Weierstrassa. Jest przyktadem funkcji ciaglej, ktéra w zadnym pun-
kcie nie jest rozniczkowalna i nalezy do rodziny zdefiniowanej wzorem:

flx) = i a” cos(b"wx),
n=0

gdzie 0 < a < 1, b jest liczba catkowita nieparzystg oraz ab > 1.

4. Funkcja Volterry. Dla okreslenia funkcji Volterry wykorzystuje sie zbior SVC

(zbior Smitha-Volterry-Cantora). Jest on konstruowany podobnie jak zbior
trojkowy Cantora. Zaczynamy od przedziatu [0, 1] i w n-tym kroku konstruk-
cji usuwamy przedzial otwarty o dtugosci 22% z kazdego z 2"~ ! otrzymanych
uprzednio przedzialow domknietych. Dwa pierwsze kroki daja wiec odpo-
wiednio: [0, 2] U[2,1] oraz [0, 2] U [45, 2] U [2, 2] U [2L,1]. Zbior SVC jest
czedcia wspolna wszystkich przedziatéw domknietych otrzymywanych w ko-
lejnych krokach konstrukcji. Jest to zbiér domkniety o pustym wnetrzu, jego
miara Lebesgue’a rowna jest % (a wiec jego brzeg ma dodatnia miare Lebes-
gue’al).
W konstrukeji funkcji Volterry wykorzystujemy stosowne ,kopie” funkcji zde-
finiowanej przez f(z) = 2?sin(2) dla  # 0 oraz f(0) = 0, ktére odpowied-
nio ,sklejamy” na brzegach odcinkéw usunietych w konstrukcji SVC. Funkcja
Volterry jest granica takiego ciagu ,kopii”.

Funkcja Volterry jest wszedzie rézniczkowalna, a jej pochodna jest nieciagla
doktadnie w kazdym punkcie SVC. Tak wiec pochodna funkcji Volterry nie
jest calkowalna w sensie Riemanna.

5. Funkcja Cantora-Lebesgue’a. Funkcja Cantora-Lebesgue’a (diabelskie scho-
dy) jest stala na wszystkich przedzialach, ktoére usuwa sie ze zbioru troj-
kowego Cantora, okreslonego na przedziale [0,1]. Funkcja ta ma ponadto
nastepujace wlasnosci:
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(a) Jest niemalejaca, przyjmuje wszystkie wartosci z przedziatu [0, 1].

(b) Funkcja ta jest wszedzie ciagla; w istocie jest ona jednostajnie ciagla
(ale nie jest bezwzglednie ciagla).

(¢) Jest rozniczkowalna jedynie w punktach poza zbiorem Cantora i jej
pochodna jest w kazdym punkcie réwna zeru.

Funkcje Cantora-Lebesgue’a mozna zdefiniowaé na sposéb arytmetyczny
(wykorzystujac rozwiniecia trojkowe i dwojkowe), ale okresli¢ ja takze mozna
jako granice nastepujacego ciagu funkcji:

1:
for1(@) =1f,(3z) dla0 <z < 2
Jrg1(z %dla%gmgz

3
(d) fop1(@) =3+ 3fnBx—2)dla 2 <z <1
Ciag funkcji f,, jest jednostajnie zbiezny do funkcji Cantora-Lebesgue’a.

) =
) =

6. Funkcja Minkowskiego. Rozwazamy reprezentacje liczb rzeczywistych w po-
staci utamkow tancuchowych: x = [ag;a1,a2,as,...] 1 oznaczamy: Ry =

k
>~ a;. Funkcja Minkowskiego 7 definiowana jest wzorem:
j=1

23 (*1)i,_1 jesli x jest liczba wymierna rézna od 1,

2K
=1
? = X q1yi—
(@) 23 ( 211)%, ' jesli x jest liczba niewymierna,
i=1
1 jesliz = 1.

Funkcja Minkowskiego jest Scisle rosnaca oraz ciaglta (ale nie jest bezwzgled-
nie ciggla), jej pochodna jest rowna zeru w kazdym punkcie wymiernym.
Jest to funkcja nieparzysta, ktorej wartos¢ w kazdym punkcie wymiernym
jest wymierna liczba diadyczna; w kazdym punkcie, ktéry jest niewymiernym
kwadratem, wartos¢ tej funkeji jest niediadyczna liczba wymierna. Jesli 7(x)
jest liczba niewymierna, to = jest albo liczba algebraiczng stopnia wyzszego
niz 2 albo liczba przestepna.

7. Funkcja rozniczkowalna o nieprzeliczalnym zbiorze wartosci krytycznych.
Punktem krytycznym funkcji rézniczkowalnej nazwiemy punkt, w ktérym

jej pochodna jest rowna zeru (wartosé funkcji dla takiego punktu to jej war-
tosé krytyczna). Przypominamy, ze dopelnienie zbioru trojkowego Cantora

C' jest suma przedzialow otwartych: |J (o, 8n). Zdefiniujmy f(x) = 0 dla
n=1
x € Coraz f(z) = (r—oy)(Bn—x) dlaz € (an, Brn). Niech F(z) = foz f)dt.

Poniewaz F' = f, wiec F' jest ciagla. Mamy: S =g.f {t : F'(t) = 0} (zbior
punktow krytycznych F') jest rowny C, a poniewaz f jest dodatnia na zbiorze
[0,1] \ C, wiec F jest &cisle rosnaca i zbior {F(t) : t € S} jej wartosci
krytycznych jest nieprzeliczalny.
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3.4. Geometria

Sierpinriski udowodnit, ze istnieje zbiér na ptaszczyznie, ktory ma z kazda pro-
sta doktadnie dwa punkty wspolne. Wykorzystujac nieefektywny aksjomat wybo-
ru, mozna podawaé przyktady innych zbioré6w punktowych ptaszczyzny, majacych
wlasnosci kolidujace z potocznymi wyobrazeniami na temat mozliwych twordw
geometrycznych.

Jednak nie tylko srodki nieefektywne shuzg do konstrukeji ,,dziwnych” zbiorow.
Ponizsza konstrukcja (Gelbaum, Olmsted, 1990) pokazuje, ze mozna potaczy¢ prze-
ciwleglte wierzcholki kwadratu roztacznymi (!) zbiorami spéjnymi C; i Cs, 7z kto-
rych kazdy jest suma dwoch tukéw domknietych i tuku otwartego:

Cr={(—14t,—1+1t): t€[0, 1JU{(¢t, 3 sin(F)+3): t€ (0, 1}U{(1, 2+5t): te[0, 1]}
Co={(—1+t,1-%t): t€[0, 1JU{(t, L sin(Z)—1): te (0, IU{(1, —1+3t): te(o, 1]}

Zauwazmy, ze:

L{(~1,-)}u{1, D} cc
2. {(~1,1)}U{(1,~1)} C Cu.

Zwrot kwadratura kota powszechnie rozumiany jest jako czynno$é niemozliwa
do wykonania. Przypomnijmy, ze problem kwadratury kota polega na znalezieniu
kwadratu o polu rownym polu danego kota, przy czym postugiwaé sie mozna je-
dynie linijka (bez podziatki) oraz cyrklem. To, iz jest to niewykonalne, wykazano
dopiero w XIX wieku. W matematyce od dawna rozwazano problem réwnowaznosci
figur (oraz bryl) poprzez rozktad. Dwa wielogciany o tej samej objetosci nazywa-
my réwnowaznymi przez rozktad, jesli jeden z nich mozna podzieli¢ na mniejsze
wielosciany, z ktorych ztozy¢ mozna drugi. Dla przykladu: czworoscian nie jest réw-
nowazny przez rozklad z szescianem (np. naroze sze$cianu jednostkowego nie jest
réwnowazne przez rozklad z szescianem o boku \3%) (por. np. Dehn, 1902). Alfred
Tarski w 1925 roku sformutowat problem nastepujacy: czy mozliwe jest podzielenie
kota na skoriczong liczbe czesci i ztozenie tych czesci w taki sposob, aby utworzyty
one kwadrat o polu rownym polu wyjsciowego kota (zob. Tarski, 1925). Problem
ten zostal rozwiazany ¢wier¢ wieku temu (zob. Laczkovich, 1990). W dowodzie
korzysta sie jednak zaréwno z aksjomatu wyboru, jak i ze zbioré6w niemierzalnych,
a wiec w jakims$ intuicyjnym sensie patologicznych.

Prawie kazdy styszal o paradoksalnym rozktadzie kuli — twierdzeniu udowod-
nionym przez Banacha i Tarskiego: kule w przestrzeni tréjwymiarowej mozna po-
dzieli¢ na skoriczona liczbe kawalkéw, a nastepnie kawalki te ztozy¢ razem tak,
iz w wyniku powstana dwie kule, kazda o mierze (objetosci) takiej samej jak ku-
la wyjsciowa. To twierdzenie o rozktadzie rowniez korzysta w dowodzie ze zbio-
roéw niemierzalnych, czyniac uzytek takze z nieefektywnego aksjomatu wyboru.
W tym przypadku zatem paradoksalnosé wyniku (wzgledem intuicji potocznego
doswiadczenia) jest konsekwencja srodkow uzytych w dowodzie twierdzenia. Tak
wiec zanim zaczniesz rozpowiadadé, ze (samo sformutowanie) twierdzenia Banacha-
-Tarskiego propaguje patologie, przestudiuj jego dowdd.

Dosé dobrze radzimy sobie z obliczaniem dlugosci, pola powierzchni oraz ob-
jetosci w przypadku przestrzeni do wymiaru trzy wlacznie. Wymienione pojecia



[112] Jerzy Pogonowski

maja oczywiscie swoje odpowiedniki w przestrzeniach o dowolnym wymiarze skon-
czonym. Mozemy jednak by¢ zaskoczeni, probujac przenosi¢ intuicje potoczne na
przypadek przestrzeni o wymiarze nie mniejszym niz cztery, jak widaé to np. w wy-
nikach dotyczacych koncentracji miary (w sformutowaniu tabloidalnym: prawie ca-
ta objetos¢ wielowymiarowej kuli skoncentrowana jest w okolicy jej brzegu). Nie
chcemy oczywiscie twierdzi¢, ze kula n-wymiarowa jest obiektem patologicznym.
Wrecz przeciwnie — kula taka jest obiektem dobrze zrozumialym, a umykaja na-
szym potocznym intuicjom wyobrazenia o strukturze przestrzeni o wyzszym wy-
miarze.

3.5. Topologia

W topologii ogblnej znajdujemy cate mnostwo specjalnie konstruowanych obie-
ktow, ktorych patologicznosé wykorzystywana bywa do lepszego rozumienia coraz
bardziej skomplikowanych intuicji matematycznych wytwarzanych w praktyce ba-
dawczej. Dla przyktadu:

1. Sinusoida zageszczona. To obiekt {(z,sin(1)): z € (0,2]} U {(0,y): y €
[—1,1]}. Jest przestrzenia zwarta i spojna (a wiec jest kontinuum), ale nie
jest ani lokalnie sp6jna, ani tukowo spdjna.

2. Sfera rogata Alerandera. Obiekt ten jest homeomorficzny ze zwykly sfera
dwuwymiarowa oraz dzieli cala przestrzen tréjwymiarowa na dwa obszary,
przy czym obszar wewnatrz sfery rogatej jest homeomorficzny z wnetrzem
zwyklej sfery, ale obszar na zewnatrz sfery rogatej nie jest homeomorficzny
z obszarem na zewnatrz zwyktej sfery. Tak wiec sfera rogata Alexandera
dostarcza przykladu na to, iz twierdzenie Jordana (o krzywej zamknietej na
plaszczyznie) nie daje sie uogolni¢ z dwoch do trzech wymiarow.

3. Jeziora Wady. Mozna podaé przyktad trzech roztacznych spdjnych i otwar-
tych zbioréw na plaszczyznie, ktére maja wspélny brzeg. Réwnowaznie moz-
na skonstruowaé¢ krzywa na ptaszczyznie, ktéra bedzie wspélnym brzegiem
takich trzech zbiorow (co oczywiscie koliduje z intuicjami do§wiadczenia po-
tocznego).

4. Naszyjnik Antoine’a. Obiekt ten stanowi topologiczne wtozenie zbioru Can-
tora w R3. Jego dopelnienie nie jest jednospojne. Pomijajac matematyczne
szczegoOly konstrukeji, mozna jg sobie wyobrazi¢ nastepujaco. Zaczynamy od
torusa i umieszczamy wewnatrz niego torusy ,zazebiajace si¢” jak ogniwa
(skoriczonego) tanicucha. W kazdym z tych torusow umieszczamy torusy ,za-
zebiajace sie¢” jak ogniwa (skoriczonego) taricucha itd. Naszyjnik Antoine’a
to cze$¢ wspoélna tych wszystkich toruséow. Jego spdjne sktadowe to poje-
dyncze punkty. Zbiér ten jest domkniety, nigdziegesty, doskonaty, catkowicie
niespéjny i ma moc kontinuum, a zatem jest homeomorficzny ze zbiorem
Cantora.

5. Dziki tuk Artina-Foxa. Dziki tuk to tuk v wlozony w R? tak, Ze nie istnieje ho-
meomorfizm R3 na R3, przy ktérym v przechodzi na przedzial jednostkowy.

6. Przenicowanie sfery. Stephen Smale udowodnit, ze sfere dwuwymiarows S2
mozna ,przenicowaé na druga strone” (bez ,rozrywania”) w przestrzeni R3.



Tworcza rola patologii w matematyce [113]

10.

Jesli f: 52 = R3 jest zwyklym wlozeniem, to istnieje homotopia immersji
fi 8% = R3 taka, ze fo = f oraz fi = —f. W sieci znalezé mozna wiele
filméw ukazujacych na czym polega ta paradoksalna (z punktu widzenia
doswiadczenia potocznego) konstrukcja.

. Powierzchnie jednostronne. Z punktu widzenia intuicji potocznych, powierz-

chnie majace tylko jedna strone (jak np. wstega Mobiusa) wydaja sie pato-
logiczne. W topologii rozwazamy wlasno$é nazywana orientowalnoscig po-
wierzchni, ktora jest pomocna przy rozumieniu, jak ,wygladaé¢” moga rézne
powierzchnie.

. Sfery egzotyczne. Przez sfere egzotyczng rozumiemy w geometrii rézniczko-

wej rozmaito$¢ rozniczkowalna, ktora jest homeomorficzna ze ,zwykta” sferg
w przestrzeni euklidesowej n-wymiarowej, lecz nie jest z nig dyfeomorficz-
na. Pierwszy przyklad takiej sfery (siedmiowymiarowej) podal John Milnor
w latach pieé¢dziesiatych XX wieku. Nie wiadomo obecnie (2014), czy istnieja
egzotyczne sfery czterowymiarowe. Czy sfery egzotyczne nazwiemy (dzisiaj)
obiektami patologicznymi? Gdyby tak czynié, to musieliby$my chyba jed-
noczedénie przyznawaé, ze mamy jakies glebokie intuicje dotyczace struktur
rézniczkowych w przestrzeniach o wysokim wymiarze, ze dobrze wiemy, co
jest w tych przypadkach standardem. Czy jednak mamy takie intuicje np.
w przypadku przestrzeni siedmiowymiarowe;j?

. Egzotyczna R*. Przez egzotyczng R* rozumiemy rozmaitosé rézniczkowalna,

ktora jest homeomorficzna z przestrzenia euklidesowa R*, lecz nie jest z nia
dyfeomorficzna. Istnieje kontinuum niedyfeomorficznych struktur rézniczko-
wych na R*. Wymiar 4 jest tu wyrézniony: dla zadnej n # 4 nie istnieja
struktury egzotyczne na R”.

Swiat rozmaitosci. Uwazamy, ze dobrze rozumiemy $wiat 1-rozmaitosci (krzy-
wych) oraz 2-rozmaitosci (powierzchni). Te rozmaitosci zostaly bowiem cal-
kowicie sklasyfikowane na poczatku XX wieku (zaréwno pod wzgledem to-
pologicznym, jak i geometrycznym). Niedawno Perelman udowodnil tzw.
Hipoteze Geometryzacyjna Thurstona (1997) (i tym samym stynna Hipote-
ze Poincarégo), uzyskujac geometryczna klasyfikacje zwartych 3-rozmaitosci.
Tego typu klasyfikacja nie jest mozliwa dla n-rozmaitosci, n > 4. Swiat roz-
maitosci czterowymiarowych jest szczegoélnie skomplikowany. Udowodniono
np., ze problem ustalenia, czy dwie triangulowalne 4-rozmaitosci sa homeo-
morficzne, nie jest rozstrzygalny (zob. np. Scorpan, 2005).

To tylko kilka przyktadow z wielkiej obfitosci topologicznych konstrukeji, cie-

szacych matematykow. Warto podkresli¢, ze wspomniane obiekty budowane byty
celowo, dla zaznaczenia koniecznosci modyfikacji pewnych dotychczasowych intu-
icji matematycznych.

3.6.

Teoria miary

Juz na przykladzie zbioru tréjkowego Cantora widzimy, ze miara zbioru moze

wydawac sie¢ paradoksalnie niewspdtmierna z liczba jego elementéow. Wspomniany
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wczesniej paradoks zwigzany z twierdzeniem Banacha-Tarskiego pokazuje, ze uzy-
cie srodkow nieefektywnych (aksjomatu wyboru) moze prowadzi¢ do sprzecznych
z potoczna intuicja wynikéow dotyczacych miary. Podobnie jest w przypadku ta-
kich (niemierzalnych w sensie Lebesgue’a) tworéw jak zbiory Vitalego lub zbiory
Bernsteina.

Niektore wyniki wydaja nam sie paradoksalne, gdyz wyobrazamy sobie, ze
rozwazane zbiory powinny mieé¢ duzg (badZ mala) miare, por. np.: zbior Kakeyi,
sfera Besicovitcha, rog Gabriela.

Wspoblczesnie pojecie prawdopodobienistwa analizujemy z uzyciem $rodkéow
teorii miary. Nalezy zatem pamietaé, ze np. niezaleznosé¢ zdarzen nie jest wtasno-
$cig samych zdarzen, lecz zalezy od przyjetej miary. Podobnie od przyjetej miary
zalezy odpowiedz na proste szkolne pytanie: jakie jest prawdopodobienstwo, ze
losowo wybrana cieciwa okregu o promieniu dtugoéci 1 bedzie dtuzsza od boku
trojkata rownobocznego wpisanego w ten okrag? Jak wiadomo, mozna tu uzyskaé
rézne odpowiedzi:

(a)
(b)
(c)

Rozwiazanie tego prostego zadania (ktore staje sie od razu widoczne po spo-

rzadzeniu rysunku) nie ujawnia zadnej patologii probabilistycznej, natomiast wy-
raznie wskazuje, jaki jest status pojecia prawdopodobieiistwa.

: wykorzystujemy dtugosé tuku;
: wykorzystujemy dlugosé odcinka;

: wykorzystujemy pole.

= Nj= Wl

3.7. Teoria mnogosci

,Normalni” matematycy (a wiec ci, ktorzy nie zajmuja sie zawodowo podsta-
wami teorii mnogosci) wierza chyba w istnienie §wiata ,prawdziwych” zbioréw i nie
przejmuja sie subtelno$ciami rozwazan metateoretycznych. O ile teoria mnogosci
jest niesprzeczna, to posiada ona wiele modeli, w tym modele przeliczalne, kto-
re niektérzy zapewne zechca okresla¢ mianem patologicznych. Nie podzielamy tej
opinii — uwazamy ze paradoks Skolema (rzekoma kolizja miedzy faktem, ze w teo-
rii mnogosci udowodnié¢ mozemy istnienie zbiorow nieprzeliczalnych, a faktem, ze
zbiory takie maja pomiesci¢ sic w modelu przeliczalnym) jest jedynie niedostrze-
zeniem réznicy miedzy rozumieniem terminu nieprzeliczalny w jezyku przedmioto-
wym i w metajezyku. Przeliczalny model M teorii mnogosci moze zawieraé¢ zbior
nieskoriczony, powiedzmy A, ktory jest ,z punktu widzenia tego modelu” nieprzeli-
czalny, gdyz w rozwazanym modelu M jest zbyt malo funkcji — nie istnieje w nim
bijekcja z A na zbior wszystkich liczb naturalnych (ktory daje sie reprezento-
wa¢ w M na mocy aksjomatu nieskoriczonosci); natomiast ,z punktu widzenia
metateorii” taki zbiér A bedzie przeliczalny. Osobna sprawa jest, ze srodkami je-
zykowymi teorii mnogosci (pierwszego rzedu) nie mozna dotrze¢ do wszystkich
elementéw zbioru potegowego dowolnego zbioru nieskoriczonego. Wydaje sie, ze
normalni matematycy nie sa catkowicie zgodni co do tego, jakiej czesci pelnego
zbioru potegowego potrzebuje matematyka (pamietajmy o niezaleznosci aksjomatu
konstruowalnosci Godla od teorii mnogosci ZFC).
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Zauwazmy, ze w ostatnich kilkudziesieciu latach zmieniono przekonania doty-
czace naturalnosci zalozeni o istnieniu bardzo duzych liczb kardynalnych. Hausdorff
sadzil, ze liczby mocno nieosiagalne nigdy nie znajda zadnego istotnego zastoso-
wania w matematyce, Zermelo postulowat istnienie catej pozaskonczonej hierarchii
takich liczb, a obecnie sa one najmniejszymi z branych pod uwage, intensywnie
badanych duzych liczb kardynalnych (zob. Kanamori, 1994). Dostrzezono m.in.,
ze aksjomaty istnienia takich liczb zwiazane sa z moca dowodowa teorii, wykorzy-
stywane sa tez one w rozwazaniach dotyczacych catkiem ,normalnych” obiektéw
matematycznych. Bardzo duze liczby kardynalne nie sa wiec juz obiektami patolo-
gicznymi, jak mozna bylo mniemaé na poczatku badan nad teoriag mnogosci. Dodaé
moze nalezy, ze wspolczesnie akceptuje sie poglad, iz uniwersa teorii mnogosci po-
winny by¢ mozliwie jak najobszerniejsze, a to wiaze sie¢ wladnie z aksjomatami
istnienia duzych liczb kardynalnych. Moze warto jeszcze wspomnieé, ze duze licz-
by kardynalne okazuja sie konieczne w dowodach pewnych twierdzeri dotyczacych
obiektow ,matematyki konkretnej”.

Niektorzy matematycy (dla przyktadu zob. Friedman, 1992) uwazaja, ze to
wlasnie obiekty patologiczne kryja sie za znanymi wynikami dotyczacymi niezu-
pelnosci waznych teorii matematycznych. Hipoteza Kontinuum jest niezalezna od
aksjomatow teorii mnogosci ZFC, jesli jednak ograniczymy sie do zbioréw wy-
starczajaco ,naturalnych”, to mozemy o nich rozstrzygnaé wiecej niz w przypadku
calkiem dowolnych zbioréw. Juz Hausdorff udowodnit, ze kazdy nieskonczony bore-
lowsko mierzalny zbior liczb rzeczywistych pozostaje we wzajemnie jednoznacznej
borelowsko mierzalnej odpowiedniosci albo ze zbiorem wszystkich liczb catkowi-
tych albo ze zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych.

W matematyce wspolczesnej paradygmat teorii mnogosci jest wszechobecny.
Warto jednak chyba pamietaé, ze teorie mnogosci uwazano za:

Raj, z ktorego nie damy sie wypedzi¢ (Hilbert)
Zaraze, z ktorej matematyka sie wyleczy (Kronecker)

Dziwaczna kandydatke na podstawy matematyki (Skolem)
Teorig, ktora bedzie (?) podobna do topologii ogolnej (Mostowski)

A T e

Paradygmat, ktory zniknie, gdy wymra jego przedstawiciele (Awodey)

3.8. Logika

Przykladem patologii logicznej jest niewatpliwie kazda antynomia — zawsze
staramy sie pozbyé¢ zauwazonej sprzecznosci. Patologicznosé objawia sie réwniez
w przypadku wielu paradoksow logicznych, ktoére staramy sie rozwiazywaé, mo-
dyfikujac w efekcie niektore zywione uprzednio intuicje. Paradoksy takie moga
mieé swoje zrodto np. w mieszaniu jezyka przedmiotowego z jego metajezykiem,
z intensjonalno$cia wyrazen lub ich nieostroscia.

Czasem wskazuje sie na wybrane wlasnosci implikacji i rownowaznosci mate-
rialnej jako paradoksalne (w tym sensie, ze pozostaja one w konflikcie z naszymi
intuicyjnymi przekonaniami dotyczacymi np. wynikania, réwnoznacznosci itp.) —
naleza do nich m.in.:

(pA=p) = 4,
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p— (qV —q),
(p—aq)V(g—p),
(r=qg)Vig=r)Vvip=r).

Naszym zdaniem, nie sa to przejawy patologii, o ile pamietamy, jaki naprawde jest
zasieg stosowania klasycznego (!) rachunku zdan. Oczywiscie nie ma przeszkod, aby
konstruowa¢ systemy logiczne, ktore takich wlasnosci mie¢ nie beds (np.: logiki
relewantne, logika niefregowska itp.).

Czasami moéwi sie o patologiach klas spetniania, ktére sa konstrukcjami otrzy-
mywanymi w aksjomatycznych ujeciach pojecia prawdy: takich klas spelniania
moze istnie¢ kontinuum (nad danym modelem), a wiec w sposob bardzo niejedno-
znaczny charakteryzuja one badane pojecie. Rowniez w tym przypadku sadzimy,
ze ta niejednoznaczno$¢ nie jest przejawem patologii, ale raczej widomy znak, jak
bardzo skomplikowane jest owo pojecie. Natomiast fakt, ze w przypadku pew-
nych logik infinitarnych np. nieskonczona koniunkcja zdan prawdziwych moze by¢
falszywa (w sensie wykorzystujacym pojecie klas spelniania) stwarza oczywiscie
pewien niepoko6j poznawczy.

4, Whnioski

Niniejsza notatka nie zawiera rzecz jasna zadnego nowego wyniku matema-
tycznego, nie jest tez zapewne jakos wyjatkowo oryginalna w tresci. Przytoczone
w niej obserwacje wydaja sie wskazywac¢ na nastepujace konkluzje.

4.1. Historia matematyki

Patologie bywaja oswajane. Najczesciej prowadzi to do rozwoju danej badz
calkiem nowej gatezi matematyki. Chcialoby sie rzec, ze matematyk nigdy nie
przechodzi obojetnie wobec patologii, zawsze korci go zmierzenie sie z trudnoscia
nieoczekiwang badz stworzona przez siebie samego. Przychodzi na mys$l znany
wiersz Norwida (1964) Fatum:

Jak dziki zwierz, przyszto nieszczescie do czltowieka
I zatopito wen fatalne oczy. . .

— Czeka — —

— Czy czlowiek zboczy?

Lecz on odejrzal mu, jak gdy artysta

Mierzy swojego ksztalt modelu;

I spostrzegto, ze on patrzy, co skorzysta

Na swym nieprzyjacielu? —

I zachwialo sie cala postaci waga

— — I nie ma go!

Patologie matematyczne nie sa nieszczesciem, ale zawsze stanowia nowe wy-
zwania. Uwazamy za ciekawe zadanie opracowanie eseju historycznego, w ktorym
punktami wyjscia prowadzonych analiz bytyby konkretne przypadki patologii ma-
tematycznych, ze wskazaniem, jak uporano si¢ z dang patologia i jakie przyniosto
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to skutki (w domysle: korzysci) matematyce. Niniejsza notatka takim esejem oczy-
wiscie nie jest — nie dokonujemy analizy konkretnych przypadkéw, co wymagatoby
nakreslenia odpowiedniego tta historycznego, zwrdcenia uwagi na nurtujace mate-
matykéw w danym okresie problemy wraz z propozycjami ich rozwiazywania itd.
Nie wystarczy tez zapewne odwolanie sie w takim eseju do podrecznikowych opra-
cowarl historii matematyki (np. Kline, 1994) — trzeba siega¢ do samych tekstow
zrodtowych, w ktorych pojawiaja si¢ nowe idee.

4.2. Krytyka koncepcji matematyki ucielesnionej

Teoria metafor poznawczych zrobita spora kariere w lingwistyce, przede wszyst-
kim za sprawa znakomitej monografii (Lakoff, Johnson, 1980). Probuje sie ostatnio
rozszerzy¢ zasieg jej zastosowan, miedzy innymi w matematyce (Lakoff, Nunez,
2000). Uwazamy, ze proba ta jest nieudana, co staraliSmy sie uzasadni¢ w innych
miejscach (zob. np. Pogonowski, 2011, 2012). Nie przytoczymy tu wszystkich tych
argumentow, zauwazmy jedynie, ze to m.in. wlasnie konstruowane przez samych
matematykow obiekty patologiczne zdaja sie zachowywaé odmiennie, niz przewi-
duje to koncepcja matematyki ucielesnionej, zadajaca uzycia stosownej metafory
pojeciowej w przypadku kazdego z tworzonych poje¢ matematycznych. Twierdzi-
my, ze:

1. W wielu przypadkach to wlasnie odejscie od mniej lub bardziej potocznych
intuicji jest odpowiedzialne za utworzenie nowego pojecia matematyczne-
go. W istocie konstruujemy obiekty patologiczne wtasnie na przekor pew-
nym intuicjom. Jaskrawo jest to widoczne w przyktadach topologicznych.
Wiele aktywnosci matematycznych zwiazanych jest wlasnie z porzuceniem
metaforyzowania, wyraznym rozdzieleniu intuicji oraz roboty formalnej. Po-
daé¢ mozna niezliczone przyktady, gdy intuicje bazowane na doswiadczeniu
potocznym zwodzg nas, nawet w przypadku rozwazania caltkiem prostych
obiektow i konstrukeji matematycznych.

2. Nie wystarczy postulowaé istnienie jakiegos obiektu, wykorzystujac spryt-
nie dobrana metafore pojeciows. Matematyk musi udowodnié¢, ze brane pod
uwage warunki nie generuja sprzecznosci.

3. Wykorzystywana wielokrotnie w (Lakoff, Nunez, 2000) Podstawowa Metafo-
ra Nieskoniczonosci nie zawsze dziata. Powiedzmy, ze chcieliby$my utworzy¢
pojecie szeregu najwolniej rozbieznego, wykorzystujac te metafore. Okresla-
my, co to znaczy, ze jeden szereg jest wolniej rozbiezny od drugiego (to
nietrudne) i ,,domykamy” taricuch takich coraz wolniej rozbieznych szeregow
obiektem granicznym, ktorego istnienie postuluje wspomniana metafora. To
jednak oczywiscie nie dziata: mozna udowodnié, ze nie istnieje szereg naj-
wolniej rozbiezny. My$lenie zyczeniowymi metaforami pojeciowymi nic w tej
kwestii nie zmieni.

4. Naszym zdaniem, koncepcja matematyki ucielesnionej nie zdaje adekwatnie
sprawy z dynamiki zmian intuicji matematycznych, a zmiany takie naste-
puja czesto wlasnie poprzez oswajanie obiektéw uwazanych poczatkowo za
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patologiczne. Na drodze jedynie tworzenia metafor nie mozna chyba wythu-
maczy¢ ani zmiennos$ci naszych intuicji matematycznych, ani faktu konfliktu
miedzy pewnymi intuicjami.

5. Metafory by¢ moze dobrze zdaja sprawe z tworzenia prostych poje¢ mate-
matycznych. Jednak od pewnego poziomu zaawansowania teorii (a czasem
nawet przy tworzeniu catkiem nowych teorii) to chyba nie one odpowiadaja
za tworcza dziatalnosé matematykow.

6. Metafory pojeciowe istotnie pelnig jakas role przy tworzeniu niektoérych pojeé
matematycznych. Jednak to nie tylko one pelnia te role. Abstrakcja, uogdl-
nianie, analogia, wyobrazanie sobie — to bodaj wazniejsze w tym wzgledzie
procedury. Tworzenie metafor pojeciowych na sposéb rozumiany przez au-
toréow nie zdaje sprawy np. z réznicy miedzy opisywaniem a definiowaniem
obiektow (a co za tym idzie, rowniez pojeé).

7. Tworzenie metafor pojeciowych w stylu Lakoffa i Nuneza nie wystarcza, na-
szym zdaniem, do rozumienia zlozonych poje¢ matematycznych (np.: nie-
przeliczalnosé, zawite struktury topologiczne i rézniczkowe, rownosé prawie
wszedzie itd.). Mozna szukaé¢ dalszych tego typu przykladow, w kazdej wla-
$ciwie dyscyplinie matematycznej.

8. By¢ moze tadnie dobrane metafory pojeciowe moga wspomagaé dydaktyke
matematyki. Ich rola jednak pozostaje pomocnicza — nie wyczerpuja one
og6lu umiejetnosci matematycznych. Potwierdzono, iz uczacy sie matematy-
ki moga rézni¢ si¢ miedzy soba w stosowaniu metafor.

Nasze uwagi krytyczne moga wydawacé sie beztadng zbieraning poczynionych
ad hoc zarzutéw, lecz nie bylo naszym zamiarem podanie jakiej$ spojnej, w mia-
re kompletnej alternatywy dla koncepcji uciele$nionej matematyki, to przekracza
nasze skromne mozliwosci. Ksiazka Lakoffa i Nufieza zastuguje na krytyke, lecz
zastuguje rowniez na uwage. Jest odwazng (w wielu miejscach niestety pochop-
nie brawurowsa) proba zmierzenia si¢ z fundamentalnymi pytaniami dotyczacymi,
m.in.: epistemologii matematyki, jej ontologii, fascynujacego zjawiska, jakim jest
tworczosé matematyczna, bardzo trudnych probleméw zwiazanych ze skutecznym
nauczaniem matematyki, wreszcie miejsca matematyki w catosci kultury.

4.3. Dydaktyka matematyki

Naucza¢ matematyki w szkole trzeba oczywiscie w sposéb rozwazny, biorac
pod uwage poziom rozwoju intelektualnego uczniow oraz szereg innych czynnikow,
w tym takze dojrzalosé emocjonalng. Czasami twierdzi sie, ze dziecko przychodzi
do szkoly z ogromnym zasobem wtasnej kreatywnosci, ciekawosci dla wszystkiego
co nowe, zapalu poznawczego, a p6zniej — w skodyfikowanym programowo proce-
sie edukacji — zalety te traci. Piszacy te stowa nie ma doswiadczen dydaktycznych
z mlodzieza szkolna, szczedliwie nie jest tez samozwanczym teoretykiem dydaktyki
matematyki. Za godne rozwazenia uwaza jednak umozliwienie uczniom zadziwie-
nia sie matematyka, m.in. poprzez ukazanie im przykladéw obiektéw okreslanych
jako patologiczne. Nie musza to byé twory szalenie skomplikowane — nawet nie
powinny by¢ takie, bo przeciez nie chodzi o to aby straszyé, lecz aby zachecaé.
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Dla przyktadu formutowaé¢ mozna caltkiem zgrabne zagadki matematyczne, w kto-
rych uczenn mogtby pobawié sie pojeciem nieskonczonosci — pojeciem, bez ktorego
niewyobrazalna jest wspotczesna matematyka. Rozbiezno$é szeregu harmoniczne-
go stuzy¢ moze do formulowania takich zagadek, jak choéby ta dotyczaca mrowki
drepczacej po doskonale elastycznej linie o poczatkowej dtugosci np. 1 km, kto-
ra jednocze$nie wydtuza sie z (duza, np. 1 km/sec) jednostajna predkoscia, gdzie
pytaniem jest, czy mrowka osiagnie w skoriczonym czasie koniec takiej liny, wy-
ruszajac z jej poczatku i poruszajac sie z (matla, np. 1 cm/sec) jednostajna pred-
koscia wzgledem liny. Juz proste dziatania na ulamkach pozwalaja na uzyskanie
(twierdzacej) odpowiedzi na to pytanie, ukazujac jednoczesnie potege matematyki
w analizie zjawiska fizycznego, co do przebiegu ktorego wiekszosé ludzi ma ztudne
przekonania. Innym intrygujacym problemem, ktory powinien — naszym zdaniem
— zaciekawi¢ ucznia, jest np. gra planszowa Armia Conwaya, ktorej reguly zasadni-
czo przypominaja reguly gry w warcaby. Interesujace jest przy tym, ze skoiiczona
armia osiagna¢ moze co najwyzej czwarty poziom w tej grze, a prostym (cho¢
wykorzystujacym sumowanie nieskoriczenie wielu wartosci) argumentem wykazaé
mozna, ze poziom piaty i wyzsze sa dla takiej armii nieosiggalne. Wydaje nam
sie, ze warto zacheca¢ mtodziez do zajmowania si¢ zagadkami matematycznymi,
takze takimi, ktérych rozwiazanie wymaga intuicyjnych préb poradzenia sobie np.
z pojeciem nieskoiiczono$ci. Uzywanie w szkole terminu patologia nie jest moze
wskazane, raczej nalezy chyba moéwi¢ o zagadkach, tamigtéwkach, tajemnicach,
zaskoczeniach, zadziwieniach itp.

Wiréd niedawno opublikowanych zbioréw zagadek matematycznych, ktére mo-
ga by¢ w takim zaciekawianiu matematyka pomocne, warto naszym zdaniem zwroé-
ci¢ uwage na: (Havil, 2007, 2008; A. Levitin, M. Levitin, 2011; Petkovi¢, 2009; Po-
samentier, Lehmann, 2013; Winkler, 2004, 2007). Piszacy te stowa przygotowuje
wlasnie do druku zbior zagadek matematycznych, ktérego mysla przewodnia jest
znana maksyma: Nic nie jest takie, jakim sie wydaje. Zagadki omawiane w owym
tekscie dotycza bowiem przede wszystkim takich sytuacji, w ktérych matema-
tyczna strona badanego zagadnienia zaskakuje, ukazuje ztudnosé iluzorycznych
przekonari bazujacych na intuicji doswiadczenia potocznego.

X K X

Autor uprzejmie dziekuje organizatorom I Interdyscyplinarnej Konferencji Na-
ukowej Transgresje Matematyczne (Instytut Matematyki im. KEN w Krakowie,
15-18 czerwca 2014) za umozliwienie mu wygloszenia odczytu, stanowiacego pierw-
szg wersje niniejszego tekstu, a takze obu anonimowym recenzentom, ktoérzy sfor-
mutowali sugestie poprawek oraz inspirujace pytania dotyczace omawianej proble-
matyki. Jeden z recenzentéw sugerowal probe zmierzenia sie z opracowaniem for-
malnej teorii, ktéra rozjasnialaby problemy ontologiczne oraz epistemologiczne do-
tyczace patologii w matematyce. ZwracaliSmy juz uwage, ze obiekty matematyczne
nie sg patologiami jako takie, ale ze mdwimy o nich w ten sposdb w okreslonym
kontekscie oraz momencie historycznym. Spogladamy wiec na obiekty badan ma-
tematyki zawsze z jakiego$ punktu widzenia, okreslonego werbalizacja zywionych
aktualnie intuicji matematycznych. W cytowanej juz wczesniej pracy Friedman
1992 autor wyréznia m.in. nastepujace punkty widzenia dotyczace teorii mnogo-
$ci: konstruktywny, borelowski oraz predykatywny. Zapewne takze w przypadku
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innych teorii matematycznych mozna probowaé¢ wydobyé punkty widzenia, kto-
re jakos sterowaly rozwojem tych teorii. Wymagaltoby to jednak sumiennych stu-
diéw historycznych oraz dostrzezenia trendéw tego rozwoju. W przypadku algebry
ciekawie ujmuje sie te zagadnienia w monografii (Corry, 2004). Punkty widzenia
dotyczace rozumienia pojecia ciaglosci analizuje np. monografia (Blaszezyk, 2007).
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